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Elliptische Kurven und ihre WeierstraBsche Normalform

Nach vielen Vorbereitungen sind wir nun endlich so weit, den zentralen
Begriff, um den es in dieser Vorlesung geht, exakt zu definieren und
erste wichtige Eigenschaften zu beweisen.

Definition: Eine elliptische Kurve iiber einem Korper k ist eine irredu-
zible ebene Kurve vom Grad drei in P?(k), die keine singulidren Punkte
hat und mindestens einen Punkts mit Koordinaten in k£ enthdlt.

Falls der Grundkorper k algebraisch abgeschlossen ist, hat natiirlich
jedes homogene Polynom positiven Grades aus k[ X, Y, Z] Nullstellen
in P?(k); fiir Korper wie £ = Q oder auch fiir endliche Korper muf3 das
aber nicht der Fall sein. Betrachten wir etwa iiber den rationalen Zahlen
das kubische Polynom X° + pY? + p?Z° fiir irgendeine Primzahl p.
Wenn es einen Punkt (z : y : 2) € P> (Q) gibt, der diese Gleichung
erfillt, konnen wir wegen der Homogenitit der Koordinaten annehmen,
daB3 x,y, 2 ganze Zahlen sind und keinen gemeinsamen Teiler haben.
Aus z° + py® + p*2° = 0 folgt, daB z° = —py® — p*2® durch p teilbar
ist; sel etwa x = px, mit , € Z. Dann ist py’ = —p3az(3) — p?23, also
Y = —pza;g — p2z°, so daB auch y = Py, durch p teilbar ist. SchlieBlich
folgt aus p?z° = —p° :1:(3) — p4y(3), daf} auch noch z durch p teilbar sein mu8,
im Widerspruch zur angenommenen Teilerfremdheit von x, y und z.

Die letzte Forderung ist also fiir beliebige Korper eine echte Bedingung,
und da wir keine Aussagen liber die leere Menge beweisen wollen, ist
sie auch sinnvoll.

Wir werden allerdings haufiger auch Punkte betrachten miissen, die
keine Koordinaten im Grundkorper k£ haben; deshalb definieren wir

Definition: Ist £ = V(F) C P*(k) eine elliptische Kurve iiber dem
Korper k£ und ist K irgendein Korper, so bezeichnen wir mit F(K) die
Menge aller Punkte (z : y : 2) € P?(K) mit F(x,y,2)=0.

Der Vektorraum aller homogener Polynome vom Grad drei iiber einem

Korper £ hat die Dimension (3 52) = 10; die Gleichung einer ellipti-

schen Kurve hat also zehn Koeffizienten. Wir wollen uns iiberlegen, daf3
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wir diese Zahl durch geschickte Wahl des Koordinatensystems deutlich
verkleinern konnen.

Wir nehmen dazu an, daB} die Charakteristik des Korpers k& von
zwei verschieden sei, daf} also 1 + 1 # 0 ist.

Elliptische Kurven iiber Korpern der Charakteristik zwei sind zwar
auch interessant und werden in der Kryptographie auch gelegentlich
angewandt; die Situation in Charakteristik zwei ist aber deutlich uniiber-
sichtlicher, so daf} wir sie nicht betrachten wollen.

Zur Erinnerung sei der Begriff der Charakteristik noch einmal kurz
erldautert: Fiir jeden Korper k£ gibt es genau einen Homomorphismus
7, — k, denn die Eins muf} auf die Eins des Korpers abgebildet werden,
und n € N als Summe von n Einsen auf die Summe von n Korpereinsen.
Die Null muB} auf die Null des Korpers gehen, und —n auf das additive
Inverse des Bilds von n. Falls diese Abbildung (wie beispielsweise
bei den rationalen, reellen oder komplexen Zahlen) injektiv ist, sagen
wir, der Korper habe die Charakteristik Null, in Zeichen chark = 0.
Andernfalls sei p die kleinste natiirliche Zahl, die auf die Null des
Korpers abgebildet wird; wir schreiben dann char £ = p. Wie die Be-
zeichnung schon andeutet, mul} p eine Primzahl sein, denn wire p = rs
mit r,s > 1, so wiirde das Produkt der Bilder von r und s in k ver-
schwinden, wiahrend diese Bilder selbst von Null verschieden wiren.
Das ist in einem Korper nicht moglich. Die einfachsten Korper der Cha-
rakteristik p > 0 sind die endlichen Koérper IF,, = Z /p. Wie man in der
Algebra zeigt, gibt es fiir jede Primzahlpotenz p™ bis auf Isomorphie
genau einen Korper mit p™ Elementen; er enthélt ), und hat somit die
Charakteristik p. Natiirlich gibt es auch unendliche Korper der Cha-
rakteristik p, z.B. den Korper aller rationaler Funktionen (Quotienten
zweier Polynome) tiber I ,.

Vor allem Korper von Zweipotenzordnung werden in der Kryptographie,
auch der mit elliptischen Kurven, teilweise benutzt, da sie Vektorrdaume
tiber [F, sind, so da man ihre Elemente als Bitfolgen kodieren kann,
und damit kann ein bindrer Computer leicht und effizient rechnen. Der
Nachteil ist allerdings, dal es fiir eine gegebene GroBlenordnung von
Zahlen erheblich mehr Primzahlen als Zweierpotenzen gibt, und ein
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Gegner konnte sich Vorteile bei Angriffen verschaffen, indem er fiir die
in Frage kommenden Korper Spezialhardware fiir ihre Arithmetik baut.
Die Anwender konnten das natiirlich auch, aber erfahrungsgeméf zeigen
Angreifer eine deutlich hohere Bereitschaft fiir teure Investitionen als
Anwender. Aus diesem Grund sind Kryptosysteme iiber Korper von
Primzahlordnung hiufiger im Einsatz als solche tiber Kérpern mit Zwei-
potenzordnung.

Sei also E = V(F) C P?(k) eine elliptische Kurve iiber einem Korper,
mit von zwel verschiedener Charakteristik und

F=a,X’+a,X*Y +a;XY?*+a,Y> +as X*Z
+ag XY Z+a;Y*Z +agXZ* +agY Z* + a,y2° .
Zur besseren Ubersicht schreiben wir dies als
F=F+FZ+F72*+a,,7°

mit
Fy=a,X° +a,X*Y +a;XY? +a,Y>,

Fy=asX*+ag XY +a;Y* und

Nach Definition hat £ mindestens einen Punkt P mit Koordinaten in k;
wir betrachten zunichst denn Fall, dal E sogar einen Wendepunkt P
mit Koordinaten in k£ hat. Dann konnen wir das Koordinatensystem
so wihlen, da3 die Wendetangente die Gleichung z = 0 hat und P
die Koordinaten (0 : 1 : 0). Auler P gibt es dann keinen weiteren
Punkt auf F’ mit z-Koordinate Null, denn die Wendetangente schneidet
die Kurve mindestens mit Vielfachheit drei, und nach dem Satz von
BEZOUT hat sie, mit Vielfachheiten gezihlt, insgesamt hochstens drei
Schnittpunkte mit F.

Ein Punkt (x : y : 0) mit z-Koordinate Null liegt genau dann auf £/, wenn
F(z,y,0) = F5(x,y) verschwindet. I ist ein homogenes Polynom vom
Grad dreiin X und Y'; da auBler (O : 1 : 0) kein weiterer Punkt (z : y : 0)
auf I liegt, mufl F5 in (O : 1) eine dreifache Nullstelle haben. Somit ist
F, = a, X> mit a; #0, denn sonst wire I kein Polynom vom Grad drei.



4 Vorlesungen Elliptische Kurven vom 24. und 27. Mérz 2020

Da eine elliptische Kurve nach Definition keine singulidren Punkte
enthilt, kann insbesondere der Punkt P = (0 : 1 : 0) nicht singular
sein, d.h. die drei partiellen Ableitungen nach x, y, z diirfen dort nicht
alle drei verschwinden. Nun ist

6x(x7y7z)_3a’lx + 81} (xay)z-i' 81} (xay)z

or OF;

6—y(x7y7Z) = &y (xay)z-i' %(x7y)22

OF
=@,y 2) = Fy(w,y) +2F, (@, y)z + 3a,02” .

Im Punkt (O : 1 : 0) verschwinden daher die partiellen Ableitungen
nach = und nach y, und

OF

5(0, 1,0)= F,(0,1,0) =a, .
Damit P kein singulirer Punkt ist, darf also der Koeffizient a, von Y27
in F' nicht verschwinden. Da jedes skalare Vielfache von F' die gleiche
Nullstellenmenge wie F' hat, konnen wir durch a; dividieren und somit
annehmen, dal a; = 1 ist. Damit ist

F=a0,X>+Y*Z+asX*Z+asXYZ+agXZ*+aY Z* + a,yZ°
=, X° +Y*Z + (agX Z + agZ*)Y + (as X*Z + ag X 7% + a,,2°) .
In der affinen Ebenen Z # 0 konnen wir Z = 1 setzen und erhalten
FX,Y,)=a, X + Y%+ (agX + ag)Y + (as X + ag X +ay) .

Ersetzen wir hier Y durch die neue Koordinate Y = Y — %(%X + ag),
so wird das Polynom in den neuen Variablen zu

o, X2 +Y?2+0, X2+ b, X +b,

mit geeigneten Elementen by, b,,b, € k. Man beachte, daB3 wir hier
(und nur hier) die Voraussetzung benutzen muf3ten, daf} char k 2 ist:
In einem Korper der Charakteristik zwei ist 2 = 0, wir konnen also
nicht durch zwei dividieren und haben somit auch keine quadratische
Erginzung.
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Zur weiteren Vereinfachung ersetzen wir noch X durch X' = —a; X

und Y durch Y/ = a1§~/; das 1st moglich, da a; nicht verschwindet. In
diesen Koordinaten wird das Polynom zu

_X/3 Y/2 b b
—+—+ =X+ X +b.
aj aj aj a;

Multiplikation mit a% fiihrt zur (fast) endgiiltigen Form
Y? — X? +b,X"? +a,b1 X" +alb,.

Uber einem Korper £, dessen Charakteristik von zwei verschieden ist,
konnen wir also fiir eine elliptische Kurve, die einen Wendepunkt mit
Koordinaten in £ hat, immer ein Koordinatensystem finden, in dem die
Nullstellenmenge eines Polynoms der Form

V2 (X +6,X%+¢,X +¢)
ist.

Falls es keinen Wendepunkt mit Koordinaten in & gibt, ist die Situation
etwas komplizierter: Jetzt reicht ein linearer Koordinatenwechsel im
Allgemeinen nicht mehr aus, aber wie TRYGVE NAGELL 1928 gezeigt
hat, ist liber einem Korper mit von zwei verschiedener Charakteristik
jede elliptische Kurve birational dquivalent zu einer Kurve in obiger
Form.

Die klassische algebraische Geometrie des neunzehnten und frithen
zwanzigsten Jahrhunderts betrachtete vor allem rationale Abbildungen.
Eine rationale Abbildung von P"™ nach P ist gegeben durch m + 1
homogene Polynome f,..., f,, desselben Grades und bildet einen
Punkt (z : ... : z,) ab auf den Punkt

(fo(a:o,...,a:n) R fm(aco,...,acm)) .
Letzteres muf3 natiirlich keinen Punkt in P’ definieren, denn es konnte
ja sein, daB die Polynome f, allesamt im Punkt (z, : ... : x,) ver-
schwinden. Die Abbildung ist daher nur auf einer Teilmenge von P"

wohldefiniert, ndmlich auf P" ohne den Durchschnitt der m + 1
Hyperflachen V(f)).

Rationale Abbildungen haben ihren Namen daher, dal sie im Affinen
durch rationale Funktionen gegeben sind: Beschrinken wir uns jeweils
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auf den affinen Raum, in dem die nullte Koordinate nicht verschwindet.
so wird (z, ..., z, ) abgebildet auf

<f1(1,a:1,...,a:n) fm(l,xl,...,azn)>
follixy,...oz) 7 fo(l,oy,...,z,) )
was fiir die Punkte definiert ist, an denen f, nicht verschwindet.

Beispiel einer rationalen Abbildung der projektiven Ebene auf sich selbst
ist die sogenannte CREMONA-Transformation

(x:y:2)— (yz:xz:2y).

Falls keine der drei Koordinaten x, y, z verschwindet, ist der Bildpunkt

Yz  xz Xy I 1 1
(yz :xz:2y) = : : =({=-1=:1=1;
TYz TYZ TYZ T Yy =z

fiir solche Punkte ist die Abbildung also zu sich selbst invers und damit
insbesondere bijektiv. In den drei Punkten (O : O : 1), (0 : 1 : 0)
und (1 : 0 : 0) ist die Abbildung nicht definiert, und ansonsten wird
jeder Punkt auf der Geraden x = 0 abgebildet auf (1 : 0 : 0), jeder
auf y = 0 auf (O : 1 : 0), und die Punkte mit z = 0 und xy # 0
gehen auf (0 : O : 1). Alle Punkte auf der Geraden durch zwei der drei
Ausnahmepunkte (0 : 0 : 1), (0: 1 :0)und (1 : 0 : 0) mit Ausnahme
dieser Punkte selbst werden also abgebildet auf den noch verbleibenden
Ausnahmepunkt.

Aus der Geometrie bekannte Beispiele rationaler Abbildungen sind
Zentralprojektionen; beispielsweise 4Bt sich die Projektion von P3(k)
auf P2(k) mit Zentru (1 : 0 : 0 : 0) beschreiben ddurch die rationale
Abbildung (v : = : y : 2) = (x : y : 2), die in allen Punkten mit
Ausnahme des Projektionszentrums definiert ist.

Definition: Zwei ebene Kurven C,C’ in P?*(k) heiBen birational
dquivalent, wenn es eine birationale Abbildung von P%(k) nach P*(k)
gibt, die C auf C’ abbildet, sowie eine weitere, deren Einschrinkung
auf C’ die Umkehrabbildung dazu ist.

Wir wollen also zeigen, dal3 jede elliptische Kurve ¥ = V(F') in P?(k)
birational dquivalent ist zu einer, deren Gleichung die Form y*> = G(z, 2)
hat mit einem homogenen Polynom GG vom Grad drei.
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Nach Definition hat & mindestens einen Punkt P mit Koordinaten in k;
falls dies ein Wendepunkt ist, wissen wir bereits, da} wir diese Form
sogar durch eine lineare Koordinatentransformation erreichen kdnnen.
Andernfalls schneidet die Tangente an £ im Punkt P dort nur mit
Vielfachheit zwei; nach dem Satz von BEZOUT muB es also noch einen
weiteren Schnittpunkt ) mit £ geben. Dessen Koordinaten miissen
a priori nicht unbedingt in & liegen, denn der Satz von BEZOUT gilt
ja nur liber algebraisch abgeschlossenen Korpern. Hier bekommen wir
jedoch fiir die Koordinaten von () kubische Gleichungen iiber k, die die
entsprechende Koordinate von P als doppelte Losung haben, und die
liegtin k. Durch Abdividieren erhalten wir eine lineare Gleichung tiber &,
und auch deren Losung liegt in k. (Alternativ konnte man natUrlich auch
den Wurzelsatz von VIETE anwenden.)

Durch eine lineare Koordinatentransformation konnen wir erreichen,
daf} die Gleichung der Tangenten an £ in P die Gleichung x = 0 hat und
(@ die Koordinaten (0 : O : 1). In der affinen (x, y)-Ebene ist () also der
Nullpunkt, und die y-Achse ist Tangente an F in P. Als Punkt der y-
Achse hat P die z-Koordinate Null, hat also Koordinaten (0 : y, : 1) mit
einem noch unbekannten y,, € k. Zur Bestimmung von y,, schneiden wir
die y-Achse mit F, setzen also in der Kurvengleichung F'(z,y,z) = 0
die Werte z = 0 und z = 1 ein. Mit Bezeichnungen wie oben ist

F,y,1) = F30,y) + F50, ) + Fi(y + a;0 = 0.
Da @ = (0:0: 1) auf der Kurve liegt, ist a;, = 0, und da F; homogen
vom Grad j ist. folgt F;(0.y) = Yy’ F;(0,1). Damit wird die Gleichung

AN
P F5(0, 1) +y°F5(0, 1) + yF,(0,1) = 0.

Diese kubische Gleichung hat die einfache Losung y0 = 0, die dem
Punkt () entspricht, sowie die doppelte Losung y = vy, fiir P, denn dort
ist die y-Achse ja Tangente. Die quadratische Gleichung

Y2 F3(0,1) + yF5(0,1) + F1(0,1) = 0
hat also eine zweifache Losung, d.h. ihre Diskriminante
F,(0,1)* — 4F,(0, 1)F4(0,1) = 0

verschwindet.
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Als néchstes schneiden wir I~ mit der Geraden y = tx, wobei ¢ ein neuer
Parameter sei.

F(z,tx, 1) = F(x,tx) + Fy(x,tx) + Fi(x, tx)
=2 (1,0 + 22 F(1,t) + 2 F(1,£) = 0
hat die Losung = = 0, was geometrisch klar war, da () auf der Ge-
raden liegt. Die beiden anderen Losungen sind die der quadratischen

Gleichung
2?1, ) + 2 F (1, ) + Fi(1,t) =0

Da wir Korper der Charakteristik zwei ausgeschlossen haben, konnen
wir diese Gleichung durch quadratische Ergédnzung umformen zu

RA,HY  FBOY: RO
F3(1,t) (<$+ 2F3(1,t)) — 4F3(1,t)2 + F3(1,t) =0.

Multiplikation mit 4F%(1, t) bringt die Nenner weg und liefert die neue
Gleichung

(2F5(1, )z + Fy(1, t))2 = F,(1,t)* — 4F, (1, ) F5(1,t) .

G = F} — F| I, ist ein homogenes Polynom vom Grad vierin X und Y.
Wie wir oben gesehen haben, verschwindet es fiir den Punkt (0, 1), ist

also durch X teilbar. Wir schreiben G = X G mit einem homogenen
Polynom G vom Grad drei. Dann ist

G(1,t) = G(1,t) = Fy(1,t)* — 4F,(1,) F5(1,1)
ein Polynom vom Grad drei in ¢.

Wir fiihren nun zwei neue Variablen .S, T" ein durch

Y Y Y
T = X S=2F;1, X+ F,(1,T) =2F, (1, f) + F| (1, X) :
Die liefert eine rationale Abbildung der affinen Ebene auf sich selbst.
(Beim Ubergang zum projektiven miissen wir homogenisieren und
konnen dann die X-Potenzen im Nenner eliminieren.) Es gibt auch

eine rationale Abbildung in Gegenrichtung, denn

__ Lanh o vy RO
2F,(1,T) 2F,(1,T)
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Somit ist E birational dquivalent zur Kurve s> = G(1, t), wobei G(1,T)
ein Polynom vom Grad drei ist.

In der Ebene mit den neuen Koordinaten ist £ somit die Nullstellen-
menge eines Polynoms

S? — (@T?+bT?*+cT +d).

Um a auf eins zu setzen, machen wir noch einen letzten Koordinaten-
wechsel mit U = aS und V' = aT"; wir erhalten

U? ViV T

— —|la—+b—+c—+d| .

a? = a’ a? a
Multiplikation mit a* macht daraus
U> — (V?+bV? +acV +a°d);

wir bekommen also ein Polynom der gleichen Gestalt wie im ersten Fall,
als es einen Wendepunkt in E(k) gab.

Damit haben wir gezeigt

Satz: Jede elliptische Kurve £ C P?(k) iiber einem Korper mit von
zwel verschiedener Charakteristik ist birational dquivalent zu einer
Kurve V(F)mit F =Y?Z — (X° + &, X*Z + ¢, X Z* + ¢, Z°). _
Wie wissen allerdings noch nicht, ob die Kurven V' (F’) fiir beliebige
Wahl der Konstanten a, b, ¢, d elliptisch sind. Tatsédchlich sind sie es
nicht; beispielsweise ist der Nullpunkt auf der Kurve V(Y*Z — X?)
offensichtlich singulér. Fiir das obige Polynom F’ ist

OF
e = 2 *
3y (z,y) =2y,

damit sind alle Punkte mit nichtverschwindender y-Koordinate nicht-
singuldr.

Fiir Punkte (x : y : z2) mit y = 0 mull (x : z) eine Nullstelle des
kubischen Polynoms X° + aX?Z + baZ* + ¢Z* sein. Die partiellen
Ableitungen von F' nach z und z sind bis aufs Vorzeichen die dieses
Polynoms, und die verschwinden genau dann beide, wenn es sich um
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eine mehrfache Nullstelle handelt. Wir erhalten also stets eine Glei-
chung obiger Form, bei der das kubische Polynom in der Klammer kei-
ne mehrfachen Nullstellen hat, und umgekehrt definiert eine Gleichung
dieser Form dann eine elliptische Kurve.

Falls die Charakteristik des Korpers k£ auch von drei verschieden ist,
konnen wir die Gleichung noch etwas vereinfachen: Dann konnen
wir analog zur quadratischen Erginzung eine ,kubische Erginzung™
durchfiihren, indem wir die Koordinate X ersetzen durch X' = X + %aZ .
Dies bringt den Koeffizienten von X*Z zum Verschwinden, wir kénnen
also sogar eine Gleichung der Form

v =2 +ax+b
erreichen.
Definition: Eine Gleichung dieser Form heilit WEIERSTRASSsche Nor-
malform.

(WEIERSTRASS untersuchte elliptische Kurven iiber den komplexen
Zahlen; in seiner Originalgleichung hatte x° tatsichlich den in der
analytischen Theorie sinnvollen Koeffizienten vier.)



