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Einige weitere Sétze iiber ebene Kurven

In dieser Vorlesung sei k ein beliebiger Korper. Die folgenden Sitze
werden fiir das Verstdndnis elliptischer Kurven niitzlich sein.

Satz: C und C’ seien Kurven in P?(k) vom Grad d, die sich in genau
d? verschiedenen Punkten schneiden. Wenn genau de dieser Punkte auf
einer irreduziblen Kurve C”' vom Grad e liegen, liegen die restlichen

d(d — e) auf einer (nicht notwendigerweise irreduziblen) Kurve vom
Grad d — e.

Beweis: F und G seien homogene Polynom vom Grad d aus k[ X, Y, Z]
mit C = V(F) und C' = V(G). Wir betrachten das Biischel £ der
Kurven (besser Divisoren) mit den Gleichungen

M (x,y,2)+ pG(z,y,2) =0  mit  (\:p) ePl(k).

Da F und G in allen Schnittpunkten von C und C’ verschwinden,
liegen die d* Schnittpunkte auf jedem der Divisoren aus £. Fiir einen
Punkt @ = (zg : Yy : 2 aus P?(k), der nicht auf C' liegt, ist
F(xy, 1y, 29) # 0; wir konnen daher einen Punkt (X : p) € P! (k) finden,
so daBB AF'(z, Yo, 29) + LG (2, Yy, 29) verschwindet, d.h. der Punkt Q)
liegt auf der Kurve C = V(AF + uG) aus L. Wir betrachten eine solche

Kurve C' speziell fiir einen Punkt (), der zwar nicht auf C liegt, aber
auf C”.

Da jeder Divisor aus £ alle Schnittpunkte von C' und C’ enthiilt,
schneiden sich C und C” in den de Schnittpunkten von C und C”,
auBerdem haben sie noch den Punkt () gemeinsam, der nicht auf C
liegt, also keiner dieser de Punkte sein kann. Somit haben C und C”
mindestens de + 1 Punkte gemeinsam. C hat, wie jede Kurve aus L,
den Grad d, und C” hat nach Voraussetzung den Grad e < d. Falls
die beiden Kurven keine gemeinsame Komponente haben, kann es nach
dem Satz von BEZOUT hochstens de Schnittpunkte geben. Also haben
die beiden eine gemeinsame Komponente, und wegen der Irreduzibilitit
von C" kann das nur C”’ selbst sein. C" ist also eine Komponente von C,
das sich deshalb schreiben 1Bt als Vereinigung von C”' mit einer (nicht
notwendigerweise irreduziblen) Kurve C””’ vom Grad d — e. Da alle d?



2 Vorlesung Elliptische Kurven vom 17. Marz 2020

Schnittpunkte von C und C’ auf C liegen und genau de davon auf C”,

liegen die restlichen d(d — e) auf C"”. .

Zwei Kurven vom Grad drei schneiden sich nach dem Satz von
BEZOUT in hochstens neun Punkten; falls der Grundkorper algebra-
ische abgeschlossen ist, sind es mit Vielfachheiten gezédhlt genau
neun. Der folgende Satz besagt, da im Falle von neun verschiede-
nen Schnittpunkte diese Punkte nicht beliebig in der projektiven Ebene
liegen, sondern dall durch je acht dieser Punkte der neunte eindeutig
festgelegt ist:

Satz: £ =V (F)und E' = V(G) seien zwei Kurven vom Grad drei in
der projektiven Ebenen, die sich in genau neun verschiedenen Punkten
schneiden, und £ sei das von E und E’ erzeugte Biischel kubischer
Kurven, d.h. also die Kurven

VOF+uG) mit  (\:p)ePlk).

Sind dann P,... F; irgendwelche acht der neun Schnittpunkte, so
geht jede kubische Kurve durch Pj,...F; auch durch den neunten
Schnittpunkt Py. Das lineare System £’ aller kubischer Kurven durch
Py, ... Py ist gleich dem von E und E’ erzeugten Biischel L.

Beweis: Wir zeigen zunichst einige geometrische Eigenschaften der
Menge der neun Schnittpunkte:

1. Keine vier der Punkte Py, ..., P, liegen auf einer Geraden: Ange-
nommen, die Gerade g enthalte vier der Punkte P;. Dann haben £ und g
mindestens vier gemeinsame Punkte, was nach dem Satz von BEZOUT
nur moglich ist, wenn g eine Komponente von E ist. Entsprechend
miiBte g auch eine Komponente von E’ sein, die beiden Kurven hitten
also eine gemeinsame Komponente. Da sie nach Voraussetzung nur neun
Punkte gemeinsam haben, ist das nicht moglich.

2. Keine sieben der Punkte Py, ..., P, liegen auf einer Quadrik: Hier
konnen wir genauso argumentieren: Eine Quadrik, also eine Kurve vom
Grad zwei, hat mit einer kubischen Kurve nach BEZOUT hochstens sechs
Schnittpunkte — es sei denn, die beiden Kurven haben eine gemeinsame
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Komponente. Im Falle einer irreduziblen Quadrik miifite das () sein, d.h.
() wiire eine gemeinsame Komponente von £ und E’. Eine nicht irredu-
zible Quadrik zerfillt in zwei Geraden, und bei sieben Schnittpunkten
miilte mindestens eine der beiden vier oder mehr dieser Punkte enthal-
ten, was wir bereits ausgeschlossen haben.

3. Durch je fiinf der neun Schnittpunkte geht genau eine Quadrik: Eine
Quadrik in P?(k) ist gegeben als Nullstellenmenge eines homogenen
quadratischen Polynoms

aX?>+bXY +cXZ+dY?* +eYZ + f2°%;

da dieses sechs Koeffizienten hat, ist das lineare System aller Quadriken
in P?(k) fiinfdimensional, Somit gibt es durch je fiinf Punkte der
projektiven Ebenen stets mindestens eine Quadrik, denn wenn wir die
Koordinaten der Punkte in die Gleichung der Quadrik einsetzen, erhalten
wir ein homogenes lineares Gleichungssystem aus fiinf Gleichungen fiir
die sechs Koeffizienten a, b, ¢, d, e, f.

Angenommen, fiinf der P, liegen auf zwei verschiedenen Quadrikens
Q und Q’. Da zwei Quadriken ohne gemeinsame Komponente nach
BEZOUT hochstens vier Schnittpunkte haben kénnen, miiten Q und Q'
eine gemeinsame Komponente haben; diese konnte, da die beiden
Quadriken verschieden sind, nur eine Gerade g sein. Es gibe daher
zwei verschiedene Geraden hund A/, sodaB Q = gUhund Q' = gU I/
ist. Nach der ersten Aussage in diesem Beweis konnen auf g hochstens
drei der P, liegen, also ldgen mindestens zwei der P, sowohl auf h als
auch auf i’. Das geht aber nur, wenn i = A’ und damit Q) = Q" ist.

4. Wiire L # L' so wiren keine drei der P; kollinear: Natiirlich ist
L C L', denn jeder Divisor aus £ enthilt alle neun Schnittpunkte und
damit auch jede Teilmenge davon. Da £ eindimensional ist, miiBte £’
daher im Fall £ # £’ mindestens die Dimension zwei haben.

Angenommen, dies ist der Fall, und drei der P, sind kollinear; 0.B.d.A
seien dies die Punkte P;, P,, P;, und g sei die Gerade, auf der sie liegen.
Wegen Aussage 3. liegen die fiinf Punkte P, Py, Py, PP;, Py auf genau
einer Quadrik Q. P € g sei verschieden von P;, P,, P;, und P’ sei ein
Punkt, der weder auf g noch auf ) liegt. Da dim £’ > 2 ist, gibt es
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eine Kurve C € £’ , die durch P und P’ geht. Da C als Kurve aus £’
durch die Punkte P, . .., Py geht und g durch P,, P,, P;, besteht C N g
mindestens aus den vier Punkten P, P,, P, und P. Nun ist aber C eine
kubische Kurve und g eine Gerade; nach BEZOUT kann es also nur dann
mehr als drei Schnittpunkte geben, wenn g eine Komponente von E ist.

Somit ist E die Vereinigung von g mit einer (nicht notwendigerweise
irreduziblen) Quadrik Q.

Die fiinf Punkte P, . . ., P liegen auf C, kbnnen aber wegen Aussage 1.
nicht auf g liegen, da g bereits P, P, und P; enthilt. Somit liegen sie
auf @', und da es nach 3. durch fiinf Schnittpunkte genau eine Quadrik
gibt, ist Q" = ) und damit E = g U Q. Das ist aber nicht moglich, denn
P’ ist ein Punkt von E der weder auf ) noch auf g liegt. Damit ist
klar, daB im Falle £ # £’ keine drei der neun Schnittpunkte auf einer
Geraden liegen konnen.

5. Falls £ # L'ist, liegen keine sechs der P, auf einer Quadrik: An-
genommen P, ... F; liegen auf einer Quadrik (). Wiire diese reduzi-
bel, wire sie Vereinigung zweier Geraden, von denen mindestens eine
mindestens drei dieser Punkte enthalten miiite. Wie wir gerade gesehen
haben, ist das nicht moglich, also mu} () irreduzibel sein.

g sei die Gerade durch P, und F;. Wir wihlen einen Punkte P € (), der
nichtin {P,, ... P} liegt, sowie einen Punkt P’, der weder auf @) noch
auf g liegt. Da £’ nach Voraussetzung von £ verschieden ist und somit
mindestens zweidimensional, gibt es eine Kurve C e L, die durch P
und P’ geht. Als Element von £ enthilt C' insbesondere die Punkte
Py, ... Fg; die Schnittmenge mit () enthélt also mindestens die sieben
Punkte P, ..., P, und P. Wieder folgt aus dem Satz von BEZOUT, daf
E und () eine gemeinsame Komponente haben miissen, was wegen der
Irreduzibilitit von () bedeutet, dal3 () C E ist. Die zweite Komponente
muf} aus Gradgriinden eine Gerade sein, und auf dieser Geraden miissen
die Punkte P; und F; liegen, denn sie liegen auf E , konnen aber wegen 2.
nicht auf @) liegen. Somit ist diese Gerade gleich g, d.h. E = QU g.Das
kann aber nicht sein, denn P’ € E liegt weder auf g noch auf Q).

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun beweisen, daB £ = £’ ist:
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Angenommen, dies wire nicht der Fall. Wir betrachten die Gerade g
durch P, und P, und wihlen darauf zwei weitere Punkte P{ und P;. Da
L' nach unserer Annahme mindestens zweidimensional ist, gibt es eine
Kurve E € £/, die durch P! und P} geht. Sie schneidet g mindestens in
den vier Punkten P;, P,, P/ und Pj, was fiir eine kubische Kurve nach
BEZOUT nur dann moglich ist, wenn g eine Komponente von E ist. Somit
ist £ = g U @ mit einer Quadrik (). Da g wegen 4. keinen der Punkte
P;, ..., P; enthalten kann, miissen diese sechs Punkte auf () liegen,
denn jede Kurve aus £’ geht ja durch P, ..., P;. Das widerspricht aber
der Aussage 5.

Somit ist £’ = £, d.h. jede kubische Kurve, die durch acht der neun
Schnittpunkte von E und E’ geht, liegt im von FE und E’ erzeugten

Biischel und geht daher auch durch den neunten Schnittpunkt. .



