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1 Kurven in der projektiven Ebene

1.1 Projektiver Raum, Nullstellenmengen homogener Polynome

Beispiel einer elliptischen Kurve:

2¥7- 3x-y? =0
3 T T T

¥

Allgemein, falls chark # 2,3: y> = x>+ ax + b

k sei ein Korper. Wir identifizieren seine Punkte mit denen der Gera-
den y = 0 in der affinen Ebene k? mit den Koordinaten (x,y). Weiter
sei z = (0,—1), dann gibt es zu jedem Punkt x € k genau eine Gerade
durch z und (x,0). Umgekehrt schneidet jede Gerade durch z mit einer
Ausnahme die x-Achse. Die Ausnahme ist y = —1.

Definition:

Die Projektive Gerade P! (k) ist die Menge aller Geraden in k? durch
einen festen Punkt z € k2.

Aquivalentes Modell:

IP!(k) ist die Menge aller eindimensionaler Untervektorrdume von k2.
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Allgemein definieren wir:

Definition:

Ist k ein Korper und V ein k- Vektorraum, so bezeichnen wir die Menge
aller eindimensionaler Untervektorraume von V' als projektiven Raum
P(V).

Fiir n € IN bezeichnen wir

]I)n — IP(kVH—l)

als n-dimensionalen projektiven Raum.
P! heit projektive Gerade
IP? heift projektive Ebene.

Zum besseren Rechnen ordnen wir den Punkten eines projektiven Raums
sogenannte homogene Koordinaten zu.

Ist U < V ein eindimensionaler Untervektorraum und u € U\{0}, so
bezeichnen wir die Komponenten von # als homogene Koordinaten von
Uu.

Konkret in P? = IP(k?) :
Ein eindimensionaler Untervektorraum U < k3 besteht aus den Vielfa-
chen des Vektors

X \ 0
v

die homogene Koordinaten sind (x :y : z).

Ist A € k\ {0}, so erzeugt

A-x X
A -y | denselben Untervektorraum wie | y
Az z

dh. (x:y:z)=(xA:yA:zA)

Seinun f(x,y,2z) =x*+y*+2z>—3
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dannist f(1,1,1) =0aber (1:1:1)=(2:2:2) undf(2,2,2) =9

Definition:

a) Ein Polynom in 7 Variablen x1,...,x, iiber dem Korper k ist eine
endliche Linearkombination von Monomen xil xgz --xime; € INp

b) Der Grad eines solchen Monoms iste; +e, + -+ - + ¢,
c¢) Der Grad des Polynoms ist das Maximum der Grade der Monome

d) Das Polynom hei3t homogen, wenn alle seine Monome den glei-
chen Grad haben.

Beispiel:
x>+ 1y° + 2% + 5xyz ist homogen vom Grad 3

Ist f homogen vom Grad d und A € k so ist

Flxy,x,..,%,) = A (x1,...,x,)

Falls A # 0, verschwindet die linke Seite genau dann, wenn auch die
rechte Seite verschwindet. Sind (x1, .. .,xn) die homogenen Koordina-
ten eines Punktes, so konnen wir also zwar nicht vom Funktionswert
von f in diesem Punkt reden, aber wir konnen davon reden, ob f dort
verschwindet oder nicht.

Definition:

Eine Teilmenge C C IP? heif3t ebene Kurve vom Grad d iiber dem
Korper k, wenn es ein nicht konstantes homogenes Polynom f vom
Grad d iiber k gibt, so dass

C={(x:y:z)eP?| f(x,y,z) =0}
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1.2 Ubergang von der affinen zur projektiven Ebene

Wir bezeichnen die Koordinaten in k> mit x, v, z.

Jeder Punkt (x : v :z) € P?(k) mit z # O lésst sich auch schreiben in
der Form (xo:yo:1) mitxo=%,y0 =2,z =1.

Die Punkte mit homogenen Koordinaten

(x:y:z)

mit z # 0 entsprechen also eineindeutig den Punkten der affinen (xo, yo)-
Ebene k2. Dazu kommen die Punkte (x : y : 0), sie entsprechen den mog-
lichen x : y der Geraden durch (0,0) = (0:0:1).

Nun sei

C={(x:y:2) € P?| f(x,y,2) = 0}

eine Kurve vom Grad d und (xo, o) € k2.

Wir identifizieren diesen Punkt mit (xg : o : 1) aus IP3(k); er liegt also
auf C, wenn f (xo, Yo, 1) = 0 ist. Das ist ein Polynom in xy und Yo, es ist
1.A. nicht homogen. z.B.

o f(x)=x>41y>+ 2%+ 5xyz wird zu x3 + y3 + 1 + 5x0y/0

e ¢=72%(x+y+z)wirdzu xg +yo + 1
afﬁn:x0+y0+1:0<:>y0:—xo—1

Geometrisch gesehen:

Interpretation von g: g(x,v,z) =0< x +y+2z =0oder z =0, d.h. die
Kurve besteht aus zweil Geraden, eine davon im Unendlichen.
Umgekehrt:

Gegeben sei eine affine Kurve {(xo,y0) € k* | fo(xo,y0) =0},

fo Polynom in xy, yo.

Gesucht: Eine projektive Kurve C = {(x:y:z) € P?| f(x,y,z) = 0},
sodass CN{(x:y:z) € P*(k) |z # 0} gleich der gegebenen Kurve
ist. Dazu fiillen wir jedes Monom x2y§ von fy auf zu einem Monom

x™yPz4=4=b wobei d den Grad von f; bezeichnet.
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1.3 Schnittpunkt einer Kurve mit einer Geraden

Definition:

Eine ebene Kurve heifit irreduzibel in IP?(k), k algebraisch abgeschlos-
sen, falls sie sich nicht schreiben lisst als Vereinigung zweier Kurven.
Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, dann bezeichnen wir eine Kurve

C={(x:y:2) €P?| f(x,y,z) =0}

als irreduzibel, wenn es keinen algebraisch abgeschlossenen Korper K
gibt, der k enthilt, so dass sich

Cx={(x,y,2) e P(K) | f(x,y,2) =0}, K >k

nicht als Vereinigung zweier Teilkurven schreiben lésst.

Ist f=g-h,f,g,h€k[X,Y,Z],g, h nicht konstant, ist
V(f)={(x:y:2) € P*| f(x,y,2) =0} = V(g) UV (h)

Definition:

Ein Polynom f € k[Xj, ..., X,] heiBt absolut irreduzibel, wenn es kei-
nen Erweiterungskorper K > k gibt, mit nichtkonstanten Polynomen
g,h e K[Xy,...,X,],sodass f =g - h.

Beispiel:
X%+ 1 € R[X] ist irreduzibel, aber es ist nicht absolut irreduzibel, denn
in C[X] ist X2+ 1 = (X +1)(X — i)

Ist f € k[X,Y, Z] absolut irreduzibel, f homogen, so ist die Kurve
V(f) CP(k)

irreduzibel.

Die Umkehrung gilt nicht, denn V(f) =V (f?) =V (f°) =....

Ist f =TTieq fiei € Nysoist V(f) = V(1) UV(f2)...V(f).

Wir nennen eine Kurve V ( f) reduziert, wenn f keine mehrfachen Fak-
toren hat.
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k sei algebraisch abgeschlossen, und f € k[X,Y,Z] sei ein reduziertes
homogenes Polynom vom Grad d, C = V(f) und G C IP?(k) sei eine
Gerade. G sei gegeben durch die lineare Gleichung g(x,1,z) = 0. Falls
g Teiler von f ist, ist G C C, d.h. GN C = G. Wir nehmen an, dies sei
nicht der Fall. Dann konnen wir eine Gerade finden, die keinen Punkt
mit G N C gemeinsam hat. Durch eine Koordinatentransformation lésst
sich erreichen, dass diese Gerade die Gleichung z = 0 hat.

Betrachten wir die Einbettung

k* — P (k)

(x,y) = (x:y:1)

so liegen alle Punkte aus G N C im Bild von k?, d.h. wir kénnen die
Situation in k? statt in IP?(k) betrachten. Wenn wir uns nur fiir G N C
interessieren, konnen wir also affin rechnen. Durch einen weiteren Ko-
ordinatenwechsel konnen wir erreichen, dass der affine Teil von G in
k? die Gleichung y = 0 hat. Die Gleichung des affinen Teils von C ist
f(x,y,1) = 0. Die Punkte von G N C sind dann jene Punkte (x,0) € k?
mit f(x0,0,l) =0.

Definition:
Der Punkt (xo,0) heifit m-facher Schnittpunkt von G und C, wenn X
eine m-fache Nullstelle des Polynoms f(x,0,1) ist.

Lemma

Ist k algebraisch abgeschlossen, f reduziert vom Grad d, C = V(f) C
IP2(k) und G eine Gerade, so dass G keine Teilmenge von C ist, dann
gilt:

Mit Vielfachheiten gezihlt haben G und C genau d Schnittpunkte.

Beispiel:

C = Kreislinie x2 + yz, G=Gerade x = a,a € k fest.

Ein Koordinatenwechsel, der G auf die Gleichung y = 0 bringt wére
etwa:

(x,y) = (y,x —a)
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Schneller geht es, wenn wir direkt mir den vorhandenen Koordinaten
rechnen, d.h. wir setzen x = 4 ein in die Kreisgleichung.

> +y>*=1lodery*=1—a

Ist a> =1, also a € {—1,1} so hat dies die doppelte Nullstelle v = 0,
d.h. die Geraden x = 1 und x = —1 schneiden den Kreis im Punkt (1,0)
bzw (—1,0) mit Vielfachheit 2. Andernfalls hat y = 1 — a® zwei ein-
fache Nullstellen, d.h. die Gerade x = 0 schneidet die Kreislinie in den
beiden Punkten (a,+/(1 — a?)) und (a, — /(1 — a?)), jeweils mir Viel-
fachheit 1.

Lemma:

C C IP%(k) sei eine reduzierte Kurve vom Grad d und P sei ein Punkt,
der nicht auf C liegt. Dann gibt es hochstens d(d — 1) Geraden durch P,
die C nicht in d verschiedenen Punkten mit Vielfachheit 1 schneiden.

Beweis:

Wir wihlen unser Koordinatensystem so, dass P = (0,0,1). Die Kurve
C habe die Gleichung f(x,y,z) = 0, f reduziert und homogen vom Grad
d. Auf jeder Geraden durch P liegt genau ein Punkt der Form (A : 1 : 0).
Die Gerade durch P und diesen Punkt bezeichnen wir mit L, ,,.
Lry\{P} ={(A:pu:t)|te€k}. Die Schnittpunkte von L, , mit C kon-
nen deshalb berechnet werden als Nullstellen der Gleichung

F(A,u,t)=0

A, u fest, t variabel. Da P ¢ C ist das ein Polynom vom Grad d in t.
Dieses Polynom hat genau dann eine mehrfache Nullstelle, wenn seine
Diskriminante (siche nachster Abschnitt) verschwindet. Diese ist ein ho-
mogenes Polynom vom Grad d(d — 1) in (A, ), also gibt es hochstens
d(d — 1) Geraden, die mehrfache Schnittpunkte mit C haben. O]
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1.4 Algebraischer Einschub: Resultanten

Problem: R sei ein Ring derart, dass wir im Polynomring R[X] eine
eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren haben, z.B. R = k Korper
oder R = k[x,...,x,] Polynomring iiber einem Korper.

Gegeben seien zwei Polynome f,g € R[X].

Wann haben f und g einen gemeinsamen Faktor positiven Grades?

Bemerkung:

Ist R = k ein Korper, konnen wir das Problem 16sen, in dem wir nach
EUKLID den g¢T von f und g berechnen. Das geht aber leider nur iiber
Korpern.

Allgemein schreiben wir:

f=a, X"+ a, 1 X" '+ ;X +ag
g=bu X" + by 1 X"+ 1 X+ by

Angenommen f und g haben einen gemeinsamen Faktor & vom Grad 4,
mit d > 1.Dann gilt:

f="nfo, §=hgo
dann ist
deg(fo) =1 —d, deg(go) =m—d
und
f-8o=h-fo-go=fo-h-go=/fo-g
ein Polynom vom Grad n + m — d;

Es gibt also ein gemeinsames Vielfaches von f und g, dessen Grad klei-
ner ist als die Summe der Grade von f und g.

Umgekehrt nehmen wir an, es gebe ein gemeinsames Vielfaches
u . f = ’U . g
mit #,v € R[X] vom Grad kleiner als m + n. Dann ist

degu <degg=m
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und

degv <deg f=n

Sei p ein irreduzibles Polynom, das f teilt, aber nicht v. Dann muss p
den Faktor ¢ teilen, d.h. f und g haben den Faktor p gemeinsam. Falls
jeder irreduzible Faktor von p auch v teilt, muss wegen deg v = deg f
mindestens ein solcher Faktor p in f mit einer groeren Potenz vorkom-
men als in ©.

Wir schreiben :

v=7p°- 0

wobei p kein Teiler von vy 1st, und

f=r"fo
wobei p Teiler von f sein muss.
Aus der Gleichung u - f = v - g folgt:

u.fO:UO.g

wobei p | fo, aber p 1 vg. Da p Teiler von vy - g ist, aber nicht von v,
muss p Teiler von g sein, d.h. p ist gemeinsamer Faktor von f und g.
Damit ist gezeigt:

f und g haben genau dann einen gemeinsamen Faktor positiven
Grades, wenn es Polynome 1, v € R[X] gibt mit deg u < deg g,
degv < deg f, so dass

u . f f— ’U . g
ist.
Wir machen einen einen Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten:

u = umflx’”_l + -+ UX + U

—1
v:vn_lx” + -+ 01X+ 0

ug...Uy—1,%...0,—1 unbekannte Elemente von R.
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Definition:
Der Quotientenkorper eines nullteilerfreien Rings R ist:

Quotk = {L | g€ Rg #0)

Dabei ist g die Aquivalenzklasse des Paares (f,¢) € R x R modulo der
Aquivalenzrelation (f1,¢1) ~ (f2,82) € fi- 2= fo- &1

Es geniigt, wenn wir die Losungen uy,..., Uy, _1,0,...05—1 € QuotR
finden, denn da wir in R[X] eindeutige Primzerlegung haben, haben wir
sie erst recht in R und kénnen daher eine Losung aus (QuotR)™*" durch
Multiplikation mit dem Hauptnenner zu einer aus R™*" machen:

U f= Uy x™ P+ upx + up) (ayx™ + -+ + arx + ap)
Ausmultiplizieren liefert:

m+n—1 m+n—2
Ayl 1X + (ay_qUm—1+ aptly_2)x

+ (Bn—1tm—1 + An_1tp—2 + Apll—1) x5 4
+ (aguy + ayul + ayuo)x* + (aguy + ayug)x + aguig

Ganz entsprechend ist

0-g=buv, 1 X"+ (b 1041 + bpon — 2)x" T2
+ (bov1 + b1vg)x + bovg

Koeffizientenvergleich:
ApUm—1 — bmvn—l =0
Ap—1Um—1 + Aplhm—2 — bm—lvn—l =0

Aol + aug — boUl — bﬂ)o =0
AogUg — b()Uo =0

Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem aus m + 1 Gleichun-
gen in den m + n Unbekannten u,,_1,...,Up,0,—1,...00. Es hat genau
dann eine nichttriviale Losung, wenn seine Matrix Determinante Null
hat.
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Ist (Uy—1,...,U0,0n—1,...-0g) eine nichttriviale Losung dieses linearen
Gleichungssystems, so ist (uy;_1,..., Uy, —Uy_1,* -+ — Up) eine nichttri-
viale Losung des entsprechenden linearen Gleichungssystems in dem al-
le Minuszeichen durch Pluszeichen ersetzt wurden. Daher ist die nicht-
triviale Losbarkeit der beiden Gleichungssysteme dquivalent und auch
dquivalent dazu, dass die Determinante der folgenden Matrix verschwin-
det:

Up—1 Uy —2 Ui Ug Up—1 Un—2 U1 Vg
an bm

Ay ay bm—l bm

any—2 Ap—1 Ap—1 dpn bm—Z bm—l bm

ap aq (%) bo b1 b,

Die einzelnen Koeffizienten a;, b; stehen jeweils in Parallelen zur Haupt-
diagonalen der Matrix. Innerhalb der Spalten sinken die Indizes von Zei-
le zu Zeile jeweils um 1, wobei der erste von Null verschiedene Eintrag
bei den a s in der Diagonalen steht und a4, ist. Bei den b s steht er in
der um m-1 Positionen nach rechts verschobenen Diagonalen und ist by,.
Die Determinante dieser Matrix verschwindet genau dann , wenn die der
transponierten Matrix verschwindet. Diese transponierte Matrix heif3t
Sylvestermatrix, und ihre Determinante heift Resultante Resx(f,9)
von f und g beziiglich X.

ay Ap—1 T ap
an an—1 - ap
ay Adp—1 - ap
ReSx(flg) = bm bm—l bO
bm bm—l bO
bm bm—l bO
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Die Matrix setzt sich zusammen aus m Zeilen, in denen jeweils f um
eins verschoben wird, und n Zeilen, in denen ¢ verschoben wird.

Effiziente Berechnung der Resultante:

f,8 € R[X] seien zwei Polynome. R ein Ring derart, dass es in R[X]
eindeutige Primzerlegung gibt. Angenommen f und g haben einen ge-
meinsamen Faktor p vom Grad p > 1 (nicht konstantes Polynom). Wir
dividieren f durch g mit Rest :

f:g=qRestroder f=q-g+7r

p teilt f und g, alsoauchr=f —q-g.

Umgekehrt:

Ist p gemeinsamer Faktor von g und 7, so auch von f =q - g + .

Also ist Resx(f,q) =0 < Resx(g,7) =0.

Wir betrachten die Polynomdivison mit Rest schrittweise zusammen mit
thren Auswirkungen auf die Sylvestermatrix:

fzanxn—i—---—i—alx—l—ao
g =bux" +...bix+ by
Sei zunidchst n = 0:

Da die Sylvestermatrix m Zeilen aus Koeffizienten von f und n Zeilen
aus Koeffizienten von g enthilt, ist sie gleich:

aop 0 0
0 ap :

oo 0
0 0 ap

d.h. Resx(f,g) =a™.
Nun sein 7 beliebig. Wir dividieren g durch f:

g:f=g Rest h

Bei dieser Division wird ¢ sukzessive ersetzt durch eine Folge von Po-
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lynomen immer kleineren Grades, deren Letztes der Rest / ist.

$=280,81,---,8r=h

i =gir1 — qix'f
mit j =deg gi —deg f, qi; € QuotR.

Die Zeilenvektoren der Sylvestermatrix sind Vektoren aus R"™™. Die
ersten m Zeilen sind die Koeffizientenvektoren der Polynome

X" M2, xf, f

die restlichen 1 Zeilen sind die Koeffizientenvektoren von x"~1g,...xg,¢.
Im ersten Divisionsschritt ersetzen wir ¢ durch ein Polynom der Form

g—AXf, j=m—nA
so, dass in der Differenz der hochste Term verschwindet (m > n).

Der Koeffizientenvektor von x/f ist einer unserer Zeilenvektoren, der
von ¢ auch. Ersetzen wir den Letzteren durch den von

g1=8— Af

subtrahieren wir ein Vielfachen einer Zeile von einer anderen. Durch
diese Zeilenoperation dndert sich die Determinante nicht. Auch alle an-
deren Schritte der Polynomdivison fithren zu solchen Zeilenoperationen.
Wir konnen also in der Sylvestermatrix ¢ schrittweise durch ¢1,4>...
und schlieBlich & ersetzen, ohne dass sich die Determinante indert.

Ist h = csx® + - -+ + c1x + ¢o mit s < m, so wird h aufgefasst als Po-
lynom vom Grad m:

h=cu,x"+---+c1x+co,mitcy, =Cp1 ="+ =511 = 0.

Wir haben also die Determinante:
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ay Ap— e ap
Ay Ap—1 - ap
ay Ay— - ap
Cm Cm—1 Tt Co
Cm Cm—1 **° Co
Cm Cm—1 °°-° Co

Wegen ¢,,, = 0 stehen in der ersten Spalte abgesehen von a,, oben links
nur Nullen. Entwickeln wir nach der ersten Spalte, ist die Determinante
also gleich

a,- Determinante der Matrix ohne erste Zeile und Spalte.

Solange auch (m — 1) > s ist, d.h. ¢,;—1 = 0, hat die neue Matrix die
selbe Gestalt, d.h. wir konnen auch die zweite Zeile und Spalte der Aus-
gangsmatrix streichen, und erhalten einen weiteren Faktor a,,. Dies kon-
nen wir wiederholen bis ¢, in der ersten Spalte der reduzierten Matrix
steht.

Wir erhalten also die Resultante von f und g:

Ay An—1 e ap
an ap—1 --- ap
_ a Ay—1 - ap
Resx(f,8) =ay - S
n
Cs Cs—1 Co
Cs Cs—1 - Co
Cs Cs—1 - Co

=ay' " ° - Resx(f,h)

Dieses Verfahren konnen wir iterieren, indem wir auch wieder das Po-
lynom groBeren Grades durch das andere dividieren usw. Da die Grade
der Reste immer kleiner werden, erreichen wir schlieBlich, dass eines
der Polynome konstant wird.
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Lemma:
Istdeg f =nund deg g = m, so ist

Resy(f,g) = (=1)"™ - Resx(f,8)

Beweis:

Wir vertauschen die unterste f-Zeile nacheinander mit jeder der n g-
Zeilen. Nach diesen m Vertauschungen steht sie unten. Dann verfahren
wir genauso mit der nun untersten f Zeile usw. Die Gesamtanzahl der

Zeilenvertauschungen ist mn. Damit konne wir die Resultante 4 la Eu-
klid berechnen. [
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1.5 Vielfachheit von Schnitten - Der Satz von Bezout

Ziel: Satz von Bezout

Zihle die Schnittpunkte zweier ebener Kurven C,C’. Sind D,D’, D"
ebene Kurven, so auch D U D’ und D U D", und ihre Schnittmenge
enthilt D, d.h. falls der Korper k algebraisch abgeschlossen ist, gibt es
unendlich viele Schnittpunkte. Diesen Fall wollen wir ausschlieBen. Wir
wihlen einen Punkt Q € IP?(k),k algebraisch abgeschlossener Korper,
der auf keiner der beiden Kurven C,C’ liegt, sowie eine Gerade g, die
nicht durch Q geht, dann kénnen wir die projektive Ebene IP?(k)\ {0}
auf ¢ projizieren, indem wir jeden Punkt P # Q den Schnittpunkt der
Geraden durch P und Q mit ¢ zuordnen.

Wir wiihlen fiir IP? (k) ein Koordinatensystem derart, dass Q = (0:0: 1)
ist, und ¢ die durch z = 0 gegebene Gerade. Q entspricht einem eindi-
mensionalen Untervektorraum U von k3. Die Punkte von g sind eben-
falls eindimensionale Untervektorrdume von k3, es sind genau die, die
in einem gewissen zweidimensionalen Untervektorraum W < k3 liegen.
Nach Voraussetzung gilt:

Q ¢ g, d.h. U ist kein Untervektorraum von W, d.h. UNW = {0}.
b1,b, € k3 sei eine Basis von W, und bs sein eine von U.
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Dann bilden by, b,,bs eine Basis von k?, d.h. jedes v € k> ldsst sich
schreiben als :
U= xb1 + ]/l’)z + Zb3

und mit diesen Koordinaten ist
W={vekd|z=0}

und

U={vek|x=y=0}

Die Projektion von P2\ {Q} nach ¢ ist dann einfach gegeben durch
(x:y:z) — (x:y:0)
Im neuen Koordinatensystem sei

C={(x:y:2)| f(xy,z) =0}
und

C'={(x:y:2)| f(x,y,2) =0}

f € k[x,y,z] sei homogen vom Grad d, f € k[x,y,z] homogen vom Grad
e.Wir nehmen an, weder in f noch in f sel ein irreduzibler Faktor mit
einer hoheren Potenz als 1. AuBlerdem sollen f und f keinen gemeinsa-
men Faktor positiven Grades besitzen.

Konkret sei:

f(x,y,z)= ao(x,y)zd + cll(x,y)zd_1 +...ag1(x,y)z +a4(x,y)

Fay,z) = bo(x,y)z* + bi(x,y)z "+ beer (x,y)z + be(x,y)

a;,b; € k[x,y] homogen vom Grad i.
Q¢CuUC dh.

£(0,0,1) = a0(0,0) £0  £(0,0,1) = by(0,0) #0

Wir fassen f und f auf als Polynome in z mit Koeffizienten in k[x,y]
und betrachten Res,(f, f). Das ist ein Polynom aus k[x,y] und es ist
nicht das Nullpolynom, da f und f keinen gemeinsamen Faktor positi-
ven Grades haben. Da alle a;,b; homogen sind, ist auch die Resultante
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ein homogenes Polynom, ihr Grad ist d - e.

Sei nun P(xg : Yo : zo) ein Schnittpunkt von C und C’, d.h.

ﬂo(xo,yo)ozd + a1(xo,yo)23‘1 +...a4-1(x0,Y0)z0 + a4(x0,y0) =0
bo(x0,Y0)z5 + b1(x0,y0)z5 1 + ... be_1(X0,Y0)z0 + be(x0,y0) =0

Die Polynome f(xo,vo,20) und f(xo,90,20) haben also z; als gemein-
same Nullstelle, und z — zj als gemeinsamen Faktor. Somit verschwin-
det die Resultante der beiden Polynome. Da die Resultantenbildung und
das Einsetzen der speziellen Werte x = xo und y = yo miteinander ver-
tauschbar sind, folgt, dass

Res.(f, f)(x0,y0) =0

sein muss. Res,(f, f)(xo,vo) ist ein homogenes Polynom vom Grad
e - d, also gibt es hochstens d - e viele Punkte (xo : yo : 0) auf g, fiir die
sie verschwindet. Das bedeutet, dass es hochstens e - d Geraden durch
Q gibt, insbesondere also endlich viele, die einen Schnittpunkt von C
mit C’ enthalten. Jede dieser endlich vielen Geraden enthilt hochstens
d Schnittpunkte mit C, also erst recht hochstens endlich viele Schnitt-
punkte von C und C’. Somit haben C und C’ hochstens endlich viele
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Schnittpunkte (nicht wie z.B. bei Sinus und Kosinus unendlich viele).

Lemma:
Es gibt hochstens de Schnittpunkte.

Beweis:
Angenommen es gdbe mehr Schnittpunkte, also mindestens de 4 1 Punk-

te
p,. L pl¥t) ecnc

Wir wihlen den Punkt Q nun so, dass er nicht auf C oder C’ liegt und
auch nicht auf der Verbindungsgeraden zweier Punkte p(i). g sei weiter-
hin irgendeine Gerade, die nicht durch Q geht. Bei der Projektion von

P*(k\{Q} — ¢

haben somit die p(i) allesamt verschiedene Bilder. Wir wihlen unser
Koordinatensystem wieder wie oben. Die Koordinaten von p(i) seien
(xi:y; : z;). Da auf der Geraden auf p() und Q ein Schnittpunkt von C
und C’ liegt, ist
Resz(f, f)(x,y7) = 0

Das gilt firi =1,2,...de + 1, d.h. ein Polynom vom Grad de hat de + 1
verschiedene Nullstellen.

Das geht nur fiir das Nullpolynom, d.h. Resz(f, f) = 0 also das Null-
polynom, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass f und f keinen ge-
meinsamen Faktor haben. [

Wir betrachten Q und ¢ wie oben, verlangen jetzt aber, dass fiir kei-
ne zwei Schnittpunkte P # P’ der Punkt Q auf der Geraden durch P und
P’ liegt. Jeder Schnittpunkt von C und C’ ist damit eindeutig bestimmt
durch seine Projektion von Q auf g.

Seien C,C’ Kurven:

F(x,y,z) = Ao(x,y)zd + Al(x,y)z"l_1 + -+ As(x,y) =0

G(x,y,z) = Bo(x,y)z° + B1(x,y)z" ' +--- + B.(x,y) =0
Falls es einen Schnittpunkt (¢g : ¢1 : ¢2) gibt, ist dort

Res,(F,G)(co,c1) =0
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Die Vielfachheit der Nullstelle bezeichnen wir auch als Schnittmultipli-
zitdt von C,C’ im Punkt (¢, ¢1,¢2). Damit folgt:

Satz von BEZOUT:

Zwei projektive ebene Kurven der Grade d und e die keine gemeinsa-
me Komponente haben, schneiden sich mit Vielfachheiten gezihlt in
IP%(k), k algebraisch abgeschlossen, genau d - e mal.

Beweis:
Die Resultante Resz(F,G) ist ein homogenes Polynom vom Grad de,

d.h.

Resz(F,G) = pgex™ 4 pge1x™y + -+ + poy™

Sei r € Ny die kleinste Zahl, fiir die p4,—, # 0
Dann lasst sich die Resultante schreiben als

de—r

de—r)

Y (Hae—r ™" + ... poy

wobei Y4, 7 0.
Damit haben wir eine r-fache Nullstelle im Punkt (1 : 0). Das Polynom

o r X% 4 e X g

hat mit Vielfachheiten gezihlt de — r Nullstellen x1,...,X4_,. Das ho-
mogene Polynom dazu hat also die Punkte (x; : 1) als Nullstellen, d.h.

de—r

Resz(F,G) =y - [ | (xiy — x) pge—r € K
i=1
Fiir jeden dieser Punkte gibt es genau einen Schnittpunkt von C und C’
auf der Verbindungsgeraden dieses Punktes mit (0 : 0 : 1) und nach De-
finition ist die Schnittmultiplizitit gleich der Vielfachheit des Faktors,
d.h. die Schnittmultiplizititen addieren sich zu de. [

Lemma:
Die oben definierte Schnittmultiplizitit ist unabhéngig von der Wahl des
Koordinatensystems.
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Beweis:
Wir gehen aus von Koordinaten (x : y : z) wie oben., d.h.

(0:0:1) ¢ CUC U JL;

mit L;= Gerade durch den i-ten und j-ten Schnittpunkt von C und C’.
Jedes andere Koordinatensystem erhalten wir daraus durch eine lineare
Transformation

(x:y:z)— (¥ :y:2))

/

X X
y| —AlY
z z'

Mit einer invertierbaren 3x3 Matrix A.

0
Dabeisoll A- | O | einen Punkt definieren, der nichtin CU C’' UJ L;jliegt.
1
Explizit:
Sei
Aoo 4do1 402
A= |ayp an an
a2 a1 ax
Dann ist
0 aon
AlO = | 412
1 [75%)

Ist H € k[X,Y, Z] das Produkt der Gleichungen von C und C" mal dem
Produkt der linearen Polynome, die die L,-j definieren, so muss

H(ap,a12,a2) # 0

sein. Wir fassen die Matrix auf als Punkt in k°. D(aq,...,a) sei das
Determinantenpolynom und

P(ago,...,a22) = D(aoy,...,a2) - H(aw,a12,42)

Jeder Punkt (ago,...axn) € k%, in dem P nicht verschwindet, definiert
dann einen Koordinatenwechsel zu einem Koordinatensystem, das un-
seren Bedingungen geniigt und umgekehrt.
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Ein hier nicht bewiesener Satz aus der algebraischen Geometrie sagt
uns, dass wir zwei Punkte aus k° , in denen P nicht verschwindet, durch
einen Kantenzug verbinden konnen, derart, dass P in keinem Kurven-
punkt verschwindet.

Wir betrachten die Schnittmultiplizitit von C und C’ in einem Punkt
Q € C N’ beziiglich der beiden Koordinatensysteme (x : y : z) und
(x',y/,2"), wobei

X X
y|=AlY
z z/

Dann haben wir eine Kurve in

kg\{aoo...,azg) € k9 ‘ P(&loo,...,&lzz) = O}

die den Punkt zur Einheitsmatrix mit dem zu A verbindet. Jeder Kur-
venpunkt entspricht einem Koordinatensystem, das unsere Bedingun-
gen erfiillt, so dass wir dort eine Schnittmultiplizitit definieren konnen.
Wir betrachten die Mengen aller Kurvenpunkte, in denen diese Schnitt-
multiplizitit einen festen Wert 7 hat. Sie ist beschreibbar durch das ver-
schwinden gewisser Polynome in agy, ...,a42. Diese Menge sei A, und
entsprechend definieren wir fiir andere vorkommende Schnittmultiplizi-
titen Mengen Ag Dann ist A die disjunkte Vereinigung endlich vieler
solcher Mengen A; und da A zusammenhéngend ist, muss A gleich ei-
nem festen A, sein, d.h. alle Schnittmultiplizititen sind gleich.

[
Lemma:
C und C’ seien Kurven ohne gemeinsame Komponente, und P € CN C'.
Dann gilt: Die Schnittmultiplizitit von C und C’ in P ist mindestens
gleich dem Produkt der Vielfachheiten von P auf C bzw. C'. Sie ist ge-
nau dann gleich diesem Produkt, wenn die Tangenten durch P an C al-
lesamt verschieden sind von denen durch P an C'.

Beweis:

r sei die Vielfachheit von P auf C, s die auf C’. Das Koordinatensystem
x :y:z seiso gewdhlt, dass Q = (0:1:0) weder auf C noch auf C’
noch auf der Verbindungsgeraden zweier Schnittpunkte, noch auf einer
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Tangenten in P an C oder C' liegt.
F(x,y,z) =0, G(x,y,z) =0
seien die Gleichungen von Cund C'und P=(0:0:1).

f(x,y)=F(xy1), gxy)=G(xy1)

seien die entsprechenden Gleichungen in der affinen Ebene z # 0.
Wir betrachten f und g als Polynome in y mit Koeffizienten aus k[x].
R(f,g) € k[x] sei die Resultante dieser beiden Polynome.

floy) = for" + Ay o+ fay + fary T+ fax Y

(0, Y) =80 + 1Y+ F GemslV’ + Ges1y” T+ + gexY’
wobei f;, gi € k[x].

Die Gleichungen der Tangenten von C bzw. von C’ in P ist
fa—r(0)y"+ -+ fa(0)x" =0

8e—s(0)y" + -+ +8(0)x* =0

Wenn die Tangenten an C paarweise verschieden sind von denen an
C’, haben diese Gleichungen keinen gemeinsamen Faktor, d.h. ihre Re-
sultante ist von O verschieden. AuBlerdem gilt: Auf der Geraden PQ
liegt kein Schnittpunkt von C und C’. Daraus folgt: Die Gleichungen
£(0,y) =0und g(0,y) = 0 haben nur y = 0 als gemeinsame Nullstelle.
Es gibt genau dann eine gemeinsame Tangente, wenn die Resultante:

fa—r(0) .- f4(0)
f0) - f(0)

B ge—s(0)

ges(0) - ¢:(0)

verschwindet.
Falls alle Tangenten an C paarweise verschieden sind zu denen an C,
ist also D1 # 0. Auf der Geraden PQ liegt auBer P kein Schnittpunkt
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von C und C": Somit ist y = 0 die einzige gemeinsame Nullstelle der
Gleichungen f(0,y) = 0 und g(0,y) = 0.

£y + A0+ 4 far(0) =0
und
20(0)y ° +g1(0)y '+ ...ye—s(0) =0
haben keine gemeinsame Losung, da f;_,(0) # 0 und g.—s(0) # 0.
Somit ist:

fo(0) - fa—+(0)

_ | fo(0) - | fa—+(0)
P2=le0) " g(0) 70

go(0) -+ 8e—s(0)
Aus D; und D, konnen wir wie folgt zur Resultante von f und ¢ kom-
men:

Wir starten mit Res( f, ¢) und multiplizieren die (e — s + 1)-te Zeile mit
x, die néchste mit x* usw. analog multiplizieren wir die (d +e —r + 1)-
te Zeile mit x, die nichste mit x? usw. die letzte, d.h. die (d + e)-te mit
x".Die Determinante wird also insgesamt multipliziert mit

r(r+1)+s(s+1)

Loty | dbeds PR (%)

X - X

Nun dividieren wir die letzte Spalte durch x"*, die vorletzte durch x"+5~1

usw. bis zur (e +d — r — s + 1)-ten Spalte, die durch g geteilt wird. Die

Determinante wird daher dividiert durch:

(r+s)(r+s—1)

L2 (rds) — g

X
Vergleich mit (x):
Res(f,g) =x""-D (%)

D =Determinante der gerade modifizierten Matrix. Setzen wir in D die
Variable x auf 0 erhalten wir eine Matrix, deren Zeilen und Spalten aus
den Zeilen und Spalten von D7 und D, zusammengesetzt sind. Entwick-
lung nach der Ersten Spalte zeigt:

D(0) = D; - D,
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Wir wissen: Dy % 0 und D; = 0 < C und C’ haben in P eine ge-
meinsame Tangente. (k) zeigt, dass Res(f,g) in 0 eine mindestens
rs-fache Nullstelle hat, d.h. die Schnittmultiplizitit ist > rs. Sie ist ge-
nau dann gréBer, wenn D(0) = 0. D(0) = D; - D; verschwindet genau
dann, wenn D7 = 0, d.h. wenn C und C’ in P eine gemeinsame Tangente
haben. []

Nachstes Problem:

Gegeben seien endlich viele Punkte aus IP?(k). Gibt es Kurven vom
Grad d, die durch alle diese Punkte gehen?

Angenommen C und C’ sind zwei solche Kurven. C sei gegeben durch
die Gleichung F(X,Y,Z) = 0und C’ durch die Gleichung G(X,Y,Z) =
0. F,G € k[X,Y,Z] homogen vom Grad d. Fiir A,y € k,A - u # 0, ist
auch AF 4 uG ein homogenes Polynom vom Grad d, das ebenfalls in
den gegebenen Punkten verschwindet. Die homogenen Polynome vom
Grad d, die in gewissen vorgegebenen Punkten aus IP?(k) verschwin-
den, bilden also einen k-Vektorraum. Falls dies der Nullraum ist, gibt
es keine Kurve vom Grad d, die durch alle solche vorgegebenen Punkte
geht. Andernfalls definiert jedes Polynom aus diesem Raum, ungleich
dem Nullpolynom, eine solche Kurve. Natiirlich definieren F und AF,
fir A € k\{0} die selbe Kurve.

Beispiel: d =9

Angenommen wir haben zwei Polynome F; und F, vom Grad 3, so
dass F = F,F7 in allen vorgegebenen Punkten verschwindet. Dann ver-
schwindet auch G = F7F, in all diesen Punkten. Dies istim Allgemeinen
kein skalares Vielfaches von F.

Definition:
Ein Divisor ist eine formale Linearkombination

-
D:ZaiCi r€IN,a;, € Z
i=1

wobei C; eine irreduzible Kurve, also die Nullstellenmenge eines irre-
duziblen Polynoms ist. Der Divisor heif3t effektiv, in Zeichen D > 0,
wenn die a; > 0 sind und mindestens ein a; > 0.
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Ist F € k[X,Y, Z] ein homogenes Polynom mit Zerlegung F =c- F;*...F%
in irreduzible Polynome, so kénnen wir F den Divisor

D = Zr:eiCi
i=1

zuordnen

Ci={(x:y:z) € P*(k) | F(x,y,z) =0}

Definition:
D =Y, e;C; sei ein Divisor, C; eine irreduzible Kurve vom Grad d.
Dann heil3t

degD = ieidi
i=1

der Grad von D. Ist also f = J]/_; fi ein homogenes Polynom aus
k[X,Y,Z] vom Grad d, so hat auch der zugehorige Divisor D =Y/, e;V (f;)
den Grad d.

V(fi) ={(x:y:z) €P*(k) | Fi(x,y,2) = 0}

Die homogenen Polynome vom Grad d bilden zusammen mit dem Null-
polynom einen Vektorraum der Dimension

d+2
d
Fir A € k\ {0} definieren f und A f denselben Divisor. Diese Divisoren
bilden also einen projektiven Raum in einer Dimension weniger:

("47)

Wir bezeichnen ihn als das lineare System der (effektiven) Divisoren
vom Grad d, und betrachten im Folgenden lineare Teilsysteme davon,
d.h. projektive Unterrdume, die durch irgendwelche Bedingungen fest-
gelegt sind, z.B. f1,... f, homogene Polynome vom Grad d dann bilden
die Divisoren zu den Polynomen A4 f1 4 - - - + A, f, mit A; € k nicht alle
gleich Null, ein lineares System der Dimension » — 1.
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Meist spezifizieren wir lineare Systeme dadurch, dass die Divisoren mit
einer gewissen Vielfachheit durch einen Punkt gehen sollen:

Ist P € IP?(k) ein m;-facher Punkt auf der Kurve C;, wobei m; # 0, falls
P ¢ C;, so geht D =Y/, ¢;C; mit Vielfachheit Y/, e;m; durch P. Be-
trachten wir zunédchst die Bedingung, dass D den Punkt P enthilt, d.h.
Vielfachheit > 1. Ist

F(X,Y,Z)=Y a;X'Y/Z%7
i
und D der Divisor zu f, so bedeutet dies, dass fiir P = (p, p1, p2) gelten
muss: o
f(po,p1,p2) = Y aipoprpy ' =0
L]

Das ist eine lineare Gleichung fiir die Koeffizienten a;;, definiert also
einen Untervektorraum des Vektorraums aller homogenen Polynome.
Also hat der Vektorraum die Kodimension 1. Nun sei m > 1. Wir be-
trachten alle Polynome, die mit Vielfachheit > d im Punkt P verschwin-
den. Wir wihlen unser Koordinatensystem so, dass P = (0:0:1).

d d—i
£(0,0,1) =YY a;001%7

i=0j=0
mit 0° = 1, d.h. einfache Nullstelle bedeutet
dogp = 0

Doppelte Nullstelle: Jetzt diirfen auch die Terme 210X Z% ! und a¢; Y 2?1
nicht vorkommen , denn das sind die partiellen Ableitungen von f nach
X bzw Y im Punkt P.
Bedingung:

ago = a10 = amp =0
m-fache Nullstelle: Alle a;; mit i + j < m miissen verschwinden.
Fiir gegebenes i € {0,...,n — 1} gibt es (m — i)-Moglichkeiten fiir j,
niamlich j € {0,...,m — i — j} insgesamt also:

mm—1) 2m*—m*+m m(m+1)

m—1 ) m—1 )
;(m—z):m—gz:m— 5 = > = >
i=0 =0
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Paare (i, ]), fur die aij = 0 sein muss. Somit ist die Bedingung, dass P
(mindestens) ein m-facher Punkt sein soll, dquivalent zu M line-
ar unabhingigen Gleichungen in den Koeffizienten; das lineare System
aller solcher Divisoren hat also die Kodimension

m(m+1)

2

Betrachten wir die Menge aller Divisoren vom Grad d, die Punkte Py, ..., P,
jeweils mit Vielfachheit m;, ..., m, enthalten sollen, so hat das entspre-
chende lineare System also mindestens die Dimension

(d;Z) _1_imi(m2i+1)

i=1

Definition:

r Punkte Py,... P, € IP?(k) sind in allgemeiner Lage beziiglich Diviso-
ren (bzw. Kurven) vom Grad d, wenn das lineare System aller Divisoren
vom Grad d, die durch P, ..., P, gehen, die maximal mogliche Dimen-

sion
d+2 1
2

hat, bzw. leer ist, falls diese Zahl negativ ist.

Beispiel:

e d=1,r=3.
Drei Punkte sind genau dann in allgemeiner Lage bzgl. Kurven vom
Grad 1 (Geraden), wenn sie nicht auf einer Geraden liegen, d.h. das
entsprechende System leer ist.

o d=1,r=2
d+2

—1-2=

(137) 120

d.h. zwei Punkte sind in allgemeiner Lage bzgl. Geraden, wenn es
genau eine Gerade durch die beiden Punkte gibt, d.h. wenn sie ver-
schieden sind

Grundsitzlich gilt:
Im Allgemeinen sind r Punkte Pj,... P, in allgemeiner Lage bzgl. Kur-
ven vom Grad d.
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Das soll bedeuten: Sind Py, ... P, in allgemeiner Lage, so betrachten wir
die Menge aller 7-Tupel (Qy,...Q,) € IP?(k)" mit der Eigenschaft, dass
Q1,...Q, nicht in allgemeiner Lage sind. Die Bedingung, dass der Di-
visor zum Polynom f vom Grad d durch Qq, ..., Q, gehen soll, stellt die
r linearen Bedingungen

f(Q)=--=f(Q)=0

an die Koeffizienten von f.

Wenn diese Gleichungen nicht linear unabhéngig sind, konnen wir dies
ausdriicken durch das Verschwinden gewisser Determinanten in den Ko-
effizienten dieser Gleichungen, d.h. in Polynomen in den Koordinaten
der Q;. Diese Polynome sind nicht alle gleich dem Nullpolynom, denn
da es Punkte Py, ... P, in allgemeiner Lage gibt, verschwinden zumindest
fiir deren Koeffizienten nicht alle, d.h. die Koeffizienten miissen linear
unabhingig sein. Somit gibt es endlich viele Polynome in den Koeffi-
zienten der Q; derart, dass Q1,...Q, genau dann in allgemeiner Lage
sind, wenn diese Polynome fiir Q ..., Q, verschwinden.

Satz:

C und C’ seien Kurven vom Grad d, die sich in genau d? verschiedenen
Punkten schneiden. Wenn genau d - e dieser Punkte auf einer irredu-
ziblen Kurve C” vom Grad e liegen, liegen die restlichen d - (d — e) auf
einer Kurve vom Grad (d — e).

Beweis:
F(X,Y,Z) =0 sei die Gleichung von C und G(X,Y,Z) = 0 die von C'.
Wir betrachten das Biischel £ der Kurven

AF(X,Y,Z) +uG(X,Y,Z)=0, (A:u)cP!

Alle Kurven/ Divisoren aus £ gehen durch die d? Schnittpunkte von C
und C'. Sei Q € C”, aber Q ¢ C. Dann gibt es eine Kurve aus £, die
durch Q geht, denn dies stellt nur eine lineare Bedingung an die Ele-
mente von L. C sei so eine Kurve.

C"” und C schneiden sich einmal in den d - e Schnittpunkten von C
und C”, auBerdem noch in Q. Also haben C”und C mindestens de + 1
Schnittpunkte. Nach dem Satz von Bezout haben C” und C eine gemein-
same Komponente, die wegen der Irreduzibilitit von C” nur C” selbst
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sein kann. Also ist C” eine Komponente von C, d.h.
C — CII U Cl//

mit einer (nicht notwendigerweise irreduziblen) Kurve C"”" vom Grad
d — e. Da alle d Schnittpunkte von C und C’ auf C liegen und genau
d - e davon auf C”, liegen die restlichen d(d — e) auf C"".

]



2 Elliptische Kurven und Weierstrafische
Normalform

k sei ein beliebiger Korper

Definition:

Eine elliptische Kurve iiber einem Korper k ist eine irreduzible ebene
Kurve vom Grad 3 in IP?(k), die keine singuliren Punkte hat und min-
destens einen Punkt mit Koordinaten in k enthilt.

Ist K irgendein Korper, der K enthilt, und E eine elliptische Kurve iiber
k, so bezeichnen wir mit E(K) die Menge aller Punkte auf E mit Koor-
dinaten in K.

Konkret:
Ist E gegeben durch das homogene kubische Polynom F € k[X,Y, Z],
so ist fiir jeden Korper K, der k enthilt,

E(K) ={(x:y:z) € P*(k) | F(x,y,z) =0}

Das lineare System aller Kurven/Divisoren vom Grad 3 in P?(k) ist
neundimensional, im Allgemeinen geht durch neun vorgegebene Punkte
der projektiven Ebene genau eine Kurve vom Grad 3. Sind E, E’ zwei ku-
bische Kurven ohne gemeinsame Komponente, so gibt es iiber dem alge-
braischen Abschluss K von k mit Vielfachheiten gezihlt, neun Schnitt-
punkte.

Satz:

E,E’ seien kubische Kurven, die sich in genau neun Punkten schneiden
und L sei das von E und E’ erzeugte Biischel kubischer Kurven. Sind
dann P4,...Ps irgendwelche acht der neun Schnittpunkte, so geht jede
kubische Kurve durch P4, ... Pg auch durch den neunten Schnittpunkt Po.
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Das lineare System L aller kubischer Kurven durch Py, ... Py ist gleich
L.

Beweis:

1. Keine vier der Punkte P, ..., P liegen auf einer Geraden
Angenommen, die Gerade G enthalte vier der Punkte P;. Wende
Bezout an auf E und ¢ bzw E’ und g. Danach muss ¢ Komponente
von sowohl E als auch E’ sein. Das geht nicht, da es genau neun
Schnittpunkte gibt

2. Keine sieben der Punkte P, ..., P liegen auf einer Quadrik
Wire Q eine Quadrik, die sieben der Punkte enthilt, wiirde sowohl
QN E, als auch Q N E’ mindestens sieben Punkte enthalten. Falls
Q irreduzibel ist, folgt nach Bezout, dass Q gemeinsame Kompo-
nente von E und E’ sein muss 4
Ist Q = g1 U g2 irreduzibel, so miissen auf mindestens einer der bei-
den Geraden 4 P; liegen. Das haben wir schon in (1) ausgeschlos-
sen.

3. Durch je 5 der Punkte geht genau eine Quadrik
Da das lineare System aller Quadriken in IP?(k) die Dimension 5
hat, gibt es auf jeden Fall eine Quadrik durch fiinf vorgegebene
Punkte. Angenommen, 5 der P; liegen sowohl auf einer Quadrik
Q, als auch auf einer davon verschiedenen Quadrik Q’. Nach Be-
zout miissen Q und Q' eine Gerade g als gemeinsame Komponente
haben, d.h.

Q=gUh, Q' =gqgun

Auf ¢ liegen hochstens 3 der P;, denn nach (1) kénnen keine 4 oder
mehr drauf liegen, also liegen mindestens zwei der P; sowohl auf /
alsauch auf i’, dh. h =h und Q = Q'.

4. Wire L # L' so wiren keine drei der P; kollinear
Wenn L # L', ist L' ; L, d.h. dim £’ > 2. Angenommen, drei
der P; sind kollinear, 0.B.d.A seien P, P>, P; Punkte auf der Gera-
den g. Die Punkte Py, Ps, Ps, P7, Pg liegen nach (3) auf genau einer
Quadrik Q. P € g sei verschieden von Py, P, P; und P’ € Q sei
verschieden von Py,...Ps. Da dim £’ > 2 ist, gibt es eine Kurve
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Cef/,mitP,QeC.Cn g L {Py, P, Ps, Py} . Nach Bezout muss
¢ eine Komponente von C sein, d.h. C = ¢ U Q’, Q" Quadrik.
Py,...Ps & g, wegen (1). Also sind Py, ... Ps € Q'. Da Q die einzige
Quadrik durch Py, ... Py ist, folgt Q = Q’, alsoist C = gU Q
P'cQ,aberP"¢C,P' ¢g 4

5. Falls £ # L' liegen keine sechs der P; auf einer Quadrik
Angenommen P4, ... P liegen auf einer Quadrik Q. Wegen (4) muss
Q irreduzibel sein, sonst lagen 3 Punkte auf einer Geraden 4
¢ sei die Gerade durch P;und Pg. Sei P € Q{Py,...Ps}, P’ € ¢'{P;, Ps}.
Dadim £’ > 2 gibteseinC € £ :P,P' € C
CnQ ¢ {Py,...Ds}, d.h. Q ist Komponente von C=QuUg" We-
gen (2) sind P, Ps ¢ Q, also P;,Ps € g/. Da P, Ps € g= 9= g/
und C =QUg. Aber P ¢ QU g, aber P € C

6. L=L

Angenommen, dies wiirde nicht gelten. g sei eine Gerade durch P;
und P,. Q die nach (3) eindeutige Quadrik durch P;, ... P3. Wihle
PP, # PiP,. Dadim £' >2 ,da £ > £:3C € £’ durch P, D,.
Nach Bezout ist ¢ Komponente von C=C= o'u g Ps,..., P e
Q' (da sie nicht auf g liegen) = Q' = Q.

Also ist C = QUg Ps c C, aber Py ¢ g wegen (4) und Pg € Q
wegen (5) 4 daPg e C.

[]

Wir betrachten die beiden Kurven

y=x*undy = (x —€1)(x — &) (x — €3)(x — €4) mit €; # 0 und alle ¢;
verschieden. y = x* hat in (0,0) die x-Achse y = 0 als Tangente. Setze
Yy = 0 = wir erhalten die Gleichung x* =0, d.h. die x- Achse schneidet
die Kurve im Punkt (0,0) mit Vielfachheit 4. Bei der zweiten Kurve da-
gegen haben wir in jedem der vier Punkte (€;,0) eine andere Tangente,
die nur mit Vielfachheit zwei schneiden. Lassen wir die €; gegen Null
gehen, fallen diese vier Tangenten zusammen; im Punkt (0,0) der ersten
Kurve liegt also eine besondere Situation vor. Fiir die kubische Parabel
y = x° ist y = 0 ebenfalls Tangente im Nullpunkt; hier ist die Schnitt-
multiplizitét gleich 3.
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Definition:

a) Ein nichtsingulirer Punkt einer ebenen Kurve C C IP?(k) heist Wen-
depunkt , wenn seine Tangente keine Komponente von C ist und
die Schnittmultiplizitit von C mit seiner Tangente in diesem Punkt
dort groBer oder gleich 3 ist.

b) Wir reden von einem r-fachen Wendepunkt, » > 1, falls diese
Schnittmultiplizitdt 2 4 7 ist

Definition:
C C IP?(k) sei eine ebene Kurve, die nicht vollstéindig in Geraden zer-
fillt. Die Hessesche-Kurve Hc C IP?(k) ist die Nullstellenmenge der

Hesseschen

’F  9*F  9°F
0xdx dxdy 0x0z
*F  9°F  9°F
oyox dydy dyoz
9*F  9°F  9°F
0zox dzdy 0z0z

wobei F die Gleichung von C ist.
Ist d der Grad von F, so hat jede der partiellen Ableitungen von F den
Grad d — 2, die Hessesche ist also ein homogenes Polynom vom Grad
3(d — 2) oder das Nullpolynom.

Beispiel:

degF = 2, dann gibt es eine symmetrische Matrix A € k>3, so dass
F(X,Y,Z) = (XYZ)-A-(XYZ)!ist, falls char k # 2. Die Determi-
nante von A = 0 < die Quadrik zerfillt in zwei Geraden.
Nachrechnen zeigt: A = % Hessematrix, d.h. fiir eine nichtzerfallende
Quadrik ist die Determinante ungleich Null. Man kann zeigen, ist die-
se Determinante fiir irgendein homogenes Polynom F € k[X,Y, Z] vom
Grad d das Nullpolynom, so ist F Produkt von Linearfaktoren. In allen
anderen Fillen ist H, somit eine Kurve vom Grad 3(d — 2). Speziell fiir
d = 3 hat auch die Hessesche Kurve Grad 3.

Satz:
C sei eine Kurve, die keine Geraden als Komponente enthilt, dann ist
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P € C genau dann ein r- facher Wendepunkt von C, wenn sich C und
Hc in P mit Schnittmultiplizitét r schneiden.

Beweis:

Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass P = (0:0: 1) ist, und dass
C dort die Gerade y = 0 als Tangente hat. Wir betrachten nur Punkte
mit z = 1, rechnen also mit x und y als affinen Koordinaten. Die affine
Gleichung von C geschnitten mit der affinen (x,1)-Ebene sei f(x,y)=0.
Da £(0,0) = 0, hat f keinen konstanten Koeffizienten. Wir nehmen an,
die Gerade y = 0 schneidet C in (0,0) mit Vielfachheit 2 + r, r € INj.

floy) =y ulx,y) + 22 o(x)
u € klx,y], veklx],v(0)#0, u(0,0) #0

Wir gehen zuriick in die projektive Ebene, durch homogenisieren erhal-
ten wir die Gleichung:

F(X,Y,Z2)=Y -U(X,Y,Z)+ X"**.V(X,Z)

Da u(0,0) # 0 = 94(0,0,1) # 0,U(0,0,1) #0.
Dav(0) #0,ist V(0,1) #0

( )
F(X,Y,Z) =U(X,Y,Z) + YUy (X,Y,Z)
Fz(X,Y,Z) =YUz(X,Y,Z) + X""?Vz(X,Z)
Fxx(X,Y,Z) =YUxx(X,Y,Z) + X" "Vxx(X,Z) + 2(r + 2) X" (Vx(X, Z)

+(r+1)(r+2)V(X,2)X")
Fxy =Fyx = YUxy(X,Y,Z) + Ux(X,Y,Z)
Fxz =Fzx = YUxz(X,Y,Z) + X" 2Vx 7 + (r +2)Vz(X,Z)
Fyz =Fzy = Uz(X,Y,Z) + YUyz(X,Y,Z)
Fz; =YUz7(X,Y,Z) + X"V,,(X,Z)

Da V(0,1) # 0, ist V(X,Z) nicht durch X teilbar, d.h. die kleinste
in Fxx vorkommende reine X-Potenz ist X”. in den anderen zweiten
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partiellen Ableitungen kommen, wenn iiberhaupt hochstens hohere rei-
ne x-Potenzen vor. Daher lasst sich die Determinante der Hesse-Matrix
schreiben als

D(X,Y,Z)=YW(X,Y,Z) + X'S(X,Z)

W, S homogene Polynome.
Nichstes Ziel: Schnittmultiplizitit von C in Hc in P

1. Fall: r=0:
Setzen wir (0:0: 1) in D ein, erhalten wir

D(0,0,1) = DW(0,0,1) + S(0,1) = S(0,1) #0

da X" wirklich vorkommt. Alsoist (0:0:1) ¢ CN Hc
Die Schnittpunkte von C und H¢ sind somit genau die Wendepunkte

2.Fall: r> 0:

P ist isolierter Schnittpunkt von C und H¢, d.h. C und H¢ haben keine
gemeinsame Komponente.

Noch zu zeigen:

Die Schnittmultiplizitit von C und Hc in P ist 7.

Wir nehmen an, dass das Koordinatensystem so gewihlt ist, dass abge-
sehen von den bisherigen Bedingungen auch noch gilt:

Der Punkt (0:0: 1) liegt auf keiner Verbindungsgeraden zweier Schnitt-
punkte von C und Hc. Wir betrachten Resy(F,D) € k[X,Z]. Die be-
ziiglich Y konstanten Terme von F und D sind X"*2 und X'S(X,Z).
Entwickeln wir die Determinante der Sylvestermatrix nach der ersten
Spalte, erhalten wir:

Resy(F,D) = X2V (X, Z)P(X,Z) + X'S(X,Z)Q(X, Z)

mit geeigneten Polynomen P, Q € k[X, Z]

Q(0,1) # 0, denn das ist die Resultante von U(0,y,1) und YV (0,Y,1).
Wiirde sie verschwinden, so hitten die beiden Polynome eine gemein-
same Nullstelle Y, und (0 : Y.1) ldge auf C N H¢ und auf der Geraden
durch (0:0:1) und (0:1:0) 4 zur Wahl des Koordinatensystems.

Da auch S(0,1) # 0, ist Resy(F,D) genau dann durch X" teilbar, d.h.
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wir haben im Punkt P = (0: 0: 1) eine r-fache Nullstelle und damit
Schnittmultiplizitit r zwischen C und Hc. [

Satz:

C sei eine nichtsinguldre ebene Kurve vom Grad d in IP?(k), k algebra-
isch abgeschlossen und d > 3. Dann hat C mit Vielfachheiten gezihlt
3d(d — 2) Wendepunkte

Beweis:

Hc ist eine Kurve vom Grad 3(d — 2), die nachdem vorherigen Satz
keine Komponente mit C gemeinsam hat. Also gibt es nach dem Satz
von Bezout mit Vielfachheiten gezéhlt 3d(d — 2) Schnittpunkte, und
die sind nach dem gerade bewiesenen Satz Wendepunkte von C mit der-
selben Vielfachheit. [

Korollar:
Eine elliptische Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper
K hat genau 9 Wendepunkte, diese sind allesamt einfach.

Beweis:

P sei ein Wendepunkt der elliptischen Kurve E und ¢ sei eine Wendetan-
gente. Diese schneidet E in P mit Vielfachheit r 4+ 2, r = Vielfachheit
des Wendepunktes. Nach Bezout schneiden sich E und ¢ mit Vielfach-
heiten gezihlt in 3 Punkten, also ist P dreifacher Schnittpunkt und es
gibt keine weiteren, d.h. » = 1.

[]

Im Folgenden sei k ein beliebiger Korper und E eine elliptische Kur-
ve iiber k. Nach Definition einer elliptischen Kurve gibt es mindestens
einen Punkt P auf E mit Koordinaten in K.

1. Fall: Es gibt einen Wendepunkt Py mit Koordinaten in k. Durch Ko-
ordinatenwechsel in der projektiven Ebene IP?(k) konnen wir erreichen,
dass Pp=(0:1: O) ist, und z = 0 die Wendetangente. Die Gleichung
von E schreiben wir als Polynom in Z :

F(X,Y,Z) = $3(X,Y) + $o(X,Y)Z + ¢1 (X, Y) Z? + o Z°
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¢i € k[X,Y] homogen vom Grad #,¢y € k
Die Wendepunkte mit z = 0 konnen wir in Parameterform darstellen
durch

(u:v) = (u:v:0)

Setzen wir das in F ein, erhalten wir ¢3(u,v). P(0:1:0) ist aber der
einzige Schnittpunkt der Wendetangente mit E. Also ist ¢3(u,v) durch
u3teilbar, d.h.

$3(X,Y)=aX’, a#0,ack

Wir kénnen annehmen, dass a = 1 ist, d.h. ¢(X,Y) = X3

Dy ist der einzige Punkt auf E mit Z-Koordinate 0. Um E\{Py} zu un-
tersuchen, konnen wir in der affinen Ebene z # 0 rechnen. Dort haben
wir eine Gleichung der Form

X°+¢(X,2)=0

wobel
(X, Z) = (X, Z) + ¢1(X, Z) + ¢o

hochstens den Grad 2 hat. Hitte ¢ einen kleineren Grad als 2, wiir-
de in P = (0,1) sowohl die partielle Ableitung nach X als auch die
nach Y verschwinden, d.h. die Kurve hitte einen singuldren Punkt, was
nach Definition einer elliptischen Kurve ausgeschlossen ist. Insbesonde-
re muss ein Term mit y? auftreten. Damit ldsst sich die Kurvengleichung
auch schreiben als:

aY* +a(X)Y +B(X) =0, ack\{0}

a(X) lineares Polynom, 8 kubisches Polynom.

Falls char k # 2 ist, konnen wir den Term a(X)Y durch quadratische Er-
ginzung zum verschwinden bringen und erhalten in neuen Koordinaten
U,V eine Gleichung der Form:

Vi=alP +bU? +cU+d=g(U) ()

Das Polynom ¢ muss 3 verschiedene Nullstellen haben, denn wire U
eine mehrfache Nullstelle, so wiirde im Punkt (U, 0) sowohl

0

W(V2—auf“—buz—cu—d) =2V
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als auch

(V2 g(U) = gL

verschwinden

(Up,0) wire also ein singulérer Punkt. Multiplizieren wir (*) mit a
und fithren neue Koordinaten Y = aV und X = alU ein, erhalten wir die
Gleichung:

Y>?=X34+bX?+acX+d
=X°+pX*+gX+r

Ist chark = 3, so konnen wir durch Verschiebung der X-Koordinate ge-
miB X = X’ — £ auch noch den Term pX? zum Verschwinden bringen
und erhalten die WEIERSTRASSsche Normalform

Y2=X3+aX+b

bzw homogen:
Y?Z = X® 4+ aXZ +bZ?
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2.1 Weierstrafische Normalform

Y?Z + (dX +e)Y = X°> +aX?*Z + bX + cZ°

ist immer erreichbar. Bislang ist dies nur bewiesen, falls die Kurve einen
Wendepunkt mit Koordinaten in k hat. Falls char k # 2, konnen wir er-
reichen, dass d = e = 0 ist. Falls char k ## 3, konnen wir erreichen, dass
a = 0 1st. Wir betrachten nun den Fall, dass die Kurve keinen Wende-
punkt hat. Nach Definition einer elliptischen Kurve gibt es einen Kur-
venpunkt Py mit Koordinaten in k. Da Py kein Wendepunkt ist, schnei-
det die Tangente an die Kurve E im Punkt Py nur mit Vielfachheit 2.
Nach Bezout gibt es daher zumindest iiber dem algebraischen Abschluss
von k einen weiteren Schnittpunkt P; dieser Tangente mit E. Tatsdch-
lich liegt auch P; in E(k). Setzen wir die Geradengleichung ein in die
Gleichung der elliptischen Kurve, so erhalten wir (affin gerechnet) eine
kubische Gleichung in einer Variablen fiir die x-Koordinate von P;. Die
x-Koordinate von P, ist eine zweifache Nullstelle dieser Gleichung. Ab-
dividieren des entsprechenden quadratischen Faktors (x — xo)? liefert
eine lineare Gleichung und deren Losung liegt in k. Da die Gleichung
der Tangenten an Py Koeffizienten aus k hat, folgt daraus, dass auch die
y-Koordinate in k liegt. Die Tangente an E im Punkt P; hat damit auch
eine Gleichung mit Koeffizienten aus k. Dafiir gibt es auf dieser Geraden
weitere Punkte mit Koordinaten aus k.

Wir wihlen einen solchen Punkt P, aus. Nun wihlen wir unser Koordi-
natensystem so, dass Pp=(1:0:0),P, =(0:1:0)und , = (0:0:1)
Die Tangente von E im Punkt P ist die Gerade PyPj, sie hat also die
Gleichung Z = 0. Die Tangente von E im Punkt P; ist die Gerade P; P,,
sie hat die Gleichung x = 0. Die Gleichung von E sei

XY, Z) = ¢a(X,Y) + $o(X, V) Z + g3(X,Y) 22 + o Z°

¢ homogenes Polynom vom Grad i in X und Y.

Z = 0 ist die Tangente im Punkt Py = (1:0:0), da Py kein Wendepunkt
ist, schneidet sie mit Vielfachheit 2, d.h. ¢3(X,Y) ist durch Y? teilbar.
Somit kommen fiir ¢3 nur die Monome XY?, Y? in Frage.
Pp=(0:1:0) € Eund f(0,1,0) = ¢(0,1) = 0 also kann ¢3(X,Y)
keinen Y Term enthalten. Da wir f mit einer Konstanten ungleich Null
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multiplizieren diirfen, konnen wir annehmen, dass
P3(X,Y) = XY?

ist. Die Tangente P; P, an E in P; hat die Gleichung x = 0, sie wird also
parametrisiert durch die Abbildung:

{1131 — P2
(u,v) — (0:u:v)

P ist das Bild von (1:0)
£(0,1,0) = ¢2(0,u)v + P1(0,u)v” + o0’

Da die Tangente in P; mit Multiplizitidt 2 schneidet, muss dies durch 02
teilbar sein. ¢ (X,Y) darf also keinen Y? Term enthalten. Damit ist

f(X,Y,Z)=XY*+ (aX* + bXY)Z + (cX +dY)Z* + eZ°
Affin betrachtet, in der Ebene Z # 0 entspricht dies der Gleichung
XY?+aX?+bXY +cX+dY +e=0
Multiplikation mit X macht daraus:
(XY)? +aX? +bX(XY) +cX*+dXY +eX =0

Diese Gleichung hat als Nullstellenmenge die elliptische Kurve E zu-
sammen mit der Geraden x = 0.
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2.2 CREMONA Transformation

Wir betrachten die Abbildung

{]quc) ——» P2(k)

(X:Y:Z)=(3:1:2)=(YZ:XZ:XY)

Sie ist nicht definiert in jenen Punkten Py, P; und P,. Die Geraden PyP;, P, P,
und Py P, werden zu Punkten kontrahiert:

POP1 — Pz

PP, — P;
PP — Po

Auf P?(k)\ (PyPy U PyP, U P P,) ist die Ableitung injektiv, denn dort
sind x,y, z alle ungleich Null, und die Abbildung ist zu sich selbst invers.
Affin betrachtet in der Ebene z #~ 0 hat die Cremona-Transformation die
Form

(x,y) — (y:x:xy)
Die affine Abbildung
(x,y) — (x,xy)
kann in geeigneter Weise als Cremona-Transformation interpretiert wer-

den. Wenden wir ihre Umkehrung an auf die Gleichung 4. Grades, er-
halten wir eine Gleichung 3. Grades in neuen Variablen x,y der Form

Y24 ax’ + bxy +cx* +dy+e=0
oder
v+ (cx+d)y = —(ax® + cx* +e)

Falls char k # 2 konnen wir durch quadratische Ergénzung erreichen,
dass b = d = O ist, d.h. dass alle y-Terme verschwinden. Falls char k # 3,
konnen wir rechts eine kubische Form ohne quadratischen Term bekom-
men, durch kubische Ergdnzung.

a = 1 ldsst sich im Fall, dass char k # 2 wie folgt erreichen:
Wir haben eine Gleichung der Form:

=aud+bu*+cu+d
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Multipliziere mit 4 und fithre av und au als neue Variablen ein. Wir
erhalten die Gleichung

Yy =x+ax*+bx+c

Wir wissen: Eine elliptische Kurve iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper k hat genau 9 Wendepunkte, alle sind einfach. E sei eine
elliptische Kurve tiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper k. Wir
wihlen unser Koordinatensystem so, dass (0:1:0) und (1:0:0) Wen-
depunkte sind, mit x = 0 und y = 0 als Wendetangente. Setzt man x =0
oder y = 0 in die Kurvengleichung ein, verschwinden alle Terme auf3er
Z3. Daher enthilt die Kurvengleichung auBer Z3 nur Monome, die so-
wohl durch X als auch durch Y teilbar sind, d.h. X?Y, XY? und XYZ.
Die Kurvengleichung hat also die Form:

XY (aZ 4+ BX +7Y) +6Z° =0

Da eine elliptische Kurve nichtsingulér ist, diirfen die drei partiellen Ab-
leitungen der linken Seite in keinem Kurvenpunkt simultan verschwin-
den, also

BXY +Y(aZ+ BX+vY) #0
oder

¥XY 4+ X(aZ) + X + 7Y #0
oder

aXY + 357> #0

Damit miissen B,y,d # 0 sein.

Sei etwa 6 = 0:

XY (aZ + BX 4+ vY) = 0 = E besteht aus drei Geraden.
Die Schnittpunkte sind singulér.

B=0,0#0:
XY(aZ +Y)+6Z°=0

Ableitungen:
Y(aZ+9Y=0)=062>=0=2=0

YXZ 4+ X(aZ +9Y) =yXY
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= X=0 oder Y=0
= aXY +356Z2>2=0

d.h. die Punkte (1:0:0) und (0:1:0) sind singulér
v = 0: analog zu f =0

Da k algebraisch abgeschlossen ist, gibt es dort mindestens eine dritte
Waurzel 5 von J. Ersetzen wir Z durch 6Z erhalten wir eine Gleichung

der Form
XY(aZ+X+Y)+Z°=0

Wir fithren neue Koordinaten U, V, W ein, durch
3X=—aW-U+2V
Y =—aW42U -V
Z=W
Ab jetzt sei chark # 2,3.
Neue Gleichung:
(27 + a®YW3 — 2U% +3UV? - 2V3 — 3aW(U? + UV + V?) =0

Wobei (U2 — UV + V2) = (U +eV) (U + V)
€ Losung von €2 + € +1=10

47 27t

Firk=Ciste =¢3 unde? =¢'3 =e 3
3U?V + 3UV? — 2U3 — 2V? ist bis auf das Vorzeichen gleich

(U+eV)’+ (U+e*V)°

Die neue Form der Gleichung ist dann:
(27 +a>YW? — (U+eV )+ (U +€*V))°P —3aW(U+eV)P + (U +€*V)?) =0
Neues Koordinatensystem, mit Koordinaten
X=U+eV, Y=U+€eV, Z=W
Dort ist die Gleichung:
(27 +a°)Z° — X* - Y’ —3aZXY =0
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Ersetze Z durch /27 + a3 - Z, falls 27 + a3 # 0,
X durch — X, Y durch —Y
Dies fiihrt zu der neuen Gleichung

Z2+ X+ Y+ AXYZ =0
fiir geeignetes A € k, die HESSE-Normalform.

Hessesche Kurve dazu:

Sei
F=X+Y'+7Z°
Dann ist
F = 3Y? + AXZ Fyy =6Y
F; = 373 + AXY Fr7 =67

Fxy =Fyx=AZ Fxz =Fzx =AY Fyz =Fzy =AX

6X AZ AY
— Hr=|AZ 6Y AX|=6A%(X>+ Y3+ Z%) + (216 +2A°)XYZ
AY AX 6Z

Sowohl E als auch seine Hesse-Kurve liegen also im eindimensionalen
linearen System der Kurven

a(XP+Y3 + 7% +BXYZ=0, (a:B)cP(k)

Wir betrachten eine Kurve aus diesem System:
Ist « = 0, wird die Gleichung zu:

XYZ =0

die Kurve besteht also aus drei Geraden, die ein Dreieck bilden.

Ausgangskurve: a =1, = A
Angenommen

AP +27=0= A€ {-3,-3¢,—3€*}

Umsténdliche, aber elementare Rechnung zeigt:
Fiir A = —3 erhalten wir:

(X+Y+Z)(Z+eX+eY)(Z+ey+e*X)=0
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Fiir A = —3e:
(X+eY+Z)(Z+eX+Y)(Z+e*X+€Y)=0

Fiir A = —3¢%:
(X+eY+Z)(Z+eX+eY)(Z+eEX+Y)=0

Also jeweils drei Geraden, von denen sich jeweils zwel in einem Punkt
schneiden.

Unser lineares System wird aufgespannt von je zwei Kurven daraus, also
beispielsweise von den beiden Kurven

XYZ =0, X+Y*+273=0

Alle Kurven aus dem linearen System schneiden sich in den selben
Punkten,d.h in den Schnittpunkten der Kurven XYZ =0und X® + Y3 4
Z>=0

IstX=0=Y=—-Z3=—Y=—-ZoderY = —€Zoder Y = —€’Z
also drei Punkte

(0:=1:1),(0: —e:1),(0: —€*:1)

Y =0,Z = 0 analog.

Auch die Kurven zu A € {—3,—3¢,—3¢?} gehen durch diese Punkte,
genauso die Kurve XY Z = 0 und diese vier Kurven bestehen jeweils aus
drei Geraden. Somit gibt es 12 Geraden derart, dass die neun Schnitt-
punkte auf der Vereinigung einer Geraden liegen.

Ist X3+ Y3+ Z3 + AXYZ = 0 eine elliptische Kurve, also nichtsingu-
ldr, so sind alle neun Wendepunkte unabhéngig von A, die neun gerade
berechneten Punkte. Alle diese Kurven gehen durch die neun Punkte:

X=0: Po=(0:-1:1), Pjy=(0:—€:1), Pp=(0:—€>:1)
Y=0: Py=(1:0-1), P;y=(1:0:—€), Ppo=(1:0:—€%
Z=0: Py=(-1:1:0), Py=(—€:1:0), Pp=(—€*:1:0)

und sofern die Gleichung eine elliptische Kurve beschreibt, sind dies die
Wendepunkte der Kurve.



50 2.2 CREMONA Transformation

Satz:

Jede elliptische Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper
mit chark # 2,3 hat neun Wendepunkte, dazu gibt es zwolf Geraden, auf
denen jeweils drei der Wendepunkte liegen. Genauer liegen die folgen-
den Tripel auf einer Geraden:

1. Pjj,ikonstant, j =0,1,2
2. Pjj,j konstant, 1 = 0,1,2

3. Wir betrachten formal die Determinante

Py Po1 Py
Py P11 Pi2
Pyy Py P

und entwickeln nach SARRUS: Jedes dabei auftretende Dreierpro-
dukt entspricht einem Tripel von Punkten, die auf einer Geraden
liegen.

Beweis:
Die zwolf Gleichungen sind

X=0,Y=0und Z=0
sowie die 3 X 3 -Linearfaktoren der zerfallenden Kurven
XC+Y+Z34+AXYZ

mit A € {—3,—3¢,—-3€*}, e =3(1++/-3)
Durch Einsetzen der zwolf Punktetripel in die jeweils richtige Gleichung
folgt die Behauptung.

[]

Wir kennen drei Normalformen elliptischer Kurven:
Y?7Z = X3 +aXZ + bZ3 (WeierstraB)

Y2Z = X(X — Z)(X — AZ) (Legendre)

X3+ Y3+ 73+ uXYZ = 0 (Hesse)

Wann bestimmen zwei Weierstragleichungen

Y27 = X® +aXZ? + bZ3
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und
Y?Z =X+ adXZ*>+ V78

die selbe Kurve?

Haben wir die gleiche Punktmenge in der projektiven Ebene, dann nur
fiir a = a’ und b = b'. Dieselbe in dem Sinne, dass die Kurven durch ei-
ne projektive (lineare) Transformation ineinander iiberfithrt werden kon-
nen.

Aus der speziellen Gestalt der Weierstraschen Normalform folgt, das
ein Koordinatenwechsel, der eine elliptische Kurve in Weierstral3nor-
malform in eine andere iiberfiihrt nur von der Form sein kann, dass jede
Koordinate in ein skalares, nichtverschwindendes Vielfaches iiberfiihrt
wird.

(X:Y:Z)— (aX:BY:vZ), «,B,v#0

Da wir homogene Koordinaten haben, konnen wir 0.B.d.A annehmen,
dass B = 1 ist, d.h.

(X:Y:Z)— (aX:Y:9Z)

Liegt (X:Y:Z) auf der Kurve Y?Z = X3 + aXZ + bZ3 so ist
Y2Z =X+ aZ* 4 bZ°.

Beh:
Die Kurven

Y?7Z = X3 +aXZ* + bZ3
und
Y?7Z = X3 + AaXZ? + A%bZ3

lassen sich durch eine projektive Transformation ineinander iiberfiihren.

Betrachten wir die folgende Transformation:
(X:Y:Z) — (A*°X:A%Y:2)

Ist
(A’Y)?*Z = (A*X)? + a(A*X)Z* + bZ°
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SO 1ist
AY?7Z = \°X3 4+ A\%aXZ? + bZ3

Division durch A° liefert:
Y?Z = X3+ (A*a)XZ?* + (A %) Z°

Die Transformation fiihrt also die Kurven zu (a,b) und (A~*a, A%b)
ineinander iiber. In Gegenrichtung die zu (a,b) und die zu (A%a, A%b).
Mit i = /A ist dies die Kurve zu (u2a, °b).
Die Kurven Y?Z = X3 +aXZ%? +bZ?und Y?Z = X3 +a'XZ?> + V' Z3
lassen sich also genau dann ineinander iiberfithren, wenn es ein u € k
gibt:
a' = y?aund ' = 1°b.
Das ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn

a3 (a/)3

b2 (b/)Z

Wenn a’ = p?a und b’ = u®b, so folgt:

(a/)3 B "116113 a3

0?2~ b2 2

Ist Z—; = % so gibt es ein &, so dass (a')® = aa’, (b')? = ab?.

Setzen wir dann u = /&, so ist
(') = pta’ = (p*a)’, (V') = p°b* = (D)?

Mit der richtigen sechsten Wurzel y ist also a’ = p2a,b’ = 1%b.

Wir wissen vom 5.Ubungsblatt: Y2Z = X3 4 aXZ + bZ? definiert ge-
nau dann eine elliptische Kurve, wenn die Diskriminante A = 44 +
27b* # 0. Ersetzt man a durch p?a und b durch b, so wird A ersetzt
durch u®A

Definition:

. 12%° 12%°

I=7A T 1p 127
heiBt j-Invariante der elliptische Kurve Y?Z = X3 + aXZ? + bZ?
Damit gilt auch: Zwei Kurven in Weierstragestalt sind genau dann
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projektiv-aquivalent (d.h. bis auf Koordinatenwechsel sind es die glei-
chen Kurven), wenn sie die gleiche j-Invariante haben.

Wichtig: Um die 6. Wurzel ziehen zu konnen, haben wir vorausgesetzt,
dass k algebraisch abgeschlossen ist. Uber IR haben die beiden Kurven
Y27 = X3+ Z3und Y? = X® — Z3 beide j = 0, aber reell ist kein Koor-
dinatenwechsel moglich, denn reell lassen sich die beiden Kurven nicht
ineinander iiberfiihren.

Uber Q haben alle Kurven Y2Z = X® + pZ, p prim j-Invariante Null,
sind aber alle verschieden.



3 Die Gruppenstruktur einer elliptischen
Kurve

k sei ein Korper, E C IP?(k) eine elliptische Kurve. Fiir eine Gruppen-
struktur brauchen wir zwei Abbildungen:

(P,Q) — P+Q
. E— E
lp— —P

{ExE—>E

AuBlerdem benétigen wir ein neutrales Element O.

Idee:

Sind P, Q € E, schneidet die Gerade PQ die Kurve E iiber dem alge-
braischen Abschluss nach Bezout noch in einem dritten Punkt, da wir
eine Kurve dritten Grades betrachten. Wir wissen aus den Ubungen, dass
dieser dritte Schnittpunkt Koordinaten aus k hat. Aber so konnen wir die
Addition nicht definieren. Fiir alle P € E muss gelten: P+ O = P, d.h.
die Gerade durch P und O muss in P mit Vielfachheit 2 schneiden, al-
so Tangente sein. Ein Punkt O mit dieser Eigenschaft existiert praktisch
nie. Fiir die Abbildung — bietet sich folgendes an:

Wihle fiir —P den dritten Schnittpunkt der Geraden OP mit E. Dann
sind die Punkte O, P und —P kollinear, liegen also auf einer Geraden
und ihre Summe ist Null.

Modifizierte Summendefinition:

P+Q+ R=0<« P,Q und R sind kollinear.

Die Konstruktion von P + Q geht dann folgendermalen:

R sei der dritte Schnittpunkt der geraden PQ mit E, dann ist P 4+ Q der
dritte Schnittpunkt der Geraden OR mit E. Es sollte dann gelten:

O 4+ O 4 O = O, d.h. die Tangente an den Punkt O muss mit Vielfach-
heit 3 schneiden,d.h. O ist Wendepunkt.
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Beh:
Mit der so definierten Verkniifung und Inversenabbildung ist E eine
abelsche Gruppe mit Neutralelement O

Beweis:

Das Kommutativgesetz ist klar, denn die Gerade durch P und Q ist
gleich der durch Q und P und P + Q hingt nur ab von dieser Geraden
und von O.

Existenz des Inversen: P, —P und O sind kollinear. Zur Berechnung
von P 4 (—P) betrachten wir den dritten Schnittpunkt der Geraden
durch P und —P und E. Das ist O. Dann betrachten wir die Tangente
an O. Da sie eine Wendetangente ist, ist O auch der dritte Schnittpunkt,
alsoist P4+ (—P) =0

Neutralelement: P +- O =0 4 P = P.

Die Gerade OP schneidet E auBerdem in — P, die durch O und — P hat
P als dritten Schnittpunkt.

Bleibt noch das Assoziativgesetz: (P + Q)+ R=P+ (Q + R)

Setze P+Q =S5, S+ R=T, Q-+ R = U damit wird die Aussage zu:

I'=P+U

Dies ist dquivalent dazu, dass P, U und —T auf einer Geraden liegen:

e ¢1 sei die Gerade durch P,Q und —S

e ¢, sei die Gerade durch S,R und —T

e ¢3 sei die Gerade durch O,U und — — U
e /1; sei die Gerade durch S,O und —S

e /1, sei die Gerade durch Q,R und —U

C = g1 U g2 U g3 ist eine konstante kubische Kurve. Wir betrachten ihren
Durchschnitt mit E, er besteht aus den neun Punkten

O,P,Q,R,S5,-S,-T,U,-U

O,R,S,—S,Q,—U liegen auf der Quadrik &7 U hy. Nach nach einem



56 Die Gruppenstruktur einer elliptischen Kurve

fritheren Satz gilt, falls von den neun Schnittpunkten zweier kubischer
Kurven sechs auf einer Quadrik liegen, liegen die restlichen drei auf ei-
ner Geraden. In unserem Fall also P, —T,U, somit ist T'= P + U, das
Assoziativgesetz gilt also. [

Lemma:
Ein Punkt P € E ist genau dann Wendepunkt, wenn P + P + P = O ist

Beweis:

Die Tangente durch P schneidet genau dann mit Vielfachheit 3, wenn
P+P+P=0ist. [l
Korollar

Die Anzahl der Wendepunkte von E ist 1,3 oder 9.

Beweis:

Die Wendepunkte bilden eine Untergruppe von E, denn ist 3P = O, so ist
nach dem Kommutativgesetz und Assoziativgesetz auch 3(P + Q) = O,
d.h. auch P + Q ist Wendepunkt, insbesondere ist auch P + P = —P
Wendepunkt, und O war als Wendepunkt gewihlt.

Jetzt sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, der k enthilt, und
E(k) C P?(k) sei die durch die Gleichung von E definierte elliptische
Kurve in IP? (k). E (k) hat 9 Wendepunkte. Die neun Wendepunkte bilden
also eine Gruppe. Die Gruppe der Wendepunkte auf E ist deren Schnitt-
menge mit E, also insbesondere eine Untergruppe. Dafiir kommen nach
LAGRANGE nur die Gruppenordnungen 1,3 und 9 in Frage. [l
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3.1 Einschub: Elliptische Kurven iiber C

Wir betrachten Funktionen
f:C—C zB. f(z) =e*""

Fiir jede ganze Zahl m ist f(z + m) = f(z), denn ¢?™ = 1.

Also ist f periodisch mit Periode 1.

Angenommen T € C\IR , dann bilden 1 und 7 eine IR-Basis von C.
Frage: Gibt es eine Funktion f : C — C, fiir die gilt:

f(z4+1)=f(z) VzeCund f(z+71)=f(2) Vze€C?

Nach LIOUVILLE ist eine komplex differenzierbare Funktion

f : € — C konstant. Wir koénnen aber Funktionen betrachten, die auf
dem Parallelogramm nicht iiberall definiert sind, sondern in den Ecken
den Wert co annehmen.

1
p(z)= ) (z—n—m1)?

nmeZ

Die Funktionen ¢ und g’ nehmen auf Z + Zt den Wert oo an.

C — P%(Q)
Die Abbildung S (p(z):9'(2):1), z¢Z+Z7,
(0:1:0), sonst

identifiziert C/Z + Z. mit einer elliptischen Kurve E C P(C)
v’z = 4x° — ¢ (7)xz* — ¢3(7)

AuBerdem ist diese Abbildung ein Gruppenhomomorphismus.
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3.2 Gruppenoperation fiir Kurven in WeierstraB3scher
Normalform

Sei chark # 2,3
Y?Z = X +aXZ?>+ b7 cP?(k)
Dies ist die affine Kurve
Yy =x"+ax+b

plus dem einen unendlich fernen Punkt O = (0:1:0)

Wann liegen O und zwei weitere Punkte (x7 : i :z1) und (x2: v : 22)
auf einer Geraden? Die Gerade durch (x7:y7:21) und O = (0:1:0)
besteht aus allen Punkten

Alx1:yr:21) +pO = (Ax1: Ayp + p: Azy)
mit (A : u) € PY(k)
A =0 = O erfiillt die Eigenschaft
A # 0: Dann ist auch die z-Koordinate des obigen Punktes ungleich

Null, denn fiir eine Weierstral Gleichung gilt: z # 0 = Punkt = O.
Die von Null verschiedenen Punkte der Geraden sind:

(x1:y1+y:z1),yek

d.h. es sind die Punkte der affinen Geraden x = % in k%. Damit ist klar
wie zu P = (x,y) € k? der Punkt — P aussieht. Die Gerade OP ist paral-
lel zur y-Achse. —P als dritter Schnittpunkt mit dieser Kurve muss also
die gleiche x-Koordinate haben wie P:
Da

Yy =x"+ax+b

d.h. zu festem x = x7 ist

y:i\/xi’—i—axri—b
also ist
—P = (x1,—y1)
Falls x:f +ax; +b #0, ist —P = O. Andernfalls ist —P = P, also
2P = O. Punkte mit 2P = O sind damit einmal P = O, sowie jene
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Punkte(x,0), mit x> + ax + b = 0 Ist k der algebraisch abgeschlossene
Korper, der k enthilt, gibt es in k drei verschiedene x-Werte, fiir die dies
gilt. Es gibt also genau 4 solche Punkte. Wenn wir nur Punkte mit Ko-

ordinaten in k zulassen, brauchen wir Nullstellen von x3 + ax + b € k,
davon gibt es 0,1 oder 3. Also gibt es 1,2 oder 4 Punkte P mit 2P = O.

Bemerkung:
Diese Punkte bilden eine Untergruppe von E. Denn wenn gilt: 2P = O
und 2Q = O so ist

2(P+Q)=2P+2Q0=0+0=0

und

2(-P)=0
da P = —P.Die Punkte aus E(k) mit 2P = O bilden eine Gruppe der
Ordnung 4. Die aus E sind eine Untergruppe, deren Ordnung 4 teilen
muss.
Reelles Bild: Konstruktion von P+ Q,P = (x1,y1),Q = (x2,y2),P #
Q. Wir miissen die Gerade PQ betrachten:

1.Fall: X1 = X9«
Dann ist

Q=-P
denn P und — P sind die einzigen Punkte mit x-Koordinate x;.
Dann ist

P+Q=0
2.Fall: x1 # x;:
Dann hat PQ die Gleichung

Y2— U1
X2 —Xq

y= (x —x1) +y1=m(x—x1) + 11

Zur Berechnung des dritten Schnittpunkts setzen wir dies ein in die
Weierstragleichung:

m(x —x1)?=x>4+ax+b
das ist eine kubische Gleichung der Form

X —m*x*+px+q,pq€k
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Uber k zerfillt dieses Polynom in Linearfaktoren, d.h.

X —mPxPtpxt+g=(x—a)(x—B)(x—7), aByc<k
=2 —(a+B+7)x*+...
=m’=ua+p+7

Da P,Q auf der Kurve liegen, sind x1,x, Losungen. Fiir den dritten
Schnittpunkt (x3,y3) ist x5 die dritte Losung, d.h.

x3:mz—x1—x2:(—yz_yl)2
X2 — X1

y3 =m(x3 — x1) + ¥

— X2 — X1

P + Q ist der Punkt

(x3,—y3) = (m* — x1 — x2,m(x1 — x3) — ¥1)

— 2=

mit m = P—

Fehlt nur noch der Fall P = Q # O:

Sei P = (x1,y1). Die ,,Gerade durch P und P* ist die Tangente im
Punkt P. Betrachte y als Funktion von x. Da y?> = x% + ax + b, folgt:
2yy’ = 3x* 4+ a. Also ist y' = 5x* + a2y, falls y # 0. Ist y; = 0, so ist
2P = O und wie sind fertig.

Andernfalls hat die Tangente in (x1,1;) die Steigung m = %;“ und ist
die Gerade y = m(x — x1) + 1.

Einsetzen ergibt: (m(x — x1) + y1)* = x% + ax + b, also

X —m*x*+px+qg=0,p,g€k
Die Summe aller drei Nullstellen ist wieder —m? und x; ist doppelte
Nullstelle, da wir eine Tangente haben. Die dritte Nullstelle ist x3 =

m? — 2x1. Der Punkt 2P ist also (m? — 2x1,m(x3 — x1) + y1), mit

_ 3x%+a
m = —Zy

Damit konnen wir fiir zwei beliebige Punkte P, Q der elliptischen Kurve
P + Q und —P berechnen.
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Anwendung:

Bestimme alle Punkte P € E(k) mit 3P = O, d.h. die Tangente schnei-
det dreimal, d.h. wir suchen die Wendepunkte:

Klar: P = O ist eine Losung. Alle anderen liegen in der affinen Ebene
z#0.Ist 3P = O, so ist 2P = —P. Fiir P # O und 3P = O liegen auch
2P und —P in der affinen Ebene. 2P kann nicht gleich O sein, denn ist
3P =0Ound P = O so auch 2P.

Sei P = (x,y), 2P = —P wird zur Gleichung:

_ 3x*+4a
==

m? —2x = x,m

fiir die x-Koordinaten

,  (3x+a) 3x%+a

"= 4y2 B 4(x®+ax+D)
Damit wird
m? = 3x
Zu
(3x* 4 a)? = 12x(x® +ax + b)
oder

3x* 4+ 6ax? +12bx —a*> =0

Betrachte die Resultante zwischen dem Polynom und der Ableitung:
Resx(f, f) = —12%(4a® + 27b%)?

Da fiir eine WeierstraB Gleichung 4a* + 27b* # 0 sein muss, hat f vier
verschiedene Nullstellen in k. Ist 3P = O, so ist auch 3(—P) = O, also
gibt es zu jeder Nullstelle x zwei mogliche y-Werte, wir bekommen al-
so acht, zusammen mit O neun Punkte P mit 3P = O. Die bilden eine
Untergruppe. Die Punkte daraus mit Koordinaten in k bilden eine Unter-
gruppe, d.h. davon gibt es 1,3 oder 9 Punkte.

Gegeben: N € N,P € E,E : y*> = x° + ax + b elliptische Kurve iiber
einem Korper k, char k #2,3, NP =P + P + - -- + P mit N Summan-
den.
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Ist N=Y% n2, nec{01}
die Bindrdarstellung von N, so ist

k k
NP=) n2P= Y 2P
i=0 i=0,1;7#0

k Verdoppelungen
Anzahl Additionen= Anzahl der Einsen in Binirdarstellung -1.
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3.2.1 Algorithmus von Montgomery

Berechne nacheinander die Punkte N;P und (N; + 1)P, wobei N; die
Zahl ist, die durch die ersten / Binérziffern von N dargestellt wird.

N, = i p,2i 1= (=)
i=k+1-1
Offensichtlich ist N1 = N.
Wir setzen
U=NP, Vi=(N+1)P
Dannist Uy =0,Vy=P,Ny =0
Rekursion: Ny = 2N 1 + ng1g
d.h.

o falls 1, =0,U; =2U;_1,Vi=U_1+ V1
o falls np 1y =TlistUy=U; 1+ V1,V =2V 4

Die x- Koordinaten von U;, V; konnen berechnet werden nur aus den x-
Koordinaten von P und den Vorgédngern, d.h. den U; 1, V)_1:
Ist P = (x1,1), so hat 2P die x- Koordinate

m> — 2xq
mit
m:3x%+a$m2: (3x%—};a)2: (s)x%—i—a)Z
pAT 4y7 4(x; +ax1 +b)

Die x-Koordinate von 2P ist also
(3x2 + a)? (23 —a)* —8bxy

X1 =
4(x3 4 ax, + b) YT 43 axg + b)

Nun sei P1 = (xl,yl),Pz = (Xz,y2> und X1 75 X9.
Die x- Koordinate von P; + P, ist dann

X+:m2—X1—X2, m:—yZ_yl
X2 — X1
P —P, =P + (—Pz) und — P, = (Xz, _]/2>
P; — P, hat daher die x-Koordinate :
2 _ "

X_=n —X1— Xp, n
X2 — X1
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Dann ist;

X x_ = (m?* —x1 — x3)(n* — x1 — x3)

= (mn)? — (x1 + x2) (m? + n?) + (x1 + x2)?

wobei
o = Vamyi _ xmoxtaln—x)
(2 — x1)? (2 — x1)?
X5 4 x1x2 + X7+ a
T X2 — X1
pr gt W) i) ity
(2 — x1)? (x2 —x1)?
5. x3 4 x5 +a(x; + xp) +2b
(x2 —x1)?

Einsetzen und Ausmultiplizieren fiihrt auf:

(x1x2 — a)? — 4b(x1 + x7)

Xy X_ =
" (x2 — x1)?

Im Algorithmus von Montgomery miissen wir die Punkte
U;_1 und V;_q addieren.

U-1=N_P, Vi1=(Na1+1)P=>V,1-U_1=P
Ist also u;_1 die x- Koordinate von U;_1 und v;_; die x- Koordinate von
Vi
SO 1st
(w1—10121 — a)* — 4b(u;_1 + v;_1)

(w11 — v7_4x1)

die x-Koordinate von U;_; + V;_;

Die y- Koordinate y, von NP = Uy lédsst sich folgendermaf3en be-
stimmen:

Vigir=(N+1)P= Uy + P
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Nach der Additionsformel ist also

Y« — U1 )2

Ok+1 = — U1 — X1
" (uk+1 — X1 "
2 2
YTt
U1 — X1
3 2
— — Upyq —
U1 — X1

_ uiﬂ + attgr1 + b+ Y3 — (kg1 + g + x1) (g1 — x1)?
2y1

Yx

Betrachten wir x1, 1, als Variable, so stellen die Formeln fiir die u; jedes
u; dar als rationale Funktion von x1. Insbesondere ist die x —Koordinate
von NP als rationale Funktion 7y (x1) darstellbar.

Da
1 Y1

yi 2 X 4ax+b
ist, ldsst sich die y- Koordinate ., von NP ausdriicken als

y1sn(x1),sn(x1) € k(x1)
rationale Funktion von(x1):

NP = (rn(x1),y15n(x1))



4 Anwendungen elliptischer Kurven

4.1 Diskretes Logarithmenproblem

G sei eine zyklische Gruppe und a ein erzeugendes Element. Dann ha-
ben wir die leicht berechenbare Funktion :

Ny — G
n—n-a=a-+---+a
e

n—mal

Sie ist injektiv auf {0,1,...,#G — 1}
Die Umkehrabbildung

G —{0,1,...#G — 1}
n-a—m

heil3t diskreter Logarithmus zur Basis 4.

Beispiel:

G =27Z/NH{0,...,N — 1} Erzeugendes ist z.B. a = 1, dann ist der dis-
krete Logarithmus die Identitit. Fiir a ldsst sich auch eine andere Zahl
wihlen. Falls g¢T(a,N) = 1, sind die Vielfachen von 2 modulo N alle
Elemente von Z / N. Dann gibt es ein b so dass ab =1 mod N.

Der diskrete Logarithmus ist die Multiplikation mit b modulo N.

Beispiel:

G=F" ={1,...,p — 1} mit Multiplikation modulo p. Dies ist eine
zyklische Gruppe mit p — 1 Elementen.

Die Abbildung

{O,...,p—l} —>]F;,<
n—-a”
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ist fiir alle a leicht berechenbar.
Wihlt man fiir a ein Erzeugendes, ist die Abbildung bijektiv .

Die Umkehrabbildung ist fiir grole p schwer zu berechnen.

]F;j —{0,...,p —1}
at —n

Alternative:
E sei eine elliptische Kurve iiber einem endlichen Korper, P sei ein
Punkt aus E, G die von P erzeugte zyklische Gruppe

G ={0,P,2P,3P,...}

Wieder ist Ny — G,n — nP einfach zu berechnen, die Umkehrabbil-
dung aber nicht.
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4.2 Kryptoverfahren auf Basis diskreter Logarithmen
4.2.1 Schliisselaustausch nach DIFFIE und HELLMAN

A und B mochten iiber eine unsichere Leitung einen Schliissel fiir ein
klassisches Kryptoverfahren vereinbaren. Sie wihlen eine zyklische Grup-
pe G mit erzeugendem Element P, zum Beispiel die Gruppe aller Viel-
fachen eines Punktes P einer elliptischen Kurve iiber einem endlichen
Korper.

Jeder wihlt eine geheimzuhaltende Zahl. Bei A sei dies a bei B b.

e A schickt U =aP an B

e B schickt V =DbP an A.

e A berechnet aV = abP

e B berechnet bU = abP
Dieser Punkt abP ist nun A und B bekannt.
Ein Angreifer kennt nur G, P, U,V
4.2.2 Kryptoverfahren von MASSEY und OMURA

1. A und B vereinbaren eine elliptische Kurve iiber einem endlichen
Korper. Sie habe N Punkte.

2. A kodiert seine Nachricht durch einen Punkt M der Kurve E

3. A wiihlt eine natiirliche Zahl m 4 mit g¢T(N,m,) = 1.
Er schickt My = m4 - M an B

4. B wibhlt eine natiirliche Zahl mp mit ggT(N,mp) = 1.
Er schickt M, = mpg - Mj an A

5. A berechnet eine Zahl n4 mitn4 - m4 =1 mod N und schickt
M3 = TIAMZ an B

6. B berechnet eine Zahl ng mit ngmg =1 mod N und berechnet
damit My = ngMs;

Insgesamt ist

My =ngngmgmaM = (ngmp)(nama)M = M
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4.2.3 Kryptoverfahren von ELGAMAL

Hier handelt es sich um ein Verfahren mit 6ffentlichen Schliisseln, d.h.
jeder Teilnehmer veroffentlicht in einer Art Telefonbuch einen Schliis-
sel. Dieser besteht bet ELGAMAL aus

e ciner elliptischen Kurve E iiber einem endlichen Korper
e cinem Punkt P auf E
e cinem Vielfachen B = sP von P

s € IN ist der geheime Schliissel.

Will jemand eine Nachricht an den Inhaber dieses Schliissels schicken,
kodiert er diese als einen Punkt M € E. Er wihlt eine (geheime) Zufalls-
zahl k und berechnet M; = kP und M, = M + kB.

(M, M3) geht an den Empfinger. Dieser berechnet:

M2—8M1:<M-|-kB) — skP
— (M +kB) — kB
=M

4.2.4 Kodierung nach KOBLITZ

Kodierung einer Nachricht durch einen Punkt der elliptischen Kurve
Y =x"+ax+b

nach Koblitz. Die Kurve sei definiert iiber IF,. Fiir die Nachricht m gelte
0<m< %. Betrachte fiir j = 0,1,2,... die Zahlen
x;=100m+j €T,
und berechne dazu
x? 4 axj+b

bis eine dieser Zahlen in IF, als Quadrat eines Elements y; darstellbar
ist. Die Nachricht wird kodiert als Punkt (x;,y;).
Betrachte die Abbildung:

X X
F, — T,
x — x2
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Ihr Kern besteht aus 1 und p — 1, hat also zwei Elemente. Also hat das
Bild pT_l Elemente. Von den p Elementen von IF;, sind also pTH Quadra-
te. Zufillig gewdhltes Element ist daher mit einer Wahrscheinlichkeit
von ziemlich genau 0,5 Quadrat. Wenn wir davon ausgehen, dass die
Elemente x;’ + ax; + b sich wie zufillig verhalten, ist die Wahrschein-
lichkeit, dass sie fiir j = 0,...k — 1 keine Quadrate sind ~ 2~ k. Speziell
fir k=100: p ~ 27190 ~ 1072,

Wie erkennt man Quadrate in IF,, und bestimmt die Wurzel?

Am einfachsten geht das, wenn p = 3 mod 4 ist. Angenommen, ¢ = Yy
ist ein Quadrat in [Fp,. Dann ist zundchst

2

p+1 p+1
4 2

C = :yp+1:yp_1:1.y2:c

p+1
4

d.h. in diesem Fall ist ¢ % eine Quadratwurzel von c. Um zu testen, ob

¢ ein Quadrat ist, berechnet man also y = CPTH, falls das Quadrat y> = ¢
ist, ist ¢ Quadrat und y Wurzel, sonst ist ¢ kein Quadrat. In der Praxis
ldsst sich also schnell und effizient ein x; = 100m + j mit j < 99 finden,
so dass x;’ + ax; + b Quadrat eines y; € IF, ist. Die Nachricht m wird
dann kodiert durch den Punkt m; = (x;,y;).

j

Aus m; ldsst sich m bestimmen als m = [W]

4.2.5 Kryptoverfahren von Koyama, Maurer, Okamoto und Vanstone
Der Empfinger wihlt zwei groBe Primzahlen p und g aus, fiir die gilt:
p=g=2 mod3

und berechnet n = pg. Weiter wihlt er die Zahlen e,d mit ed = 1 mod
kgV(p — 1,9 — 1). n und e werden als 6ffentlicher Schliissel bekannt
gegeben. Wer ithm eine Nachricht schicken will, geht fogendermal3en
VOr:

Die Nachricht wird als Zahlenpaar (11, m,) dargestellt. M = (my,m;)
wird aufgefasst als Punkt der elliptischen Kurve

> =x>+b
mit

b= (m5—m3}) modn
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Dort wird C = e - M berechnet und als verschliisselte Nachricht abge-
schickt. Der Empféanger berechnet

d-C=deM
Man kann zeigen: Die elliptische Kurve der Form
¥ =x+b

iiber einem endlichen Korper k hat so viele Punkte, wie k Elemente hat.
Isted =1 mod #k — 1, so ist ed - M = M. Dies gilt hier fiir k = IF,
und k = ]Fq, also nach dem chinesischen Restesatz auch iiber Z /n.

4.3 Elektronische Unterschriften mit elliptischen Kurven
4.3.1 Das Verfahren von ELGAMAL
Der Unterschreibende legt folgende Daten fest:

e Eine elliptische Kurve E iiber einem Korper [Fp,, p prim

e Einen Punkt A € E(IF,), dessen Ordnung N moglichst grof ist ,
beispielsweise eine gro3e Primzahl

e Einen geheimen Multiplikator 2 € IN und B = a - A und eine Funk-
tion f : E(IF,) — Z z.B. die x-Koordinate via der Identifizierung

F,={0,...p—1}

offentlicher Schliissel:
E, IFP, f,A,B

geheimer Schliissel:
a

Unterschrift unter die Nachricht m < N:
Waibhle fiir jede Unterschrift eine neue Zufallszahl k < N mit

g¢T(k,N)=1

und berechne
R=k-A
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Sodann wird

s=(k*(m—af(R))) modN

berechnet.
Die unterschriebene Nachricht ist:

(m,R,s)

Verifikation der Unterschrift (m, R, s):
Berechne V; = f(R)B + sR und V, = mA.
Mit B =aA und R = kA folgt:

Vi = f(R)aA + skA
— F(R)aA + (m — af(R))A
=mA
—V

Die Unterschrift wird somit akzeptiert, wenn V; = V; ist.

4.3.2 Der Digitale Signatur Algorithmus DSA auf Basis elliptischer Kurven

E(Fp)

p sei eine Primzahl, E elliptische Kurve iiber IF,. G € E(IF,,) Punkt der
Ordnung g, g von p verschiedene Primzahl. Sicherheitsanforderungen
der Bundesnetzagentur: Bis Ende 2015 muss g mindestens 224 Bit ha-

ben, bis Ende 2019 mindestens 250. Aulerdem muss

ro =min(r - g|p” — 1) > 10*

sein, und die Klassenzahl der Hauptordnung zum Endomorphismenring

von E muss mindestens 200 sein.

Weiter wiihlt der Unterzeichnende ein zufilliges A € {1,2,...q — 1} als

geheimen Schliissel, dazu berechnet er den Punkt
Q=a-G
Der offentliche Schliissel besteht aus

Fy, Eq,G,Q
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Unterschriften:
Fiir jede Unterschrift wird eine Zufallszahl k € {1,...,q — 1} gewihlt,
und

R=k-G

wird berechnet. R habe Koordinaten (x,y). Zum Unterschreiben einer
Nachricht m € {0,...,q — 1} wird

s=k'(m+ax) modg
berechnet. Das unterschriebene Dokument ist:

(m,R,s)

Verifikation der Unterschrift:

1 1

1. Berechne uy =s " -m modgunduy; =5""-x

2. Berechne V = u1G + u,Q

3. Die Unterschrift wird akzeptiert, wenn V = R ist

Grund:
V = M1G + M2Q
=5 'mG+s'xQ
=5 1 (mG + xaG)
=s 1 (m+ax)G
s=k'm+ax)=s"'=k(m+ay)?
d.h.

V=k(m+ax)"' (m+ax)G=kG=R

Weitere Variante:
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4.3.3 ECGDSA (Elliptic curve german digital signature algorithm)

Wir gehen wieder aus von einer elliptischen Kurve E iiber IF, und einem
Punkt G € IF,, der Ordnung q. Geheimer Schliissel a € {1,...,9 — 1}
und dem zugehérigen 6ffentlichen Punkt Q =a~! - G.

Unterschrift unter Nachricht m:

Wihle k € {1,...q — 1} zufillig und setze

r=kG = (x,y)

berechne
r=x modg

Falls » = 0: Wihle neues k.
Berechne:
s=(kr—m)-a modg

Falls s = 0: Wihle neues k
Unterschrift:

(r,5)

Verifikation:
Berechne

r~! modg

1 1

up=r m modg, up=r s modg
V=u1G+ uQ v=x modg
Die Unterschrift wird akzeptiert, falls
v=r

1st.
Grund: Im wesentlichen dieselbe Rechnung wie oben.
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4.4 Faktorisierung ganzer Zahlen
4.4.1 POLLARDS-(p-1)-Methode

Faktorisiert werden soll eine Zahl n.

Annahme: Einer der Primfaktoren p von n hat folgende Eigenschaft:
Jede Primzahlpotenz g°, die p — 1 teilt, ist kleiner oder gleich einer
Schranke B. Fiir die anderen Primteiler von n gelte das nicht. Wir rech-
nen in IF;;; seine Elemente werden durch Restklassen mod # représen-
tiert. Wir gehen aus von einer Zahl a > 2. Fiir jede Primzahl p < B er-
setzen wir das jeweilige a durch a?*, wobei p¢ die groBte p-Potenz < B
ist (Alle Rechnungen modulo 7). Das Endergebnis sei b. Dann ist

b=a" modn wobei m=1]]p, {pi} = {Primzahlen < B}, ¢,

so, dass pfi < B, pfiﬂ > B.
Wenn unsere Annahme stimmt, ist (p — 1 | m) und nach Fermat ist

a’'=1 modp
Fir andere Primteiler g von p ist wohl im Allgemeinen
a*'#1 modg und a”"#1 modg

p ist Teiler von a™ — 1, damit 4P~ auch a™ =1 mod p ist.

Berechne g¢T(n,b — 1). Wir konnen hoffen, dass dies gleich p ist, oder
zumindest ein nichttrivialer Teiler von 7.

Nachteil: Wir wissen nie, ob unsere Annahme erfiillt ist

Vorteil: Wenn die Methode funktioniert, liefert sie oft mit verhiltnisma-
Big geringem Aufwand recht grof3e Faktoren.

Verallgemeinerung: Ersetze ]F; durch eine andere Gruppe G,. Dann ha-
ben wir Erfolgsaussichten, wenn die Gruppenordnung von G, (#G,) nur
durch kleine Primzahlpotenzen teilbar ist.

Schlimmster Fall fiir die (p-1)-Methode:

Alle Primteiler p von n haben die Form p = 2g + 1, g prim.
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4.4.2 Die elliptische Kurven Methode von Lenstra

HASSE:
Fiir eine elliptische Kurve E tiber IF, gilt:

p+1—/2p <#E(F,) <p+1+2/2p

FREY, RUCK:
Zu jeder natiirlichen Zahl aus diesem Intervall gibt es eine elliptische
Kurve iiber IF, mit entsprechender Elementanzahl.

Beispiel:

N =4453, E:y*=10x—2, p= gesuchter Primfaktor von N
Wir rechnen  mod N in der von (1,3) erzeugten zyklischen Gruppe.
Wir berechnen 3P.

Dazu bestimmen wir zunédchst 2P nach der Verdoppelungsformel:

Die Tangentensteigung im Punkt (x,y) ist m = 3’“22—‘;10 in (1,3) also

13
m= 1o mod p

Da wir p nicht kennen, versuchen wir dies modulo N zu berechnen, d.h.
wir wenden den erweiterten Euklidischen Algorithmus an auf N und 6
und erhalten eine Darstellung:

g3T(N,6)=a-N+b-6
Falls der ggT(N,6) = 1 ist
b-6=1—a-N=1 modN

d.h. modulo N ist b invers zu 6.

Wir erhalten als Ergebnis: ggT(N,6) =1 und b = 3711.

Alsoistm =13-3711 mod N und 2P = (x,y) mit x =4332,y = 3230
3P = 2P 4 P. Die Gerade durch P und 2P hat die Steigung

| 3230-3 3227
T 43321 4331

Wende den erweiterten Euklidischen Algorithmus an auf 4331 und
N = 4453:

m
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4453 : 4331 =1 Rest 122
4331 : 122 = 35 Rest 61
122:61 =2 Rest 0

Also ist ggT(4331,N)=61, es gibt also kein Inverses zu 4331 modulo
4453. 4453 :61 = 73. Unsere Rechnung zeigt: Wenn wir E iiber [Fg;
betrachten, ist 3P = O, iiber F73 betrachtet aber nicht. Vor allem aber
zeigte sie uns, dass 61 ein Faktor von 4453 ist. Modulo N miisste man E
nach dem chinesischen Restesatz zerlegen in E mod 61 und E mod 73.

Allgemeine Vorgehensweise:
Gegeben sei eine natiirliche Zahl N.
Gesucht: Ein Faktor p von N

1. Man wihle einige (10 — 20) zufillige elliptische Kurven
Ei:y2:x3+aix+bi mod N
und auf jeder einen Punkt P; € E(Z/N)

2. Wihle eine Suchschranke B(~ 10%) und ersetze fiir jede Primzahl
p < N die Punkte P; durch p°P;, p¢ groBte p-Potenz < B

Wir hoffen, dass bei mindestens einer Kurve und einer Primzahl p°P;
nicht berechenbar ist, da der Nenner der Steigung nicht teilerfremd zu
N ist. Dann haben wir einen Faktor gefunden.

Falls sich Schritt 2 bis zum Ende durchfiihren lidsst, war der Ansatz er-
folglos; man kann dann versuchen, B zu erhohen oder mehr elliptische
Kurven betrachten.

In der Praxis funktioniert die Methode recht gut fiir Faktoren bis etwa

1040,
4.5 Primzahltest mit elliptischen Kurven

4.5.1 Klassisches Analogon

Kleiner Satz von FERMAT: p prim, p fa =>a’"1 =1 mod p
Umkehrung: p fa, a?~1 £1 mod p = p ist nicht prim .
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Angenommen, wir kennen alle Primteiler von p — 1.
Falls gilt:
a*'=1 modp

und fiir jeden Primteiler / von p — 1
p—1
alT #1 modp

dann ist p prim. Denn dann ist die Ordnung von 4 mod p ein Teiler
von p — 1 aber fiir [|p — 1 kein Teiler von pT_l, d.h. sie ist p — 1. Also
ist (Z/p)* die von a erzeugte zyklische Gruppe mit p — 1 Elementen,
d.h. p ist prim.

4.5.2 POCKLINGTON-LEHMER-Test

Seip>1lundp —1=r-s, mitr > ,/p. Falls es fiir jeden Primteiler [
von r ein a; gibt, so dass

a’'=1 modp
und
p—1
g8T(a," —1,p)=1

dann ist p prim.

Beweis:

g sei ein Primfaktor von p und [° sei die groBte [-Potenz, die 7 teilt. Sei
p-1
b=a," mod g.Dann ist

ble:afflzl mod g
aber

1e—1 prl

b =a," #1 modg

Also hat b modulo g die Ordnung [°. Somit teilt /° insbesondere g — 1.
Das Produkt aller [° ist r also folgt: r|g. Das gilt fiir jeden Primteiler g
von p, d.h. jeder Primteiler von p ist > r > , /p. Damit ist gezeigt, dass
p prim 1st.
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Ubertragung auf elliptische Kurven:

Satz:
Sei p € IN und E eine elliptische Kurve modulo p. Falls es Primzahlen
l1...I; gibt, und Punkte P; € E\{O}, so dass gilt:

1. ,P,=0,furi=1,...k
2. [T L > (Yp +1)?

so folgt, dass p eine Primzahl ist.

Beweis:
g sei ein Primfaktor von p, p = ¢/ - n, g¢T(n,q) = 1.

E(Z/p)=E(Z/q") ® E(Z/n)

P; definiert auch einen Punkt ungleich O in E(Z /) sowie E(Z/q),
da J; prim ist, hat P; auch modulo g die Ordnung /;. Also teilt nach dem
Satz von Lagrange [; die Elementanzahl von E(IF,) fiir alle 7, d.h.

k
[ [L#E(F,)
i=1
Somit 1st nach dem Satz von Hasse
k
(VP +1)? <[ [h<#E(®,) <q+1+2y4=(VG+1)
i=1

Also 1st
VIi+1>¥Yp+1l=4q>./p

Das geht nicht, also muss p prim sein.



S Torsionspunkte

k sei ein Korper, k ein algebraisch abgeschlossener Korper der k enthilt,
E eine elliptische Kurve iiber k.

Definition:

E[n] = {P € E(k) | nP = O} heiBt die Menge der n-Torsionspunkte
von E,n € N

Seichark #2,3 E:y*=x+ax+b, abek

E[1]={0}

F2] = {0, (1,0), (12.0), (13 0)}, * 4 ax +b =] [(x )

E[2]: Tangente senkrecht

L ™
N | ]

E[3]= Menge aller Wendepunkte von E [k], dies ist eine neunelementige
Menge
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Als abstrakte Gruppe ist
E[1]=<0>
E2|=Z/2x Z/2

P = (71,0) 4+ (712,0)
2P =2(71,0) +2(72,0)=0+0=0

Somit 1st (’)’1,0) + (’)/2,0) = (’)’3,0)

Gruppentafel:
+ O (1,00 (12,0 (73,0
O O (1,0 2,0 (73,0)
7,0 | (71,00 O (73.0) (72,0
(72,0) | (72,0) (73,00 O (71,0)
(/)/390) (’73’0) (/YZ’O) (/)/130) O
Also ist

E2] ={0,(71,0)} x {O,(72,0)}
P+Q+«— (P,Q)

E[3] = Z/3 x Z/3,P # O sei ein Wendepunkt; er erzeugt eine zykli-
sche Gruppe {O, P,2P},Q ¢ {O,P,2P} sei ein weiterer Wendepunkt.

Behauptung:

E[3] = {0,P,2P} x {0,Q,2Q}
R+S+— (R,S)

Beweis:
Das Bild von ¢ besteht aus allen Punkten der Form

rP+sQ, rse{0,1,2}

Je zwei dieser Punkte sind verschieden, denn sonst gibe es eine nicht-
triviale Darstellung

O=rP+sQ, rseZ\{0}

d.h. rP = —sQ, d.h. P und Q erzeugen die gleiche zyklische Gruppe,
4 Wir haben eine bijektive Abbildung, denn jede surjektive Abbildung
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zwischen zwei gleichmichtigen endlichen Mengen ist injektiv, also auch
bijektiv. Homomorphismus, klar.

Il
Gruppenstruktur auf einem Produkt:
(G,+),(H,+) seien Gruppen. Fiir (g1,h1),(g2,h2) € G X H ist
(91,h1) + (g2, 12) = (1 + 2,111 + h2)

—(81,m) = (=g1,—M),
Neutralelement: (0,0)

Ziel: Falls char k fn,ist E[n]| 2 Z/n x Z/n
E[n] ist der Kern des Gruppenhomomorphismus

E[k] — E[k]
P —mn-P

Wir wollen diese Abbildung auch geometrisch betrachten.

Definition:

Eine rationale Funktion mit Koeffizienten aus k in x,y ist ein Quotient

r(x,y) = Zgy?g, p,q € k[x,y] Polynome in x,y, g # Nullpolynom. Die

Menge aller rationaler Funktionen wird mit k(x,y) bezeichnet. Aus den
Regeln der Bruchrechnung folgt: k(x,y) ist ein Korper.

Definition:

E,E’ seien zwei elliptische Kurven iiber k.

Ein Morphismus ¢ : E — E’ ist gegeben durch zwei rationale Funktio-
nent,s € k(x,y) :

¢((x,y)) = (r(x,y),s(x,y))

Da ¢(P) € E' : y* = x>+ a’'x + U/, fiir alle Punkte P € E: y> = x> +
ax + b, muss gelten:

s(x,y)> =r(x,y)’ +a'r(x,y)+b, V(x,y)€E
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Beispiele:
Ist Q € E ein fester Punkt, so ist die Abbildung

E—E
P—P+Q

ein Morphismus.
Fiir jedes n € IN ist auch

E—E
P—mn-P

ein Morphismus. Die Funktionen r,;, s,, hierzu haben wir mit dem Algo-
rithmus von Montgomery bestimmit.

Definition:
Ein Endomorphismus einer elliptischen Kurve E ist ein Morphismus

E— FE

der gleichzeitig ein Gruppenhomomorphismus ist.

Endomorphismen konnen addiert werden:
Fir ¢,y : E — E ist ¢ + ¢ die Abbildung :E — E mit:

(¢ +¢)(P) =o(P) + (P)

E—E
¢O¢{

auch

P — ¢(p(P))

ist wieder ein Endomorphismus. Somit ist die Menge aller Endomor-
phismen ein Ring, der Endomorphismenring End E. Da die Multiplika-
tion mit n € IN ein Endomorphismus ist und P — —P auch, ist auch
P — —nP ein Endomorphismus.

E— E
P—0O
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ist das additive Neutralelement von End E; wir haben also fiir jedes
n € Z einen Endomorphismus P — nP. Fiir n # m sind diese verschie-

den: Ansonsten wire (n — m)P = O fiir alle P € E(k), d.h. E(k) C
E[n — m]. Da E[n — m] Kern eines Morphismus ist, wird es in der x-
Koordinate durch das Verschwinden des Nenners von 7y (x) definiert,

{E ~F
P —nP = (rn(x),ysn(x)),P = (x,v)

daher ist E[n — m]| endlich, E(k) aber nicht, da jeder algebraisch ab-
geschlossene Korper unendlich ist. Somit konnen wir Z einbetten als
Unterring in End E.

In char k gibt es immer noch einen weiteren Endomorphismus, den
Frobenius-Endomorphismus:

{E ~E
(x,y) = (xF,y)

denn (x + v)P = x? + y?, (xy)P = xPy”; auch seine Potenzen sind En-
domorphismen.

Elliptische Kurve iiber endlichen Korper lassen sich in Untergruppe ein-
betten in Z mod m X Z mod m.

Definition:
C C k? sei eine ebene Kurve und P € C. Eine Ortsuniformisierende
oder lokale Koordinate in P ist eine rationale Funktion pp € k(X,Y)
fur die gilt:

2. Ist f irgendeine rationale Funktion auf C, so gibt es ein d € Z, so
dass gilt:

_.d
f=upg
wobei g eine rationale Funktion ist, deren Zihler und Nenner beide
nicht in P verschwinden
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d.h. ¢ hat in P weder Nullstellen noch Polstellen (y-Koordinate=0)

Beispiel: C = {y =0}:

Die rationalen Funktionen von C sind gerade die rationalen Funktionen
in X. Ortsuniformisierende in (xo,0) ist z.B. X — xg

1. ist klar

2. f= % sei irgendeine rationale Funktion, g¢T(p,q) = 1.

Falls p(xp) = 0 gibt es ein d € N, so dass

p(X) = (X = x0)"p(X), P(xo) =0
und

iy eiPX)

Falls g(xp) =0:
2(X) = (X — x0)%(X), i(x0) # 0 und f = (X — x0)°2
Falls p(xo) # 0 und g(xo) # 0, kénnen wir d = 0 und g = f setzen.

Projektiv betrachtet haben wir noch einen unendlichfernen Punkt. Hier
ist % die Ortsuniformisierende.

Auf einer elliptischen Kurve
E:y’=x*+ax+b
lasst sich jede rationale Funktion auf E realisieren durch ein Element

von k(X)[Y]/(Y? — X® —aX — b) Z k(X) & k(X)Y. Jede rationale
Funktion auf E lasst sich also schreiben in der Form

r(x,y) =s(x)+y-t(x), s,tek(x)

Fiir einen Punkt (xo,v0) € E mit yy # 0 ist wieder X — x eine Ortsuni-
formisierende. Fiir die Punkte (x(,0) ist y eine Ortsuniformisierende.
Im unendlichfernen Punkt O ist % eine Ortsuniformisierende
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/T/—\ Funktion, die einmal schneidet

Definition:

f sei eine rationale Funktion auf der elliptischen Kurve E, P € E und y,
eine Ortsuniformisierende in P. Ist f = ‘u‘; - ¢, wobei weder Zihler noch
Nenner in ¢ verschwindet, heifit 4 die Ordnung von f in P, d = ordpf
Istd =ordpf > 0, hat f eine d-fache Nullstelle in P, ist d < 0 eine
(—d)-fache Polstelle

Ein Morphismus ¢ : E; — E; zwischen elliptischen Kurven ist gegeben
durch zwei rationale Funktionen r,s auf Eq:

¢(P) = (r(P),s(P))
falls 7, s keine Pole in P haben.
Wir nehmen wie iiblich an, dass E1 und E, durch Weierstra3-Gleichungen
gegeben sind.
Ei:yZ:x3—i—aix—i—bi
Fiir jeden Punkt P € E; gilt dann:
s(P)?> =r(P)® +ayr(P) +by (%)

u sei Ortsuniformisierende im Punkt P € E;.
5(P) = p? - 5(P),5(P) #0,00, 1(P) = p-#(P),7(P) # 0,00
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Da (*) gilt, miissen im Falle d < 0 oder e < 0 die Polordnungen links
und rechts gleich sein, d.h. 2d = 3e. Der Wert ¢(P) in einem solchen

Punkt ist
(7(P),5(P))

Definition:

E sei elliptische Kurve, P € E, g sei eine nichtkonstante rationale Funk-
tion auf E. y sei eine Ortsuniformisierende in g(P) € IP1.

Der Verzweigungsindex von g in P ist

eg(P) =ordp(pog)

<

A: 2 Urbilder

B: 1 Urbild

Beispiel:
2(x,y) = x, fiir P = (xo,yo) ist g(P) = xo, wir kdnnen also u = X — x
nehmen. Dann ist auch
pog=X—x
Falls 1o # 0 ist # o g somit eine Ortsuniformisierende von P auf E, d.h.
€¢(P) = ordp(X — x9) =1
Falls yp = 0 ist X — xg keine Ortsuniformisierende, sondern z.B. Y.
X — xp hat in (xo, o) eine doppelte Nullstelle (Tangente), d.h.

€g(P) = ord,(X — x9) =2
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Definition:

E,, E; seien elliptische Kurven, P € E; und ¢ : E; — E; ein nichtkon-
stanter Morphismus(gegeben durch ein Paar rationaler Funktionen, oder
projektiv durch Tripel homogener Polynome desselben Grads).

Ist u eine Ortsuniformisierende im Punkt ¢(P), so heifit

eg(P) = ordp(p o )
der Verzweigungsindex in P.
Allgemein sagen wir , eine Abbildung zwischen zwei Kurven sein un-
verzweigt in einem gegebenen Punkt, wenn der Verzweigungsindex dort
1 ist, ansonsten ist sie dort verzweigt.

P Verzweigungsindex 4

Lemma:
Sind ¢ : E; — E», ¢ : E; — E3z Morphismen zwischen elliptischen Kur-
ven, so gilt fiir P € Ey:

€pop(P) = €4(P) - €y(P(P))
]

Lemma:
¢ : Ey — E; sei eine Isogenie (also zusitzlich ein Gruppenhomomor-
phismus). Dann ist der Verzweigungsindex €,(P) unabhingig von P €
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Eq
Beweis:
Firalle P,Q € Ey ist (P + Q) = ¢(P) + ¢(Q). Bezeichnet allgemein
E—E
Tp =
P—P+A

fiir eine elliptische Kurve E und einen Punkt A € E die Addition von A,
SO ist

(*)Tpa)op=¢oTa

@
E; “E,
Ta Toa)
v v
E; —> E

denn Ty 4) © ¢(P) = ¢(P) + ¢(A) und ¢p o T4(P) = ¢(P + A).
Im Punkt O € E; ist

egora(0) = €5,(0) - €p(A) = y(A)
denn T4 ist unverzweigt
€p(1)09(0) = €5(0) - €7, (9(A)) = €4(0)

denn Ty 4) ist unverzweigt, also ist auch €5(A) = €4,(0). Da A beliebig
war, sind alle €,(A) gleich. ]
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Definition:
¢ : E; — Ej sei eine Isogenie (surjektiv), gegeben durch

P—(r(x),y-s(x)), rsek(x)

¢ heiBt separabel, wenn die Funktion 7' (x) nicht identisch verschwin-
det.

Beispiel:
E sei eine elliptische Kurve iiber I,

v, {E —E
| (xy) = (P, y7)

Y =x>+ax+b
= (Y= *)" = (P +ax+b)P =x°p+a’x’ +b" = (xP)* +axP +b
denn fiir alle Elemente von IF, ist a” = a.
Hier ist
r(x)=x=7r(x)=p-2x¥ —=1=0

s(x) = (x* +ax + b)]%1

Damit ist F nicht separabel.
Lemma:
Eine Isogenie ist genau dann separabel, wenn sie unverzweigt ist.

Beweis:
¢ : E; — Ej sei gegeben durch (x,y) — (7(x),ys(x)). Falls ¢ separa-
bel ist, ist 7/ (X) nicht identisch Null, es gibt also Punkte (x,v) € E; mit

F(x) 0,y #0.
eo((x,)) = ord () (r(X) — ()

r(X) — r(x) verschwindet in x nur mit Multiplizitit 1, da die Ableitung
r'(X) in x nicht verschwindet, (r(x) ist eine Konstante, deren Ableitung
ist Null.)
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Somit ist €5(x,y) = 1, also ist er iiberall gleich 1 (nach obigem Lem-
ma).
Umkehrung: genauso (es reicht zu zeigen, dass es einen Punkt gibt, an

dem die Ableitung nicht verschwindet, denn ist sie inseparabel, so ist sie
iberall gleich Null). [

Definition:
Der Grad deg ¢ einer Isogenie ¢ : E; — Ej ist €, - #ker ¢

Lemma:
Sind ¢ : E; — E; und ¢ : E; — E3 Isogenien, so ist

deg(y o ¢) = deg¢ - degy

Beweis:
#ker(ip o ) =#keryp - #ker¢ und €poy =€y - €y

Im Folgenden bezeichnen wir mit
E—E
(] :
P — nP
die Multiplikation mit 7, d.h.
E[n] = ker[n]
Konkret: [n]((x,y)) = (ra(x),y - sn(x))
ri(x)=x, si(x)=1
(3x% 4 a?) F'(x)?
= — 2 =
r2(x) 4(x3+ax+Db) * 4F (x)
mit F(x) =x3+ax+b

s2(x) = —F/(x)z(rz(x) —x)—1= —55(3;)) <F’(x)2 — 3x> —1

2
M:@Lliﬁ:HMC”l>
'y — X
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and
et = A2 = 1y — x
w1 ==Anlrra =) =y =y ( (221 ) (i = %) ~1)
= () = F3) - (25 20) — o) -
sria(x) = =2 i (6) =) -1

Fiir jedes n € IN 1ist
r(x) =nsy(x)

d.h. [n] ist separabel, sofern n und p teilerfremd sind.

Beweis: durch vollstindige Induktion:
n=1: trivial
n=2:

8F(x)F'(x)F"(x) —4F'(x)?

r2(%) = 16F(x)? —2
da F”(x) = 6x, folgt:
' /()3
T‘é(x) :3x. F (.X') . F (x)z —2:252(3(')

F(x) 4F(x)

Induktionsschritt 1 — n + 1:
Angenommen 7}, (x) = ns,(x), zu zeigen:

rr1(x) = (n+1)s,41(x)

s—1

Abkiirzungen: 1, =7,8, =S, 11 = R, $y1 =S = A=Ay = =

zz:R'=(n+1)S
Nach obigen Formeln ist:
R'=FA*4+2FAN — 7 —1
(n+1)S=—-(n+1)FA°+ (n+1)A(r+2x) — (n+1)
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A=R - (n+1)s
= A (F' 4+ (n4+1)FA) + A(2FA — (n +1)(r +2x)) — (ns — n)
L= (:__xl)z(P’+ (n+ 1EA) + = (2FA' — (n+1)(r +2x)) —n
s (s—1)(ns—1)

— = — 5 nach Induktionsannahme.
r—x (r—x)

(r—x)°

s—1

A=(s—1)(r—x)F + (n+1)F(s — 1)i+2F(r —x)s’

~"

—2F(s — 1) (ns — 12—(n+1)(r—|—2x)(r—x)2 —n(r—x)*

B

A—B
n(x,y)

(Fs> — F)(1 —n)
(r,ys) € E
=(ys)> =1 +ar+b
—=F's> + 2Fss' = 3¢'r* + ar’
(ys)? =y*s* = Fs*,7' = ns

=A-B=(1-n)r+ar+b—x*—ax—D)
=(1—n)(r—x)r*+rx+x*+a)

N (r —x)?

— A=(s—1)F +(1—n)(r*+rx+x*+a)+2Fs

—(n+1)(r+2x)(r — x) — n(r — x)*F's + 2Fs’

=3nr? +an

Also ist
(r—x)°

p— A=(s—1)F +(1—n)(r*+rx+x*+a)+3nr* +an

—F's— (n+1)(r* +rx —2x?) — n(r* — 2rx + x°)
=—F +3x*4+a=0 denn F=x>+ax+b=F =3x*+a
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Alsoist A=0,d.h. 7, = (n+1)5,41. O]

Zur Erinnerung:

{P—>nP
(x,y) = (ra(x),y - su(x))
E:y*=x"+ax+b

also ist (ys,(x))* =r,(x)® + ar,(x) + b fiir alle (x,y) € E

= (23 +ax +b)s,(x)? = r,(x)% + ar,(x) + b fiir alle x.

Damit sind die Ableitungen gleich

= (Bx?+a)s,(x)* +2(x® +ax +b)s,(x)s),(x) = 3r,(x)?7r)(x) +arl, (x).
Da 7} (x) = ns,(x) erhalten wir

_ n(3ru(x)* +a) — 5,(x) (3% +a)

(%) 2(x3 +ax+0b)
r'(x) = ns},(x) folgt:
() = n%(3ry(x)® +a) — r),(x)(3x* + a)

2(x*+ax+ D)
Sei P = (x,0) € E[2] 2P =0,3P=P;...,, dh.

P {O, falls n gerade

P, falls n ungerade

Lemma:
Ist (x0,0) € E[2], soist s, (xo) = n fiir alle ungeraden n

Beweis: Induktion nach n:

Sei F(x) =x®+ax+Db, G(x) = 1F'(x).

In einem Erweiterungskorper von k konnen wir F faktorisieren als
F(x) = (x = x0) (x — x1)(x — x2)

also ist xo Nullstelle erster Ordnung von F, d.h. G(xy) # 0
n=1:ys1(x) =y=s5(x)=1
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n>1: Vorbereitung: x ist Nullstelle von r,,(x) — x

n=3: Im vorherigen Beweis haben wir gesehen, dass
G(x)?
r2(x) Fx) 2x
und
G(x)°  , G(x)
— 3 —1
s2(x) F(x)? + xF(x)

r3(x) = F(x)H(x)* — r2(x) — x
s3(x) = —H(x)(r3(x) — x) — 1 mit H(x) = 21
Einsetzen liefert:

1 —6(x)® + 3xG(x)F(x) — 2F(x)*,  ho(x)
HO) =5 G(x) — 3xF(x) )= T
ho(x)
An der Stelle xg ist hp(x) = —G(xp) #0
sa(x) = ~H(x) (FH(? = G0 =1
- ) () =GNl 4G
ho(x) +G(x)=--- = _% = ho(x0) + G(x9) =0
52(x) = ~H(x)F(x) (n(3x) = (%) o3y )
i (x) ’
= —hO(x) X X) —
— F(x) F( )h1< ) 1
Ii(x0) = =2G(x%0) " 57 = G0
= 53(x0) = —(~=G(x%0)) gy —1=4-1=3

rrea(x) = = ru(x) = ra(x), m=yRGEE
Ysui2 = —m(rny2(x) — 7a(x)) — ysu(x)
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Einsetzen der Formeln fiir 75(x),s,(x) ergibt:

vy F(x)%(su(x) +1) + G(x)®> — 3xG(x)F(x) + F(x)?
F(x)\ F(x) — (l + 3xF(x)
h(

x)

m =

wobei h(xp) = —G(xp) #0

% = I}_fixg hat also einen einfachen Pol an der Stelle x = xy.

2 2h(x)2 h(x)2
YR T E(x)
3_ h(x)3
" T YE(x)p
6 h(x) ((h(x)—G(X))(h( ) + G( )))_ (x)
" F(x) F(x) !

Ahnlich wie bei n = 3 erhalten wir
F(x)?(s,(x)+1) + G(x)F(x)(r,(x) — x
1) + Gl = PP £ 1)+ GIP() 1) — )
F(x)ry(x) — G(x)? 4 2xF(x)
an der Stelle x ist dies Null.
7y (x) ist nicht konstant. 7, (xo) = x, r,(x) — x verschwindet in x.xg ist

einfache Nullstelle von F, d.h. wir konnen F als Ortsuniformisierende
benutzen, es gibt also eine Funktion £,(x), so dass

ra(x) —x = F(x) - ty(x)

Damit ist

s1:a(x) = —Fpg () = GLDF(x) 3
—2F(x)t,(x)) — sy

sn(x) + 1+ G(x)ta(x)
x)rp(x) — G(x)? + 2xF(x)

Kiirze das F(x) im Nenner und setze xg ein. Ergebnis:

Snt2(X0) =n+2, das,(x)=n
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Lemma:
Falls n kein Vielfaches der Charakteristik ist, gilt:
r 1 1
degr, =2, degs, =0, ;"(O) =5 5,(0) = e

Beweis: Durch Induktion:

n=2: folgt aus der expliziten Form fiir 7, und s,. Nun seien n,m zwei
ganze Zahlen, so dass weder 7 noch m noch n == mVielfaches von p ist.
Angenommen, die Behauptung sei richtig fiir jede ganze Zahl < n 4 m
zu zeigen: Sie stimmt fiir n + m :

Su(x) — sm(x)
ru(x) — 1 (x)

Ryim(x) =A—ry(x) —rp(x), A=

Nach Induktionsannahme ist:

O R A § S
A - nz = m2 (n+m)?
[
Definition:

a) Ein Divisor auf einer elliptischen Kurve E ist eine formale Summe
der Form

D=

.
eiP;, e € Z, P;Punkte
i=1
von E mit Koordinaten im algebraischen Abschluss des Grundkor-
pers.

b) f sei eine rationale Funktion auf E; die Nullstellen und Polstellen
von f seien die Punkte Py, ... P,. Der Divisor von f ist

dio(f) = Lords () P

c¢) Fiir eine endliche Menge M von Punkten auf E schreiben wir

(M)= Y P

PeM
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Wir schreiben Divisoren in der Form
D=)Y c,(P), ¢, €Z

(P) Divisor vom Grad 1, bestehend nur aus P.
Die Divisoren bilden eine Gruppe Div(E): D + D' =Y (¢, +¢},) (P).
Es gibt einen Homomorphismus

Div(E) — E

Y cp(P) — ) P
—_—— —
Addition in Div E Addition auf E

Div(E) hat als Untergruppe
Div°( =Y ¢y(P)|degD =) c, =0}

Satz von Abel -Jacobi
H = {Yord,(f)(P) | f € k(E)}, die Gruppe der Hauptdivisoren liegt
in Div’(E) und ¢ induziert einen Isomorphismus

Div’(E)/H — E

(ohne Beweis)

Lemma:
0 # n # +m € Z seien so, dass weder m noch n, noch n + m, noch
n — m Vielfaches der Charakteristik ist. Dann gilt:

div(ry — rw) = (E[n + m]) + (E[n — m]) — 2(E[n]) — 2(E[m])

Beweis:

Ist P eine Nullstelle von r,, — 7,,, so haben nP und mP die gleiche x-
Koordinate, d.h. (n — m)P = O oder (n +m)P = 0O

Ist P ein Pol von r,, — 1y, ist (v, — 1,y) (P) = o0, d.h. 7,(P) = oo oder
tmP =00, d.h. nP = O oder m(P) =0

Zu zeigen bleibt: Die Koeffizienten in der Behauptung stimmen.
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1.Fall:
P =0 € E[n+m|NE[n —m] N E[n] N E[m] er sollte also nach der
obigen Formel in div(r, — ry,) liegen mit Koeffizient —2. Wir wissen
aus dem vorherigen Lemma, dass
- 1 1 m?—n -
T rm(O)_ _m*—n*  (m+n)(m—n)

x T n2 om?2 n2m? n2m2

Also ist die Ordnung von = in O gleich 0, d.h. r,, — r;, hat dort die
gleiche Ordnung wie x, also —2.

2.Fall:

PeE[n|NE[m|= P € E[n+m]

= 1n obiger Formel sollte P Koeffizient —2 haben.

Zu zeigen: ord, (1, — r,y) = —2. Wir wissen: Fiir die Translation

{E — E
Ty
Q—P+Q
und jede Funktion f € k[E] ist ordpo(f) = ordg(f o T,). Also lésst
sich dieser Fall via T, zuriickfiihren auf den 1. Fall.
3.Fall:
P € E[n — m]\E[n + m] = nP = mP(x) = P Nullstelle von r,, — 7,
und nP # —mP(*) = nP und mP haben verschiedene y-Koordinaten.
Aus (*) folgt:
nP # —nP = 2nP # O
mP # —mP = 2mP # O
= P ist ¢ E[2],P ¢ E[n],P ¢ E[m] = Koeffizient rechts ist 1. Da
P ¢ E[2],ists,(P) =s,(P). Dar}(P) = ns,(P) folgt:
(rn = 1w)'(P) = (n —m)s,(P) # 0.
Also ist P einfacher Pol von r,, — 7,,.
Die iibrigen Fille gehen dhnlich [

Satz:
Ist n kein Vielfaches der Charakteristik, so ist #E[n] = n?

Beweis:
Wir koénnen jede Zahl r € Z\ pZ. schreiben als ¥ = n 4 m, wobei n,m €
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Z. die Behauptung erfiillen. Beweis durch Induktion iiber alle Paare
(n,m) mit dieser Eigenschaft. Induktionsvoraussetzung ist jeweils:
Es gilt fiir alle (n/,m’) mit dieser Eigenschaft, fiir die ' +m' <n+m
1St:
n+m=1:E[1]={0}
n—+m=2:#E[2] =4 =2
n+m>3:
Seid, =#E(r)
Nach dem gerade bewiesenen Lemma, hat div(r,, — r,,) den Grad
Apsn + dm—y — 2d, — 2d,,.
Als Hauptdivisor hat div(r, — r,,) Grad 0, d.h.
Apgn = 2dy +2dy — dyp—p

=2n* 4+ 2m* — (m — n)?

= 2n* +2m* — m* + 2mn — n?

= n?® +m* 4 2mn

= (n+m)’

Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen:
Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einer Gruppe der Form:

Z/n X Z/ny X -+ X Z/n,

wobei 1, | 1,1 | np_o |-+ | np | my

Satz:

Ist E elliptische Kurve iiber einem Korper k der Charakteristik p, so ist
entweder E[p] = {O} oder E[p] ist eine zyklische Gruppe der Ordnung
p (supersinguldrer Fall).

[]

Nun sei E eine elliptische Kurve tiber einem endlichen Korper k.
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E (k)= Gruppe der Punkte mit Koordinaten aus k. E(k) ist endlich, ihre
Ordnung sei N. Dann ist E(k) < E[N] <Z/N x Z/N. AuBerdem ist
nach dem Struktursatz:

Ek|=2Z/n x - xXZ/n,

Alsoistr <2und 1y | n1 | N. Somit gibt es natiirliche Zahlen 14,15, 1,
ny sodass E(k) = Z/ny x Z/ny

Bemerkung:
Man kann zeigen, dass auerdem gilt: 1, | (#k — 1), falls n; teilerfremd
ist zu #k — 1, ist also E(k) = Z/m

Beweisskizze fiir den Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen:
A sei eine endliche abelsche Gruppe.

1. a € A habe Ordnung 7, b Ordnung m.
Falls g¢T(n,m) =1, hat a + b die Ordnung nm:

nm(a+b) =m(na)+n(mb) =0+0=0

Wiire r echter Teiler von nm und r(a + b) = 0, so wire fiir
a=ggT(r,n)-a: ma' =0, na =0.

g3T(m,n)a’ =0=a"=0,

d.h. die Ordnung von a ist < g¢T(r,n) <n

Genauso: die Ordnung von b ist < ¢¢T(r,m) < m mit mindestens
einem echten < 4

2.#A=N=N;-N,, ggT(Nl,Nz) =1.Dannist A = A; X Az,#A] =
N;.
Sei a € A beliebig = Na = 0.
Seiay = Noa, a,=Nia = Nia; = Nya, =0
Schreibe:
1= ggT(Nl,Nz) =7 N1+ 12N>

=>aq= (1’1N1 +7’2N2){1 = 11ay + a1 Ist A] — {a cA ‘ N]l?l — 0}’
AV

ord|N,  ord|Ny
so definiert
{A S AL X Ay

a — (roay,1107)

einen Isomorphismus.
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3. Sei N = [, p:". Induktiv folgt: A ist Produkt von Gruppen A; der

1
Ordnung pfi diese wiederum sind Produkte von zyklischen Grup-

pen mit p;-Potenzen als Ordnungen

4. Chinesischer Restesatz:

Ist g¢T(n,m) =1,dannist Z/n x Z/m = Z/nm.
Sei ny = Hi Pimaximal vorkommender Exponent und ny =11, 12 hochster Exponent
usw. bis es keine Faktoren mehr gibt



