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6. Ubungsblatt Computeralgebra

Aufgabe 1: (10 Punkte)
f € Z[x] sei ein SWINNERTON-DYER-Polynom, d.h. es gibt n verschiedene Primzah-
len p1,...,pn, so dafl f die 2™ Nullstellen &+,/p7 £ --- £ \/pn und héchsten Koeffizienten
eins hat. Zeigen Sie, da8 in f nur gerade x-Potenzen auftreten!
b) Bestimmen Sie das SWINNERTON-DYER-Polynom f mit Nullstellen ++/2 + v/3 explizit!
c) Faktorisieren Sie f mod 2 und f mod 3!
d) p > 3 sei eine Primzahl. Zeigen Sie: Falls 2 und 3 Quadrate in F,, sind, zerfdllt f mod p
in Linearfaktoren, ansonsten in zwei quadratische Faktoren.

e) Im letzteren Fall gibt es ein a € F,, so da8 die Faktorisierung von f mod p in Fp [x]
folgende Gestalt hat:

x2+1)(x*+a 1) falls weder 2 noch 3 ein Quadrat in IF), ist
f=< (x*+ax+1)(x* —ax+1) falls 2 ein Quadrat in F, ist, nicht aber 3
(x* + ax—1)(x* —ax—1) falls 3 ein Quadrat in F,, ist, nicht aber 2

Hinwets: Bs gibt stets einen Erweiterungskorper von [, in dem Quadratwurzeln von 2
und 3 existieren; Sie kénnen also auch modulo p mit den Symbolen v/2 und /3 rechnen.
Uberlegen Sie sich, wie Sie Nullstellen so kombinieren kénnen, dafl Faktoren mit Koeffizi-
enten aus I, entstehen. Fiir den ersten Fall kann es auch niitzlich sein, f als quadratische
Gleichung fiir x? zu betrachten und diese zu l6sen.

f) Faktorisieren Sie f iiber F7, Fy; und Fy3 !

g) In Fp3 ist 52 = 2 und 7? = 3. Faktorisieren Sie f mod 23!

Aufgabe 2: (6 Punkte)

a) Berechnen Sie eine Orthogonalbasis des von by =
aufgespannten Untervektorraums U von R* !

b) Erginzen Sie diese zu einer Orthogonalbasis von R* !
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Aufgabe 3: (4 Punkte)

a) Zeigen Sie: Fiir zwei beliebige teilerfremde ganze Zahlen p, q € Z gibt es stets eine Git-

terbasis von Z @ 7, die den Vektor (Z) enthilt.

b) Fiir jede reelle Zahl A gibt es eine Gitterbasis von Z & Z, deren Basisvektoren beide
mindestens die Lidnge A haben.

c) Ist V, W eine beliebige Gitterbasis von Z®Z, so hat das von vV und W aufgespannte Dreieck
die Flache %

Abgabe bis zum Donnerstag, dem 23. Oktober 2008, um 15.30 Uhr



