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Ein Henselsches Lemma fiir multivariate Polynome

Beim bislang betrachteten Algorithmus zur Berechnung des grof3ten
gemeinsamen Teilers zweier Polynome in mehreren Veridnderlichen
hatten wir das Problem zuriickgefiihrt auf die ggT-Berechnung in einer
Verinderlichen weniger. Diese Strategie funktioniert fiir den EZ GCD
Algorithmus nicht, da wir fiir eine Liftung nach dem HENSELschen
Lemma den erweiterten EUKLIDischen Algorithmus benétigen, und der
steht nur fiir EUKLIDische Ringe zur Verfiigung. Unter den Polynomrin-
gen sind nur die in einer Verdnderlichen tiber einem Korper EUKLIDisch;
wenn wir den erweiterten EUKLIDischen Algorithmus anwenden wollen,
miissen wir also in einem Schritt von n Verdnderlichen absteigen zu ei-
ner Veridnderlichen, und auch da bekommen wir ein Problem, denn wir
brauchen ja Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten. Z[ X] ist kein
EUKLIDischer Ring, und es ist auch leicht, Beispiele zu finden, dal} ein
ggT nicht linear kombinierbar ist:

Beispielsweise ist der ggT von 2 und X gleich eins, aber es gibt keine
Polynome f,g € Z[X], fiir die 2f + Xg = 1 ist: Jeder Summand in
2f hat lauter gerade Koeffizienten, und in X g kommen nur Monome
vor, die X enthalten, so da3 2f + X g fiir keine Wahl von f und g
einen ungeraden konstanten Term enthalten kann. In Q[ X] ist natiirlich
2- % + X -0 =1, aber das niitzt uns nichts fiir eine Liftung nach Art von
HENSEL, denn fiir die brauchen wir ganzzahlige Koeffizienten.

Wenn wir allerdings das Problem modulo einer Primzahl p betrachten,
haben wir Polynome in einer Verdnderlichen iiber einem Korper, und
fiir die haben wir einen erweiterten EUKLIDischen Algorithmus. Modulo
p = Setwaist2:3+X-0 = 1 mod 5. Auch modulo Fiinferpotenzen finden
wir entsprechende Linearkombinationen, obwohl Z/ (pﬁ ) fiir £ > 1 kein
Korper ist. Hier im Beispiel gibt es fiir jedes ¢ ganze Zahlen a, fiir die
2-a+X-0=1mod 5 ist, etwaa = (5° +1)/2.

Das funktioniert nicht nur in diesem einfachen Beispiel; wie die
folgende Erweiterung des HENSELschen Lemmas zeigt, konnen wir jede
Linearkombination des ggT modulo einer Primzahl p hochheben zu ei-
ner entsprechenden Darstellung modulo jeder beliebigen Potenz von p.
Da uns beim HENSELschen Lemma nicht wirklich fiir eine Darstellung
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des ggT interessieren, sondern fiir die eines beliebigen Polynoms 5, ist
das Lemma gleich etwas allgemeiner formuliert:

Lemma: f und g seien Polynome aus Z[ X ], und p sei eine Primzahl,
die weder den fiihrenden Koeffizienten von f noch den von g teilt.
AuBerdem seien f mod p und g mod p teilerfremd in F,,[ X]. Dann gibt
es zu jedem Polynom h € Z[X] und jeder natiirlichen Zahl ¢ Polynome
f', g’ € Z[X] derart, daB

fg' +gf' = hmod p’

ist. Dabei 148t sich stets erreichen, daB deg g’ < deg g ist. Unter der
Zusatzvoraussetzung degh < deg f + degg gilt dann auch noch die
Ungleichung deg f' < deg f.

Beweis: Da f mod p und g mod p teilerfremd sind, liefert uns der
EUKLIDische Algorithmus in F,[X] Polynome a, b, die wir auch als
Polynome in Z[X] auffassen konnen, so da3 af + bg = 1 mod p ist.
Damit ist auch (ah)f + (bh)g = h mod p. Wir dividieren ah mod p
mit Rest durch g mod p und erhalten Polynome ¢,r € F [X], fir
die ah mod p = g(g mod p) + r ist und degr < degg. Wir fassen q
und r wieder auf als Polynome aus Z[X] (wobei wir natiirlich viele
Moglichkeiten haben, Repréasentanten zu wihlen) und subtrahieren die
Gleichung (qg)f — (¢f)g = 0 von der obigen Darstellung von h. Ubrig
bleibt r f + (bh+qf)g = h mod p, und der Grad von 7 ist kleiner als der
von g.

Damit ist auch der Grad von r f kleiner als der von f g, also deg f+deg g,
und wenn zusitzlich degh < deg f + deg g ist, mul} folglich auch der
Grad von (bh + qf)g = h — r f kleiner als deg f + deg g sein, der Grad
von bh+qf alsokleiner als deg f. Mit g; = 7 und f, = bh+¢qf haben wir
somit Polynome aus Z[ X ] gefunden, fiir die g, f+ f;g = h mod pistund
deg g; < degg. Unter der Zusatzvoraussetzung degh < deg f + degg
ist auch deg f; < deg f.

Damit ist das Lemma fiir ¢ = 1 bewiesen.

Fiir allgemeines ¢ beweisen wir die Behauptung durch vollstindige
Induktion. Wir nehmen also an, es gebe Polynome f,,g, € Z[X],
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fiir die g,f + fyg = h mod p® ist, wobei fs, g, auch die jeweili-
gen Gradbedingungen erfiillen. Wir suchen entsprechende Polynome

f£+1 y 9u41> fiir die g£+1f + f£+lg = h mod p£+1 ist.

Dazu machen wir den Ansatz f,,, = f, +p°f* und g,,, = g, + p’g* mit
zundchst noch unbekannten Polynomen f*, g* € Z[X]. Dann ist

Gerr [+ Fenng =90 + fog+0(g* F+ [79).
Wegen g, f + f,g = h mod p* ist die Differenz h — (gof + frg) durch p*
teilbar; sie sei etwa p*A, wobei deg A < degh ist, da g,f + f,g denn
gleichen Grad wie h hat.

Wir miissen f* und ¢* so wihlen, daB p‘A = p®(¢* f + f*¢) mod p**!
ist; dies ist dquivalent dazu, daB ¢* f + f*g = A mod p ist. Wie wir
schon beim Fall ¢ = 1 gesehen haben, konnen wir diese Gleichung fiir
jede rechte Seite Losung, und da der Grad von A hochstens gleich dem
von h ist, erfiillen f* und ¢* auch die behaupteten Gradungleichungen.
Diese gelten dann auch fiir f,,, = f, + p*f* und g,,, = g, + p’g*, und
nach unserer Wahl von f*, ¢* ist auch g,,,f + fy.;9 = h mod p“*'.

Somit gilt die Behauptung auch fiir £ + 1, und das Lemma ist bewiesen.
|

Damit haben wir zumindest modulo jeder Potenz einer geeigneten Prim-
zahl p auch fiir Z[ X'] das wesentliche Werkzeug zur Anwendung des
HENSELschen Lemmas, die lineare Kombinierbarkeit eines gegebenen
Polynoms aus zwei modulo p zueinander teilerfremden Polynomen f
und g.

Um ein HENSELsches Lemma fiir Polynome mehrerer Veridnderlicher zu
bekommen, fehlt uns noch eine Methode, um Faktorisierungen in einer
Verinderlichen hochzuheben zu solchen in mehreren.

Von Polynomen in mehreren Verdanderlichen kommen wir leicht zu sol-
chen in nur einer Verdnderlichen, indem wir allen Variablen mit einer
Ausnahme ganzzahlige Werte geben.

Konkret sei f € Z[X,,...,X,] und a,,...,a, seien ganze Zahlen.
Dannist f(X,,a,,...,a,)ein Polynom aus Z[ X ], und wir nehmen an,
dal wir in Z[ X ] eine Faktorisierung

f(X17a27"-7an):g'h’ mit gahEZ[Xl]
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kennen. Um in einer Situation wie beim klassischen HENSELschen
Lemma zu sein, miissen wir dies irgendwie auffassen als eine Kongruenz
im Polynomring Z[ X, . .., X, ]. Dazu erinnern wir uns an einen Begriff
aus der Algebra:

Definition: a) Eine Teilmenge eines Rings R heiit ein Ideal von R,
wenn [ die Null enthilt, zu zwei Elementen f, g € I auch deren Summe
f + g sowie zu einem beliebigen f € R und einem Element g € I das
Produkt f - g.

b) Zwei Elemente f,g € R heillen kongruent modulo dem Ideal 7, in
Zeichen f = g mod I, wenn die Differenz f — g in [ liegt.

Als Beispiel betrachten wir in Z zu einem m # 0 die Menge (m)
aller durch m teilbarer Zahlen. Sie ist offensichtlich ein Ideal, denn die
Summe zweier durch m teilbarer Zahlen ist wieder durch m teilbar, und
das Produkt einer beliebigen ganzen Zahl mit einer durch m teilbaren
auch. Zwei ganze Zahlen a, b sind genau dann kongruent im Sinne obiger
Definition modulo dem Ideal (m), wenn a = b mod m ist.

Im Polynomring Z[X,,..., X, ] reichen uns Ideale, die nur aus den
Vielfachen eines Elements bestehen nicht.

Definition: R sei ein (kommutativer) Ring und g;,...,g,, € R. Wir
bezeichnen

@15 m) =191+ + [ | f1o oo frn € R}
alsdas von g, ..., g, erzeugte Ideal.

Die drei von einem Ideal verlangten Eigenschaften sind offensichtlich
erfiillt, denn 0 = Og, + - - - + 0g,,, liegt in der Menge, zu zwe1 gegebenen
Elementen ist auch die Summe

(flgl+' ot mgm)+(hlgl+' ) +hmgm) = (f1+h1)gl+' ’ +(fm+hm)gm

von der verlangten Form, und fiir ein beliebiges f € R gilt dies auch fiir

f(figi+- -+ fngm) =g+ +(f )9 -

Uns interessieren hier vor allem die Ideale der Form
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Nach Definition bestehen sie allen Polynomen der Form

f=X —a)fo+--+(X, —a,)f,
mit f,,..., f, € Z[X,,..., X, ]

Fiir jedes solche Polynom ist offensichtlich f(X,,a,,...,a,) das
Nullpolynom, und umgekehrt liegt auch jedes Polynom f, fiir das
f(X,,a,,...,a,) das Nullpolynom ist, in I: Ublicherweise schrei-
ben wir Polynome zwar als Linearkombinationen von Monomen der
Form X7|'---X;", aber wir konnten sie genauso gut schreiben als

Linearkombinationen von Produkten der Form
Xlel ¢ (X2 - az)ez ¢t (Xn - an)e” .

Bei dieser Darstellung ist klar, da3 ein Polynom genau dann das Null-
polynom ist, wenn es keine Terme der Form X enthilt, sondern nur
solche, die durch mindestens ein X, — a; mit j > 2 teilbar sind. Dies
kann man auch so ausdriicken, da} I der Kern der Abbildung

21X, ..., X, ] = Z[X,]
{ f—= fX,a....,a,)
1st.
Fiir uns ist wichtig, daB fiir jedes Polynom f € Z[ X, ..., X, ] gilt
f=fX,a,,...,a,)] mod I.

Wenn wir eine Faktorisierung von f(X,,a,,...,a,) haben, konnen
wir das also auch so ausdriicken, da3 wir modulo / eine Faktorisierung
haben, und wir konnen versuchen, diese schrittweise anzuheben zu einer
Faktorisierung modulo einer geeigneten Potenz von /. Dazu miissen wir
als erstes definieren, was eine Potenz eines Ideals sein soll:

Definition: Fiir ein Ideal [ eines Rings R und eine natiirliche Zahl &
ist I* das Ideal, das alle R-Linearkombinationen von Produkten aus
k Elementen von I enthilt.

Fiir das Ideal (m) im Ring der ganzen Zahlen ist somit (m)” einfach das
Ideal (m").
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Fiir das uns hier interessierende Ideal I = (X, — a,,...,X,, —a,,) ist
die Situation etwas komplizierte: I* wird erzeugt von den Polynomen

(X, —a)? (X, —a,) mit e +---+e,=k.

Insbesondere sind dies alles Polynome vom Grad kin X,, ..., X, ; wenn
wir also von einer Faktorisierung modulo [/ iibergehen zu einer modu-
lo I?, miissen wir nur Polynome hinzufiigen, die linear in X,, ..., X
sind, beim Ubergang zu I° kommen noch quadratische dazu, und so
weiter.

Da wir so etwas wie den erweiterten EUKLIDischen Algorithmus, wie
wir gerade gesehen haben, nicht in Z[ X], sondern nur in Z[ X ] modulo
einer geeigneten Primzahlpotenz haben, konnen wir alle Konstruktionen
nur modulo einer Primzahlpotenz durchfiihren, d.h wir rechnen nicht
nur modulo der Ideale / ’“, sondern modulo der etwas grof3eren Ideale
(p*, I™), die zusitzlich noch p* als Erzeugendes enthalten, so dal3 alle
Koeffizienten nur modulo pﬁ betrachtet werden.

Lemma: f € Z[X,,...,X,] sei ein Polynom in n Verdnderlichen,
a,,...,a, seien ganze Zahlen, pﬁ eine Primzahlpotenz, und g, h seien
zwel modulo p teilerfremde Polynome aus Z[X], deren fiihrende Ko-
effizienten nichts durch p teilbar sind. AuBerdem sei

f(Xy,ay,...,a,) = g(X,) - h(X;) mod p* .

Dann gibt es zu jedem £ € N Polynome g, h, € Z[X,,..., X, ] mit
der Eigenschaft, daf3

(X, X)) =g9.(X,,...,X,) hy(X,,...,X,) mod (p°, I%).
AufBlerdem ist

gg(X],a;z,...,a;n):g(X]) und hE(X],azz,...,an):h(X]).

Beweis durch vollstandige Induktion nach k: Fiir k£ = 1 setzen wir einfach
g, =gund b, = h;da Z[X,] ein Teilring von Z[ X, ..., X, ] ist, liegen
sie auch in diesem Polynomring, und die Voraussetzung ist dquivalent
zu f = gh mod (p%, I).



7 Computeralgebravorlesungen vom 23. und 26. Marz 2020

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, daf8 wir Polynome g, h;, aus
ZX,,...,X, ] kennen, fiir die
f = gyhy mod (", T%)

ist. Dann liegt f — g;.h in (p*, I*). Da uns dieses Polynom nur modu-
lo I**! interessiert, setzen wir A = (f — g,.h,) mod I**!.

f — gy, ist als Element von I* eine Linearkombination von Polynomen
(X, —a)®... (X, — a,)%™ mitd, + --- +d, = k. Die Koeffizienten
sind dabe1 Elemente des Polynomrings Z[ X, ..., X ].

Jedes Polynomin X, X,, ..., X 14Btsich auch schreiben als Polynom

mnX,;, X,—a,,...,X, —a,;tun wir dies, konnen wir jeden Summanden

¢ X, —a)® ... (X, —a,)%™ mit ¢ € Z[X,,...,X,] auch schreiben
als Summe von Termen

(X, —a)" - (X, —a,)™" mit ceZlX,],
wobei jetzt die Summe der e; groer oder gleich £ sein kann.

Falls die Summe grofler als k ist, liegt der Summand in 7 k“, fallt also
weg, wenn wir A = (f — g,h,) mod I**! bilden. Daher ist A eine
Linearkombination der Form

i=1
wobei jedes M, ein Produkt der Form (X, — a,)?* - - - (X,, — a,,)“" mit
e, +---+e, =kist

Wegen der Voraussetzungen an g mod p und f mod p konnen wir
das vorige Lemma anwenden und finden fiir jeden Koeffizienten c;
Polynome g;, h; € Z[X,], fiir die gilt

gih+hlg = ¢; mod p°
mit deg g; < deg g und deg h;, < deg h. Setzen wir

T T
Ik+1 =9 Z 9;: M, und Ppr = Py, + Z hiM;
i=1

1=1

andert sich daher nichts an den Graden.
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Beim Ausmultiplizieren der beiden Summe konnen wir alle Summanden
aus I**! weglassen. Nach Induktionsannahme ist g, = gmod I und
h,, = h mod I; da die M, in I* liegen, ist also g, M, = gM, mod I**!
und h, M; = hM,; mod I**! fiir alle . Somit ist

Ire1herr = gphe + 9 Z hi M + hy, Z g;M; mod (p*, I**")

i:] lzl

= grhy +9 Z hi M + hzggMi mod (p°, I**")

’[::1 Z=1

= gphy, + > _(hig+gih)M; mod (p*, I**)
=1

= gphy + Z%Mz’ = gph, + A = f mod (pf, I™).
i=1

Damit ist das Lemma bewiesen.



