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Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und soll mit möglichst
geringer Verz̈ogerung erscheinen. Es ist daher in seiner Qualität auf kei-
nen Fall mit einem Lehrbuch zu vergleichen; insbesondere sind Fehler
bei dieser Entstehensweise nicht nur möglich, sondernsicher. Dabei
handelt es sich wohl leider nicht immer nur um harmlose Tippfehler,
sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagen. Da mehrere
Teile aus anderen Skripten für Hörerkreise der verschiedensten Niveaus
übernommen sind, ist die Präsentation auch teilweise ziemlich inho-
mogen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissen Miß-
trauen gegen seinen Inhalt gelesen werden. Falls Sie Fehlerfinden,
teilen Sie mir dies bitte persönlich oder per e-mail (seiler@math.uni-
mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unverständlich
finden, bin ich f̈ur entsprechende Hinweise dankbar.

Falls gen̈ugend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit
Listen mit Berichtigungen und Verbesserungen zusammenstellen. In
der online Version werden natürlich alle bekannten Fehler korrigiert.

Biographische Angaben von Mathematikern beruhen größtenteils auf
den entsprechenden Artikeln imMacTutor History of Mathemat-
ics archive(www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/), von wo
auch die meisten abgedruckten Bilder stammen. Bei noch lebenden
Mathematikern bezog ich mich, soweit möglich, auf deren eigenen In-
ternetauftritt.



KAPITEL 0: EINFÜHRUNG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

§1: Was ist Computeralgebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 1

§2: Numerisches, exaktes und symbolisches Rechnen . . . . . . . .. . . . . . . 4

§3: Unentscheidbarkeitsprobleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 9
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§1: Gröbner-Basen f̈ur nichtlineare Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . . 44

§2: Der Hilbertsche Nullstellensatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 52

§3: Gleichungssysteme mit endlicher Lösungsmenge . . . . . . . . . . . . . . 60
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Kapitel 0
Einführung

§1: Was ist Computeralgebra

Sobald kurz nach dem zweiten Weltkrieg die ersten Computer an Uni-
versiẗaten auftauchten, wurden sie von Mathematikern nicht nur zum
numerischen Rechnen eingesetzt, sondern auch für alle anderen Arten
mathematischer Routinearbeiten, genau wie auch schon früher alle zur
Verfügung stehenden Mittel benutzt wurden: Beispielsweise konstru-
ierte D.H. LEHMER bereits vor rund achtzig Jahren, lange vor den ersten
Computern, mit Fahrradketten Maschinen, die (große) natürliche Zahlen
in ihre Primfaktoren zerlegen konnten.

Computer manipulieren Bitfolgen; von den meisten Anwendern wurden
diese zur Zeit der ersten Computer zwar als Zahlen interpretiert, aber
wie wenig sp̈ater selbst die Buchhalter bemerkten, können sie natürlich
auch Informationen ganz anderer Art darstellen. Deshalb wurden be-
reits auf den ersten Computern (deren Leistungsfähigkeit nach heutigen
Standards nicht einmal der eines programmierbaren Taschenrechners
entspricht) algebraische, zahlentheoretische und andereabstrakt ma-
thematische Berechnungen durchgeführt wurden. Programmiert wurde
meist in Assembler, da die gängigen ḧohere Programmiersprachen der
damaligen Zeit (FORTRAN, ALGOL 60, COBOL,. . . ) vor allem mit Blick
auf numerischebzw.,im Fall von COBOL, betriebswirtschaftliche An-
wendungen konzipiert worden waren.

Eine Ausnahme bildete die 1958 von JOHN MCCARTHY entwickelte
ProgrammierspracheLISP, die speziell f̈ur symbolische Manipulation
entwickelt wurde, vor allem solche im Bereich der künstlichen Intel-
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ligenz. In dieser Sprache wurden Ende der Sechzigerjahre die ersten
Computeralgebrasysteme geschrieben:MACSYMA ab 1968 ebenfalls
am M.I.T. zun̈achst vor allem f̈ur alle Arten von symbolischen Rechnun-
gen in Forschungsprojekten des M.I.T.,REDUCEungef̈ahr gleichzeitig
von ANTHONY C. HEARN vor allem f̈ur Berechnungen in der Hochen-
ergiephysik.

Beide Systeme verbreiteten sich schnell an den Universitäten und wur-
den bald auch schon für eine Vielzahl anderer Anwendungen benutzt;
dies wiederum f̈uhrte zur Weiterentwicklung der Systeme sowohl durch
die urspr̈unglichen Autoren als auch durch Benutzer, die neue Pakete
hinzufügten, und es f̈uhrte auch dazu, daß anderswo neue Computer-
algebrasysteme entwickelt wurden, wie beispielsweiseMaple an der
University of Waterloo (einer der Partneruniversitäten von Mannheim).
Mit der zunehmenden Nachfrage lohnte es sich auch, deutlichmehr
Arbeit in die Entwicklung der Systeme zu stecken, so daß die neuen
Systeme oft nicht mehr inLISP geschrieben waren, sondern in klas-
sischen Programmiersprachen wieMODULA oder Cbzw.sp̈ater C++,
die zwar f̈ur das symbolische Rechnen einen erheblich höheren Pro-
grammieraufwand erfordern alsLISP, die daf̈ur aber auch zu deutlich
schnelleren Programmen führen.

Eine gewisse Z̈asur bedeutete das Auftreten vonMathematica im
Jahr 1988. Dies ist das erste System, das von Anfang an rein kom-
merziell entwickelt wurde. Der Firmengründer und Initiator STEVE

WOLFRAM kommt zwar aus dem Universitätsbereich (bevor er seine
Firma gr̈undete, forschte er amInstitute for Advanced Studiesin Prince-
ton über zellul̈are Automaten), aberMathematicawar von Anfang an
gedacht als ein Produkt, das an Naturwissenschaftler, Ingenieure und
Mathematikerverkauftwerden sollte. Ein wesentlicher Aspekt, der aus
Sicht dieser Zielgruppe den Kauf vonMathematicaattraktiv machte, ob-
wohl zumindest damals noch eine ganze Reihe anderer Systemefrei oder
gegen nominale Gebühr erḧaltlich waren, bestand in der M̈oglichkeit,
auf einfache Weise Graphiken zu erzeugen. Bei den ersten Systemen
hatte dies nie eine Rolle gespielt, da Graphik damals nurüber teure
Plotter und (zumindest in Universitätsrechenzentrum) mit Wartezeiten
von rund einem Tag erstellt werden konnte. 1988 gab es bereits PCs
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mit (damals noch sehr schwachen) graphikfähigen Bildschirmen, und
Visualisierung spielte plötzlich in allen Wissenschaften eine erheblich
größere Rolle als zuvor.

Der Nachteil der erstenMathematica-Versionen war eine im Vergleich
zur Konkurrenz ziemlich hohe Fehlerquote bei den mathematischen
Berechnungen. (Perfekt ist in diesem Punkt auch heute noch kein Com-
puteralgebrasystem.) Der große Vorteil der einfachen Erzeugung von
Graphiken sowie das sehr gute Begleitbuch von STEVE WOLFRAM,
das deutlichüber dem Qualiẗatsniveau auch heutëublicher Software-
dokumentation liegt, bescherteMathematicaeinen großen Erfolg. Da
auch Systeme wieMACSYMA und MAPLE mittlerweile in selbständi-
ge Unternehmen ausgegliedert worden waren, führte die Konkurrenz
am Markt schnell dazu, daß Graphik auch ein wesentlicher Bestandteil
anderer Computeralgebrasysteme wurde und daßMathematicaetwas
vorsichtiger mit den Regeln der Mathematik umging; heute unterschei-
den sich die beiden kommerziell dominanten SystemeMapleundMath-
ematicanicht mehr wesentlich in ihren Graphikfähigkeiten und ihrer
(geringen, aber bemerkbaren) Häufigkeit mathematischer Fehler. Hinzu
kam der Markt der Scḧuler und Studenten, so daß ein am Markt er-
folgreiches Computeralgebrasystem auch in der Lage sein muß, die
Grundaufgaben der Schulmathematik und der Mathematikausbildung
zumindest der ersten Semester der gefragtesten Studiengänge zu l̈osen.

Da die meisten, die mit dem BegriffComputeralgebräuberhaupt etwas
anfangen k̈onnen, an Computeralgebrasysteme denken, hat sich dadurch
auf die Bedeutung des WortsComputeralgebraver̈andert: Gemeinhin
versteht man darunter nicht mehr nur ein Programm, das symbolische
Berechnungen erm̈oglicht, sondern eines, das̈uber ernstzunehmende
Graphikf̈ahigkeiten verf̈ugt und viele g̈angige Aufgabentypen lösen
kann, ohne daß der Benutzer notwendigerweise versteht, wieman solche
Aufgaben l̈ost.

Hier in der Vorlesung wird es in erster Linie um die Algorithmen
gehen, die hinter solche System stehen, insbesondere denen, die sich
mit der klassischen Aufgabe des symbolischen Rechnens befassen. In
denÜbungen wird es allerdings zumindest auch teilweise darum gehen,
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Computeralgebrasysteme effizient einzusetzen auch zur Visualisierung
mathematischer Sachverhalte.

§2: Numerisches, exaktes und symbolisches Rechnen

Mit vielen Fragestellungen der Computeralgebra wie etwa der Lösung
von Polynomgleichungen oder Systemen solcher Gleichungenbescḧaf-
tigt sich auch die numerische Mathematik; um die unterschiedlichen
Ansätze beider Gebiete zu verstehen, müssen wir uns die Unterschiede
zwischen numerischem Rechnen, exaktem Rechnen und symbolischem
Rechnen klar machen.

Numerisches Rechnen gilt gemeinhin alsdasRechnen mit reellen Zah-
len. Kurzes Nachdenken zeigt, daß wirkliches Rechnen mit reellen Zah-
len weder mit Papier und Bleistift noch per Computer möglich ist: Die
MengeR der reellen Zahlen ist schließlicḧuberabz̈ahlbar, aber sowohl
unsere Gehirne als auch unsere Computer sind endlich. Der Datentyp
real oderfloat oder auchdoubleeiner Programmiersprache kann daher
unmöglich das Rechnen mit reellen Zahlen exakt wiedergeben.

Tats̈achlich gen̈ugt das Rechnen mit reellen Zahlen per Computer völlig
anderen Regeln als denen, die wir vom Körper der reellen Zahlen
gewohnt sind. Zun̈achst einmal m̈ussen wir uns notgedrungen auf eine
endliche Teilmenge vonR beschr̈anken; in der Numerik sind dies tradi-
tionellerweise die sogenannten Gleitkommazahlen.

Eine Gleitkommazahl wird dargestellt in der Formx = ±m · b±e, wobei
die Mantissem zwischen 0 und 1 liegt und derExponente eine ganze
Zahl aus einem gewissen vorgegebenen Bereich ist. Die Basisb ist in
heutigen Computern gleich zwei, in einigen alten MainframeComputern
sowie in vielen Taschenrechnern wird auchb = 10 verwendet.

Praktisch alle heute gebräuchliche CPUs f̈ur Computer richten sich beim
Format f̈ur m und e nach dem IEEE-Standard 754 von 1985. Hier ist
b = 2, und einfach genaue Zahlen werden in einem Wort aus 32 Bit
gespeichert. Das erste dieser Bits steht für das Vorzeichen, 0 für positive,
eins f̈ur negative Zahlen. Danach folgen acht Bit für den Exponentene
und 23 Bit f̈ur die Mantissem.
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Die acht Exponentenbit k̈onnen interpretiert werden als eine ganze
Zahl n zwischen 0 und 255; wennn keinen der beiden Extremwerte
0 und 255 annimmt, wird das Bitmuster interpretiert als die Gleitkom-
mazahl (Mantisse im Zweiersystem)

±1,m1 . . .m23× 2n−127 .

Die Zahlen, die in obiger Form dargestellt werden können, liegen somit
zwischen 2−126 ≈ 1,175· 10−37 und (2− 2−23) · 2127 ≈ 3,403· 1038.
Das f̈uhrende Bit der Mantisse ist stets gleich eins (sogenannte normali-
sierte Darstellung) und wird deshalb gleich gar nicht erst abgespeichert.
Der Grund liegt naẗurlich darin, daß man ein führendes Bit Null durch
Erniedrigung des Exponenten zum Verschwinden bringen kann– es
sei denn, man hat bereits den niedrigstmöglichen Exponentenn = 0,
entsprechende = −127.

Für n = 0 gilt daher eine andere Konvention: Jetzt wird die Zahl inter-
pretiert als

±0,m1 . . .m23× 2−126 ;

man hat somit einen (unter Numerikern nicht unumstrittenen) Unter-
laufbereichaus sogenanntensubnormalenZahlen, in dem mit immer
weniger geltenden Ziffern Zahlen auch noch positive Werte bis hinunter
zu 2−23× 2−126 = 2−149 ≈ 1,401 · 10−44 dargestellt werden k̈onnen,
außerdem natürlich die Null, bei der s̈amtliche 32 Bit gleich Null sind.

Auch der andere Extremwertn = 255 hat eine Sonderbedeutung: Falls
alle 23 Mantissenbit gleich Null sind, steht dies je nach Vorzeichenbit
für ±∞, andernfalls f̈ur NAN (not a number),d.h das Ergebnis einer
illegalen Rechenoperation wie

√
−1 oder 0/0. Das Ergebnis von 1/0

dagegen ist nicht NAN, sondern +∞, und−1/0 =−∞.

Doppeltgenaue Gleitkommazahlen werden entsprechend dargestellt;
hier stehen insgesamt 64 Bit zur Verfügung, eines f̈ur das Vorzeichen,
elf für den Exponenten und 52 für die Mantisse. Durch die elf Exponen-
tenbit k̈onnen ganze Zahlen zwischen Null und 2047 dargestellt werden;
abgesehen von den beiden Extremfällen entspricht dies dem Exponenten
e = n− 1023.
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Der Exponente sorgt daf̈ur, daß Zahlen aus einem relativ großen Bereich
dargestellt werden k̈onnen, er hat aber auch zur Folge, daß die Dichte
der darstellbaren Zahlen in den verschiedenen Größenordnung stark
variiert: Am dichtesten liegen die Zahlen in der Umgebung der Null,
und mit steigendem Betrag werden die Abstände benachbarter Zahlen
immer gr̈oßer.

Um dies anschaulich zu sehen, betrachten wir ein IEEE-ähnliches
Gleitkommasystem mit nur sieben Bit, einem für das Vorzeichen und je
drei für Exponent und Mantisse. Das folgende Bild zeigt die Verteilung
der so darstellbaren Zahlen (mit Ausnahme von NAN):

−∞ ∞

Um ein Gef̈uhl daf̈ur zu bekommen, was dies für das praktische Rech-
nen mit Gleitkommazahlen bedeutet, betrachten wir ein analoges System
mit der uns besser vertrauten Dezimaldarstellung von Zahlen (für die es
einen eigenen IEEE-Standard 854 von 1987 gibt), und zwar nehmen wir
an, daß wir eine dreistellige dezimale Mantisse haben und Exponenten
zwischen -3 und 3. Da es bei einer von zwei verschiedenen Basis kei-
ne Möglichkeit gibt, bei einer normalisierten Mantisse die erste Ziffer
einzusparen, schreiben wir die Zahlen in der Form±0,m1m2m3 · 10e.

Zunächst einmal ist klar, daß die Summe zweier Gleitkommazahlen
aus diesem System nicht immer als Gleitkommazahl im selben Sys-
tem darstellbar ist: Ein einfaches Gegenbeispiel wäre die Addition der
größten darstellbaren Zahl 0,999· 103 = 999 zu 5 = 0,5 · 101: Natürlich
ist das Ergebnis 1004 nicht mehr im System darstellbar. Der IEEE-
Standard sieht vor, daß in so einem Fall eineoverflow-Bedingung gesetzt
wird und das Ergebnis gleich +∞ wird. Wenn man (wie es die meisten
Compiler standardm̈aßig tun) dieoverflow-Bedingung ignoriert und mit
dem Ergebnis +∞ weiter rechnet, kann dies zu akzeptablen Ergebnis-
sen f̈uhren: Beispielsweise ẅare die Rundung von 1/(999 + 5) auf die
Null f ür viele Anwendungen kein gar zu großer Fehler, auch wenn es
dafür in unserem System die sehr viel genauere Darstellung 0,996·10−3

gibt. Sp̈atestens wenn man das Ergebnis mit 999 multipliziert, um den
Wert von 999/(999 + 5) zu berechnen, sind die Konsequenzen aber
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katastrophal: Nun bekommen wir eine Null anstelle von 0,996 · 100.
Ähnlich sieht es auch aus, wenn wir anschließend 500 subtrahieren:
∞− 500 =∞, aber (999 + 5)− 500 = 504 ist eine Zahl, die sich in
unserem System sogar exakt darstellen ließe!

Auch ohne Bereichs̈uberschreitung kann es Probleme geben: Beispiels-
weise ist

123 + 0,0456 = 0,123· 103 + 0,456· 10−1 = 123, 0456

mit einer nur dreistelligen Mantisse nicht exakt darstellbar. Hier sieht
der Standard vor, daß das Ergebnis zu einer darstellbaren Zahl gerun-
det wird, wobei mehrere Rundungsvorschriften zur Auswahl stehen.
Voreingestellt istüblicherweise eine Rundung zur nächsten Maschi-
nenzahl; wer etwas anderes möchte, kann dies durch spezielle Bits in
einem Prozessorstatusregister spezifizieren. Im Beispielwürde man also
123+0,0456 = 123 oder (bei Rundung nach oben) 124 setzen und dabei
zwangsl̈aufig einen Rundungsfehler machen.

Wegen solcher unvermeidlicher Rundungsfehler gilt das Assoziativge-
setz selbst dann nicht, wenn es keine Bereichsüberschreitung gibt: Bei
Rundung zur n̈achsten Maschinenzahl ist beispielsweise

(0,456·100+0,3·10−3)+0,4·10−3 = 0,456·100+0,4·10−3= 0,456·100
,

aber

0,456·100+(0,3·10−3+0,4·10−3)= 0,456·100+0,7·10−3= 0,457·100
.

Ein mathematischer Algorithmus, dessen Korrektheit unterVorausset-
zung der K̈orperaxiome f̈urR bewiesen wurde, muß daher bei Gleitkom-
marechnung kein korrektes oder auch nur annähernd korrektes Ergebnis
mehr liefern – ein Problem, das keinesfalls nur theoretische Bedeutung
hat.

In der numerischen Mathematik ist dieses Problem natürlich schon
seit Jahrzehnten bekannt; das erste Buch, das sich ausschließlich damit
bescḧaftigte, war

J.H. WILKINSON: Rounding errors in algebraic processes,Prentice Hall,
1963; Nachdruck beiDover,1994.
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Heute entḧalt fast jedes Lehrbuch der Numerischen Mathematik entspre-
chende Abschnitte; zwei B̈ucher in denen es speziell um diese Probleme,
ihr theoretisches Verständnis und praktische Algorithmen geht, sind

FRANÇOISE CHAITIN -CHATELIN , VALÉRIE FRAYSSÉ: Lectures on finite
precision computations, SIAM, 1996

sowie das sehr ausführlichen Buch

NICHOLAS J. HIGHAM : Accuracy and stability of numerical algorithms,
SIAM, 1996.

Eine ausf̈uhrliche und elementare Darstellung der IEEE-Arithmetik und
des Umgangs damit findet man in

MICHAEL L. OVERTON: Numerical Computing with IEEE Floating Point
Arithmetic – Including One Theorem, One Rule of Thumb and One
Hundred and One Exercises,SIAM, 2001.

Um zu sehen, wie sich Probleme mit Rundungsfehlern bei algebraischen
Fragestellungen auswirken können, wollen wir zum Abschluß dieses
Paragraphen ein Beispiel aus WILKINSONs Buch betrachten. Er geht aus
vom Polynom zwanzigsten Grades

f (x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3) · · · (x− 18)(x− 19)(x− 20)

mit den Nullstellen 1, 2, . . . , 20. In ausmultiplizierter Form ẅurde es
mehrere Zeilen ben̈otigen: Der gr̈oßte Koeffizient, der vonx2, hat
zwanzig Dezimalstellen, und die meisten anderen haben nicht viel
weniger.

Der Koeffizient vonx19 ist allerdings nocḧuberschaubar: Wie man sich
leicht überlegt, ist er gleich der negativen Summe der Zahlen von eins
bis zwanzig, also−210.

WILKINSON stört nun diesen Koeffizienten um einen kleinen Betrag und
berechnet die Nullstellen des so modifizierten Polynoms. Betrachten wir
etwa die Nullstellen vong(x) = f (x)− 10−9x19; wir ersetzen inf also
den Koeffizienten−210 durch−210,000000001. Die neuen Nullstellen
sind, auf f̈unf Nachkommastellen gerundet,

1,0000, 2,0000, 3,0000, 4,0000, 5,0000,
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6,0000, 7,0000, 8,0001, 8,9992, 10,008,

10,957, 12,383± 0,10867i, 14,374± 0,77316i,

16,572± 0,88332i, 18,670± 0,35064i, 20,039 .

Durch kleinste Ver̈anderungen an einem einzigen Koeffizienten, wie sie
beispielsweise jederzeit durch Rundungen entstehen können, kann sich
also selbst das qualitative Bild̈andern: Hier etwa reduziert sich die An-
zahl der (f̈ur viele Anwendungen einzig relevanten) reellen Nullstellen
von zwanzig auf zẅolf. Schon wenn wir verl̈aßliche Aussagen̈uber die
Anzahl reeller Nullstellen brauchen, können wir uns also nicht allein
auf numerische Berechnungen verlassen, sondern brauchen alternative
Methoden wie zum Beispiel explizite Lösungsformeln, mit denen wir
auch theoretisch arbeiten können.

§3: Unentscheidbarkeitsprobleme

Ein auch nur moderat komplizierter symbolischer Ausdruck läßt sich
praktisch immer auf eine Vielzahl von Arten darstellen, dieteils of-
fensichtlich gleich sind, teils aber auch auf den ersten Blick nichts
miteinander zu tun haben. Einige Beispiele:

10
15

=
2
3

,
√

8 = 2
√

2 ,

√
4 + 2

√
3 = 1 +

√
3

(a + b)2 = a
2 + 2ab + b

2 ,
x5 − 1
x− 1

= 1 +x + x
2 + x

3 + x
4 ,

X
5 − 15X4 + 85X3− 225X2 + 274X − 120

= (X − 1)(X − 2)(X − 3)(X − 4)(X − 5) ,

sinx cosx =
sin 2x

2
, 1 + tan2 x =

1
cos2 x

Nur in wenigen dieser F̈alle ist eine der beiden Darstellung für alle Arten
von Anwendungen der anderen vorzuziehen; meist hat mal die eine, mal
die andere Form ihre Vorteile.

Andererseits geḧort es zu den Grundaufgaben jeglicher Art des Rech-
nens, daß man entscheiden muß, ob zwei Ausdrücke gleich sind. Dies



Kap. 0: Einführung 

ist dann am einfachsten, wenn jeder Ausdruck intern durch eine ein-
deutig bestimmte kanonische Form dargestellt wird. In einem System,
daß alle Ergebnisse auf eine solche kanonische Form bringt,lassen sich
zwei Ausdr̈ucke einfach dadurch auf Gleichheit testen, daß man ihre
Differenz berechnet; die Ausdrücke sind genau dann gleich, wenn das
Ergebnis die kanonische Darstellung der Null ist.

Gegen eine solche Darstellung sprechen sowohl theoretische als auch
praktische Gr̈unde: Wenn beispielsweise Polynome stets in ausmulti-
plizierter Form dargestellt werden, läuft man Gefahr, ein als Produkt
von Linearfaktoren gegebenes Polynom zunächst auszumultiplizieren,
um dann anschließend mit großer Mühe seine Nullstellen zu bestim-
men. Stellt man Polynome dagegen in faktorisierter Form da,so kann
es passieren, daß ein als Summe von Potenzen gegebenes Polynom
zun̈achst mit großem Aufwand faktorisiert wird, und wir anschließend
beispielsweise eine Stammfunktion suchen, wofür diese Faktorisierung
wieder r̈uckg̈angig gemacht werden muß. Das Ergebnis müßte dann wie-
der faktorisiert werden, wobei je nach Wahl der Integrationskonstanten
sehr verschiedene Ergebnisse entstehen können.

In älteren Computeralgebrasystemen wieREDUCEwar esüblich, alles
auszumultiplizieren; in den heute gebräuchlichen Systemen wie MAPLE

und MATHEMATICA werden Umformungen nur noch durchgeführt, wenn
es entweder f̈ur die jeweilige Rechnung notwendig ist (Zur Berechnung
der Stammfunktion eines Polynoms muß dieses in ausmultiplizierter
Form vorliegen) oder wenn es der Anwender explizit verlangt. Lediglich
in einigen offensichtlichen F̈allen bem̈uhen sich auch diese Systeme um
Normalisierung: Beispielsweise werden Brüche stets in gek̈urzter Form
dargestellt und bei Summen werden gleichartige Terme zusammenge-
faßt.

Das theoretische Argument gegen kanonische Darstellungenist, daß es
solche Darstellungen nur für sehr eingeschränkte Klassen von Zahlen
und Funktionen gibt: Wie wir gleich sehen werden, ist selbstfür reelle
Zahlen im allgemeinen unentscheidbar, wann zwei auf unterschiedliche
Weise dargestellte Zahlen gleich sind.

Dieses negative Ergebnis kam hat seinen Ausgangspunkt in einem po-
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sitiv formulierten Problem von DAVID HILBERT. Dieser stellte auf dem
Internationalen Mathematikerkongress 1900 in Paris 23 Probleme vor,
von denen er glaubte, daß sie für die Mathematik des 20. Jahrhunderts
wichtig sein sollten. Die Probleme kamen aus allen Teilgebieten der
Mathematik und hatten auch sehr unterschiedlichen Schwierigkeitsgrad:
Einige wurden schon sehr bald gelöst, andere sind auch ein Jahrhundert
sp̈ater noch ungelöst. Das zehnte Problem lautete:

Man gebe ein Verfahren an, das für eine beliebige diophantische Glei-
chung entscheidet, ob sie lösbar ist.

Wie sich zeigte, war HILBERT hier zu optimistisch: 1970 bewies YURI

V. MATIYASEVICH , daß es kein solches Verfahren geben kann, da sich
jedes sogenannte rekursiv aufzählbare Problem auf die Frage nach der
Lösbarkeit eines diophantischen Gleichung zurückführen l̈aßt. Da zu den
rekursiv aufz̈ahlbaren Problem auch unlösbare wie das Halteproblem für
TURING-Maschinen geḧoren, folgte daraus die Unm̈oglichkeit des von
HILBERT geforderten Verfahrens.

Da reelle Zahlenx1, . . . , xn genau dann ganz sind, wenn
∑n

i=1 sin2 πxi

verschwindet,̈ubersetzte DANIEL RICHARDSON dies in den folgenden
Unmöglichkeitssatz f̈ur reeller Zahlen:

Satz von Richardson: Es gibt kein Verfahren, das in endlich vielen
Schritten entscheidet, ob ein beliebig vorgegebener Ausdruck bestehend
aus rationalen Zahlen,π, einer Variablenx sowie den Funktionen +,·,
Sinus und Betrag gleich Null ist.

Tats̈achlich bewies RICHARDSONein etwas schẅacheres Resultat, denn
seine Arbeit erschien bereits 1969, also ein Jahr vor der vonMATIYA -
SEVICH, so daß er nur ein schwächeres Resultat verwenden konnte.
Zusammen mit dem Resultat von MATIYASEVICH zeigt seine Methode
aber sofort den angegebenen Satz.

Mehr zum zehnten HILBERTschen Problem und seinen Konsequenzen
findet man bei

YURI V. MATIYASEVICH : Hilbert’s Tenth Problem,MIT Press,1993



Kapitel 1
Gröbner-Basen

Die klassische Aufgabe der Algebra besteht in der Lösung von Glei-
chungen und Gleichungssystemen. Im Falle eines Systems vonPoly-
nomgleichungen in mehreren Veränderlichen kann die L̈osungsmenge
sehr kompliziert sein und, sofern sie unendlich ist, möglicherweise nicht
einmal explizit angebbar: Im Gegensatz zum Fall linearer Gleichungen
können wir hier im allgemeinen keine endliche Menge von Lösungen fin-
den, durch die sich alle anderen Lösungen ausdrücken lassen. Trotzdem
gibt es Algorithmen, mit denen sich nichtlineare Gleichungssysteme
deutlich vereinfachen lassen, und zumindest bei endlichenLösungsmen-
gen lassen sich diese auch konkret angeben – sofern wir die Nullstellen
von Polynomen einer Veränderlichen explizit angeben können.

§1: Algebraische Vorbereitungen

Wenn wir lineare Gleichungssysteme mit dem GAUSS-Algorithmus
lösen, ver̈andern wir das Gleichungssystem sukzessive, indem wir Glei-
chungen so durch Linearkombinationen mit anderen Gleichungen erset-
zen, daß sich an der Lösungsmenge nichtsändert. Indem wir eine lineare
Gleichung

a1X1 + · · · + anXn = b

über einem K̈orperk mit dem (n+1)-Tupel (a1, . . . , an, b) ∈ kn+1 iden-
tifizieren, sehen wir leicht, daß die sämtlichen linearen Gleichungen in
n Unbekannten̈uber einem K̈orperk einen (n + 1)-dimensionalen Vek-
torraum bilden; die Gleichungen eines konkreten linearen Gleichungs-
systems erzeugen darin einen Untervektorraum. Dieser besteht aus allen
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Linearkombinationen der gegebenen Gleichungen, und das sind gleich-
zeitig alle linearen Gleichungen, die auf der Lösungsmenge des linea-
ren Gleichungssystems verschwinden. Zwei lineare Gleichungssysteme
haben somit genau dann die gleiche Lösungsmenge, wenn sie den glei-
chen Untervektorraum erzeugen.

Wenn wir Systeme nichtlinearer Gleichungen betrachten, ist es sinnvoll,
die Menge aller m̈oglicher Gleichungen nicht mehr nur als Vektorraum
zu betrachten, sondern auch die Multiplikation mit Polynomen zuzu-
lassen: Zur L̈osung des Gleichungssystems

X
2
Y

2 + 2X3− 3X
2−X = 0 und Y

2 + X − 3 = 0

bietet sich etwa an, die zweite Gleichung mitX2 zu multiplizieren
und das ProduktX2Y 2 + X3 − 3X2 = 0 von der ersten Gleichung
zu subtrahieren; die DifferenzX3 − X hängt nur noch vonX ab und
verschwindet bei 0 und±1. Setzen wir dies in die zweite Gleichung ein,
erhalten wir die L̈osungsmenge

{(
0,
√

3
)
,
(
0,−
√

3
)
,
(
1,
√

2
)
,
(
1,−
√

2
)
, (−1, 2), (−1,−2)

}
.

Wir sollten die Menge aller m̈oglicher Gleichungen daher nicht mehr
nur als einen Vektorraum betrachten, sondern als einenRing im Sinne
der folgenden Definition:

Definition: a) Ein Ring ist eine MengeR zusammen mit zwei Rechen-
operationen

”
+“ und

”
·“ von R×R nachR, so daß gilt:

1.) R bildet bez̈uglich
”
+“ eine abelsche Gruppe, d.h. für die Addition

gilt das Kommutativgesetzf +g = g +f sowie das Assoziativgesetz
(f + g) + h = f + (g + h) für alle f, g, h ∈ R, es gibt ein Element
0 ∈ R, so daß 0 +f = f + 0 = f für allef ∈ R, und zu jedemf ∈ R
gibt es ein Element−f ∈ R, so daßf + (−f ) = 0 ist.

2.) Die Verkn̈upfung
”
·“: R × R → R erfüllt das Assoziativgesetz

f (gh) = (fg)h, und es gibt ein Element 1∈ R, so daß 1f = f1 = f .
3.)

”
+“ und

”
·“ erfüllen die Distributivgesetzef (g + h) = fg + fh und

(f + g)h = fh + gh.

b) Ein Ring heißtkommutativ,falls zus̈atzlich noch das Kommutativge-
setzfg = gf der Multiplikation gilt.
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c) Ein Ring heißtnullteilerfrei wenn gilt: Falls ein Produktfg = 0 ver-
schwindet, muß mindestens einer der beiden Faktorenf, g gleich Null
sein. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring heißtIntegritätsbereich.

Natürlich ist jeder K̈orper ein Ring; f̈ur einen K̈orper werden schließlich
genau dieselben Eigenschaften gefordert und zusätzlich auch noch die
Kommutativiẗat der Multiplikation sowie die Existenz multiplikativer
Inverser. Ein K̈orper ist somit insbesondere auch ein Integritätsbereich.

Das bekannteste Beispiel eines Rings, der kein Körper ist, sind die
ganzen Zahlen; auch sie bilden einen Integritätsbereich.

Für die Betrachtung nichtlinearer Gleichungssysteme interessieren uns
allerdings vor allem Polynomringe. Da auch diese kommutativ sind,
vereinbaren wir:

Wenn nicht explizit etwas anderes gesagt wird, sollRing im folgen-
den stets für einenkommutativen Ringstehe.

Definition: R sei ein Ring, undX1, . . . ,Xn seienn Symbole, die nicht
in R liegen.
a) Ein Monomist ein ProduktXα1

1 · · ·Xαn

n mit nichtnegativen ganzen
Zahlenα1, . . . , αn. Die Summe derαi bezeichnen wir als denGraddes
Monoms.
b) Ein PolynomüberR in den VariablenX1, . . . ,Xn ist eine endliche
Linearkombinationf von Monomen mit Koeffizienten ausR. Falls diese
nicht Null ist, bezeichnen wir den größten Grad eines inf vorkommen-
den Monoms als denGraddegf vonf . Für das Polynomf = 0 definie-
ren wir keinen Grad.c) Die Menge aller PolynomëuberR in den Vari-
ablenX1, . . . ,Xn bezeichnen wir als denPolynomringR[X1, . . . ,Xn]
überR in den VariablenX1, . . . ,Xn.

Es ist klar, daßR[X1, . . . ,Xn] mit der offensichtlichen Addition und
Multiplikation ein Ring ist. Wir nehmen dabei natürlich an, daß dieXi

untereinander kommutieren.

Wir interessieren uns vor allem für Polynomringeüber Körpern; f̈ur
Induktionsbeweise ist es aber oft nützlich, beispielsweise den Poly-
nomring k[X,Y ] aufzufassen als den Polynomring inY über dem
RingR = k[X]; daher die allgemeinere Definition.
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Wie wir beim obigen Beispiel eines nichtlinearen Gleichungssystems
gesehen haben, kann es bei der Lösung n̈utzlich sein, nicht nur skalare
Linearkombinationen der Gleichungen zu betrachten, sondern auch sol-
che mit beliebigen Polynomen als Koeffizienten. Anstelle von Untervek-
torräumen des Polynomringsk[X1, . . . ,Xn] sollten wir daher Struk-
turen betrachten, in denen man Linearkombinationen mit beliebigen
Ringelementen als Koeffizienten bilden kann, die sogenannten Ideale:

Definition: Eine nichtleere TeilmengeI eines RingsR heißt Ideal, in
ZeichenI ⊳ R, wenn gilt:
1.) Für je zwei Elementef, g ∈ I ist auchf + g ∈ I

2.) Für jedesf ∈ I und jedesr ∈ R liegt auchrf in I.

Bei den Produkten verlangen wir also, daß sie bereits dann inI liegen,
wenn nurein Faktor inI liegt.

Die Bedingung, daß ein Ideal mindestens ein Element enthalten muß,
können wir auch ersetzen durch die Bedingung, daß es die Null von R
enthalten muß, denn wenn es irgendein Elementf ∈ R entḧalt, muß es
gem̈aß der zweiten Bedingung auch 0· f = 0 enthalten.

Um mit dem Idealbegriff vertraut zu werden, betrachten wir zunächst
Ideale im Ring der ganzen Zahlen:

Lemma: Zu jedem IdealI ⊳ Z gibt es eine ganze Zahln ∈ Z, so daß
I = {nq|q ∈ Z} .

Beweis:I ist nach Definition nicht leer, enthält also mindestens ein
Element. FallsI nur aus der Null besteht, können wirn = 0 setzen und
sind fertig. Wenn es ein Elementm 6= 0 gibt, entḧalt das Ideal auch
dessen s̈amtliche ganzzahlige Vielfachen, insbesondere also gibt es inI
dann positive Zahlen. Die kleinste dieser Zahlen sein. Wir wollen uns
überlegen, daßI genau aus den ganzzahligen Vielfachen vonn besteht.

Dazu seim ∈ I ein beliebiges Element vonI. Wir dividierenm mit
Rest durchq; das Ergebnis sei

m : n = q Restr mit 0≤ r < n .
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Dann liegt mitm und n auchr = m − qn in I und ist echt kleiner
alsn. Dan die kleinste positive Zahl inI ist, muß daherr = 0 sein, d.h.
m = qn ist ein ganzzahliges Vielfaches vonn.

Definition: a) Ist R ein Ring undf ∈ R so bezeichnen wir

(f ) =
def

{
rf
∣∣ r ∈ R}

als das vonf erzeugteHauptideal.
b) R heißtHauptidealring,wenn jedes Ideal vonR ein Hauptideal ist.

Das gerade bewiesene Lemma zeigt also, daßZ ein Hauptidealring ist.

Allgemeiner definieren wir

Definition: Ist R ein Ring und istM ⊂ R eine Teilmenge vonR, so ist
dasvonM erzeugte Ideal(M ) das kleinste Ideal vonR, dasM entḧalt,
d.h. den Durchschnitt aller Ideale, dieM enthalten. F̈ur eine endliche
MengeM = {f1, . . . , fm} schreiben wir (M ) kurz als (f1, . . . , fm). Die
MengeM bezeichnen wir als einErzeugendensystemdes IdealsI.

Diese Definition macht nicht wirklich klar, wie das vonM erzeugte
Ideal aussieht. Da uns in der Computeralgebra nur endlich erzeugte
Ideale interessieren, m̈ochte ich mich auf diesen Fall beschränken; die
Verallgemeinerung auf beliebige MengenM sollte für jeden, der den
folgenden Beweis verstanden hat, offensichtlich sein.

Lemma:
(
f1, . . . , fm

)
=

{
m∑
i=1

rifi

∣∣∣∣ ri ∈ R

}

Beweis:Da jedes Ideal, dasf1, . . . , fm entḧalt, auch f̈ur r1, . . . , rm ∈ R
die Elementerifi entḧalt und damit auch deren Summe, ist klar, daß die
rechte Seite in jedem Ideal enthalten ist, das diefi entḧalt. Außerdem
ist die rechtsstehende Menge selbst ein Ideal: Da sie diefi entḧalt, ist
sie nicht leer; die Summe zweier Elemente ist offensichtlich wieder ein
Element, da wir einfach die Koeffizienten addieren müssen, und wenn
wir ein Element mit einem beliebigen Elementr ∈ R multiplizieren,
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werden einfach alle Koeffizienten mitr multipliziert. Somit ist die rechte
Seite in der Tat das kleinste Ideal, das allefi entḧalt.

Sei nunR = k[X1, . . . ,Xn] der Polynomring inn Variablenüber einem
Körperk,und seienf1, . . . , fm ∈ R Polynome. Wir interessieren uns
für die Lösungsmenge des durch diefi gegebenen Gleichungssystems,
also die Menge aller (x1, . . . , xn) ∈ kn, für die allefi verschwinden.
Wir definieren gleich allgemein

Definition: Die Nullstellenmenge einer TeilmengeM ⊆ k[X1, . . . ,Xn]
ist

V (M ) =
def

{
(x1, . . . , xn) ∈ k

n ∣∣ f (x1, . . . , xn) = 0 für alle f ∈M
}

.

Im Falle eine endlichen MengeM = {f1, . . . , fm} schreiben wir kurz
V (f1, . . . , fm).

(In der algebraischen Geometrie bezeichnet man Mengen dieser Art als
Varieẗaten; daher der BuchstabeV .)

Lemma: Ist I = (f1, . . . , fm) das von denfi erzeugte Ideal, so ist

V (I) = V (f1, . . . , fm) .

Beweis:Da alle fi in I liegen, ist naẗurlich V (I) ⊆ V (f1, . . . , fm).
Umgekehrt sei (x1, . . . , xn) ein Element vonV (f1, . . . , fm) und g ir-
gendein Element vonI. Nach dem vorigen Lemma gibt es Polynome
ri ∈ R; so daßg =

∑m
i=1 rifi ist. Damit ist auch

g(x1, . . . , xn) =
m∑

i=1

ri(x1, . . . , xm)fi(x1, . . . , xm) = 0 ,

so daß (x1, . . . , xn) in V (I) liegt. Damit ist das Lemma bewiesen.

Dieses Lemma zeigt, daß zwei Gleichungssysteme

f1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , fm(x1, . . . , xn) = 0

und
g1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , gr(x1, . . . , xn) = 0
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die gleiche L̈osungsmenge haben, wenn die Ideale (f1, . . . , fm) und
(g1, . . . , gr) übereinstimmen.

Die Umkehrung dieser Aussage ist allerdings falsch. Ein einfaches
Gegenbeispiel haben wir bereits bei nur einer Gleichung in einer Vari-
ablen: Die Gleichungen

x = 0, x
2 = 0, x

3 = 0, . . .

haben allesamt nur die Null als Lösung, aber natürlich sind die Ideale(
xd
)

⊳ k[X] f ür verschiedene Werte vond verschieden. Sp̈ater werden
wir diese Frage, wann so etwas vorkommt, genauer untersuchen.

Zum Abschluß dieses Paragraphen soll nur noch kurz festgehalten wer-
den, wie sich Ideale und Nullstellenmengen zueinander verhalten. Dazu
müssen wir zun̈achst die Summe und das Produkt zweier Ideale definie-
ren:

Definition: a) Die SummeI + J zweier IdealeI, J eines RingsR ist
das kleinste Ideal, das sowohlI als auchJ entḧalt.
b) Das ProduktIJ dieser Ideale ist das kleinste Ideal, das alle Produkte
fg mit f ∈ I undg ∈ J entḧalt.

Man überlegt sich leicht (mit dem gleichen Argument, mit dem wirdas
Ideal (f1, . . . , fm) oben explizit bestimmt haben), daßI + J gerade die
Menge allerf + g mit f ∈ I und g ∈ J ist; IJ dagegen entḧalt im
allgemeinen auch Elemente, die sichnicht in der Formfg mit f ∈ I
undg ∈ J darstellen lassen: Ist etwaI = J = (X,Y ) ⊳ R[X,Y ], so
entḧalt IJ mit X2 = X ·X undY 2 = Y ·Y auch deren SummeX2 +Y 2,
die sich nicht als Produkt zweier Polynome ausR[X,Y ] schreiben l̈aßt.
Wenn wir R durch C ersetzen, l̈aßt sichX2 + Y 2 zwar zerlegen als
(X + iY )(X − iY ), aber auch inC[X,Y ] gibt es irreduzible Polynome
in (X,Y ) · (X,Y ), die sich somit nicht als Produkt darstellen lassen.
In IJ liegen daher auch alle (endlichen) Summen der Form

∑
figi mit

fi ∈ I undgi ∈ J ; da diese (analog zum obigen Argument) ein Ideal
bilden, bestehtIJ genau aus diesen Summen.

Satz: Für zwei IdealeI, J im PolynomringR = k[X1, . . . ,Xn] gilt
a) Ist I ⊆ J , so istV (J) ⊆ V (I)



 Computeralgebra WS2017

b) V (I + J) = V (I) ∩ V (J)
c) V (IJ) = V (I) ∪ V (J)

Beweis: a)Sei (x1, . . . , xn) ∈ V (J). Dann verschwindetf (x1, . . . , xn)
für allef ∈ J , erst recht also f̈ur allef ∈ I, d.h. (x1, . . . , xn) ∈ V (I).

b) Da I + J das kleinste Ideal ist, das sowohlI als auchJ entḧalt, liegt
V (I + J) nacha) sowohl inV (I) als auch inV (J), also auch in deren
Durchschnitt. Liegt umgekehrt ein Punkt (x1, . . . , xn) sowohl inV (I)
als auch inV (J), so liegt er auch inV (I + J), denn wie wir gerade
gesehen haben, läßt sich jedes Element vonI + J schreiben alsf + g
mit f ∈ I undg ∈ J , und sowohlf als auchg verschwinden im Punkt
(x1, . . . , xn).

c) Da IJ erzeugt wird von den Produktenfg mit f ∈ I und g ∈ J
und jedes dieser Produkte sowohl inI als auch inJ liegt, ist IJ eine
Teilmenge sowohl vonI als auch vonJ ; somit liegtV (I)∪V (J) nacha)
in V (IJ). Umgekehrt sei (x1, . . . , xn) ∈ V (IJ), liege aber nicht in
V (I). Dann gibt es einf ∈ I mit f (x1, . . . , xn) 6= 0. Für jedesg ∈ J
liegt aberfg in IJ , so daß das Produktf (x1, . . . , xn)g(x1, . . . , xn)
verschwinden muß. Da die Funktionswerte im Körperk liegen und der
Faktorf (x1, . . . , xn) nicht verschwindet, mußg(x1, . . . , xn) = 0 sein
für alleg ∈ J ; der Punkt liegt also inV (J). Somit liegt er in jedem Fall
in V (I) ∪ V (J).

§2: Gauß und Euklid

Zur (exakten) L̈osung eines linearen Gleichungssystems in mehreren
Veränderlichen verwenden wir̈ublicherweise den GAUSS-Algorithmus.
Für die Lösung eines System von Polynomgleichungen höheren Grades
in nur einer Ver̈anderlichen k̈onnen wir den EUKLID ischen Algorith-
mus verwenden, denn die gemeinsamen Nullstellen zweier Polynome in
einer Ver̈anderlichen sind gerade die Nullstellen ihres größten gemein-
samen Teilers, so daß wir das System durch mehrfache Anwendung des
EUKLID ischen Algorithmus reduzieren können auf eine einzige Poly-
nomgleichung.
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Der um 1966 von BRUNO BUCHBERGERvorgestellte Ansatz zur L̈osung
nichtlinearer Gleichungssysteme in mehreren Veränderlichen kann als
eine Kombination von Ideen hinter dem GAUSSschen Eliminationsver-
fahren und dem EUKLID ischen Algorithmus aufgefaßt werden; er hat
Anwendungen, die weiẗuber das Problem der Lösung nichtlinearer
Gleichungssysteme hinausgehen. In der Tat wurde die Grundidee des
Verfahrens bereits knapp vor BUCHBERGER, und ohne daß dieser davon
wußte, von dem japanischen Mathematiker HEISUKE HIRONAKA ent-
deckt, der es f̈ur ein klassisches Problem der algebraischen Geometrie
entwickelte: F̈ur die damit bewiesene sogenannte Auflösung der Sin-
gulariẗaten einer algebraischen Varietät über einem K̈orper der Charak-
teristik Null erhielt HIRONAKA 1970 die Fields-Medaille, die höchste
Auszeichnung der Mathematik.

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem durch GAUSS-Elimination
lösen, bringen wir es zunächst auf eine Treppengestalt, indem wir die
erste vorkommende Variable aus allen Gleichungen außer derersten eli-
minieren, die zweite aus allen Gleichungen außer den erstenbeiden, uns
so weiter, bis wir schließlich Gleichungen haben, deren letzte entweder
nur eine Variable entḧalt oder aber eine Relation zwischen Variablen, für
die es sonst keine weiteren Bedingungen mehr gibt. Konkret sieht ein
Eliminationsschritt folgendermaßen aus: Wenn wir im Falleder beiden
Gleichungen

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = u mit a1 6= 0 (1)

b1x1 + b2x2 + · · · + bnxn = v (2)

die VariableX1 mit Hilfe von (1) aus (2) eliminieren wollen, ersetzen
wir die zweite Gleichung durch ihre Summe mit−b1/a1 mal der ersten.
Die theoretische Rechtfertigung für diese Umformung besteht darin,
daß das Gleichungssystem bestehend aus (1) und (2) sowie dasneue
Gleichungssystem dieselbe Lösungsmenge haben, und daranändert sich
auch dann nichts, wenn noch weitere Gleichungen dazukommen.

Ähnlich können wir vorgehen, wenn wir ein nichtlineares Gleichungs-
system in nur einer Variablen betrachten: Am schwersten sind naẗurlich
die Gleichungen vom ḧochsten Grad, also versuchen wir, die zu re-
duzieren auf Polynome niedrigeren Grades. Das kanonische Verfahren
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dazu ist die Polynomdivision: Haben wir zwei Polynome

f = adX
d + ad−1X

d−1 + · · · + a1X + a0 und

g = beX
e + be−1X

e−1 + · · · + b1X + b0

mit e ≤ d, so dividieren wirf durchg, d.h. wir berechnen einen Quo-
tientenq und einen Restr derart, daßf = qg + r ist undr entweder
verschwindet oder kleineren Grad alsg hat. Konkret: Bei jedem Divi-
sionsschritt haben wir ein Polynom

f = cδX
δ + cδ−1X

δ−1 + · · · + c1X + c0 mit cδ 6= 0 ,

das wir f̈ur δ ≥ e mit Hilfe des Divisors

g = beX
e + be−1X

e−1 + · · · + b1X + b0

reduzieren, indem wir es ersetzen durch

f − be

cδ

X
δ−e

g .

Das f̈uhren wir so lange fort, bisf auf Null oder ein Polynom von
kleinerem Grad alse reduziert ist: Das ist dann der Divisionsrestr.
Auch hier ist klar, daß sich nichts an der Lösungsmengëandert, wenn
man die beiden Gleichungenf, g ersetzt durchg, r, denn

f = qg + r und r = f − qg ,

d.h.f undg verschwinden genau dann für einen Wertx, wenng undr
an der Stellex verschwinden.

In beiden F̈allen ist die Vorgehensweise sehrähnlich: Wir vereinfachen
das Gleichungssystem schrittweise, indem wir eine Gleichung erset-
zen durch ihre Summe mit einem geeigneter Vielfachen einer anderen
Gleichung.

Dieselbe Strategie wollen wir auch anwenden Systeme von Polynom-
gleichungen in mehreren Veränderlichen. Erstes Problem dabei ist, daß
wir nicht wissen, wie wir die Monome eines Polynoms anordnensollen
und damit, was der führende Term ist. Dazu gibt es eine ganze Reihe
verschiedener Strategien, von denen je nach Anwendung mal die eine,
mal die andere vorteilhaft ist.



Kap. 1: Gröbner-Basen 

§3: Monomordnungen und der Divisionsalgorithmus

Wir betrachten Polynome inn VariablenX1, . . . ,Xn über einem K̈orp-
erk und setzen zur Abk̈urzung

X
α = X

α1

1 · · ·X
αn

n mit α = (α1, . . . , αn) ∈ N0 .

Terme der FormXα haben wir in§1 als Monome bezeichnet und ihnen
die Summe derαi als Grad zugeordnet.

Eine Anordnung der Monome ist offensichtlicḧaquivalent zu einer
Anordnung aufNn

0 , und es gibt sehr viele M̈oglichkeiten, diese Men-
ge anzuordnen. F̈ur uns sind allerdings nur Anordnungen interessant,
die einigermaßen kompatibel sind mit der algebraischen Struktur des
Polynomringsk[X1, . . . ,Xn]; beispielsweise wollen wir sicherstellen,
daß der f̈uhrende Term des Produkts zweier Polynome das Produkt der
führenden Terme der Faktoren ist – wie wir es auch vom Eindimensio-
nalen her gewohnt sind. Daher definieren wir

Definition: a) Eine Monomordnung ist eine Ordnungsrelation
”
<“

aufNn
0 , für die gilt

1.
”
<“ ist eine Linear- oder Totalordnung, d.h. für zwei Elemente

α, β ∈ N
n
0 ist entwederα < β oderβ < α oderα = β.

2. Für α, β, γ ∈ N
n
0 gilt α < β =⇒ α + γ < β + γ.

3.
”
<“ ist eine Wohlordnung, d.h. jede TeilmengeI ⊆ N

n
0 hat ein

kleinstes Element.
b) Für ein Polynomf =

∑
α∈I cαXα ∈ k[X1, . . . ,Xn] mit cα 6= 0

für alle α ∈ I ⊂ N0 sei γ das gr̈oßte Element vonI bez̈uglich einer
fest geẅahlten Monomordnung. Dann bezeichnen wir bezüglich dieser
Monomordnung
– γ = multidegf als Multigrad vonf
– Xγ = FM(f ) als führendes Monom vonf
– cγ = FK(f ) als führenden Koeffizienten vonf
– cγXγ = FT(f ) als führenden Term vonf

Der Grad degf von f ist, wie in der Algebräublich, der ḧochste Grad
eines Monoms vonf ; je nach geẅahlter Monomordnung muß das nicht
unbedingt der Grad des führenden Monoms sein.
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Beispiele von Monomordnungen sind

a) Die lexikographische Ordnung:Hier ist α < β genau dann, wenn
für den ersten Indexi, in dem sichα undβ unterscheiden,αi < βi ist.
Betrachtet man MonomeXα als Worteüber dem (geordneten) Alphabet
{X1, . . . ,Xn}, kommt hier ein MonomXα genau dann vorXβ , wenn
die entsprechenden Worte im Lexikon in dieser Reihenfolge gelistet
werden. Die ersten beiden Forderungen an eine Monomordnungsind
klar, und auch die Wohlordnung macht keine großen Probleme:Man
betrachtet zun̈achst die Teilmenge aller Exponentenα ∈ I mit kleinst-
möglichemα1, unter diesen die Teilmenge mit kleinstmöglichemα2,
usw.,bis man beiαn angelangt ist. Sp̈atestens hier ist die verbleibende
Teilmenge einelementig, und ihr einziges Element ist das gesuchte klein-
ste Element vonI.

b) Die graduierte lexikographische Ordnung:Hier ist der Grad eines
Monoms erstes Ordnungskriterium: Ist degXα < degXβ , so definieren
wir α < β. Falls beide Monome gleichen Grad haben, sollα < β genau
dann gelten, wennα im lexikographischen Sinne kleiner alsβ ist. Auch
hier sind offensichtlich alle drei Forderungen erfüllt.

c) Die inverse lexikographische Ordnung:Hier istα < β genau dann,
wennαi < βi für denletztenIndexi, in dem sichα undβ unterschei-
den. Das entspricht offensichtlich gerade der lexikographischen Anord-
nung bez̈uglich des r̈uckwärts gelesenen AlphabetsXn, . . . ,X1. Ent-
sprechend l̈aßt sich naẗurlich auch bez̈uglich jeder anderen Permutation
des Alphabets eine Monomordnung definieren, so daß diese Ordnung
nicht sonderlich interessant ist – außer als Bestandteil der im folgenden
definierten Monomordnung:

d) Die graduierte inverse lexikographische Ordnung:Wie bei der
graduierten lexikographischen Ordnung ist hier der Grad eines Mo-
noms erstes Ordnungskriterium: Falls degXα < degXβ , ist α < β,
und nur falls beide Monome gleichen Grad haben, sollα < β genau
dann gelten, wennα im Sinne der inversen lexikographischen Ordnung
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größer ist als β. Man beachte, daß wir hier also nicht nur die Rei-
henfolge der Variablen invertieren, sondern auch die Ordnungsrelation
im Fall gleicher Grade. Es ist nicht schwer zu sehen, daß auchdamit
eine Monomordnung definiert wird: Mit den ersten beiden Forderun-
gen gibt es wiëublich keine Probleme, und wenn wir eine MengeM
von Monomen haben, gibt es darin eine Teilmenge bestehend aus den
Monomen kleinsten Grades. Da es für jeden Grad nur endlich viele
Monome gibt, ist diese Menge endlich, hat also bezüglich der inversen
lexikographischen Ordnung nicht nur ein kleinstes, sondern auch ein
größtes Element. Dieses ist das kleinste Element vonM bez̈uglich der
graduierten invers lexikographischen Ordnung.

Für das folgende werden wir noch einige Eigenschaften einer Monom-
ordnung ben̈otigen, die in der Definition nicht erẅahnt sind.

Als erstes wollen wir uns̈uberlegen, daß bezüglich jeder Monomord-
nung aufNn

0 kein Element kleiner sein kann als (0, . . . , 0): Wäre n̈amlich
α < (0, . . . , 0), so ẅare wegen der zweiten Eigenschaft auch

2α = α + α < α + (0, . . . , 0) = α

und so weiter, so daß wir eine unendliche Folge

α > 2α > 3α > · · ·
hätten, im Widerspruch zur dritten Forderung.

Daraus folgt nun sofort, daß das Produkt zweier Monome größer ist
als jeder der beiden Faktoren und damit auch, daß ein echter Teiler
eines Monoms immer kleiner ist als dieses. Außerdem folgt, daß f̈ur ein
Produkt von Polynomen stets FM(fg) = FM(f ) · FM(g) ist.

Die Eliminationsschritte beim GAUSS-Algorithmus k̈onnen auch als Di-
visionen mit Rest verstanden werden, und beim EUKLID ischen Algorith-
mus ist ohnehin alles Division mit Rest. Für ein Verallgemeinerung der
beiden Algorithmen auf Systeme nichtlinearer Gleichungssysteme brau-
chen wir also auch einen Divisionsalgorithmus für Polynome in mehre-
ren Ver̈anderlichen, der die eindimensionale Polynomdivision mitRest
und die Eliminationsschritte beim GAUSS-Algorithmus verallgemeinert.
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Beim GAUSS-Algorithmus brauchen wir im allgemeinen mehr als nur
einen Eliminationsschritt, bis wir eine Gleichung auf eineVariable re-
duziert haben; entsprechend wollen wir auch hier einen Divisionsalgo-
rithmus betrachten, der gegebenenfalls auch mehrere Divisoren gleich-
zeitig behandeln kann.

Wir gehen also aus von einem PolynomR = f ∈ k[X1, . . . ,Xn], wobei
k irgendein K̈orper ist, in dem wir rechnen können, meistens alsok = Q

oderk = Fp oder eine endliche Erweiterung davon. Dieses Polynom
wollen wir dividieren durch die Polynomef1, . . . , fm ∈ R, d.h. wir
suchen Polynomea1, . . . , am, r ∈ R, so daß

f = a1f1 + · · · + amfm + r

ist, wobeir in irgendeinem noch zu präzisierenden Weise kleiner als
diefi sein soll.

Da es sowohl bei GAUSS als auch bei EUKLID auf die Anordnung der
Terme ankommt, legen wir als erstes eine Monomordnung fest;wenn
im folgenden von f̈uhrenden Termenetc.die Rede ist, soll es sich stets
um die f̈uhrenden Termeetc.bez̈uglich dieser Ordnung handeln.

Mit dieser Konvention geht der Algorithmus dann folgendermaßen:

Gegebensindf, f1, . . . , fm ∈ R
Berechnetwerdena1, . . . , am, r ∈ R mit f = a1f1 + · · · + amfm + r,
wobei r kein Monom entḧalt, das durch das führende Monom eines
derfi teilbar ist.

1. Schritt (Initialisierung):Setzea1 = · · · = am = r = 0 undp = f .

2. Schritt (Endebedingung):Im Fallep = 0 endet der Algorithmus.

3. Schritt (Divisionsschritt):Falls keiner der f̈uhrenden Terme FTfi den
führenden Term FTp teilt, wird p ersetzt durchp − FTp und r durch
r + FTp. Andernfalls seii der kleinste Index, f̈ur den FTfi Teiler von
FTp ist; der Quotient seiq. Dann wirdai ersetzt durchai + q und p
durchp− qfi. Weiter geht es mit dem 2. Schritt.

Offensichtlich ist die Bedingungf − p = a1f1 + · · · + amfm + r nach
der Initialisierung im ersten Schritt erfüllt, und sie bleibt auch bei jeder
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Anwendung des Divisionsschritts erfüllt. Außerdem endet der Algorith-
mus nach endlich vielen Schritten: Bei jedem Divisionsschritt wird der
führende Term vonp eliminiert, und alle Monome, die eventuell neu
dazukommen, sind kleiner oder gleich dem führenden Monom vonfi.
Da letzteres das (alte) führende Monom vonp teilt, kann es nicht gr̈oßer
sein als dieses, d.h. der führende Term des neuenp ist kleiner als der des
alten. Wegen der Wohlordnungseigenschaft einer Monomordnung kann
es keine unendliche absteigende Kette von Monomen geben; daher muß
der Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbrechen.

Bei der klassischen Polynomdivision für Polynome in einer Variablen
über einem K̈orper wissen wir, daß der Rest kleineren Grad hat als der
Divisor. Das muß hier nicht der Fall sein; wir können nur sagen, daß der
Rest keine Monome enthält, die durch den f̈uhrenden Term eines der
Divisorenfi teilbar sind.

Um den Algorithmus besser zu verstehen, betrachten wir zunächst zwei
Beispiele:

Als erstes dividieren wirf = X2Y +XY 2 +Y 2 durchf1 = XY −1 und
f2 = Y 2 − 1.

Zur Initialisierung setzen wira1 = a2 = r = 0 undp = f . Wir verwenden
die lexikographische Ordnung; bezüglich derer ist der f̈uhrende Term
vonp gleichX2Y und der vonf1 gleichXY . Letzteres teiltX2Y , wir
setzen also

p← p−Xf1 = XY
2 + X + Y

2 und a1← a1 + X = X .

Neuer f̈uhrender Term vonp ist XY 2; auch das ist ein Vielfaches
vonXY , also setzen wir

p← p− Y f1 = X + Y
2 + Y und a1← a1 + Y = X + Y .

Nun istX der führende Term vonp, und der ist weder durchXY noch
durchY 2 teilbar, also kommt er in den Rest:

p← p−X = Y
2 + Y und r ← r + X = X .

Der nun f̈uhrende TermY 2 von p ist gleichzeitig der f̈uhrende Term
vonf2 und nicht teilbar durchXY , also wird

p← p− f2 = Y + 1 und a2← a2 + 1 = 1 .
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Die verbleibenden Terme vonp sind weder durchXY noch durchY 2

teilbar, kommen also in den Rest, so daß wir als Ergebnis erhalten

f = a1f1 +a2f2 + r mit a1 = X +Y, a2 = 1 und r = X +Y + 1 .

Wenn wir statt durch das Paar (f1, f2) durch (f2, f1) dividiert hätten,
hätten wir im ersten Schritt zwar ebenfallsX2Y durchXY dividiert,
denn durchY 2 ist es nicht teilbar. Der neue führende TermXY 2 ist aber
durch beides teilbar, und wennf2 an erster Stelle steht, nehmen wir im
Zweifelsfall dessen f̈uhrenden Term. Man rechnet leicht nach, daß man
hier mit folgendem Ergebnis endet:

f = a1f1 + a2f2 + r mit a1 = X + 1, a2 = X und r = X + 1 .

Wie wir sehen, sind also sowohl die
”
Quotienten“ai als auch der

”
Rest“r

von der Reihenfolge derfi abḧangig. Sie ḧangen naẗurlich im allge-
meinen auch ab von der verwendeten Monomordnung; deshalb haben
wir die schließlich eingef̈uhrt.

Als zweites Beispiel wollen wirf = XY 2 −X durch die beiden Poly-
nomef1 = XY + 1 und f2 = Y 2 − 1 dividieren. Im ersten Schritt
dividieren wirXY 2 durchXY mit ErgebnisY , ersetzen alsof durch
−X − Y . Diese beiden Terme sind weder durchXY noch durchY 2

teilbar, also ist unser Endergebnis

f = a1f1 + a2f2 + r mit a1 = Y, a2 = 0 und r = −X − Y .

Hätten wir stattdessen durch (f2, f1) dividiert, hätten wir als erstesXY 2

durchY 2 dividiert mit ErgebnisX; daf = Xf2 ist, geht die Division hier
ohne Rest auf. Der Divisionsalgorithmus erlaubt uns also nicht einmal
die sichere Feststellung, obf als Linearkombination derfi darstellbar
ist oder nicht; als alleiniges Hilfsmittel zur Lösung nichtlinearer Glei-
chungssysteme reicht er offenbar nicht aus. Daher müssen wir in den
folgenden Paragraphen noch weitere Werkzeuge betrachten.

§4: Der Hilbertsche Basissatz

Die Grundidee des Algorithmus von BUCHBERGERbesteht darin, das
Gleichungssystem so abzuändern, daß m̈oglichst viele seiner Eigen-
schaften bereits an den führenden Termen der Gleichungen ablesbar
sind.
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Angenommen, wir haben ein nichtlineares Gleichungssystem

f1(X1, . . . ,Xn) = · · · = fm(X1, . . . ,Xn) = 0

mit fi ∈ R = k[X1, . . . ,Xn]; seine L̈osungsmenge seiL ⊆ kn.

Wie wir aus§1 wissen, ḧangtL nur ab von dem IdealI = (f1, . . . , fm);
zur Lösung des Systems sollten wir daher versuchen, ein möglichst

”
einfaches“ Erzeugendensystem für dieses Ideal zu finden.

Ganz besonders einfach (wenn auch selten ausreichend) sindIdeale, die
von Monomen erzeugt werden:

Definition: Ein IdealI ⊳ R = k[X1, . . . ,Xn] heißtmonomial,wenn es
von (nicht notwendigerweise endlich vielen) Monomen erzeugt wird.

Nehmen wir an,I werde erzeugt von den MonomenXα mit α aus
einer IndexmengeA. Ist dannXβ irgendein Monom ausI, kann es als
endliche Linearkombination

X
β =

r∑

i=1

fiX
αi mit αi ∈ A

geschrieben werden, wobei diefi irgendwelche Polynome ausR sind.
Da sich jedes Polynom als Summe von Monomen schreiben läßt,
können wirfi als k-Linearkombination von MonomenXγ schreiben
und bekommen damit eine neue Darstellung vonXβ als Summe von
Termen der FormcXγXα mit α ∈ A, β ∈ N

n
0 undc ∈ k. Sortieren wir

diese Summanden nach den resultierenden MonomenXγ+α und fassen
alle Summanden mit gleichem Monom zusammen, so entsteht eine k-
Linearkombination verschiedener Monome, die insgesamt gleich Xβ

ist. Das ist aber nur m̈oglich, wenn diese Summe aus dem einen Sum-
mandenXβ besteht, d.h.β läßt sich schreiben in der Formβ = α + γ
mit einemα ∈ A und einemγ ∈ N

n
0 .

Dies zeigt, daß ein MonomXβ genau dann inI liegt, wennβ = α + γ

ist mit einemα ∈ A und einemγ ∈ N
n
0 , d.h.Xβ ist das Produkt eines

der erzeugenden Monome mitirgendeinemMonom. Das IdealI besteht
genau aus den Polynomenf , die sich alsk-Linearkombinationen solcher
Monome schreiben lassen.
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Damit folgt insbesondere, daß ein Polynomf genau dann in einem
monomialen IdealI liegt, wenn jedes seiner Monome dort liegt.

Lemma von Dickson: Jedes monomiale Ideal inR = k[X1, . . . ,Xn]
kann von endlich vielen Monomen erzeugt werden.

Der Beweiswird durch vollsẗandige Induktion nachn geführt. Im Fall
n = 1 ist alles klar, denn da sind die Monome gerade die Potenzen
der einzigen Variable, und natürlich erzeugt jede Menge von Potenzen
genau dasselbe Ideal wie die Potenz mit dem kleinsten Exponenten aus
dieser Menge. Hier kommt man also sogar mit einem einzigen Monom
aus.

Im Fall n > 1 und α ∈ N
n
0 setzen wirX ′α = Xα1

1 · · ·X
αn−1

n−1 und
betrachten das Ideal

J =
(
X

′α ∣∣ Xα ∈ I
)

⊳ k[X1, . . . ,Xn−1] .

Nach Induktionsvoraussetzung wirdJ erzeugt von endlich vielen
MonomenX ′α

Jedes Monom aus aus dem endlichen Erzeugendensystem vonJ läßt
sich in der FormX ′α schreiben mit einemα ∈ N

n
0 , für dasXα in I

liegt. Unter den Indizesαn, die wir dabei jeweils an das (n − 1)-Tupel

(α1, . . . , αn−1) anḧangen, seir der gr̈oßte. Dann liegtX ′α′

Xr
n für je-

des Monom aus dem Erzeugendensystem vonJ in I und damit f̈ur
jedes Monom ausJ . Die endlich vielen MonomeXα′

Xr
n erzeugen also

zumindest ein Teilideal vonI.

Es gibt aber natürlich auch noch Monome inI, in denenXn mit einem
kleineren Exponenten alsr auftritt. Um auch diese Elemente zu erfassen,
betrachten wir f̈ur jedess < r das IdealJs ⊳ k[X1, . . . ,Xn−1], das von
allen jeden MonomenX ′α erzeugt wird, f̈ur dieX ′αXs

n in I liegt. Auch
jedes derJs wird nach Induktionsannahme erzeugt von endlich vielen
MonomenX ′α, und wenn wir die s̈amtlichen MonomeX ′αXs

n zu un-
serem Erzeugendensystem hinzunehmen (für alles = 0, 1, · · · , r − 1),
haben wir offensichtlich ein Erzeugendensystem vonI aus endlich vie-
len Monomen gefunden.
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LEONARD EUGENE DICKSON (1874–1954) wurde in
Iowa geboren, wuchs aber in Texas auf. Seinen Bachelor-
und Mastergrad bekam er von der University of Texas,
danach ging er an die Universität von Chicago. Mit sei-
ner 1896 dort eingereichte DissertationAnalytic Repre-
sentation of Substitutions on a Power of a Prime Num-
ber of Letters with a Discussion of the Linear Group
wurde er der erste dort promovierte Mathematiker. Auch
die weiteren seiner 275 wissenschaftlichen Arbeiten,
darunter acht B̈ucher, bescḧaftigen sich vor allem mit
der Algebra und Zahlentheorie. Den größten Teil seines
Berufslebens verbrachte er als Professor an der Univer-
sität von Chicago, dazu kommen regelmäßige Besuche
in Berkeley.

Beliebige Ideale sind im allgemeinen nicht monomial; schondas von
X + 1 erzeugte Ideal ink[X] ist ein Gegenbeispiel, denn es enthält
weder das MonomX noch das Monom 1, im Widerspruch zu der oben
gezeigten Eigenschaft eines monomialen Ideals, zu jedem seiner Ele-
mente auch dessen sämtliche Monome zu enthalten.

Um monomiale Ideale auch für die Untersuchung solcher Ideale nützlich
zu machen, ẅahlen wir eine Monomordnung aufR und definieren f̈ur
ein beliebiges IdealI ⊳ R =

def
k[X1, . . . ,Xn] das monomiale Ideal

FM(I) =
(

FM(f )
∣∣ f ∈ I r {0}

)
,

das von den f̈uhrenden Monomenaller Elemente vonI erzeugt wird
– außer naẗurlich dem nicht existierenden führenden Monom der Null.

Nach dem Lemma von DICKSON ist FM(I) erzeugt von endlich vielen
Monomen. Jedes dieser Monome ist, wie wir eingangs gesehen haben,
ein Vielfaches eines der erzeugenden Monome, also eines führenden
Monoms eines Elements vonI. Ein Vielfaches des f̈uhrenden Monoms
ist aber das f̈uhrende Monom des entsprechenden Vielfachen des Ele-
ments vonI, denn FM(Xγf ) = Xγ FM(f ), da f̈ur jede Monomordnung
gilt α < β =⇒ α + β < α + γ. Somit wird FM(I) erzeugt von endlich
vielen Monomen der Form FM(fi), wobei diefi Elemente vonI sind.
Wir wollen sehen, daß die Elementefi das IdealI erzeugen; damit folgt
insbesondere
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Hilbertscher Basissatz: Jedes IdealI ⊳ R = k[X1, . . . ,Xn] hat ein
endliches Erzeugendensystem.

Beweis:Wie wir bereits wissen, gibt es Elementef1, . . . fm ∈ I, so daß
FM(I) von den Monomen FM(fi) erzeugt wird. Um zu zeigen, daß die
Elementefi das IdealI erzeugen, betrachten wir ein beliebiges Element
f ∈ I und versuchen, es alsR-Linearkombination derfi zu schreiben.
Division von f durchf1, . . . , fm zeigt, daß es Polynomea1, . . . , am

undr in R gibt derart, daß

f = a1f1 + · · · + amfm + r .

Wir sind fertig, wenn wir zeigen k̈onnen, daß der Divisionsrestr ver-
schwindet.

Falls r nicht verschwindet, zeigt der Divisionsalgorithmus, daß das
führende Monom FM(r) von r durch kein f̈uhrendes Monom FM(fi)
eines der Divisorenfi teilbar ist. Andererseits ist aber

r = f − (a1f1 + · · · + amfm)

ein Element vonI, und damit liegt FM(r) im von den FM(fi) erzeugten
Ideal FM(I). Somit muß FM(r) Vielfaches eines FM(fi) sein, ein Wider-
spruch. Also istr = 0.

DAVID HILBERT (1862–1943) wurde in K̈onigsberg ge-
boren, wo er auch zur Schule und zur Universität ging.
Er promovierte dort 1885 mit einem Thema aus der In-
variantentheorie, habilitierte sich 1886 und bekam 1893
einen Lehrstuhl. 1895 wechselte er an das damalige
Zentrum der deutschen wie auch internationalen Ma-
thematik, die Universiẗat Göttingen, wo er bis zu sei-
ner Emeritierung im Jahre 1930 lehrte. Seine Arbei-
ten umfassen ein riesiges Spektrum aus unter anderem
Invariantentheorie, Zahlentheorie, Geometrie, Funkti-
onalanalysis, Logik und Grundlagen der Mathematik
sowie auch zur Relativitätstheorie. Er gilt als einer der
Väter der modernen Algebra.
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§5: Gröbner-Basen und der Buchberger-Algorithmus

Angesichts der Rolle der führenden Monome im obigen Beweis bietet
sich folgende Definition an für eine Idealbasis, bezüglich derer m̈oglichst
viele Eigenschaften bereits an den führenden Monomen abgelesen wer-
den k̈onnen:

Definition: Eine endliche TeilmengeG = {g1, . . . , gm} ⊂ I eines
IdealsI ⊳ R = k[X1, . . . ,Xn] heißt Standardbasis oder GRÖBNER-
Basis vonI, falls die Monome FM(gi) das Ideal FM(I) erzeugen.

WOLFGANG GRÖBNER wurde 1899 im damals nocḧosterreichischen S̈udtirol geboren.
Nach Ende des ersten Weltkriegs, in dem er an der italienischen Front k̈ampfte, studierte
er zun̈achst an der TU Graz Maschinenbau, beendete dieses Studium aber nicht, sondern
begann 1929 an der Universität Wien ein Mathematikstudium. Nach seiner Promotion
ging er zu EMMY NOETHERnach G̈ottingen, um dort Algebra zu lernen. Aus materiellen
Gründen mußte er schon bald nachÖsterreich zur̈uck, konnte aber auch dort zunächst
keine Anstellung finden, so daß er Kleinkraftwerke baute undim Hotel seines Vaters
aushalf. Ein italienischen Mathematiker, der dort seinen Urlaub verbrachte, vermittelte
ihm eine Stelle an der Universität Rom, die er 1939 wieder verlassen mußte, nachdem er
sich beim Anschluß S̈udtirols an Italien f̈ur die deutsche Staatsbürgerschaft entschieden
hatte. Ẅahrend des zweiten Weltkriegs arbeitete er größtenteils an einem Forschungsin-
stitut der Luftwaffe, nach Kriegsende als Extraordinariusin Wien, dann als Ordinarius
in Innsbruck, wo er 1980 starb. Seine Arbeiten beschäftigen sich mit der Algebra und
algebraischen Geometrie sowie mit Methoden der Computeralgebra zur L̈osung von Dif-
ferentialgleichungen.

Die Theorie der GRÖBNER-Basen wurde von seinem Studenten BRUNO BUCHBERGERin
dessen Dissertation entwickelt. BUCHBERGERwurde 1942 in Innsbruck geboren, wo er
auch Mathematik studierte und 1966 bei GRÖBNER promovierte mit der ArbeitEin Al-
gorithmus zum Auffinden der Basiselemente des Restklassenrings nach einem nulldimen-
sionalen Polynomideal.Er arbeitete zun̈achst als Assistent, nach seiner Habilitation als
Dozent an der Universität Innsbruck, bis er 1974 einen Ruf auf den Lehrstuhl für Compu-
termathematik an der Universität Linz erhielt. Dort gr̈undete er 1987 das Research Institute
for Symbolic Computation (RISC), dessen Direktor er bis 1999 war. 1989 initiierte er in
Hagenberg (etwa 20 km nordöstlich von Linz) die Gr̈undung eines Softwareparks mit
angeschlossener Fachhochschule; er hat mittlerweile fastTausend Mitarbeiter. Außer mit
Computeralgebra beschäftigt er sich auch im Rahmen des Theorema-Projekts mit dem
automatischen Beweisen mathematischer Aussagen.

Wie der obige Beweis des HILBERTschen Basissatzes zeigt, erzeugt eine
GRÖBNER-Basis das Ideals. Außerdem hat jedes IdealI im Polynomring
eine GRÖBNER-Basis, denn nach dem Lemma von DICKSONhat das Ideal
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der führenden Monome ein endliches Erzeugendensystem, und jedes
Monom aus diesem Erzeugendensystem ist führendes Monom eines
Polynomsfi ∈ I. Die Menge der Polynomefi ist offensichtlich eine
GRÖBNER-Basis im Sinne der obigen Definition.

Bevor wir uns damit beschäftigen, wie man diese berechnen kann, wollen
wir zunächst eine wichtige Eigenschaft betrachten.

{g1, . . . , gm} sei eine GRÖBNER-Basis eines IdealsI ⊳ R. Wir wollen
ein beliebiges Elementf ∈ R durchg1, . . . , gm dividieren. Dies liefert
als Ergebnis

f = a1g1 + · · · + amgm + r ,

wobei kein Monom vonr durch eines der Monome FM(gi) teilbar ist.
Wie wir wissen, sind allerdings bei der Polynomdivision im allgemeinen
weder der Divisionsrestr noch die Koeffizientenai auch nur im ent-
ferntesten eindeutig. Wir wollen untersuchen, wie sich dashier verḧalt.

Angenommen. wir haben zwei Darstellungen

f = a1g1 + · · · + amgm + r = b1g1 + · · · + bmgm + s

der obigen Form. Dann ist

(a1− b1)g1 + · · · + (am − bm)gm = s− r .

Links steht ein Element vonI, also auch rechts. Andererseits enthält
aber wederr nochs ein Monom, das durch eines der Monome FM(gi)
teilbar ist, d.h.r − s = 0, da die FM(gi) ja das Ideal FM(I) erzeugen.
Somit ist bei der Division durch die Elemente einer GRÖBNER-Basis
der Divisionsrest eindeutig bestimmt. Insbesondere istf genau dann
ein Element vonI, wenn der Divisionsrest verschwindet. Wenn wir
eine GRÖBNER-Basis haben, k̈onnen wir also leicht entscheiden, ob ein
gegebenes Elementf ∈ R im IdealI liegt.

Nachdem im Fall einer GRÖBNER-Basis der Divisionsrest nicht von
der Reihenfolge der Basiselemente abhängt, k̈onnen wir ihn durch ein
Symbol bezeichnen, das nur von derMengeG = {g1, . . . , gm} abḧangt;

wir schreibenf
G

.

Als nächstes wollen wir uns mit der Frage beschäftigen, wie wir f̈ur ein
vorgegebenes IdealI eine GRÖBNER-Basis bestimmen k̈onnen.
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Dazu m̈ussen wir uns als erstesüberlegen,wie das Ideal vorgegeben
sein soll. Wenn wir damit rechnen wollen, müssen wir irgendeine Art
von endlicher Information haben; was sich anbietet ist natürlich ein
endliches Erzeugendensystem.

Wir gehen also aus von einem IdealI = (f1, . . . , fm) und suchen eine
GRÖBNER-Basis. Das Problem ist, daß die Monome FM(fi) im allge-
meinen nicht ausreichen, um das monomiale Ideal FM(I) zu erzeugen,
denn dieses enthält jajedesMonom eines jeden Elements vonI und nicht
nur das f̈uhrende. Wir m̈ussen daher neue Elemente produzieren, deren
führende Monome in den gegebenen Elementenfi oder auch anderen
Elementen vonI erst weiter hinten vorkommen.

BUCHBERGERs Idee dazu war die Konstruktion sogenannterS-Poly-
nome: Seienf, g ∈ R zwei Polynome; FM(f ) = Xα und FM(g) = Xβ

seien ihre f̈uhrenden Monome, undXγ sei das kgV vonXα undXβ ,
d.h.γi = max(αi, βi) für i = 1, . . . , n. DasS-Polynom vonf undg ist

S(f, g) =
Xγ

FT(f )
· f − Xγ

FT(g)
· g .

Da Xγ

FT(f ) · f und Xγ

FT(g) · g beide nicht nur dasselbe führende MonomXγ

haben, sondern es wegen der Division durch den führendenTermstatt
nur das f̈uhrende Monom auch beide mit Koeffizient eins enthalten, fällt
es bei der Bildung vonS(f, g) weg. Daher ist das führende Monom von
S(f, g) kleiner alsXγ . Das folgende Lemma ist der Kern des Beweises,
daßS-Polynome alles sind, was wir brauchen, um GRÖBNER-Basen zu
berechnen.

Lemma: Für die Polynomef1, . . . , fm ∈ R sei

S =
m∑

i=1

λiX
αifi mit λi ∈ k und αi ∈ N

n
0

eine Linearkombination, zu der es einδ ∈ N
n
0 gebe, so daß alle Sum-

mandenXδ als führendes Monom haben, d.h.αi + multidegfi = δi für
i = 1, . . . ,m. Falls multidegS < δ ist, gibt es Elementeλij ∈ k, so daß

S =
m∑

i=1

m∑

j=1

λijX
γij S(fi, fj)
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ist mit Xγij = kgV
(
FM(fi), FM(fj)

)
.

Beweis:Der führende Koeffizient vonfi seiµi; dann istλiµi der führen-
de Koeffizient vonλiX

αifi. Somit ist multidegS genau dann kleiner
als δ, wenn

∑m
i=1 λiµi verschwindet. Wir normieren alleXαifi auf

führenden Koeffizienten eins, indem wirpi = Xαifi/µi betrachten;
dann ist

S =
m∑

i=1

λiµipi = λ1µ1(p1− p2) + (λ1µ1 + λ2µ2)(p2 − p3) + · · ·
+ (λ1µ1 + · · · + λm−1µm−1)(pm−1− pm)

+ (λ1µ1 + · · · + λmµm)pm ,

wobei der Summand in der letzten Zeile genau dann verschwindet, wenn
multidegS < δ.

Da allepi denselben Multigradδ und denselben führenden Koeffizienten
eins haben, k̈urzen sich in den Differenzenpi− pj die führenden Terme
weg, genau wie in denS-Polynomen. In der Tat: Bezeichnen wir den
Multigrad von kgV

(
FM(fi), FM(fj)

)
mit γij , so ist

pi − pj = X
δ−γij S(fi, fj) .

Damit hat die obige Summendarstellung vonS die geẅunschte Form.

Daraus folgt ziemlich unmittelbar

Satz:Ein Erzeugendensystemf1, . . . , fm eines IdealsI im Polynomring
R = k[X1, . . . ,Xn] ist genau dann eine GRÖBNER-Basis, wenn jedes
S-PolynomS(fi, fj) bei der Division durchf1, . . . , fm Rest Null hat.

Beweis:Als R-Linearkombination vonfi undfj liegt dasS-Polynom
S(fi, fj) im IdealI; falls f1, . . . , fm eine GRÖBNER-Basis vonI ist, hat
es also Rest Null bei der Division durchf1, . . . , fm.

Umgekehrt seif1, . . . , fm ein Erzeugendensystem vonI ⊳ R mit der
Eigenschaft, daß alleS(fi, fj) bei der Division durchf1, . . . , fm (in
irgendeiner Reihenfolge) Divisionsrest Null haben. Wir wollen zeigen,
daßf1, . . . , fm dann eine GRÖBNER-Basis ist, daß also die führenden
Monome FM(f1), . . . , FM(fm) das Ideal FM(I) erzeugen.
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Sei alsof ∈ I ein beliebiges Element; wir m̈ussen zeigen, daß FM(f )
im von den FM(fi) erzeugten Ideal liegt.

Daf in I liegt, gibt es eine Darstellung

f = h1f1 + · · · + hmfm mit hi ∈ R .

Falls sich hier bei den führenden Termen nichts wegkürzt, ist der
führende Term vonf die Summe der f̈uhrenden Terme gewisser Pro-
duktehifi, die allesamt dasselbe führende Monom FM(f ) haben. We-
gen FM(hifi) = FM(hi) FM(fi) liegt FM(f ) daher im von den FM(fi)
erzeugten Ideal.

Falls sich die maximalen unter den führenden Termen FT(hifi) gegen-
seitig wegk̈urzen, l̈aßt sich die entsprechende Teilsumme derhifi nach
dem vorigen Lemma auch als eine Summe vonS-Polynomen schreiben.
Diese wiederum lassen sich nach Voraussetzung durch den Divisions-
algorithmus als Linearkombinationen derfi darstellen. Damit erhalten
wir eine neue Darstellung

f = h̃1f1 + · · · + h̃mfm mit h̃i ∈ R ,

in der der maximale Multigrad eines Summanden echt kleiner ist als
in der obigen Darstellung, denn in der Darstellung als Summevon S-
Polynomen sind die Terme mit dem maximalem Multigrad verschwun-
den.

Mit dieser Darstellung k̈onnen wir wie oben argumentieren: Falls sich
bei den f̈uhrenden Termen nichts wegkürzt, haben wir FM(f ) als Ele-
ment des von den FM(fi) erzeugten Ideals dargestellt, andernfalls er-
halten wir wieder viaS-Polynome und deren Reduktion eine neue Dar-
stellung vonf als Linearkombination derfi mit noch kleinerem maxi-
malem Multigrad der Summanden, und so weiter. Das Verfahrenmuß
schließlich mit einer Summe ohne Kürzungen bei den führenden Termen
enden, da es nach der Wohlordnungseigenschaft einer Monomordnung
keine unendliche absteigende Folge von Multigraden geben kann.

Der BUCHBERGER-Algorithmus in seiner einfachsten Form macht aus
diesem Satz ein Verfahren zur Berechnung einer GRÖBNER-Basis aus
einem vorgegebenen Erzeugendensystem eines Ideals:
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Gegebensindm Elementef1, . . . , fm ∈ R = k[X1, . . . ,Xn].

Berechnetwird eine GRÖBNER-Basisg1, . . . , gr des davon erzeugten
IdealsI = (f1, . . . , fm) mit gi = fi für i ≤ m.

1. Schritt (Initialisierung):Setzegi = fi für i = 1, . . . ,m; die Menge
{g1, . . . , gm} werde mitG bezeichnet.

2. Schritt:SetzeG′ = G und teste f̈ur jedes Paar (f, g) ∈ G′ × G′ mit
f 6= g, ob der Restr bei der Division vonS(f, g) durch die Elemente
von G′ (in irgendeiner Reihenfolge angeordnet) verschwindet. Falls
nicht, wirdG ersetzt durchG ∪ {r}.
3. Schritt: Ist G = G′, so endet der Algorithmus mitG als Ergebnis;
andernfalls geht es zurück zum zweiten Schritt.

Wenn der Algorithmus im dritten Schritt endet, ist der Rest bei der
Division vonS(f, g) durch die Elemente vonG stets das Nullpolynom;
nach dem gerade bewiesenen Satz istG daher eine GRÖBNER-Basis. Da
sowohl dieS-Polynome als auch ihre Divisionsreste inI liegen undG
ein Erzeugendensystem vonI entḧalt, ist auch klar, daß es sich dabei
um eine GRÖBNER-Basis vonI handelt. Wir m̈ussen uns daher nur noch
überlegen, daß der Algorithmus nach endlich vielen Iterationen abbricht.

Wenn im zweiten Schritt ein nichtverschwindender Divisionsrestr auf-
taucht, ist dessen führendes Monom durch kein führendes Monom eines
Polynomsg ∈ G teilbar. Das von den führenden Monomen derg ∈ G
erzeugte Ideal vonR wird daher gr̈oßer, nachdemG um r erweitert
wurde. Wenn dies unbeschränkt m̈oglich wäre, erhielten wir daher eine
unendliche aufsteigende Folge von monomialen IdealenJi, von denen
jedes echt gr̈oßer ist als sein Vorg̈anger:

J1 < J2 < · · ·Ji < Ji+1 < · · · .

Natürlich ist auch die VereinigungJ aller Ji ein monomiales Ideal, hat
also nach dem Lemma von DICKSON ein endliches Erzeugendensystem
{M1, . . . ,Mq}. Da jedesMj in einemJi und damit auch in allen fol-
genden liegen muß, gibt es einm, so daß alleMj in Jm liegen. Damit
ist J = (M1, . . . ,Mq) ⊆ Jm, im Widerspruch zur Annahme, daßJm+1
und damit auchJ echt gr̈oßer alsMj ist.
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Der Algorithmus kann natürlich auf mehrere offensichtliche Weisen
optimiert werden: Beispielsweise stößt man beim wiederholten Durch-
laufen des zweiten Schritts immer wieder auf dieselbenS-Polynome,
die daher nicht jedes Mal neu berechnet werden müssen, und wenn eines
dieser Polynome einmal Divisionsrest Null hatte, hat es auch bei jedem
weiteren Durchgang Divisionsrest Null, denn dann wird ja wieder durch
dieselben Polynome (plus einiger neuer) dividiert. Es gibtinzwischen
auch zahlreiche nicht offensichtliche Verbesserungen undOptimierun-
gen; wir wollen uns aber mit dem Prinzip begnügen und stattdessen
sp̈ater noch einige andere Themen behandeln.

Der BUCHBERGER-Algorithmus hat den Nachteil, daß er das vorgegebe-
ne Erzeugendensystem in jedem Schritt größer macht ohne je ein Ele-
ment zu streichen. Dies ist weder beim GAUSS-Algorithmus noch beim
EUKLID ischen Algorithmus der Fall, bei denen jeweils eine Gleichung
durch eine andereersetztwird. Obwohl wir sowohl die Eliminations-
schritte des GAUSS-Algorithmus als auch die einzelnen Schritte der Poly-
nomdivisionen beim EUKLID ischen Algorithmus durchS-Polynome
ausdr̈ucken k̈onnen,müssenwir im allgemeinen Fall zus̈atzlich zug
und S(f, g) auch noch das Polynomf beibehalten; andernfalls kann
sich die L̈osungsmengëandern:

Als Beispiel k̈onnen wir das Gleichungssystem

f (X,Y ) = X
2
Y + XY

2 + 1 = 0 und g(X,Y ) = X
3−XY − Y = 0

betrachten. Wenn wir mit der lexikographischen Ordnung arbeiten, sind
hier die einzelnen Monome bereits der Größe nach geordnet, insbeson-
dere stehen also die führenden Monome an erster Stelle und

S(f, g) = Xf (X,Y )− Y g(X,Y ) = X
2
Y

2 + XY
2 + X + Y

2 .

Der führende TermX2Y 2 ist durch den f̈uhrenden TermX2Y von f
teilbar; subtrahieren wirY f vom S-Polynom, erhalten wir das nicht
weiter reduzierbare Polynom

h(X,Y ) = −XY
3 + XY

2 + X + Y
2 − Y .

Sowohlg(X,Y ) als auchh(X,Y ) verschwinden im Punkt (0, 0); dieser
ist aber keine L̈osung des Ausgangssystems, daf (0, 0) = 1 nicht ver-
schwindet.
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Aus diesem Grund werden die nach dem BUCHBERGER-Algorithmus
berechneten GRÖBNER-Basen oft sehr groß und unhandlich. Betrachten
wir dazu als Beispiel das System aus den beiden Gleichungen

f1 = X
3 − 2XY und f2 = X

2
Y − 2Y

2 + X

und berechnen eine GRÖBNER-Basis bez̈uglich der graduiert lexikogra-
phischen Ordnung.

S(f1, f2) = Y f1−Xf2 = −X
2

ist weder durch den führenden Term vonf1 noch den vonf2 teilbar,
muß also als neues Elementf3 in die Basis aufgenommen werden.

S(f1, f3) = f1 + Xf3 = −2XY

kann wieder mit keinem derfi reduziert werden, muß also als neues
Elementf4 in die Basis. Genauso ist es mit

f5 = S(f2, f3) = f2 + Y f3 = −2Y
2 + X .

Für das so erweiterte Erzeugendensystem, bestehend aus den Polynomen

f1 = X
3 − 2XY, f2 = X

2
Y − 2Y

2 + X, f3 = −X
2
,

f4 = −2XY und f5 = −2Y
2 + X ,

sind dieS-Polynome

S(f1, f2) = f3, S(f1, f3) = f4 und S(f2, f3) = f5

trivialerweise auf Null reduzierbar, die anderen Kombinationen m̈ussen
wir nachrechnen:

S(f1, f4) = Y f1 +
X2

2
f4 = −2XY

2 = Y f4

S(f1, f5) = Y
2
f1 +

X3

2
f5 = −2XY

3 +
X4

2
=

X

2
f1 + f2 + Y

2
f4− f5

S(f2, f4) = f2 +
X

2
f4 = −2Y

2 + X = f5

S(f2, f5) = Y f2 +
X2

2
f5 =

X3

2
+ XY − 2Y

3 =
1
2
f1−

1
2
f4 + Y f5
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S(f3, f4) = −Y f3−
X

2
f4 = 0

S(f3, f5) = −Y
2
f3−

X2

2
f5 =

1
2
f1−

1
2
f4

S(f4, f5) = −Y

2
f4−

X

2
f5 =

X2

2
= −1

2
f3

Somit bilden diese f̈unf Polynome eine GRÖBNER-Basis des vonf1
undf2 erzeugten Ideals.

Zum Glück brauchen wir aber nicht alle fünf Polynome. Das folgende
Lemma gibt ein Kriterium, wann man auf ein Erzeugendes verzichten
kann, und illustriert gleichzeitig das allgemeine Prinzip, wonach bei ei-
ner GRÖBNER-Basis alle wichtigen Eigenschaften anhand der führenden
Termen ablesbar sein sollten:

Lemma: G sei eine GRÖBNER-Basis des IdealsI ⊳ k[X1, . . . ,Xn], und
g ∈ G sei ein Polynom, dessen führendes Monom im von den führenden
Monomen der restlichen Basiselemente erzeugten monomialen Ideal
liegt. Dann ist auchG r {g} eine GRÖBNER-Basis vonI.

Beweis:G r {g} ist nach Definition genau dann eine GRÖBNER-Basis
von I, wenn die f̈uhrenden Terme der Basiselemente das Ideal FM(I)
erzeugen. DaG eine GRÖBNER-Basis vonI ist und die f̈uhrenden Terme
egal ob mit oder ohne FT(g) dasselbe monomiale Ideal erzeugen, ist das
klar.

Man beachte, daß sich dieses Lemma nur anwenden läßt, wennG eine
GRÖBNER-Basis vonI ist; wir können nicht schon ẅahrend des Rechen-
gangs im BUCHBERGER-Algorithmus Elemente streichen. Im obigen
Beispiel etwa wird das IdealI = (f1, f2) naẗurlich auch erzeugt von
f1, f2 undf3; dabei ist FM(f1) = X3, FM(f2) = X2Y , und FM(f3) = X2

teilt beide dieser Monome. Wenn das Lemma auf die Basisf1, f2, f3 an-
wendbar ẅare, k̈onnten wir alsof1 undf2 streichen undf3 wäre f̈ur sich
allein eine GRÖBNER-Basis vonI. Naẗurlich ist aberI 6= (−X2), denn
wederf1 nochf2 sind Vielfache vonX2.
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Von der Menge{f1, f2, f3, f4, f5} haben wir mit Hilfe des Kriteriums
von BUCHBERGERverifiziert, daß sie eine GRÖBNER-Basis vonI ist;
deshalb k̈onnen wir das Lemma darauf anwenden undf1, f2 streichen.
Wir können das aber erst jetzt tun, denn im Verlauf der Berechnungen
wurdenf1 undf2 noch gebraucht umf4 = S(f1, f3) undf5 = S(f2, f3)
zu konstruieren. Somit istI = (f3, f4, f5), und darauf k̈onnen wir das
Lemma nicht weiter anwenden, denn

FM(f3) = X
2
, FM(f4) = XY und FM(f5) = Y

2 ,

und keines dieser drei Monome ist Vielfaches eines der anderen.

Zur weiteren Normierung k̈onnen wir noch durch die führenden Koeffi-
zienten teilen und erhalten dann dieminimaleGRÖBNER-Basis

f̃3 = X
2
, f̃4 = XY und f̃5 = Y

2 − X

2
.

Definition: Eine minimaleGRÖBNER-Basis vonI ist eine GRÖBNER-
Basis vonI mit folgenden Eigenschaften:
1.) Alle g ∈ G haben den f̈uhrenden Koeffizienten eins
2.) Für kein g ∈ G liegt FM(g) im von den f̈uhrenden Monomen der

übrigen Elemente erzeugten Ideal.

Da ein MonomXα genau dann im von einer MengeM von Monomen
erzeugten Ideal liegt, wenn es durch eines dieser Monome teilbar ist,
können wir die zweite Bedingung auch so ausdrücken, daß es keine zwei
Elementeg 6= g′ in G geben darf, f̈ur die FM(g) ein Teiler von FM(g′)
ist.

Es ist klar, daß jede GRÖBNER-Basis zu einer minimalen GRÖBNER-Basis
verkleinert werden kann: Durch Division können wir alle f̈uhrenden Ko-
effizienten zu eins machen ohne etwas an der Erzeugung zuändern, und
nach obigem Lemma k̈onnen wir nacheinander alle Elemente eliminie-
ren, die die zweite Bedingung verletzen.

Wir können aber noch mehr erreichen: Wenn nicht das führende, sondern
einfachirgendeinMonom eines Polynomsg ∈ G im von den f̈uhrenden
Termen der̈ubrigen Elemente erzeugten Ideal liegt, ist dieses Monom
teilbar durch das f̈uhrende Monom eines anderen Polynomsh ∈ G. Wir
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können den Term mit diesem Monom daher zum Verschwinden bringen,
indem wirg ersetzen durchg minus ein Vielfaches vonh. Da sich dabei
nichts an den f̈uhrenden Termen der Elemente vonG ändert, bleibtG
eine GRÖBNER-Basis. Wir k̈onnen somit aus den Elementen einer mi-
nimalen GRÖBNER-Basis Terme eliminieren, die durch den führenden
Term eines anderen Elements teilbar sind. Was dabei schließlich entste-
hen sollte, ist einereduzierteGRÖBNER-Basis:

Definition: Eine reduzierte GRÖBNER-Basis vonI ist eine GRÖBNER-
Basis vonI mit folgenden Eigenschaften:
1.) Alle g ∈ G haben den f̈uhrenden Koeffizienten eins
2.) Für kein g ∈ G liegt ein Monom vong im von den f̈uhrenden

Monomen der̈ubrigen Elemente erzeugten Ideal.

Die minimale Basis im obigen Beispiel ist offenbar schon reduziert,
denn außer̃f5 bestehen alle Basispolynome nur aus dem führendem
Term, und beif̃5 ist der zus̈atzliche Term linear, kann also nicht durch
die quadratischen führenden Monome der anderen Polynome teilbar
sein.

Reduzierte GRÖBNER-Basis haben eine für das praktische Rechnen mit
Idealen sehr wichtige zusätzliche Eigenschaft:

Satz: Jedes IdealI ⊳ k[X1, . . . ,Xn] hat (bei vorgegebener Monom-
ordnung) eine eindeutig bestimmte reduzierte GRÖBNER-Basis.

Beweis:Wir gehen aus von einer minimalen GRÖBNER-BasisG und
ersetzen nacheinander jedes Elementg ∈ G durch seinen Rest bei der
Polynomdivision durchG r {g}. Da bei einer minimalen GRÖBNER-
Basis kein f̈uhrendes Monom eines Element das führende Monom eines
anderen teilen kann,ändert sich dabei nichts an den führenden Termen,
G ist also auch nach der Ersetzung eine minimale GRÖBNER-Basis. In
der schließlich entstehenden Basis hat keing ∈ G mehr einen Term,
der durch den f̈uhrenden Term eines Elements vonG r {g} teilbar
wäre, denn auch wenn wir bei der Reduktion der einzelnen Elemente
durch eine eventuell andere Menge geteilt haben, hat sich doch an den
führenden Termen der Basiselemente nichts geändert. Also gibt es eine
reduzierte GRÖBNER-Basis.
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Nun seienG und G′ zwei reduzierte GRÖBNER-Basen vonI. Jedes
Elementf ∈ G′ liegt insbesondere inI, also istf

G
= 0. Insbesondere

muß der f̈uhrende Term vonf durch den f̈uhrenden Term einesg ∈ G

teilbar sein. Umgekehrt ist aber auchgG′

= 0, d.h. der f̈uhrende Term
von g muß durch den f̈uhrenden Term eines Elements vonf ′ ∈ G′

teilbar sein. Dieser f̈uhrende Term teilt dann insbesondere den führenden
Term vonf , und daG′ als reduzierte GRÖBNER-Basis minimal ist, muß
f ′ = f sein. Somit gibt es zu jedemg ∈ G genau einf ∈ G′ mit
FM(f ) = FM(g); insbesondere habenG undG′ dieselbe Elementanzahl.
Tats̈achlich muß sogarf = g sein, dennf − g liegt in I, entḧalt aber
keine Term, der durch den führenden Term irgendeines Elements vonG
teilbar ẅare. Also istf − g = 0.

Bemerkung: Die Forderung in den Definitionen von minimalen und
reduzierten GRÖBNER-Basen, daß alle führenden Koeffizienten eins sein
müssen, ist zwar n̈utzlich für theoretische Diskussionen, führt aber im
Falle von Polynomen mit rationalen Koeffizienten oft dazu, daß die Ko-
effizienten Nenner haben. Computeralgebrasysteme können zwar mit
rationalen Zahlen rechnen, indem sie diese durch Paare teilerfrem-
der ganzer Zahlen darstellen, aber diese Rechnungen sind erheblich
aufwendiger als solche mit ganzen Zahlen. Daher liefern einige Compu-
teralgebrasysteme beim Kommando zur Berechnung einer reduzierten
GRÖBNER-Basis anstelle von Polynomen mit führendem Koeffizienten
eins solche mit teilerfremden ganzzahligen Koeffizienten.



Kapitel 2
Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen

GRÖBNER-Basen haben eine Vielzahl von Anwendungen in der Algebra;
wir wollen uns hier vor allem damit beschäftigen, wie sie direkt oder
im Zusammenspiel mit anderen Methoden zur expliziten Lösung nicht-
linearer Gleichungssysteme führen k̈onnen. Explizit angebbar sind die
Lösungen meist nur, wenn die Lösungsmenge endlich ist; daher werden
wir uns meist auf solche Systeme beschränken und interessieren uns da-
her auch f̈ur Kriterien, wie wir einem Gleichungssystem die Endlichkeit
seiner L̈osungsmenge ansehen können.

§1: Gröbner-Basen für nichtlineare Gleichungssysteme

Wir gehen aus vonm Polynomgleichungen

fi(x1, . . . , xn) = 0 mit fi ∈ k[X1, . . . ,Xn] f ür i = 1, . . . ,m

und suchen die L̈osungsmenge
{

(x1, . . . , xn) ∈ k
n ∣∣ fi(x1, . . . , xn) = 0 für i = 1, . . . ,m

}
.

Diese wird allerdings oft leer sein; für f1 = X2−2 undf2 = Y 2−3 aus
Q[X] etwa ist diese Menge leer, da die Lösungen (±

√
2,±
√

3) nicht
in Q

2 liegen. Wir betrachten daher meist noch einen zweiten KörperK,
derk entḧalt, und interessieren uns allgemeiner für die Lösungsmenge
in Kn:

Definition: a) Ist I ein Ideal ink[X1, . . . ,Xn], und istK ein Körper,
derk entḧalt, setzen wir

VK(I) =
{

(x1, . . . , xn) ∈ K
n ∣∣ f (x1, . . . , xn) = 0 für allef ∈ I

}
.
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b) Für I = (f1, · · · , fm) schreiben wir auch kurzVK(f1, . . . , fm) an
Stelle vonVK(I).

Der Körperk sollte dabei m̈oglichst klein sein, denn mit den Elementen
dieses K̈orpers m̈ussen wir rechnen, und je größer der K̈orper, desto
aufwendiger sind seine Rechenoperationen. In konkreten Beispielen
werden wir uns meist aufk = Q beschr̈anken und – soweit m̈oglich –
sogar versuchen, unsere Konstruktionen inZ[X] durchzuf̈uhren.

Der KörperK hingegen sollte so groß sein, daß er für ein Gleichungssys-
tem, daß in irgendeinem K̈orper eine nichtleere endliche Lösungsmenge
hat, diese L̈osungsmenge enthält. Wir werden meistK = C betrachten.

Wie wir bereits aus§1 des vorigen Kapitels wissen, hängt die L̈osungs-
menge des Gleichungssystems nur ab vom IdealI = (f1, . . . , fm); wir
suchen ein Erzeugendensystem{g1, . . . , gr} dieses Ideals, aus dem wir
mehrüber die Mengen

VK(I) = VK(f1, . . . , fm) = VK(g1, . . . , gr)

ablesen k̈onnen. Wir erwarten natürlich, daß wir hier vor allem im Falle
einer geeigneten GRÖBNER-Basis{g1, . . . , gr} eventuell Erfolg haben.

Viele Lösungsans̈atze f̈ur Gleichungssysteme in mehreren Veränder-
lichen beruhen auf der Elimination von Variablen: Imℓ-ten Schritt
suchen wir nach Bedingungen, die ein (n − ℓ)-Tupel (xℓ+1, . . . , xn)
erfüllen muß, wenn es einℓ-Tupel (x1, . . . , xℓ) gibt, so daß (x1, . . . , xn)
in V (I) liegt. Eine solche Bedingung ist trivial: Für jedes Polynom
f ∈ I, in dem die VariablenX1, . . . ,Xℓ nicht vorkommen, muß
f (xℓ+1, . . . , xn) = 0 sein.

Definition: a)Dasℓ-teEliminationsidealeines IdealI ⊳ k[X1, . . . ,Xn]
ist Iℓ = I ∩ k[Xℓ+1, . . . ,Xn].
b) Eine Monomordnung< heißtEliminationsordnungfür X1, . . . ,Xℓ,
wenn jedes Monom, das mindestens eine der VariablenX1, . . . ,Xℓ

entḧalt, gr̈oßer ist als alle Monome, die nurXℓ+1, . . . ,Xn enthalten.

Die lexikographische Ordnung mitX1 > X2 > · · · > Xn−1 > Xn ist
offensichtlich f̈ur jedesℓ eine Eliminationsordnung für X1, . . . ,Xℓ, die
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graduiert lexikographische aber nicht, da bezüglich dieser beispielsweise
X1 < X2

n ist.

Satz: Ist G eine GRÖBNER-Basis vonI bez̈uglich einer Eliminations-
ordnung f̈ur X1, . . . ,Xℓ, so istG ∩ Iℓ eine GRÖBNER-Basis vonIℓ.

Beweis:Die Elemente vonG = {g1, . . . , gm} seien so angeordnet,
daß G ∩ Iℓ = {g1, . . . , gr} ist. Wir müssen zeigen, daß sich jedes
f ∈ Iℓ als Linearkombination vong1, . . . , gr mit Koeffizienten aus
k[Xℓ+1, . . . ,Xn] darstellen l̈aßt.

Der Divisionsalgorithmus bezüglich der lexikographischen Ordnung
gibt uns eine Darstellungf = h1g1 + · · · + hmgm von f als Element
von I. Die Polynomegr+1, . . . , gm enthalten jeweils mindestens eine
der VariablenX1, . . . ,Xℓ, und da wir eine Eliminationsordnung ver-
wenden, muß auch das führende Monom eine dieser Variablen enthalten.
Da kein Monom vonf eine dieser Variablen enthält, kann im Divisions-
algorithmus das f̈uhrende Monom eines dieser Polynome nie Teiler des
führenden Monoms des jeweils betrachteten Polynomsp sein, Somit ist
hr+1 = · · · = hm = 0, und in keinem der Polynomeh1, . . . , hr kann eine
der VariablenX1, . . . ,Xℓ auftreten. Dies zeigt, daßf im vong1, . . . , gr

erzeugten Ideal vonk[Xℓ+1, . . . ,Xn] liegt, d.h. dieses Ideal wird von
g1, . . . , gr erzeugt.

Um zu zeigen, daß es sich dabei sogar um eine GRÖBNER-Basis handelt,
können wir zum Beispiel zeigen, daß alleS(gi, gj) mit i, j ≤ r ohne Rest
durchg1, . . . , gr teilbar sind. DaG nach Voraussetzung eine GRÖBNER-
Basis ist, sind sie auf jeden Fall ohne Rest durchG teilbar, und wieder
kann bei der Division nie der führende Term eines Dividenden durch den
einesgi mit i > r teilbar sein, d.h.S(gi, gj) ist als Linearkombination
vong1, . . . , gr mit Koeffizienten ausk[g1, . . . , gr] darstellbar.

Daraus ergibt sich eine Strategie zur Lösung nichtlinearer Gleichungs-
systeme nach Art des GAUSS-Algorithmus: Wir gehen aus von der lexi-
kographischen Ordnung, die ja für jedesℓ eine Eliminationsordnung für
X1, . . . ,Xℓ ist, und bestimmen eine (reduzierte) GRÖBNER-Basis f̈ur das
von den Gleichungen erzeugte Ideal des Polynomringsk[X1, . . . ,Xn].
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Dann betrachten als erstes das EliminationsidealIn−1. Dieses besteht
nur aus Polynomen inXn; falls wir mit einer reduzierten GRÖBNER-
Basis arbeiten, gibt es darin höchstens ein solches Polynom.

Falls es ein solches Polynom gibt, muß jede Lösung des Gleichungs-
system als letzte Komponente eine von dessen Nullstellen haben. Wir
bestimmen daher diese Nullstellen (inK) und setzen sie nacheinan-
der in das restliche Gleichungssystem ein. Dadurch erhalten wir Glei-
chungssysteme inn − 1 Unbekannten, wo wir nach Gleichungen nur
in Xn−1 suchen k̈onnen. Diese erhalten wir, indem wir bei allen Erzeu-
genden des EliminationsidealsIn−2 für Xn nacheinander die Werte aus
VK(In−1) ⊂ k einsetzen. Nachdem wir soVK(In−2) ⊂ K2 bestimmt
haben, k̈onnen wir analog die MengenVK(In−3) ⊂ K3 und so weiter
bisVK(I) ⊂ Kn bestimmen.

Betrachten wir noch einmal das Beispiel gegen Ende von§5 des vorigen
Kapitels mit

f1 = X
3 − 2XY und f2 = X

2
Y − 2Y

2 + X .

Dort hatten wir die reduzierte GRÖBNER-Basis bez̈uglich der graduiert
lexikographischen Ordnung berechnet; sie besteht aus

g1 = X
2
, g2 = XY und g3 = Y

2 − X

2
.

Da die graduiert lexikographische Ordnung keine Eliminationsordnung
für X ist, können wir nicht erwarten, daß{g1, g2, g3}∩ k[Y ] ein Erzeu-
gendensystem des Eliminationsideals (f1, f2) ∩ k[Y ] liefert, und in der
Tat liegt keines dergi in k[Y ]. Zufälligerweise liegt aberg1 = X2

in k[X], wir wissen also, daß für jede L̈osung (x, y) des Gleichungs-
systemsx = 0 sein muß.g2 = XY verschwindet f̈ur alle solche Punkte
automatisch, undg3 = Y 2−X/2 verschwindet genau dann, wenn auch
y = 0 ist. Somit istV (f1, f2) = {(0, 0)}.

Wenn wir das Gleichungssystem mit dem hier vorgestellten Verfahren
lösen wollen. m̈ussen wir mit der lexikographischen Ordnung arbeiten.
Da die f̈uhrenden Terme vonf1 und f2 bei beiden Ordnungen gleich
sind und viele der zu berechnendenS-Polynome nur aus einem Term



Kap. 2: Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen 

bestehen,̈andert sich zun̈achst nichts: Wie bei der graduiert lexikogra-
phischen Ordnung kommen wir auf

f3 = S(f1, f2) = −X
2
, f4 = S(f1, f3) = −2XY und

f5 = S(f2, f3) = X − 2Y
2 .

Auch S(f1, f4) = −2XY 2 = Y f4 kann wie dort auf Null reduziert
werden, bei der Berechnung vonS(f1, f5) ist jetzt aber nicht mehrY 2,
sondernX das f̈uhrende Monom. Somit ist

S(f1, f5) = f1−X
2
f5 = 2X2

Y
2− 2XY = 2Y f2 + 2f4 + 4Y 3 ,

dasS-Polynom l̈aßt sich also modulo{f1, f2, f3, f4, f5} nicht auf Null
reduzieren und wir m̈ussenf6 = 4Y 3 als neues Element in die Basis
aufnehmen. Erst jetzt zeigt eine mühsame Rechnung, die man am besten
seinem Computer̈uberl̈aßt, daßS(fi, fj) für alle 1≤ i < j ≤ 6 modulo
{f1, f2, f3, f4, f5, f6} auf Null reduziert werden kann, womit wir eine
GRÖBNER-Basis gefunden haben.

Die führenden Monome der sechs Basiselemente bezüglich der lexiko-
graphischen Ordnung sind

FM(f1) = X3 , FM(f2) = X2Y , FM(f3) = −X2 ,
FM(f4) = −2XY , FM(f5) = X, , FM(f6) = 4Y 3 ;

wir können alsof1 bis f4 eliminieren. Die reduzierte GRÖBNER-Basis
bedeutet besteht somit ausg1 = X − 2Y 2 undg2 = Y 3.

Das EliminationsidealI1 wird daher erzeugt vong2 = Y 3, d.h. f̈ur jede
Lösung (x, y) mußy verschwinden. Setzen wiry = 0 in g1 ein, so sehen
wir, daß auchx verschwinden muß, der Nullpunkt ist also die einzige
Lösung.

Es war ein Zufall, daß wir dieses Ergebnis auch der GRÖBNER-Basis
bez̈uglich der graduiert lexikographischen Ordnung ansehen konnten;
bei komplizierteren Systemen wird dort oft jedes Basiselement alle
Variablen enthalten, so daß wir nichts sehen können. Trotzdem kann
die graduiert lexikographische Ordnung zur Lösung nichtlinearer Glei-
chungssysteme nützlich sein: 1993 publizierten J.C. FAUGÈRE, P. GIAN-
NI, D. LAZARD und T. MORA einen heute nach ihren Anfangsbuchstaben
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als FGLM benannten Algorithmus, der für ein IdealI mit endlicher
NullstellenmengeV (I) effizient eine GRÖBNER-Basis bez̈uglich der le-
xikographischen Ordnung bestimmt auf dem Umwegüber die graduiert
lexikographische Ordnung. Wir werden später sehen, daß wir im Falle
einer endlichen L̈osungsmenge diese auch ausgehend von einer beliebi-
gen GRÖBNER-Basis mit alternativen Techniken bestimmen können.

Nun kann es beim obigen Verfahren für nichtlineare Gleichungssyste-
me naẗurlich vorkommen, daßIn−1 das Nullideal ist; falls unter den
Lösungen des Systems unendlich viele Werte für die letzte Variable vor-
kommen, muß das sogar so sein. Es kann sogar vorkommen, daßalle
Eliminationsideale außerI0 = I das Nullideal sind. In diesem Fall führt
die gerade skizzierte Vorgehensweise zu nichts.

Bevor wir uns dar̈uber wundern, sollten wir uns̈uberlegen, was wir
überhaupt unter der L̈osung eines nichtlinearen Gleichungssystems ver-
stehen wollen. Im Falle einer endlichen Lösungsmenge ist das klar: Dann
wollen wir eine Auflistung der s̈amtlichen L̈osungstupel. Bei einer un-
endlichen L̈osungsmenge ist das aber nicht mehr möglich. Im Falle
eines linearen Gleichungssystems wissen wir, daß die Lösungsmenge
ein affiner Raum ist; wir k̈onnen sie daher auch wenn sie unendlich
sein sollte durch endlich viele Daten eindeutig beschreiben, zum Bei-
spiel durch eine spezielle Lösung und eine Basis des Lösungsraums des
zugeḧorigen homogenen Gleichungssystems.

Bei nichtlinearen Gleichungssystemen gibt es im allgemeinen keine
solche Beschreibung unendlicher Lösungsmengen: Die Lösungsmenge
des Gleichungssystems

X
2 + 2Y 2 + 3Z2 = 100 und 2X2 + 3Y 2 − Z

2 = 0

etwa ist die Schnittmenge eines Ellipsoids mit einem elliptischen Kegel;
sie besteht aus zwei ovalen Kurven höherer Ordnung. Die GRÖBNER-
Basis besteht in diesem Fall aus den beiden Polynomen

X
2 − 11Z2 + 300 und Y

2 + 7Z2− 200 ,

stellt uns dieselbe Menge also dar als Schnitt eines hyperbolischen und
eines elliptischen Zylinders. Eine explizitere Beschreibung der L̈osungs-
menge ist schwer vorstellbar.
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Auf der Basis von STURMschen Ketten, dem Lemma von THOM und
Verallgemeinerungen davon hat die semialgebraische Geometrie Metho-
den entwickelt, wie man auch allgemeinere Lösungsmengen nichtline-
arer Gleichungssysteme durch eine sogenannte zylindrische Zerlegung
qualitativ beschreiben kann; dazu wird derR

n in Teilmengen zerlegt,
in denen die L̈osungsmenge entweder ein einfaches qualitatives Verhal-
ten hat oder aber leeren Durchschnitt mit der Teilmenge. Dadurch kann
man insbesondere feststellen, in welchen Regionen desR

n Lösungen
zu finden sind; diese Methoden sind Gegenstand der reell-algebraischen
Geometrie.

In manchen F̈allen lassen sich L̈osungsmengen parametrisieren; wie
man mit Methoden der algebraischen Geometrie zeigen kann, ist das
aber im allgemeinen nur bei Gleichungen kleinen Grades der Fall und
kommt daher f̈ur allgemeine L̈osungsalgorithmen nicht in Frage.

Stets m̈oglich ist das umgekehrte Problem, d.h. die Beschreibung einer
parametrisch gegebenen Menge in impliziter Form. Hier gehen wir aus
von Gleichungen der Form

x1 = ϕ1(t1, . . . , tm), . . . , xn = ϕn(t1, . . . , tm) ,

und wir suchen Polynomef1, . . . , fr ausk[X1, . . . ,Xn], die auf der
Menge aller jener (x1, . . . , xn) verschwinden, f̈ur die es eine solche
Darstellung gibt (und eventuell noch auf Grenzwerten davon).

Dazu ẅahlen wir eine lexikographische Ordnung auf dem Polynom-
ring k[T1, . . . , Tm,X1, . . . ,Xn], bei der alleTi größer sind als dieXj ,
und bestimmen eine GRÖBNER-Basis f̈ur das von den Polynomen
Xi−ϕi(T1, . . . , Tm) erzeugte Ideal. Dessen Schnitt mitk[X1, . . . ,Xn]
ist ein Eliminationsideal, hat also als Basis genau die Polynome aus der
GRÖBNER-Basis, in denen keineTi vorkommen.

Fast genauso k̈onnen wir auch zu einer vorgegebenen endlichen Menge
von Punkten ein Gleichungssystem konstruieren, das genau diese Menge
als Lösungsmenge hat; dies spielt beispielsweise in der algebraischen
Statistik eine Rolle, wenn zu einem vorgegebenen Design diedamit
scḧatzbaren Modelle identifiziert werden sollen.
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Wir gehen aus vonr Punkten

Pi =
(
x

(i)
1 , . . . , x

(i)
n

)
∈ k

n
, i = 1, . . . , r,

und suchen ein IdealI ⊳ k[X1, . . . ,Xn], dessen Elemente genau in
den PunktenPi verschwinden. Im Falle nur eines PunktesPi können
wir einfach das Ideal

Ii =
(
X1− x

(i)
1 , . . . ,Xn − x

(i)
n

)

nehmen; bei mehreren Punkten brauchen wir den Durchschnittder Ideale
I1 bis Ir, für den wir kein offensichtliches Erzeugendensystem haben.

Betrachten wir stattdessen die Punkte

Qi =
(
t
(i)
1 , . . . , t

(i)
r , x

(i)
1 , . . . , x

(i)
n

)
∈ k

r+n mit t
(i)
j =

{
1 falls i = j
0 sonst

,

so erzeugen die Polynome
(
Xj − x

(i)
j

)
Ti ∈ k[T1, . . . , Tr,X1, . . . ,Xn]

für i = 1, . . . , n und j = 1, . . . , r zusammen mit dem Polynom
T1 + · · · + Tr − 1 ein Ideal, das alle PunkteQi als Nullstellen hat:
Die Polynome

(
Xj − x(i)

j

)
Ti verschwinden inQi, dax(i)

j die j-te Ko-

ordinate vonQi ist, und f̈ur ℓ 6= i verschwindet
(
Xj − x(i)

j

)
Tℓ, da t(i)

ℓ

verschwindet.

Ist umgekehrtQ = (t1, . . . , tr, x1, . . . , xn) ∈ kr+n keiner der PunkteQi,
so gibt es f̈ur jedesi mindestens eine Koordinate, in der sichQ vonQi

unterscheidet. Ist dies etwa diej-te Koordinate, so istXj−x(i)
j in Q von

Null verschieden;
(
Xj − x(i)

j

)
Ti kann daher nur verschwinden, wenn

ti = 0 ist. Dies kann aber nicht für allei der Fall sein, denn die Summe
der ti ist eins, daT1 + · · · + Tr − 1 verschwindet. Somit liegtQ nicht
in V (J).

Damit haben wir ein IdealJ ⊳ k[T! , . . . , Tr,X1, . . . ,Xn] gefunden,
dessen Nullstellen genau die PunkteQ1, . . . , Qr ∈ kr+n sind. Die Punk-
te P1, . . . , Pr sind die Projektionen derQi von kn+r nachkn; deshalb
ist klar, daß alle Polynome aus

I =
def

J ∩ k[X1, . . . ,Xn]
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in den PunktenPi verschwinden. Wir erhalten ein Erzeugendensys-
tem dieses Ideals, indem wir bezüglich einer Eliminationsordnung für
T1, . . . , Tr eine GRÖBNER-Basis vonJ berechnen und davon nur die
Polynome betrachten, die keine der VariablenTi enthalten.

§2: Der Hilbertsche Nullstellensatz

Wie wir wissen, stimmen die L̈osungsmengen zweier Gleichungssyste-
me

f1(x1, . . . , xn) = · · · = fm(x1, . . . , xn) = 0

und
g1(x1, . . . , xn) = · · · = gp(x1, . . . , xn) = 0

überein, wenn die Ideale (f1, . . . , fm) und (g1, . . . , gp) übereinstimmen.
Umgekehrt folgt aber nicht aus der Gleichheit der Lösungsmengen, daß
auch die Ideale gleich sein m̈ussen. In diesem Paragraphen wollen wir
genauer untersuchen, was hier gilt.

Als erstes m̈ussen wir uns̈uberlegen,wo wir nach L̈osungen suchen:
Wie wir bereits in§1 gesehen haben, wird die Lösungsmengëuber
dem kleinsten K̈orper, der alle Koeffizienten der Polynome enthält, oft
leer sein, obwohl es L̈osungen in gr̈oßeren K̈orpern gibt. In den meisten
Beispielen betrachten wirk = Q undK = C sein; wie wir wissen hat inC
zumindest jedes nichtkonstante Polynom in einer Veränderlichen eine
Nullstelle. Körper mit dieser Eigenschaft bezeichnen wir alsalgebraisch
abgeschlossen:

Definition: Ein Körperk heißtalgebraisch abgeschlossen,wenn jedes
nichtkonstante Polynomf ∈ k[X] mindestens eine Nullstelle ink hat.

Durch Polynomdivision folgt leicht induktiv:

Lemma: Ist k algebraisch abgeschlossen, so läßt sich jedes Polynom
vom Gradd ausk[X] schreiben als

f = c(X − x1) · · · (X − xd) mit c ∈ k r {0} und x1, . . . , xd ∈ k .

Die xi müssen dabei nicht notwendigerweise verschieden sein.
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Der KörperK soll im folgenden stets algebraisch abgeschlossen sein;
zur Vereinfachung der Beweise wollen wir zusätzlich annehmen, daß er
überabz̈ahlbar viele Elemente enthält. Die S̈atze aus diesem Paragraphen
gelten zwar auch ohne diese Zusatzvoraussetzung, jedoch erfordern die
Beweise dann einen größeren Aufwand.

Sei also f̈ur den Rest dieses Paragraphenk irgendein K̈orper, undK
sei ein algebraisch abgeschlossener Körper mit überabz̈ahlbar vielen
Elementen, derk entḧalt.

Als erstes wollen wir uns mit der Frage beschäftigen, f̈ur welche Ide-
ale I ⊳ k[X1, . . . ,Xn] die LösungsmengeVK(I) in Kn leer ist. Ein
Beispiel ist offensichtlich: Natürlich ist I = k[X1, . . . ,Xn] ein Ideal,
und da es insbesondere die Konstante eins enthält, istVK(I) = ∅. Eine
(schwache) Form des HILBERTschen Nullstellensatzes besagt, daß dies
das einzige Beispiel ist. Zur Vorbereitung des Beweises definieren wir

Definition: R sei ein Ring.
a) I ⊳ R ist einechtesIdeal, fallsI 6= R.
b) Ein echtes Idealm ⊳ R heißtmaximalesIdeal, wennR das einzige
Ideal ist, dasm als echte Teilmenge enthält.
c) Ein echtes Idealp ⊳ R heißtPrimideal, wenn gilt: Liegt f̈ur zwei
Elementef, g ∈ R das Produktfg in p, so liegt mindestens einer der
Faktorenf, g in p.

Wie aus der Zahlentheorie bekannt, teilt eine Primzahlp genau dann
das Produkt zweier Zahlena, b, wenn sie mindestens einen der beiden
Faktoren teilt; inZ sind also die von den Primzahlen erzeugten Haupt-
ideale Primideale. Dazu kommt wegen der Nullteilerfreiheit auch noch
das Nullideal.

Durch vollsẗandige Induktion beweist man leicht

Lemma: Ist p ein Primideal und liegt ein Produktf1 · · · fn von Elemen-
tenfi ∈ R in p, so liegt mindestens einer der Faktorenfi in p.

Lemma: Jedes maximale Idealm ⊳ R ist ein Primideal.
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Beweis:Das Produktfg zweier Elementef, g ∈ R liege in m. Falls
f ∈ m sind wir fertig; andernfalls istm+(f ) = R wegen der Maximaliẗat
vonm; es gibt also Elementem ∈ m undh ∈ R, so daßm + hf = 1 ist.
Damit istg = mg + hfg ∈ m, dennm ∈ m undfg ∈ m.

Lemma: Jedes echte IdealI ⊳ k[X1, . . . ,Xn] liegt in einem maximalen
Idealm ⊳ k[X1, . . . ,Xn].

Beweis:Falls I selbst maximal ist, sind wir fertig; andernfalls gibt es
ein echtes IdealI1, dasI als echte Teilmenge enthält. Auch wennI2 ein
maximales Ideal ist, sind wir fertig; andernfalls gibt es ein echtes IdealI3,
dasI2 als echte Teilmenge enthält, und so weiter. Wenn dieses Verfahren
nach endlich vielen Schritten abbricht, haben wir ein maximales Ideal
gefunden, dasI entḧalt; andernfalls gibt es eine unendliche aufsteigende
Folge von IdealenI ⊂ I1 ⊂ I2 ⊂ · · · . Die Vereinigung allerIj ist
selbst ein Ideal ink[X1, . . . ,Xn] und hat damit nach dem HILBERTschen
Basissatz ein endliches Erzeugendensystem{f1, . . . , fm}. Jedesfi liegt
in einem der IdealeIj und damit auch in allenIℓ mit ℓ > j. Wegen
der Endlichkeit des Erzeugendensystems gibt es daher einenIndex r
derart, daß allefi in Ir liegen. Dann ist aberI = Ir = Ir+1 = · · · , im
Widerspruch zu der Annahme, daß jedesIj echte Teilmenge vonIj+1 ist.
Somit bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten abund liefert
ein maximales Idealm, in demI enthalten ist.

(Tats̈achlich gilt auch dieses Lemma für beliebige Ringe; da dort der
HILBERTsche Basissatz nicht gelten muß, beweist man es im allgemeinen
Fall mit Hilfe des ZORNschen Lemmas.)

Schwache Form des Hilbertschen Nullstellensatzes:Für ein echtes
IdealI ⊳ k[X1, . . . ,Xn] ist VK(I) 6= ∅.
Beweis:Nach dem HILBERTschen Basissatz hat jedes IdealI ein endli-
ches Erzeugendensystem{f1, . . . , fm}. Wir betrachten das von denfi

erzeugte Ideal̄I in K[X1, . . . ,Xn]. Da eine Basis desk-Vektorraums
k[X1, . . . ,Xn]/I auch Basis desK-VektorraumsK[X1, . . . ,Xn]/Ī ist,
muß auchĪ ein echtes Ideal vonK[X1, . . . ,Xn] sein und liegt somit in
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einem maximalen Idealm ⊳ K[X1, . . . ,Kn]. Der Satz folgt somit aus
der folgenden alternativen Version des HILBERTschen Nullstellensatzes:

Satz:Die maximalen Idealem ⊳ K[X1, . . . ,Xn] sind genau die Ideale

m = (X1− x1, . . . ,Xn − xn) mit (x1, . . . , xn) ∈ K
n .

Beweis:m = (X1− x1, . . . ,Xn − xn) ist der Kern der Abbildung
{

K[X1, . . . ,Xn] → K

f 7→ f (x1, . . . , xn)
.

Ist daherI ein Ideal, dasm echt entḧalt, so muß der Vektorraum
K[X1, . . . ,Xn]/I ein echter Untervektorraum vonK[X1, . . . ,Xn]/m

sein. Da letzterer nach dem Homomorphiesatz isomorph zum eindi-
mensionalen VektorraumK ist, muß dies der Nullraum sein. Somit ist
I = K[X1, . . . ,Xm], d.h.m ist ein maximales Ideal.

Umgekehrt seim ein maximales Ideal. Wenn wir zeigen können,
daß es Elementex1, . . . , xn gibt, für die Xi − xi in m liegt, ist
(X1 − x1, . . . ,Xn − xn) ⊆ m, und da links ein maximales Ideal steht,
müssen beide Seiten gleich sein.

Angenommen, es gibt eini ∈ {1, . . . , n}, für dasXi−x für keinx ∈ K
im Idealm liegt. Wegen der Maximalität vonm ist dann

m + (X − x) = K[X1, . . . ,Xn] f ür allex ∈ K .

Somit gibt es f̈ur jedesx ∈ K ein Polynomfx ∈ m sowie ein Polynom
hx ∈ K[X1, . . . ,Xn] derart, daß

fx + hx · (Xi − x) = 1

ist. Da 1 /∈ m, ist dabeihx 6= 0. Wir wählen f̈ur jedesx ∈ K ein
festes Polynomhx (und damit auchfx), das obige Gleichung erfüllt,
und setzenKd = {x ∈ K|deghx = d} für jedesd ∈ N0. Da K
nach Voraussetzung̈uberabz̈ahlbar viele Elemente enthält und K die
Vereinigung derKd ist, muß mindestens eine der MengenKd unendlich
viele Elemente enthalten. (Nur an dieser Stelle geht die Voraussetzung
derÜberabz̈ahlbarkeit ein.)
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Wir wählen eine solche MengeKd und betrachten den Vektorraum
K[X1, . . . ,Kn]d aller Polynome vom Grad höchstensd. Da es nur
endlich viele Monome vom Grad höchstensd gibt, ist dies ein endlich-
dimensionalerK-Vektorraum. Wir ẅahlen eine natürliche Zahlr, die
größer ist als seine Dimension, und dazur Elementex(1), . . . , x(r) ∈ K
mit hx(i) ∈ k[X1, . . . ,Xn]d. Dann muß es Elementeλ1, . . . , λr ∈ K
geben, die nicht allesamt verschwinden, derart, daß

λ1hx(1) + · · · + λrhx(r) = 0

ist.

Dazu definieren wir

g =
r∑

j=1

λj

∏

ℓ6=j

(
Xi − x

(ℓ)) ∈ K[Xi] .

Dieses Polynom liegt auch inm, denn wegen

1 = fx(j) + hx(j)

(
Xi − x

(j)) für j = 1, . . . , r

ist

g =
r∑

j=1

λj

(
fx(j) + hx(j)

(
Xi − x

(j)))∏

ℓ6=j

(
Xi − x

(ℓ)) ∈ K[Xi]

=
r∑

j=1

λjfx(j)

∏

ℓ6=j

(
Xi − x

(ℓ)) +
( r∑

j=1

λjhx(j)

) n∏

ℓ=1

(
Xi − x

(ℓ))

=
r∑

j=1

λj

∏

ℓ6=j

(
Xi − x

(ℓ))
fx(j) ∈ m ,

da
r∑

j=1
λjhx(j) verschwindet und allefx(j) in m liegen.

g ist nicht das Nullpolynom, denn für jeden Indexν ist

g
(
x

(ν)) =
r∑

j=1

λj

∏

ℓ6=j

(
x

(ν) − x
(ℓ)) = λν

∏

ℓ6=ν

(
x

(ν) − x
(ℓ)) .
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Da die x(ℓ) paarweise verschieden sind und mindestens einλν nicht
verschwindet, muß mindestens einer dieser Werte von Null verschieden
sein.

Dag in m liegt, kanng auch keine von Null verschiedene Konstante sein,
hat also einen positiven Grade. Über dem algebraisch abgeschlossenen
KörperK zerf̈allt g daher in Linearfaktoren:

g = c (Xi − z1) . . . (Xi − ze) mit c ∈ K r {0}, z1, . . . ze ∈ k .

g liegt in m, aber nach Voraussetzung liegt keiner der FaktorenXi − zj

in m, und die Konstantec 6= 0 naẗurlich auch nicht. Dies ist ein Wider-
spruch, denn als maximales Ideal istm insbesondere ein Primideal.

Somit hat also jedes echte IdealI ⊳ k[X1, . . . ,Xn] zumindest in einem
Erweiterungsk̈orperK von k mindestens eine Nullstelle. Damit folgt
umgekehrt

Satz: Das Gleichungssystem

f1(x1, . . . , xn) = · · · = fm(x1, . . . , xn) = 0

mit f1, . . . , fm ∈ k[X1, . . . ,Xn] ist genau dann in jedem Erweiterungs-
körperK vonk unlösbar, wenn es Polynomeh1, . . . , hm in X1, . . . ,Xn

gibt, so daßh1f1 + · · · + hmfm = 1 ist.

Beweis:Im Falle der Unl̈osbarkeit ist das vonf1, . . . , fm erzeugte Ideal
der ganze Polynomring, enthält also insbesondere die Eins. Da

(f1, . . . , fm) =
{
h1f1 + · · · + hmfm

∣∣ h1, . . . , hm ∈ k[X1, . . . ,Xn]
}

,

hat auch die Eins eine Darstellung der verlangten Form.

Ist umgekehrth1f1 + · · · + hmfm = 1 für irgendwelche Polynome
h1, . . . , hm, so ist f̈ur jeden Erweiterungsk̈orper K von k und jedes
n-Tupel (x1, . . . , xn) ∈ Kn

h1(x1, . . . , xn)f1(x1, . . . , xn)+· · ·+hm(x1, . . . , xn)fm(x1, . . . , xn) = 1 ,

so daß nicht allefj(x1, . . . , xn) verschwinden k̈onnen.

Wenn wir eine GRÖBNER-Basis eines IdealsI kennen, ist es einfach zu
entscheiden, obI = k[X1, . . . ,Xn] ist (oderäquivalent, ob 1∈ I): Da
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der führende Term eines jeden Polynoms ausI durch den f̈uhrenden
Term eines Elements der GRÖBNER-Basis teilbar sein muß, enthält diese
im Falle eines Ideals, das die Eins enthält, ein Polynom, dessen führendes
Monom die Eins ist. Da diese bezüglich jeder Monomordnung das klein-
ste Monom ist, muß somit die GRÖBNER-Basis eine Konstante enthalten.
Die zugeḧorige minimale und erst recht die reduzierte GRÖBNER-Basis
besteht in diesem Fall nur aus der Eins.

Aus dem gerade bewiesenen Satz folgt mit einem 1929 von J.L. RABI-
NOWITSCHgefundenen Trick die

Starke Form des Hilbertschen Nullstellensatzes:k sei ein beliebiger
Körper undK ein überabz̈ahlbarer algebraisch abgeschlossener Er-
weiterungsk̈orper vonk. Falls f̈ur ein IdealI ⊳ k[X1, . . . ,Xn] ein
Polynomf ∈ k[X1, . . . ,Xn] auf ganzVK(I) verschwindet, gibt es
ein q ∈ N, so daßf q in I liegt.

Beweis:Wir erweitern den Polynomringk[X1, . . . ,Xn] mit einer neuen
VariablenXn+1 zu k[X1, . . . ,Xn+1] und betrachten dort für ein Erzeu-
gendensystem{f1, . . . , fm} von I das Gleichungssystem

f1(x1, . . . , xn) = · · · = fm(x1, . . . , xn) = 1− xn+1f (x1, . . . , xn) = 0 .

Für jeden Punkt (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Kn+1, für den diefj(x1, . . . , xn)
verschwinden, verschwindet auchf (x1, . . . , xn), d.h.

1− xn+1f (x1, . . . , xn) = 1 .

Somit haben diesen + 1 Gleichungen keine gemeinsame Nullstelle; es
gibt also Polynomeh1, . . . , hm+1 ∈ k[X1, . . . ,Xn+1] derart, daß

h1f1 + · · · + hmfm + hm+1(1−Xn+1f ) = 1

ist. Diese Gleichung bleibt g̈ultig, wenn wirüberall f̈ur Xn+1 ein Poly-
nom oder eine rationale Funktion inX1, . . . ,Xn einsetzen; wir set-
zen Xn+1 = 1/f . Die hj werden dann zu rationalen Funktionen in
X1, . . . ,Xn, wobei alle Nenner Potenzen vonf sind. Istf q die höchste
dieser Potenzen, so erhalten wir nach Multiplikation mitf q eine Glei-
chung der Form

h̃1f1 + · · · + h̃mfm = f
q
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mit h̃j = f qhj

(
X1, . . . ,Xn, 1/f

)
∈ k[X1, . . . ,Xn]. Dies zeigt, daßf q

in I = (f1, . . . , fm) liegt.

Definition: R sei ein Ring undI ⊳ R ein Ideal vonR. DasRadikal
von I ist die Menge

√
I =

def

{
f ∈ R

∣∣ ∃q ∈ N : f
q ∈ I

}
.

Das Radikal besteht also aus allen Ringelementen, die eine Potenz inI
haben. Es ist selbst ein Ideal, denn sindf, g ∈

√
I zwei Elemente mit

fp ∈ I undgq ∈ I, so sind in

(f + g)p+q =
p+q∑

ℓ=0

(
p + q

ℓ

)
f

p+q−ℓ
g

ℓ

die erstenq Summanden Vielfache vonfp, und die restlichenp sind
Vielfache vongq. Somit liegt jeder Summand inI, also auch die Summe.
Für ein beliebigesr ∈ R liegt naẗurlich auchrf in

√
I, denn seineq-te

Potenz (rf )q = rqf q liegt in I, sobaldf q in I liegt.

Mit diesem neuen Begriff k̈onnen wir den obigen Satz umformulieren:

Satz: Ein Polynomf ∈ k[X1, . . . ,Xn] verschwindet genau dann auf
VK(I), wennf ∈

√
I.

Anders ausgedrückt heißt dies

Satz: Für zwei IdealeI, J ⊳ k[X1, . . . ,Xn] ist VK(I) = VK(J) genau
dann, wenn

√
I =
√

J ist.

Falls ein Ideal mit seinem Radikalübereinstimmt, entḧalt esalle Poly-
nome, die aufVK(I) verschwinden; zwei Polynome nehmen genau dann
in jedem Punkt vonVK(I) denselben Wert an, wenn ihre Differenz inI
liegt, wenn sie also moduloI dieselbe Restklasse definieren.

Wenn das IdealI nicht mit seinem Radikal̈ubereinstimmt, gilt zwar
nicht mehrgenau dann,aber wir k̈onnen trotzdem die Elemente des
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FaktorvektorraumsA = k[X1, . . . ,Xn]/I auffassen als Funktionen
von VK(I) nachK: Für jede Restklasse und jeden Punkt ausVK(I)
nehmen wir einfach irgendein Polynom aus der Restklasse undsetzen
die Koordinaten des Punkts ein. Da die Differenz zweier Polynome aus
derselben Restklasse inI liegt, wird sie nach Einsetzen des Punktes zu
Null, der Wert ḧangt also nicht ab von der Wahl des Polynoms. Auch
Polynome ausK[X1, . . . ,Xn] definieren in dieser Weise Funktionen
VK(I)→ K; hinreichend (aber nicht notwendig) dafür, daß zwei Poly-
nome dieselbe Funktion definieren ist, daß ihre Differenz imvon I
erzeugten Ideal̄I ⊳ K[X1, . . . ,Xn] liegt.

Im Falle von Polynomen einer Veränderlichen ist jedes Ideal vonk[X]
ein Hauptideal, denn nach dem HILBERTschen Basissatz hat es ein end-
lich Erzeugendensystem{f, . . . , fm} und wird daher offensichtlich von
f = ggT(f1, . . . , fm) erzeugt. IstI = (f ) mit einem Polynomf 6= 0
vom Gradd, so k̈onnen wir die Restklassen repräsentieren durch die
Polynome vom Grad ḧochstensd − 1, denn jedes Polynomg ∈ k[X]
hat dieselbe Restklasse wie sein Divisionsrest bei der Polynomdivision
durchf . Somit istA = k[X]/I in diesem Fall eind-dimensionaler Vek-
torraum. DaVK(I) gerade aus den Nullstellen vonf in K besteht, von
denen es ḧochstensd verschiedene gibt, liefert die Dimension vonA
eine obere Schranke für die Elementanzahl vonVK(I); wenn wir die
Nullstellen mit ihrer Vielfachheit z̈ahlen, ist die Dimension vonA sogar
gleichder Gesamtzahl der Nullstellen. Im nächsten Paragraphen wollen
wir unsüberlegen, wie man̈ahnliche Ergebnisse auch für Systeme von
Polynomgleichungen in mehreren Veränderlichen finden kann.

§3: Gleichungssysteme mit endlicher Lösungsmenge

Auch hier gehen wir wieder aus von einem beliebigen Körperk sowie
einem algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskörper K mit über-
abz̈ahlbar vielen Elementen. Letztere Bedingung ist nur notwendig,
weil wir sie im Beweis des HILBERTschen Nullstellensatzes verwen-
det haben; wie bereits dort erwähnt, gibt es auch Beweise für den Fall,
daßK ein beliebiger algebraisch abgeschlossener Körper ist, so daß alle
Sätze dieses Paragraphen tatsächlich auch ohne die Voraussetzung der
Überabz̈ahlbarkeit vonK gelten.
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Satz: I sei ein Ideal im Polynomringk[X1, . . . ,Xn] über dem K̈or-
perk, undK sei einüberabz̈ahlbarer algebraisch abgeschlossener Kör-
per, in demk enthalten sei. Dann gilt:VK(I) ist genau dann endlich,
wenn der FaktorringA = k[X1, . . . ,Xn]/I ein endlichdimensionaler
k-Vektorraum ist. In diesem Fall ist die Dimension vonA eine obere
Schranke f̈ur die Elementanzahl vonVK(I).

Den recht umfangreichenBeweisführen wir in mehreren Schritten:

1. Schritt: Wenn der VektorraumA endliche Dimension hat, istVK(I)
endlich.

Bezeichnet n̈amlich d die Dimension vonA, so sind f̈ur jedesi die
Potenzen 1,Xi, . . . ,X

d
i linear abḧangig; es gibt also ein Polynom aus

k[Xi], das moduloI zur Null wird und somit inI liegt. Für jeden
Punkt ausVK(I) muß daher diei-te Koordinate eine Nullstelle dieses
Polynoms sein. Damit kann diei-te Koordinate nur endlich viele Werte
annehmen, und da dies für allei gilt, ist VK(I) endlich.

2. Schritt: Ī sei das vonI in K[X1, . . . ,Xn] erzeugte Ideal. WennVK(I)
endlich ist, hat derK-VektorraumĀ = K[X1, . . . ,Xn]/Ī endliche
Dimension.

BestehtVK(I) nur aus endlich vielen Punkten, so nimmt jede der Ko-
ordinatenfunktionenX1, . . . ,Xn aufVK(I) nur endlich viele Werte an;
es gibt also f̈ur jedesi ein Polynom ausK[Xi], das auf ganzVK(I) ver-
schwindet. Nach dem HILBERTschen Nullstellensatz muß eine Potenz
dieses Polynoms in̄I liegen, es gibt also auch in̄I für jedesi ein Poly-
nom nur inXi. Somit gibt es einen Graddi derart, daß sichXe

i füre ≥ di

moduloĪ durch die endlich vielenXi-Potenzen 1,Xi, . . . ,X
di−1
i aus-

drücken l̈aßt. Damit l̈aßt sich auch jedes Monom ausK[X1, . . . ,Xn]
moduloĪ durch jene Monome ausdrücken, bei denen jede VariableXi

höchstens mit Exponentdi − 1 auftritt. Da es nur endlich viele sol-
che Monome gibt, istK[X1, . . . ,Xn]/Ī ein endlichdimensionalerK-
Vektorraum.

3. Schritt:A ist genau dann endlichdimensional, wennĀ endlichdimen-
sional ist; in diesem Fall haben beide dieselbe Dimension.
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Ist A endlichdimensional, so ẅahlen wir eine Basis{b1, . . . , br} und zu
jedem Basiselementbi ein PolynomBi ∈ k[X1, . . . ,Xn], das moduloI
gleichbi ist. Zusammen mit einer Basis vonI alsk-Vektorraum bilden
die Bi dann einek-Vektorraumbasis vonk[X1, . . . ,Xn]. ÜberK wird
die Basis vonI zu einerK-Vektorraumbasis von̄I, da sich jedes Element
vonĪ als eineK-Linearkombination von Elementen ausI schreiben l̈aßt.
Zusammen mit denBi, die wir auch als Elemente vonK[X1, . . . ,Xn]
aufâã|fassen können, erhalten wir sowohlüberk als auchüberK eine
Basis des ganzen jeweiligen Polynomrings, und damit ist klar, daß die
Restklassen derBi modulo Ī den FaktorringĀ erzeugen. Somit ist
dieser alsK-Vektorraum endlichdimensional.

Die Gleichheit von dimk A und dimK Ā folgt, falls wir zeigen k̈onnen,
daß die Restklassen derBi moduloĪ linear unabḧangig sind.

Dazu zeigen wir die folgende, etwas allgemeinere Aussage: Sind
B1, . . . , Br Polynome ausk[X1, . . . ,Xn] mit Restklassenb1, . . . , br

modulo I und Restklassen̄b1, . . . , b̄r modulo Ī, so sind diebi genau
dann linear abḧangig, wenn es diēbi sind.

Die eine Richtung ist einfach: Falls diebi linear abḧangig sind, gibt es
Skalareλi ∈ k, die nicht alle verschwinden, so daßλ1b1 + · · · + λrbr

der Nullvektor ausA ist. λ1B1 + · · · + λrBr liegt daher inI, also erst
recht inĪ, so daß auchλ1b̄1 + · · · + λr b̄r der Nullvektor ausĀ ist.

Wenn diēbi linear abḧangig sind, gibt esλi ∈ K, so daßλ1b̄1+· · ·+λr b̄r

der Nullvektor ausĀ ist, d.h.λ1B1 + · · · + λrBr liegt in Ī. Da dieλi

nicht ink liegen m̈ussen, n̈utzt und das noch nichts, um etwasüber diebi

auszusagen.

Um trotzdem deren lineare Abhängigkeit zu beweisen, ẅahlen wir ein
endliches Erzeugendensystemf1, . . . , fm des IdealsI. Wir wissen dann,
daß es Polynomeg1, . . . , gm ausK[X1, . . . ,Xn] gibt mit

λ1B1 + · · · + λrBr = g1f1 + · · · + gmfm .

Die Polynomegj sindK-Linearkombinationen von MonomenMjℓ in
den VariablenXi. Die obige Gleichung ist alsöaquivalent zu einer
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Gleichung der Form

λ1B1 + · · · + λrBr −
m∑

j=1

rj∑

ℓ=1

µjℓMjℓfj = 0

mit Elementenµjℓ ∈ K, die von dengj abḧangen. Sortieren wir diese
Gleichung nach Monomen, können wir dies so interpretieren, daß ein
(recht großes) lineares Gleichungssystem in den Variablenλi undµjℓ

eine nichttriviale L̈osung hat. Da dieBi und diefj Polynome mit Koeffi-
zienten ausk sind, ist dies ein homogenes lineares Gleichungssystem mit
Koeffizienten ausk. Seine L̈osungsmengëuberk ist eink-Vektorraum,
für den uns der GAUSS-Algorithmus eine Basis liefert. Da der GAUSS-
Algorithmus nirgends aus dem Körper hinausf̈uhrt, in dem die Koeffi-
zienten liegen, ist dies auch eine Basis des Lösungsraums̈uberK; die
beiden Vektorr̈aume haben also dieselbe Dimension. Da wir wissen, daß
esüberK eine nichttriviale L̈osung gibt, muß es daher auchüberk eine
geben,

Es gibt somit Elementeλ′
i ∈ k undµ′

jℓ ∈ k, die das Gleichungssystem
lösen. Damit ist dann

λ
′
1B1 + · · · + λ

′
rBr = g

′
1f1 + · · · + g

′
mfm

mit Polynomeng′j ∈ k[X1, . . . ,Xn], die linke Seite liegt also im IdealI.
Somit istλ′

1b1 + · · · + λ′
rbr der Nullvektor inA. Die λ′

i können nicht
allesamt verschwinden, denn ansonsten müßte mindestens einµjℓ 6= 0
sein, Null ẅare also gleich einer nichttrivialen Linearkombination von
Monomen, was absurd ist. Also sind auch diebi linear abḧangig.

Bleibt noch zu zeigen, daßA endlichdimensional ist, wenn̄A endlich-
dimensional ist. Das folgt sofort aus der gerade gezeigtenÄquivalenz
der linearen Abḧangigkeitüberk und überK: Hat Ā die endliche Di-
mensiond, so ist jede Teilmenge von̄A mit mehr alsd Elementen
linear abḧangig. Damit ist, wie wir gerade gesehen haben, auch jede
Teilmenge von mehr alsd Elementen ausA linear abḧangigüberk, also
ist A endlichdimensional.

Im nächsten Schritt wollen wir das Zählen der L̈osungen zur̈uckführen
auf das Z̈ahlen von Nullstellen eines Polynoms einer Veränderlichen.
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Definition: Ein Polynomu ∈ K[X1, . . . ,Xn] heißtseparierend,wenn
es f̈ur keine zwei Elemente vonVK(I) denselben Wert annimmt.

4. Schritt: FallsVK(I) endlich ist, gibt es ein separierendes homogenes
lineares Polynomu = c1X1 + · · · cnXn. Wir können dabei f̈ur u eines
der speziellen Polynome

ua = X1 + aX2 + a
2
X3 + · · · + a

n−1
Xn

wählen, wobeia in einer beliebig vorgebbaren Teilmenge vonK mit
mehr als (n− 1)

(
s
2

)
= 1

2s(s− 1)(n− 1) Elementen liegt.

Für je zwei verschiedene Punktez, w ∈ VK(I) ist ua(z) = ua(w) genau
dann, wenn

(z1− w1) + (z2− w2)a + (z3− w3)a
2 + · · · + (zn − wn)an−1

verschwindet. Die Koordinatenzi, wi vonz undw sind Elemente vonK;
die a ∈ K, für die ua(z) = ua(w) ist, sind also die Nullstellen eines
Polynoms in einer Ver̈anderlichen̈uberK vom Grad ḧochstensn − 1.
Daher gibt es ḧochstensn−1 Wertea ∈ K, für dieua(z) = ua(w) ist. Ist
s = #VK(I) endlich, so gibt es

(
s
2

)
Paare aus voneinander verschiedenen

Elementen; somit gibt es höchstens (n− 1)
(
s
2

)
Elementea ∈ K, für die

ua(z) = ua(w) für irgendwelchevoneinander verschiedene Elemente
vonVK(I).

(Hier haben wir benutzt, daß jeder algebraisch abgeschlossene K̈orper
unendlich ist. Falls bereitsk unendlich ist, etwak = Q, können wir sogar
eina ∈ k finden gibt es somit Polynomeua, die für je zwei verschiedene
Elemente vonVK(I) verschiedene Werte annehmen. Falls bereitsk ein
unendlicher K̈orper ist, k̈onnen wir sogar entsprechendea ∈ k finden;
in diesem Fall gibt es also schon ink[X1, . . . ,Xn] solche Polynome.
Im hier meistens betrachteten Fallk = Q können wir etwa eine ganze
Zahla mit 0≤ a ≤ (n− 1)

(
s
2

)
wählen.

5. Schritt: Die Elementanzahls von VK(I) ist höchstens gleich der
Dimension vonA.

Da wir im 3. Schritt gesehen haben, daß dimk A = dimK Ā ist, können
wir auch mit dieser Dimension argumentieren. Aus dem 4. Schritt wis-
sen wir, daß es ein Polynomu ∈ K[X1, . . . ,Xn] gibt, das f̈ur jedes
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Element vonVK(I) einen anderen Wert annimmt. Wir ersetzenu durch
seine Restklasse ˜u modulo Ī in Ā und wollen uns̈uberlegen, daß die
Elemente 1, ũ, . . . , ũs−1 ∈ Ā linear unabḧangig sind: Angenommen, es
gibt eine Relation der Form

∑s−1
ℓ=0 λℓũ

ℓ = 0 mit λℓ ∈ K. Das Polynom∑s−1
ℓ=0 λℓu

ℓ ∈ K[X1, . . . ,Xn] liegt dann in Ī, verschwindet also für
jedes ders Elemente vonVK(I). Dau für jedes dieser Elemente einen
anderen Wert annimmt, hat das Polynom

∑r−1
ℓ=0 λℓU

ℓ ∈ k[U ] einerseits
mindestenss verschiedene Nullstellen inK, andererseits ist sein Grad
kleiner alss. Das ist nur f̈ur das Nullpolynom m̈oglich; somit verschwin-
den alle Koeffizientenλℓ, was die behauptete lineare Unabhängigkeit
beweist. Damit entḧalt Ā mindestenss linear unabḧangige Elemente,
d.h.r = dimK Ā ≥ s = #VK(I). Damit ist die Behauptung und auch der
gesamte Satz bewiesen.

Betrachten wir als Beispiel das vonf = X2 + Y 2 − 1 undg = X − Y
erzeugte IdealI ⊳ Q[X,Y ]. Seine L̈osungsmenge ist, geometrisch
gesehen, der Schnitt des Einheitskreises mit der ersten Winkelhal-
bierenden, besteht also aus den beiden Punkten

(
1
2

√
2, 1

2

√
2
)

und(
− 1

2

√
2,− 1

2

√
2
)
.

Der PolynomringQ[X,Y ] hat alsQ-Vektorraum eine Basis bestehend
aus allen MonomenXaY b mit a, b ∈ N0. Modulo I sind X und Y

äquivalent, und damit istXaY b ∼ Xa+b. Außerdem ist 2X2 äquivalent
zuX2+Y 2, und das wiederum ist wegenf äquivalent zu 1, d.h.X2 ∼ 1

2 .
Daher ist jedes Monom̈aquivalent entweder zu einer Konstanten (falls
a+b gerade) oder einem skalaren Vielfachen vonX. DaI kein Polynom
der FormλX + µ entḧalt, sindX und 1 moduloI linear unabḧangig;
somit bilden ihre Restklassen eine Basis des VektorraumsQ[X,Y ]/I.

Ersetzen wir in diesem Beispielg durchX2 − Y 2 = (X + Y )(X − Y ),
so schneiden wir den Kreis mit beiden Winkelhalbierenden und haben
nun eine vierelementige Lösungsmenge

VC(I) =
{(√2

2
,

√
2

2

)
,
(√2

2
,−
√

2
2

)
,
(
−
√

2
2

,

√
2

2

)
,
(
−
√

2
2

,−
√

2
2

)}
.

Modulo dem neuen IdealI sindX undY nicht mehr̈aquivalent, sondern
nur nochX2 und Y 2. Jedes Monom ist somiẗaquivalent entweder zu
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einerX-Potenz oder zu einem Monom der FormXaY . Da auch hier
X2 ∼ 1

2, ist es somitäquivalent zu einem skalaren Vielfachen eines
der Monome 1,X, Y oderXY . Da keine Linearkombination dieser vier
Monome inI liegt, bilden ihre Restklassen eine Basis vonQ[X,Y ]/I.

In diesen beiden Beispielen waren sowohl die Lösungsmengen als auch
Basen der Faktorringe einfach zu finden; im Allgemeinen ist das eher
nicht der Fall. Wenn wir eine GRÖBNER-Basis des IdealsI kennen,
können wir leicht eine Vektorraumbasis des Faktorrings konstruieren:

Definition: I ⊳ k[X1, . . . ,Xn] sei ein Ideal undG sei eine GRÖBNER-
Basis bez̈uglich irgendeiner Monomordnung aufk[X1, . . . ,Xn]. Ein
Monom inX1, . . . ,Xn heißtStandardmonom(bez̈uglich G), wenn es
für keing ∈ G durch das f̈uhrende Monom vong teilbar ist.

Satz: Für jede GRÖBNER-BasisG eines IdealsI ⊳ k[X1, . . . ,Xn] bil-
den die Restklassen der Standardmonome eine Vektorraumbasis von
k[X1, . . . ,Xn]/I.

Beweis:Zunächst sind diese Restklassen linear unabhängig, denn jede
nichttriviale Linearkombination der Null entspräche einem Polynomh
ausI, dessen s̈amtliche Monome Standardmonome sind. Da die führen-
den Monome der Elemente vonG das Ideal FM(I) erzeugen, m̈ußte
daher FM(h) Vielfaches eines FM(g) mit g ∈ G sein, was der Definition
eines Standardmonoms widerspricht.

Für ein beliebigesf ∈ k[X1, . . . ,Xn] liefert uns der Divisionsalgorith-
mus eine Darstellung

f =
∑

g∈G

agg + r mit ag, r ∈ k[X1, . . . ,Xn] ,

wobei r einek-Linearkombination von Standardmonomen ist. Da die
Summe deragg in I liegt, istf alsoäquivalent zu einerk-Linearkombi-
nation von Standardmonomen, so daß seine Restklasse die entsprechen-
de Linearkombination von deren Restklassen ist.

Dieser Satz gilt unabḧangig davon, obk[X1, . . . ,Xn]/I als Vektorraum
endlichdimensional ist; er liefert uns auch ein einfaches Kriterium daf̈ur,
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wann er endliche Dimension hat und wann somit die Lösungsmenge
VK(I) endlich ist:

Lemma: G sei eine GRÖBNER-Basis eines IdealsI ⊳ k[X1, . . . ,Xn]
bez̈uglich irgendeiner Monomordnung.VK(I) ist genau dann endlich,
wennG für jedesi ein Polynom entḧalt, dessen f̈uhrendes Monom eine
Xi-Potenz ist.

Beweis:Falls die GRÖBNER-Basis f̈ur jedesi ein Polynom mit f̈uhren-
dem MonomXdi

i entḧalt, ist jedes Monom, in dem einXi mit einem
Exponenten gr̈oßer oder gleichdi vorkommt, durch das führende Mo-
nom eines Elements der GRÖBNER-Basis teilbar. Die Monome, für die
das nicht der Fall ist, haben für jedesi einen Exponenten echt kleinerdi;
es gibt also nur endlich viele Standardmonome. Somit hatA endliche
Dimension, undVK(I) ist endlich.

Ist umgekehrtVK(I) endlich, so entḧalt Ī für jedesi ein Polynom
aus K[Xi] – siehe Schritt 2 im Beweis des obigen Satzes. Da die
GRÖBNER-Basis vonI gleichzeitig eine GRÖBNER-Basis vonĪ ist, muß
das f̈uhrende Monom eines ihrer Elemente die höchsteXi-Potenz in
diesem Polynom teilen, muß also selbst eine Potenz vonXi sein.

§4: Multiplizitäten

Eine Teilmenge eines IdealsI eines Polynomrings ist nach Definition
genau dann eine GRÖBNER-Basis, wenn die f̈uhrenden Monome ihrer
Elemente das Ideal FM(I) erzeugen. Im Falle eines Polynomrings in nur
einer Ver̈anderlichenX ist das f̈uhrende Monom die ḧochste vorkom-
mendeX-Potenz; damit gilt:

Satz: Für ein IdealI ⊳ k[X] bildet jedes Elementf ∈ I mit minima-
lem Grad eine GRÖBNER-Basis vonI. Insbesondere ist jedes Ideal ein
Hauptideal.

Ist d der minimale Grad eines Polynoms ausI, so sind die Standard-
monome gerade dieX-Potenzen 1,X, . . . ,Xd−1, d.h.k[X]/I hat die
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Dimensiond. Die Nullstellen vonI in einem algebraisch abgeschlosse-
nen Erweiterungsk̈orper vonk sind genau die Nullstellen des erzeugen-
den Polynoms, und wie wir wissen, ist deren Anzahl, mit Vielfachheiten
gez̈ahlt, gleichd.

Um auch im mehrdimensionalen Fall zu einer entsprechenden Aussage
zu kommen, m̈ussen wir auch hier eine Vielfachheit oder, wie man auch
sagt, Multipliziẗaten definieren. Im Falle von Polynomen einer Veränder-
lichen k̈onnen wir hier mit Ableitungen arbeiten; für k = R reicht zur
Bestimmung der Multipliziẗat daher die Kenntnis einer beliebig kleinen
ε-Umgebung.

In der Algebra haben wir keineε-Umgebungen, aber wir können uns
auch mit algebraischen Methoden auf die Umgebung eines Punktes
konzentrieren: Wir betrachten einfach an Stelle von Polynomen be-
liebige rationale Funktionen, von denen wir nur verlangen,daß der
Nenner im betrachteten Punkt nicht verschwindet.

Sei zun̈achstf ∈ k[X] ein Polynom einer Ver̈anderlichen, das im Punkt
z eine r-fache Nullstelle habe. Dann istf = (X − z)rg mit einem
Polynomg ∈ k[X], das an der Stellez nicht verschwindet. Der im
vorigen Paragraphen eingeführte FaktorraumĀ = K[X]/(f ) hat als
Basis die PotenzenXℓ mit 0 ≤ ℓ < degf ; alternativ k̈onnen wir
naẗurlich auch die entsprechenden Potenzen (X − z)ℓ nehmen. Dann
verschwindet ein Element vonA genau dann im Punktz, wenn es im
von den (X − z)ℓ mit ℓ > 0 aufgespannten Untervektorraum liegt.

Wenn wir alle anderen Elemente vonA als Nenner zulassen, sollte man
zun̈achst erwarten, daßA dadurch gr̈oßer wird. Tats̈achlich ist aber das
Gegenteil der Fall: Wenn wir diëublichen Regeln der Bruchrechnung
anwenden, ist beispielsweise

(X − z)r =
(X − z)r

1
=

(X − z)rg
g

=
f

g
=

0
g

= 0 ,

denn wir rechnen ja modulof , undg ist als Nenner zugelassen, dag(z)
nicht verschwindet. Entsprechendes gilt für alle (X−z)ℓ mit ℓ ≥ r, nicht
aber f̈ur die mitℓ < r, denn hier br̈auchten wir ja noch mindestens einen
Faktor (X − z), um im Zähler auff zu kommen, und Funktionen, die
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in z verschwinden, sind im Nenner nicht erlaubt. Durch das Einführen
solcher Nenner verringert sich also die Dimension vonA; der neue
Vektorraum hat nur noch die Dimensionr, was gleich der Vielfachheit
der Nullstellez ist. Wir können ihnüber die Basis aus den (X − z)ℓ

mit ℓ < r identifizieren mit einemr-dimensionalen Untervektorraum
von Ā, und die Dimensionen der so definierten Unterräume zu den
verschiedenen Nullstellen vonf erg̈anzen sich zur Dimension von̄A.

Für Polynome einer Veränderlichen ist das sicherlich eine sehr um-
sẗandliche Art der Betrachtung; sie hat aber den Vorteil, daß sie sich auf
Polynome in mehreren Veränderlichen verallgemeinern läßt.

Als erstes m̈ussen wir klar definieren, was oben kurz als die
”
Einführung

von Nennern“ bezeichnet wurde:

Definition: R sei ein (kommutativer) Ring.
a)Eine TeilmengeS ⊆ Rr{0} heißtmultiplikativ abgeschlossen,wenn
sie mit je zwei Elementenf, g ∈ S auch deren Produkt enthält.
b) Die Lokalisierungvon R nach der multiplikativ abgeschlossenen
MengeS ist die Menge aller Paare (f, g) ∈ R×S modulo der folgenden
Äquivalenzrelation:

(f, g) ∼ (r, s)⇐⇒ ∃h ∈ R r {0} : h(fs− rg) = 0 .

Die Gleichungh(fs− rg) = 0 ist naẗurlich äquivalent zuh · fs = h · rg;
bis auf den Faktorh entspricht sie also dem aus der Bruchrechnung
bekannten̈Uberkreuzmultiplizieren. FallR nullteilerfrei ist, k̈onnen wir
auf den Faktorh verzichten, denn dann folgt aush(fs − rg) = 0, daß
fs−rg = 0 sein muß. Wie wir oben gesehen haben, istk[X1, . . . ,Xn]/I
allerdings im Allgemeinen kein Integritätsbereich.

Die Äquivalenzklasse des Paars (f, g) wird mit f
g

bezeichnet, die Menge

allerÄquivalenzklassen mitS−1R. Addition und Multiplikation definie-
ren wird nach den Regeln der Bruchrechnung als

f

g
+

r

s
=

fs + rg

gs
und

f

g
· r
s

=
fr

gs
,

und wir müssen uns̈uberlegen, daß diese Verknüpfungen wohldefiniert
sind, daß das Ergebnis also nicht von der Wahl spezieller Repräsentanten
(f, g) und (r, s) abḧangt:
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Sind (f, g) ∼ (f̃ , g̃) und (r, s) ∼ (r̃, s̃), so ist

f̃

g̃
+

r̃

s̃
=

f̃ s̃ + r̃g̃

g̃s̃
und

f̃

g̃
· r̃
s̃

=
f̃ r̃

g̃s̃
.

Nach Definition gibt es Elementeh, t ∈ R r {0}, so daßh · f g̃ = h · f̃g
undt · rs̃ = t · r̃s ist. Dann ist

ht · (f̃ s̃ + r̃g̃) · gs = t · (h · f̃ g)ss̃ + h · (t · r̃s)gg̃

= t · (h · f g̃)ss̃ + h · (t · rs̃)gg̃

= ht · (fs + rg) · q̃s̃ ,

d.h. (
f̃ s̃ + r̃g̃, g̃s̃

)
∼ (fs + rg, gs) .

Entsprechend ist

ht · f̃ r̃gs = (h · f̃g)(t · r̃s) = (h · f g̃)(t · rs̃) = ht · frg̃s̃ ,

das heißt (
f̃ r̃, g̃s̃

)
∼ (fr, gs) .

Die größte multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines Integritäts-
bereichsR ist S = R r {0}; in diesem Fall istS−1R ein Körper, den
wir als denQuotientenk̈orper QuotR vonR kennen.

Falls R Nullteiler entḧalt, d.h. Elementeg 6= 0, zu denen es einh 6= 0
gibt mit gh = 0, ist R r {0} nicht mehr multiplikativ abgeschlossen:
Zwar liegeng undh in Rr{0}, nicht aber deren Produkt. In diesem Fall
besteht die gr̈oßte multiplikativ abgeschlossene TeilmengeS ⊂ R aus
allenf ∈ R, für die es keing 6= 0 gibt mitfg = 0, wir müssen also außer
der Null auch noch alle Nullteiler ausschließen. Die MengeS−1R wird
in diesem Fall alsvollständiger QuotientenringvonR bezeichnet. Man
beachte, daß sichR in so einem Fall nicht injektiv inS−1R einbetten
läßt: F̈ur einen Nullteilerh und eing 6= 0 mithg = 0 ist h

1 = hg
g

= 0
g

= 0.

Weitere typische Beispiele multiplikativ abgeschlossener Teilmengen
eines Rings sind die Potenzen eines Nichtnullteilers oder auch das Kom-
plement eines Primideals: Ein Idealp ⊳ R heißt bekanntlichPrimideal
wenn f̈ur je zwei Elementef, g ∈ R mit fg ∈ p mindestens einer der
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beiden Faktorenf, g in p liegt. Dies ist offensichtlicḧaquivalent dazu,
daß die MengeR r p multiplikativ abgeschlossen ist.

Wir interessieren uns für IdealeI ⊳ k[X1, . . . ,Xn], f ür dieVK(I) eine
endliche Menge ist; dabei bezeichnetK wie üblich einen algebraisch
abgeschlossenen Körper, derk entḧalt. Die Elemente der Vektorräume
A = k[X1, . . . ,Xn]/I undĀ = K[X1, . . . ,Xn]/Ī können wir als Funk-
tionen aufVK(I) mit Werten inK interpretieren. Da sich Funktionen
addieren und multiplizieren lassen, sind auchA und Ā Ringe, deren
Multiplikation offensichtlich mit der im Polynomring kompatibel ist.
Für jedesz ∈ VK(I) ist die Menge

Sz =
{
f ∈ Ā

∣∣ f (z) 6= 0
}

multiplikativ abgeschlossen, denn die Funktionswerte liegen ja im (null-
teilerfreien) K̈orperK. Diese Lokalisierungen wollen wir im folgenden
genauer untersuchen.

Definition: a) Āz =
def

S−1
z Ā

b) Die VielfachheitoderMultiplizität einer Nullstellez ∈ VK(I) ist die
Dimension vonĀz alsK-Vektorraum.

Wie wir oben gesehen haben, entspricht dies für Polynome einer
Veränderlichen der gewohnten Vielfachheit; wir wollen unsüberlegen,
daß sich die Vielfachheiten der verschiedenen Elemente vonVK(I) auch
im Falle von Polynomen mehrerer Veränderlichen zu dimK Ā addieren.

Dazu ben̈otigen wir noch einen Begriff aus der Linearen Algebra:

Definition: V1, . . . , Vr seien Vektorr̈aumeüber dem K̈orperk. Die di-
rekte Summe

r⊕

i=1

Vi = V1⊕ · · · ⊕ Vr

ist als Menge gleich dem kartesischen ProduktV1 × · · ·Vr der Vek-
torräume; die Vektorraumaddition ist definiert durch

(v1, . . . , vr) + (w1, . . . , wr) = (v1 + w1, . . . , vr + wr) ,
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und für einen Skalarλ ∈ k setzen wir

λ(v1, . . . , vn) = (λv1, . . . , λvn) .

Die Vektorr̈aumeVi können identifiziert werden mit jenen Untervek-
torräumen von⊕r

i=1Vi, in denen alle Komponenten außer eventuell der
i-ten gleich dem Nullvektor sind.

Wenn alle R̈aumeVi endliche Dimensionen haben, ist die Dimension
ihrer direkten Summe einfach die Summe dieser Dimensionen:Wählen
wir in jedem der Vektorr̈aumeVi eine Basis und fassen wirVi auf als
Untervektorraum der direkten Summe, so ist die Vereinigungder Basen
der Vi eine Basis des Summenraums. Insbesondere ist jeder endlich-
dimensionalek-Vektorraum mit einer Basisb1, . . . , bn isomorph zur
direkten Summe der eindimensionalen Untervektorräumekbi.

Satz: Ist VK(I) endlich, so istĀ ∼=
⊕

x∈VK (I)

Āx

Beweis:Wie wir aus dem vorigem Paragraphen wissen (4. Schritt im
Beweis des großen Satzes), gibt es ein homogenes lineares Polynom
überK, das f̈ur jeden Punkt ausVK(I) einen anderen Wert annimmt.
Durch einen linearen Koordinatenwechsel können wir erreichen, daßX1
diese Eigenschaft hat. Wir bezeichnen dieX1-Koordinate eines Punktes
x ∈ VK(I) mit x1 und betrachten die LAGRANGE-Polynome

sx =

∏
y∈VK (I)r{x}(X1− y)

∏
y∈VK (I)r{x}(x1− y)

∈ K[X1] ;

offensichtlich istsx(x) = 1 undsx(y) = 0 für alley 6= x ausVK(I). Somit
verschwindet das Produktsxsy zweier solcher Funktionen in jedem
Punkt vonVK(I); nach dem HILBERTschen Nullstellensatz liegt daher
eine Potenz vonsxsy im IdealĪ. Bezeichnetr den gr̈oßten Exponenten,
den wir für eines der Produktesxsy brauchen, haben daher die Polynome
tx = sr

x die Eigenschaft, daßtxty für x 6= y in Ī liegt, undtx(x) = 1.

Wir betrachten nun das IdealJ ⊳ K[X1, . . . ,Xn], das vonI und
den s̈amtlichentx erzeugt wird. Es hat offensichtlich keine gemeinsame
Nullstelle, denn die gemeinsamen Nullstellen vonĪ sind diex ∈ VK(I),
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und für jedes dieserx ist tx(x) = 1. Nach der schwachen Form des
HILBERTschen Nullstellensatzes enthält J daher die Eins; es gibt also
Polynomepx ∈ K[X1, . . . ,Xn] und ein Polynomp ∈ Ī, so daß

∑

x∈VK (I)

pxtx + p = 1

ist. Die Restklassenex ∈ Ā vonpxtx moduloĪ erfüllen die Gleichungen
1.)
∑

x∈VK (I) ex = 1
2.) exey = 0 für x 6= y ausVK(I)

3.) e2
x = ex

4.) ex(x) = 1

Die erste Gleichung ist klar, denn gehen wir in der Gleichung
∑

x∈VK (I)

pxtt + p = 1

zu Restklassen modulōI über, wirdp zur Klasse der Null undpxtx
zu ex. Für x 6= y ist txty ∈ Ī; moduloĪ verschwindet das Produkt und
damit auchexey, was die zweite Gleichung beweist.

Die dritte Gleichung folgt aus den ersten beiden: Nach der ersten ist
1− ex gleich der Summe der̈ubrigeney, also ist

ex − e
2
x = ex(1− ex) = ex

∑

y 6=x

ey =
∑

y 6=x

exey = 0 .

Für die vierte Gleichung schließlich beachten wir, daß für x 6= y mit
sy(x) auchty(x) verschwindet, d.h.

∑

y∈VK (I)

py(x)ty(x) + p(x) = px(x)tx(x) = ex(x) = 1 .

Elementee eines RingsR mit der Eigenschafte2 = e bezeichnet man als
Idempotente;sie haben die Eigenschaft, daß das Ideal (e) = Re selbst
ein Ring ist mite als der Eins, denn (ae)(be) = abe2 = abe für alle
a, b ∈ R.
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Wir wollen uns als n̈achstes̈uberlegen, daß der RinḡAex isomorph ist
zur Lokalisierung vonĀ beix; der Isomorphismus ist gegeben durch






Āex → Āx

fex 7→
f

1

.

Zum Nachweis der Bijektiviẗat konstruieren wir eine Umkehrabbildung
Āx → Āex wie folgt: Zu jedemg ∈ Ā mit g(x) 6= 0 setzen wir

g̃ =
def

g

g(x)
− 1 ∈ Āx, d.h. g = g(x)(1 + g̃) .

Da g̃(x) verschwindet undex(w) = 0 für alle w 6= x, verschwindet
g̃ex auf ganzVK(I). Nach dem HILBERTschen Nullstellensatz gibt es
somit eine Potenz eines Repräsentanten, die in̄I liegt, d.h. es gibt eine
naẗurliche ZahlN , so daß

(
g̃ex)N = g̃Nex die Null vonĀ ist. Dann ist

(1 + g̃)ex ·
(
1− g̃ + g̃

2 − · · · + (−1)N−1
g̃

N−1)
ex = (1− g̃

N )ex = ex ;

im RingĀx hat also 1+˜g ein Inverses und damit auchgex = g(x)(1+g̃)ex.
Wir bilden daher den Bruchf/g ∈ Āx ab auf

f · 1
g(x)

·
(
1− g̃ + g̃

2 − · · · + (−1)N−1
g̃

N−1)
ex ∈ Āx ,

und mit Hilfe der gerade durchgeführten Rechnung folgt leicht, daß die
beiden Abbildungen zueinander invers, also Isomorphismensind.

Zum Beweis des Satzes fehlt nun nur noch, daßĀ die direkte Summe
der RingeĀex ist; das ist klar, da die Summe derex gleich eins ist und
exey = 0 für x 6= y.

Im Falle, daß alle Nullstellen einfach sind, läßt sich dieser Satz einfacher
formulieren: Die Elemente vonVK(I) seien die Punkte

x
(j) = (x1(j), . . . , x(j)

n ) für j = 1, . . . , r ,

und für jedesj betrachten wir das maximale Ideal

mj = (X1− x
(j)
1 , . . . ,Xn − x

(j)
n )
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von R̄ = K[X1, . . . ,Xn]. Für jedesj ist mj der Kern der Abbildung
{

R̄→ K

f 7→ f (x(j))
.

Damj als maximales Ideal insbesondere prim ist, istSj = R̄ r mj eine
multiplikativ abgeschlossene Menge und wir können die entsprechend
definierte Abbildung f̈ur S−1

j R̄ betrachten; ihr Kern ist das vonmj in

S−1
j R̄ erzeugte IdealmjS

(−1)
j R̄, und nach dem Homomorphiesatz ist

R̄/mj = S
−1
j R̄/mjS

−1
j R̄ ∼= K .

Da die Nullstellex(j) einfach ist, muß auchS−1
j R̄/IS−1

j R̄ ein eindi-

mensionaler Vektorraum, also isomorph zuK sein, und daIS−1
j R̄ in

mS−1
j R̄ enthalten ist, m̈ussen die beiden Idealëubereinstimmen. Die

haben somit nach dem vorigen Satz einen Isomorphismus

Ā = R̄/Ī ∼=
r⊕

j=1

R̄/mj
∼= K

r ,

der durch die Abbildungf 7→
(
f (x(1)), . . . , f (x(r))

)
gegeben ist. Um

das IdealĪ mit den mj in Verbindung zu bringen, brauchen wir die
ringtheoretische Version des chinesischen Restesatzes:

Satz: I1, . . . , Ir seien Ideale eines RingsR derart, daßIj +
⋂
ℓ6=j

Iℓ = R

ist für allej. Dann istR/
r⋂

j=1
Ij
∼=

r⊕
j=1

R/Ij .

Beweis:Wir betrachten die Abbildung




R→
r⊕

j=1

R/Ij

f 7→ (f modI1, . . . , f modIr)

.

Ihr Kern besteht aus allen Elementen vonf , die modulo jedemIj ver-
schwinden, die also in allenIj liegen. Somit ist der Kern der Durchschnitt
derIj und der Satz folgt aus dem Homomorphiesatz, wenn wir zeigen
können, daß die Abbildung surjektiv ist.
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Dies beweisen wir durch vollständige Induktion nachr: Für r = 1 ist
das klar; sei alsor > 1 und (f1, . . . , fr) ∈ Rr. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es ein Elementf∗ ∈ R, so daßf∗ modIj = fj modIj für

1 ≤ j < r, und dieses Elementf∗ ist eindeutig moduloI∗ =
r−1⋂
j=1

Ij .

Nach Voraussetzung istI∗ + Ir = R; es gibt also Elementeg ∈ I∗ und
h ∈ Ir mit g +h = 1. ModuloI∗ ist g = 0 undh = 1, moduloIr ist g = 1
undh = 0. Somit istf = hf∗ + gfr moduloI∗ gleichf∗ und moduloIr

gleichfr, d.h.f modIj = fj modIj für allej, so daßf ein Urbild von
(f1, . . . , fr) ist.

Da die Idealemj allesamt maximal sind, erfüllen sie die Voraussetzung
dieses Satzes, d.h.

R̄
/ r⋂

j=1

mj
∼=

r⊕

j=1

R̄/mj .

Andererseits ist die rechte Seite auch isomorph zuĀ = R̄/Ī, und
naẗurlich liegt Ī im Durchschnitt dermj , denn dieser Durchschnitt
besteht gerade aus den sämtlichen Polynomen, die in den Punkten
x(1), . . . , x(r) verschwinden. Da die Faktorringëubereinstimmen, muß
somit

Ī =
r⋂

j=1

mj

sein. Damit istĪ ein Radikalideal, denn diemj sind als maximale Ideale
insbesondere Primideale. Liegt für einf ∈ R̄ eine Potenzfm ∈ Ī, so
liegt sie in jedemmj , und da ein Produkt nur dann in einem Primideal
liegen kann, wenn mindestens einer der Faktoren dort liegt,folgt f ∈ mj

für allej, alsof ∈ Ī.

§5: Die explizite Bestimmung der Lösungsmenge

Wir gehen weiterhin aus von einem Gleichungssystem

f1(x1, . . . , xn) = · · · = fm(x1, . . . , xn) = 0
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mit Polynomenf1, . . . , fm in n Variablen X1, . . . ,Xn über einem
Körperk; dazu betrachten wir einen algebraisch abgeschlossenen Er-
weiterungsk̈orper K (mit überabz̈ahlbar vielen Elementen). Wir be-
trachten das IdealI = (f1, . . . , fm) in k[X1, . . . ,Xn] sowie das von
den gleichen Polynomen inK[X1, . . . ,Xn] erzeugte IdealĪ. Wir
wollen annehmen, daßVK(I) endlich ist; im vorigen Paragraphen haben
wir gesehen, daß wir das leicht nachprüfen k̈onnen, sobald wir eine
GRÖBNER-Basis vonI bez̈uglich irgendeinerMonomordnung haben.
Dieser GRÖBNER-Basis k̈onnen wir allerdings nicht unbedingt ansehen,
wie die Lösungen aussehen.

Wir wissen aber aus§3, daß diese Basis wegen der Endlichkeit vonVK(I)
für jede der VariablenXi ein Polynom enthalten muß, dessen führender
Term eine Potenz vonXi ist. Falls wir die GRÖBNER-Basis bez̈uglich
der lexikographischen Ordnung bezüglich irgendeiner Anordnung der
Variablen berechnet haben, kann dieses Basiselement kein Monom ent-
halten in dem eine Variable vorkommt, die in der gewählten Anordnung
vor Xi steht. F̈ur ein Polynom, dessen führender Term eine Potenz der
letzten Variablen ist, kann also keine andere Variable vorkommen, und
wir haben ein Polynom in nur einer Veränderlichen.

Bei einem Basiselement, dessen führender Term eine Potenz der vor-
letzten Variable ist, kann entsprechend außer dieser Variablen nur noch
die letzte vorkommen, und so weiter. Wenn wir mit der Anordnung
X1 > X2 > · · · > Xn arbeiten, haben wir daher zu jedemi ein
Polynom in der Basis, das nur die VariablenXi, . . . ,Xn entḧalt. Für
i = n haben wir also ein Polynom nur inXn, für i = n − 1 eines
in Xn−1 und Xn, und so weiter. Die GRÖBNER-Basis entḧalt somit
ein Gleichungssystem in Treppengestalt, und durch sukzessives Lösen
von Polynomgleichungen in einer Veränderlichen k̈onnen wir,ähnlich
wie beim GAUSS-Algorithmus, schrittweise die gesamte Lösungsmenge
berechnen. Bei Polynomgleichungen höheren Grades kann freilich de-
ren Lösung problematisch sein.

Am einfachsten ẅare die Situation, wenn alle Polynome, die mehr als
eine Variable enthalten, von der FormXi − gi mit einem Polynom
gi ∈ k[Xj ] f ür eine in der Anordnung nachXi kommende VariableXj

wären. In diesem Fall m̈ußten wir nur noch eine Polynomgleichung
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höheren Grades lösen, die f̈ur die letzte Variable, und ansonsten könnten
wir uns mit der Auswertung der Polynomegi an bekannten Werten
begn̈ugen.

Definition: Eine GRÖBNER-Basis hat die Form desShape-Lemmas,
wenn sie genau ein Polynom in nur einer VariablenX entḧalt und jedes
andere Basiselement von der FormY − gY (X) ist mit einer Variablen
Y 6= X und einem PolynomgY in X.

Wir wollen unsüberlegen, wann wir so eine GRÖBNER-Basis bekommen
können.

Wir gehen der Einfachheit halber wieder aus von der Standardanordnung
X1 > X2 > · · · > Xn. Wenn wir eine GRÖBNER-Basis der geẅunschten
Art haben, ist offensichtlich jeder L̈osungspunkt (x1, . . . , xn) ∈ VK(I)
durch seineXn-Koordinate eindeutig bestimmt; wenn das nicht der
Fall ist, haben wir keine Chance. Die lineare FunktionXn muß daher
separierend sein im Sinne der Definition aus§3. Wie wir dort gesehen
haben, gibt es stets eine separierende Linearform gibt, undder Beweis
zeigt auch, daß dies (einen unendlichen Grundkörperk vorausgesetzt)
sogar f̈ur fast alleLinearformen gilt: Die Koeffizienten von denen, für
die es nicht gilt, m̈ussen Polynomgleichungen erfüllen und liegen da-
her in einer Menge niedrigerer Dimension. Daher haben wir durchaus
Chancen, daß vielleicht eine der Variablen separierend ist– es sei denn,
naẗurlich, das Koordinatensystem wäre speziell an die L̈osungsmenge
angepaßt. In diesem Fall würde uns aber eine zufällig geẅahlte lineare
Koordinatentransformation mit großer Wahrscheinlichkeit mindestens
eine separierende Koordinate liefern.

Nehmen wir also ein, die VariableXn sei separierend. Da die Men-
geVK(I) endlich ist, gibt es auf jeden Fall ein Polynomg ∈ K[Xn],
das genau in denXn-Koordinaten der Punkte ausVK(I) verschwindet.
Fassen wirg auf als Polynom ausK[X1, . . . ,Xn], verschwindetg auf
ganzVK(I) = VK(Ī); nach der starken Form des HILBERTschen Null-
stellensatzes muß eine Potenz vong in Ī liegen, und naẗurlich ist auch
diese Potenz ein Polynom nur inXn und hat genau dieXn-Koordinaten
der Punkte ausVK(I) als Nullstellen.
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Da wir die VariableXn als separierend angenommen haben, sind die
restlichen Komponenten der Lösungspunkte durch dieXn-Komponente
eindeutig bestimmt. Da es nur endlich viele Lösungspunkte gibt, k̈onnen
wir daher f̈ur jedesi < n − 1 ein Interpolationspolynomgi ∈ K[Xn]
finden, so daß f̈ur jedes (x1, . . . , xn) ∈ VK(I) gilt: xi = gi(xn). Damit
verschwindet auch das PolynomXi − gi auf ganzVK(I). Leider folgt
daraus wieder nur, daß eine Potenz vonXi − gi in Ī liegt, und die kann
deutlich unangenehmer aussehen.

Wir müssen daher zusätzlich annehmen, daß das IdealI = (f1, . . . , fm)
sein eigenes Radikal ist, also ein sogenanntes Radikalideal. Damit
haben wir alle notwendigen Voraussetzungen zusammen und können
zeigen, daß wir eine GRÖBNER-Basis der geẅunschten Form konstru-
ieren k̈onnen.

Satz: Ist I ein Radikalideal mit endlicher L̈osungsmenge, und istXn

separierend f̈ur VK(I), so gibt es Polynomeg1, . . . , gn ∈ k[Xn] derart,
daß

{X1− g1, . . . ,Xn−1− gn−1, gn}
die reduzierte GRÖBNER-Basis vonI ist bez̈uglich jeder lexikographi-
schen Ordnung, dieXn an die letzte Stelle setzt.

Zum Beweismüssen wir uns nur̈uberlegen, daß es eine reduzierte
GRÖBNER-Basis dieser Gestalt gibt; da reduzierte GRÖBNER-Basen
durch die Monomordnung eindeutig bestimmt sind, folgt danndie Be-
hauptung. Wir̈uberlegen uns zunächst, daß̄I eine GRÖBNER-Basis dieser
Form hat mitgi ∈ K[Xn]. Das Argument ist im wesentlichen das glei-
che wie oben:VK(I) ist eine endliche Menge; sie enthalte dier Elemen-
te (x(ν)

1 , . . . , x(ν)
n ) für j = 1, . . . , r. DaXn separierend ist, sind diex(ν)

n

paarweise verschieden; das Polynomgn = (Xn−x(1)
n ) · · · (Xn−x(r)

n ) hat
also lauter verschiedene Nullstellen und verschwindet, wenn wir es als
Polynom inX1, . . . ,Xn betrachten, aufVK(I). Da Ī ein Radikalideal
ist, liegtgn somit in Ī.

Für i < n ist die Xi-Koordinate eines Punktes ausVK(I) durch die
Xn-Koordinate eindeutig bestimmt; wir können daher, beispielsweise
nach LAGRANGE oder NEWTON ein Interpolationspolynomgi ∈ K[Xn]
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für dier Punkte vom Grad ḧochstensr − 1 für dier-Punkte (x(ν)
n , x(ν)

i )
finden. Wir wollen uns̈uberlegen, daß die Polynome

X1 − g1,X2 − g2, . . . ,Xn−1− gn−1, gn

eine GRÖBNER-Basis vonĪ bilden. Dazu wenden wir das Kriterium von
BUCHBERGERan: F̈ur i, j < n undXi > Xj bez̈uglich der geẅahlten
Monomordnung ist

S(Xi − gi,Xj − gj) = Xj(Xi − gi)−Xi(Xj − gj) = Xigj −Xjgi .

Das f̈uhrende MonomXi FM(gj) davon ist durchXi teilbar, aber durch
kein Xℓ mit Xℓ > Xi; bei der Anwendung des Divisionsalgorithmus
subtrahieren wir also im ersten Schritt das Polynom FT(gj)(Xi − gj).
Falls die Differenz noch ein Monom der FormXiX

a
n entḧalt, ist sie von

der FormXig̃ −Xjgi + h̃ mit g̃, h̃ ∈ K[Xn] und deg̃g < deggj . Dann
können wir mit diesem Rest genauso verfahren, und durch eventuell
weitere Wiederholungen können wir alle Monome der FormXiX

a
n mit

a ≥ 0 eliminieren und kommen wir schließlich zu einem Ausdruck der
Form−Xjgi+h∗ mit h∗ ∈ K[Xn]. Jetzt ist der f̈uhrende Term durchXj

teilbar, wir addieren also im ersten SchrittXjFT (gi) und eliminieren
dann nacheinander alle Monome der FormXjX

a
n. Wasübrig bleibt, ist

ein Polynomh# ∈ K[Xn]. Da S(Xi − gi,Xj − gj) in Ī liegt und wir
beim Divisionsalgorithmus bislang nur Vielfache der PolynomeXi−gi

undXj−gj subtrahiert haben, die ebenfalls in̄I liegen, ist auchh# ∈ Ī.

Somit verschwindeth# ∈ K[Xn] in denXn-Komponenten aller Punkte
ausVK(I), ist also durch alle LinearfaktorenXn − x(ν)

n teilbar und, da
diese paarweise verschieden sind, auch durch deren Produktgn. Fallsh#

nicht verschwindet, hat es also mindestens den Gradr und damit ein
führendes MonomXs

n mit s ≥ r; der Divisionsalgorithmus reduziert
dieses mitgn schließlich auf Null.

Bleiben noch dieS-Polynome

S(Xi − gi, gn) = X
r
n(Xi − gi)−Xign .

Sie sind von der FormXig +h mit g, h ∈ K[Xn] und können daher mit
dem Divisionsalgorithmus genau wie oben auf Null reduziertwerden.
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Dies zeigt, daß wir in der Tat eine GRÖBNER-Basis haben. Die führen-
den Monome sindX1, . . . ,Xn−1,X

r
n, von denen keines ein anderes

teilt. Da alle f̈uhrenden Koeffizienten eins sind, ist diese GRÖBER-Basis
minimal. Sie ist sogar reduziert, denn da diegi für i < n höchstens
Gradr− 1 haben, ist keines ihrer Monome durch FM(gn) = Xr teilbar.
Damit haben wir also eine GRÖBNER-Basis der geẅunschten Form f̈ur Ī
gefunden; nach allem was wir bisher wissen, können die Koeffizienten
der Polynome daraus beliebige Elemente vonK sein.

Nun berechnen wir nach dem BUCHBERGER-Algorithmus, ausgehend
von den Polynomenf1, . . . , fm ∈ k[X1, . . . ,Xn], eine GRÖBNER-
Basis vonĪ bez̈uglich der gleichen Monomordnung und machen daraus
eine reduzierte GRÖBNER-Basis. Bei keinem der dabei durchgeführten
Rechenschritte verlassen wir den Polynomringk[X1, . . . ,Xn], so daß
auch alle Elemente der so berechneten reduzierten GRÖBNER-Basis dort
liegen m̈ussen. Wegen der Eindeutigkeit der reduzierten GRÖBNER-
Basis bei gegebener Monomordnung muß das Ergebnis gleich dem
obigen sein, die PolynomeXi − gi für i < n und gn liegen also in
k[X1, . . . ,Xn], d.h. allegi liegen ink[Xn]. Da die Bestimmung der
reduzierten GRÖBNER-Basis f̈ur das vonf1, . . . , fm erzeugte Ideal nach
dem BUCHBERGER-Algorithmus ink[X1, . . . ,Xn] genauso verl̈auft wie
in K[X1, . . . ,Xn], ist die angegebene GRÖBNER-Basis auch eine vonI,
womit der Satz vollsẗandig bewiesen ist.

§6: Berechnung von Vielfachheiten und Radikalen

Der Satz am Ende des vorigen Paragraphen läßt sich leider nur anwen-
den, wenn die gegebenen Gleichungen ein Radikalideal erzeugen und
zus̈atzlich eine der Variablen separierend ist. Letzteres läßt sich durch
eine generische Koordinatentransformation immer erreichen, ersteres
aber wird oft nicht der Fall sein. In diesem Paragraphen wollen wir uns
überlegen, wie man ein gegebenes Gleichungssystem so ergänzen kann,
daß die Gleichungen ein Radikalideal erzeugen. In diesem wie auch im
nächsten Paragraphen arbeiten wir vor allem mit Methoden derlinearen
Algebra
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Wir betrachten weiterhin nur Gleichungssysteme mit endlicher Lösungs-
menge; dann ist der RestklassenringA = k[X1, . . . ,Xn]/I ein endlich-
dimensionalerk-Vektorraum, und die Standardmonome bezüglich ir-
gendeiner GRÖBNER-Basis vonI bilden eine Basis dieses Vektorraums.
Es ist wichtig, daß wir hier mit einer GRÖBNERzu irgendeinerMonom-
ordnung arbeiten k̈onnen und nicht wie im vorigen Paragraphen eine
lexikographische Ordnung benötigen, denn wie bereits erwähnt ist der
BUCHBERGER-Algorithmus f̈ur die lexikographische Ordnung im All-
gemeinen besonders langsam.K sei weiterhin ein (̈uberabz̈ahlbarer)
algebraisch abgeschlossener Körper, derk entḧalt.

Für ein beliebiges Elementf ∈ A betrachten wir diek-lineare Abbil-
dung

Lf :

{
A→ A

g 7→ fg

Für diese gilt der

Satz von Stickelberger: Lf induziert f̈ur jedesx ∈ VK(I) eine lineare
Abbildung Āx → Āx. Diese hatf (x) als ihren einzigen Eigenwert;
dessen Vielfachheit ist also die Vielfachheitµ(x) der Nullstellex.

Beweis:Wie wir aus§4 wissen, entḧalt Ā für jedesx ∈ VK(I) ein
idempotentes Elementex derart, daßĀx

∼= Aex. Für ein jedes Element
gex ∈ Āex ist daherLf (gex) = f (gex) = (fg)ex = Lf (g)ex, so daß das
Bild wieder inĀex liegt.
(
f − f (x)

)
ex verschwindet auf ganzVK(I), daex für alley 6= x aus der

Lösungsmenge verschwindet. Nach der starken Form des HILBERTschen
Nullstellensatzes liegt daher eine Potenz, etwa diem-te, eines Repräsen-
tanten dieses Elements im IdealĪ. Im Restklassenring ist daher

((
f − f (x)

)
ex

)m

=
(
f − f (x)

)m
e

m
x =

(
f − f (x)

)m
ex = 0 ,

d.h.Lm
f−f (x) ist die Nullabbildung aufĀex

∼= Āx.

Aus diesem Satz k̈onnen wir sofort Aussagen̈uber die Spur, die Deter-
minante und das charakteristische Polynom vonLf ablesen:
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Korollar: Für f ∈ A gilt

a) SpLf =
∑

x∈VK (I)
µ(x)f (x)

b) detLf =
∏

x∈VK (I)
f (X)µ(x)

c) Das charakteristische Polynom vonLf ist

det(Lf − T · id) =
∏

x∈VK (I)

(
T − f (x)

)µ(x)

Vor allem die Spuren der linearen AbbildungenLf werden f̈ur uns im
folgenden wichtig sein. Man kann sie einfach berechnen, sobald man
irgendeineGRÖBNER-BasisG des IdealI kennt: Die Standardmonome
bez̈uglich G bilden eine Vektorraumbasisω1, . . . , ωr des Restklassen-
ringsA überk. Zur Berechnung der Spur vonLf müssen wir die Ele-
menteLf (ωi) in dieser Basis darstellen. Dazu müssen wir ein Polynom
F ∈ k[X1, . . . ,Xn] wählen mit Restklassef ; meist wirdf ohnehin in
dieser Weise gegeben sein. Wenn wir einfach die Monomeωi mit F
multiplizieren, erhalten wir im Allgemeinen kein Polynom,das sich als
Linearkombination der Monomeωj schreiben l̈aßt, denn wir multipli-
zieren ja im Polynomring, nicht im Restklassenring. Daher müssen wir
die ProdukteFωi mit dem Divisionsalgorithmus modulo der GRÖBNER-
BasisG reduzieren; der Divisionsrest ist eine Linearkombinationder
Standardmonome. In dieser müssen wir den Koeffizienten vonωi be-
stimmen, und diese Koeffizienten müssen wir̈uber allei aufsummieren.

Bei älteren Computeralgebrasystemen kann es hier zu Problemenkom-
men: F̈ur den BUCHBERGER-Algorithmus ist es egal, ob wir den exakten
Divisionsrest desS-Polynoms verwenden oder ein skalares Vielfaches
davon. Da der exakte Rest im Fallk = Q oft große Nenner hat, wird
die weitere Berechnung effizienter, wenn man ihn mit einer ganzen
Zahl multipliziert derart, daß das Ergebnis nur noch ganzzahlige Ko-
effizienten hat. Auf diese Weise arbeitet beispielsweise das Komman-
do poly normal form für den Divisionsalgorithmus in Maxima (und
wahrscheinlich auch in vielen anderen Versionen von macsyma). F̈ur
Spurberechnungen ist ein solcher modifizierter Divisionsrest naẗurlich
unbrauchbar; wir brauchen den exakten Rest.
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Zu dessen Bestimmung, auch mit einem solchen System, gibt esmehrere
Möglichkeiten. Am einfachsten ist die Situation, wenn man bereits ein
Element vonVK(I) kennt, f̈ur das das zu reduzierende PolynomP nicht
verschwindet. Da die Differenz vonP und dem (korrekten) Divisionsrest
im Ideal I liegt, nehmen beide in diesem Punkt denselben Wert an.
Wertet man daher sowohlP als auch das vom Computeralgebrasystem
berechnete Vielfache des Rests an diesem Punkt aus, findet man den
Multiplikator, mit dem auf den korrekten Rest kommt.

Leider kennt man nur selten ein solches Element vonVK(I). Der fol-
gende Ansatz funktioniert allgemein: Angenommen, wie kennen für ein
PolynomP ein VielfachesQ des korrekten Divisionsrests bezüglich der
GRÖBNER-BasisG. Im FalleQ = 0 ist auch der korrekte Divisionsrest
gleich Null. Andernfalls gibt es genau eine Zahlλ ∈ k, für dieP − λQ
in I liegt: Gäbe es n̈amlich einµ 6= λ mit P − µQ ∈ I, so l̈age auch die
Differenz (µ−λ)Q und damit auchQ in I, d.h. auchP müßte inI liegen,
so daß wir bei der Division durch die Elemente einer GRÖBNER-Basis
von I Rest Null erhalten m̈ußten.

Wir betrachten nunλ als eine neue Variable und rechnen im Polynom-
ring überk(λ). Auch hier k̈onnen wir den BUCHBERGER-Algorithmus
durchf̈uhren und erhalten als Rest ein Polynom mit Koeffizienten
ausk(λ). Wir wir uns bereits̈uberlegt haben, gibt es genau einλ ∈ k,
für das alle diese Koeffizienten verschwinden, und für dieses istλQ der
korrekte Divisionsrest.

Wir betrachten nun f̈ur jedesh ∈ A die Bilinearform

SpB
h

:

{
A× A→ K

(f, g) 7→ SpLfgh

und die dazugeḧorige quadratische Form, die sogenannte HERMITE-
Form

Qh:

{
A→ K

f 7→ SpLf2h

Im Falleh = 1 werden wir den Indexh in beiden F̈allen meist weglassen.
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Für die Beweise der folgenden Sätze ben̈otigen wir die VANDER-
MONDEsche Determinante. Für Leser, die sie nicht aus der Linearen
Algebra oder Numerik kennen, sei sie hier kurz definiert und berechnet.

Der Franzose ALEXANDRE THÉOPHILE VANDERMONDE (1735–1796) war zun̈achst Mu-
siker; erst im Alter von 35 Jahren begann er sich für Mathematik zu interessieren und
publizierte in den Jahren 1771 und 1772 vier Arbeitenüber Gleichungen, Determinanten
und über das Problem, einen Springer soüber ein Schachbrett zu bewegen, daß er jedes
Feld genau einmal betritt. Die VANDERMONDEsche Determinante ist nirgends in seinem
publizierten Werk zu finden; sie wurde erst um 1935 von HENRI LEBESGUE(1875–1941)
nach ihm benannt.

Definition: Für a1, . . . , an ∈ K ist die VANDERMONDEsche Determi-
nante

V (a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2
1 . . . an−1

1

1 a2 a2
2 . . . an−1

2
...

...
...

. ..
...

1 an a2
n . . . an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Zur Berechnung dieser Determinante nach dem LAPLACEschen Entwick-
lungssatz subtrahieren wir zunächst die erste Zeile von jeder der folgen-
den; da sich der Wert der Determinanten dadurch nichtändert, ist

V (a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2
1 . . . an−1

1

0 a2 − a1 a2
2 − a2

1 . . . an−1
2 − an−1

1
...

...
...

...
...

0 an − a1 a2
n − a2

1 . . . an−1
n − an−1

1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Wenn wir hier nach der ersten Spalte entwickeln, muß nur eineeinzige
(n − 1) × (n − 1)-Determinante berücksichtigt werden, alle anderen
haben den Vorfaktor Null. Also ist

V (a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a2 − a1 a2
2 − a2

1 . . . an−1
2 − an−1

1

a3 − a1 a2
3 − a2

1 . . . an−1
3 − an−1

1
...

...
.. .

...
an − a1 a2

n − a2
1 . . . an−1

n − an−1
1

∣∣∣∣∣∣∣∣

gleich jeder Determinanten, die durch Streichung der ersten Spalte und
der ersten Zeile entsteht.
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Hier können wir in jeder Zeile die jeweils vorne stehende Differenz
ausklammern, denn genau wie

x
k − 1 = (x− 1)(xk−1 + x

k−2 + · · · + x + 1)

durch (x− 1) teilbar ist, ist auch

a
k
i − a

k
1 = (ai − a1)(ak−1

i + a
k−2
i a1 + a

k−3
i a

2
1 + · · · + aia

k−2
1 + a

k−1
1 )

durch (ai − a1) teilbar; den Quotienten schreiben wir kurz alsqi,k−1:

qi,k−1 =
def

a
k−1
i + a

k−2
i a1 + a

k−3
i a

2
1 + · · · + aia

k−2
1 + a

k−1
1 .

Wegen der Lineariẗat der Determinante k̈onnen wir jeden Faktor, den
wir aus einer Zeile (oder Spalte) ausklammern, vor die Determinante
ziehen und erhalten für V (a1, . . . , an) somit den Wert

(a2− a1)(a3− a1) · · · (an − a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 q21 q22 . . . q2,n−2
1 q31 q32 . . . q3,n−2
...

...
...

...
...

1 qn1 qn2 . . . qn,n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Die Nützlichkeit dieser Formel steht und fällt damit, daß wir dieqij gut
miteinander in Verbindung bringen können. F̈ur verschiedene Indizesi
haben die entsprechenden Ausdrücke offensichtlich wenig miteinander
zu tun; sie enthalten nicht einmal dieselben Variablen. Schreiben wir
allerdings

qij = a
j
i + a

j−1
i a1 + a

j−2
i a

2
1 + · · · aia

j−1
1 + a

j
1

= a
j
i + a1(aj−1

i + a
j−2
i a1 + · · · aia

j−2
1 + a

j−1
1 ) ,

so sehen wir, daß

qij = a
j
i + a1qi,j−1 oder qij − a1qi,j−1 = a

j
i

ist. Subtrahieren wir also zuersta1 mal die vorletzte Spalte von der letz-
ten, so werden die Einträge der letzten Spalte zuan−2

i . Entsprechend
subtrahieren wira1 mal die (n − 2)-te Zeile von der (n − 1)-ten und
erhalten lauter Eintr̈agean−3

i und so weiter, bis schließlich die Subtrak-
tion desa1-fachen der ersten Spalte von der zweiten die Einträge der
letzteren zu

qi1− a1 = (ai + a1)− a1 = ai
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macht. Somit istV (a1, . . . .an) gleich

(a2− a1)(a3− a1) · · · (an − a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a2 a2
2 . . . an−2

2

1 a3 a2
3 . . . an−2

3
...

...
...

...
...

1 an a2
n . . . an−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Die Determinante rechts ist offensichtlich wieder eine VANDERMONDE-
sche Determinante, allerdings mit um eins verminderter Zeilen- und
Spaltenzahl und mit einer Variablen weniger.

Damit haben wir die Rekursionsformel

V (a1, . . . , an) = (a2− a1)(a3− a1) · · · (an − a1) V (a2, . . . , an) ,

die es erlaubt, die Berechnung vonV (a1, . . . , an) auf eine einzige VAN-
DERMONDEsche Determinante der Größe (n − 1) × (n − 1) zur̈uck-
zuführen.

Zur vollsẗandigen Berechnung vonV (a1, . . . , an) fehlt uns jetzt nur
noch ein Induktionsanfang; direktes Nachrechnen zeigt sofort, daß

V (an) = det(1) und V (an−1, an) =

∣∣∣∣
1 an−1
1 an

∣∣∣∣ = an − an−1

ist, also folgt induktiv

V (a1, . . . , an) =
∏

j<i

(ai − aj) .

Satz: Ein Polynomf ∈ k[X1, . . . ,Xn] liegt genau dann im Radikal
von I, wennf modI in

KernQ =
def

{
f ∈ A

∣∣ SpB(f, g) = 0 ∀g ∈ A
}

liegt.

Beweis:Für f ∈
√

I verschwindetf für allex ∈ VK(I); nach obigem
Korollar ist daher f̈ur alleg ∈ A

SpB(f, g) = SpLfg =
∑

x∈VK (I)

µ(x)f (x)g(x) = 0 .
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Umgekehrt sei SpB(f, g) = 0 für alleg ∈ A, d.h.
∑

x∈VK (I)

µ(x)f (x)g(x) = 0 ∀g ∈ A .

SeiVK(I) = {x(1), . . . , x(s)}. Wie wir aus§3 wissen, gibt es eine separi-
erende Linearformu ∈ A, d.h. eine Funktion, die für jedesx(j) einen
anderen Wert annimmt. Wir betrachten dazu das Produkt der Matrix

M =




1 1 · · · 1
u(x(1)) u(x(2)) . . . u(x(s))
u2(x(1)) u2(x(2)) . . . u2(x(s))

...
...

...
...

us−1(x(1)) us−q(x(2)) . . . us−1(x(s))




mit dem Vektor

v =




µ(x(1))f (x(1))
µ(x(2))f (x(2))
µ(x(s))f (x(s))


 .

Der ℓ-te Eintrag vonMv ist
s∑

j=1

u(x(j))ℓ−1 · µ(x(j))f (x(j)) = SpB(uℓ−1
, f ) = 0 ,

daf ∈ KernQ.

Die Determinante vonM (oder genauer seiner Transponierten) ist eine
VANDERMONDEsche Determinante. Dau separierend ist, sind alleu(x(j))
verschieden, so daß detM nach obiger Formel nicht verschwindet. Das
homogene lineare GleichungssystemMv = 0 hat daher nur die triviale
Lösungv = 0. Damit verschwinden alleµ(x)f (x), also allef (x), d.h.f
verschwindet aufVK(I) und muß daher im Radikal vonI liegen.

Satz: Für alle h ∈ A ist RangQh = #
{
x ∈ VK(I)

∣∣ h(x) 6= 0
}

.
Insbesondere ist RangQ gleich der Anzahl der L̈osungen inVK(I).

Beweis:Wie im vorigen Beweis seiu ∈ A eine separierende Line-
arform, undVK(I) = {x(1), . . . , x(s)}. Dann sind 1, u, . . . us−1 linear
unabḧangig, denn ist

λ0 + λ1u + · · · + λsu
s−1 = 0 ,
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so ist insbesondere

λ0 + λ1u(x(j)) + · · · + λsu
s−1(x(j)) = 0

für j = 1, . . . , s. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem
für λ0, . . . , λs−1, dessen Matrix eine VANDERMONDEsche Determinante
hat, die nicht verschwindet, dau separierend ist. Somit gibt es nur die
triviale Lösungλ0 = · · · = λs−1 = 0.

Falls s < r = dimk A ist, können wir daher das System der Vektoren
ω1 = 1, ω2 = u, . . . , ωs = us−1 erg̈anzen zu einer Basisω1, . . . , ωr

vonA.

Für jedes Elementg = g1ω1 + · · · + grωr ∈ A (mit gℓ ∈ k ist nach
obigem Korollar

Qh(g) = SpLg2h =
s∑

j=1

µ(x(j))

(
r∑

ℓ=1

gℓωℓ(x
(j))

)2
· h(x(j)) .

v ∈ Ks sei der Vektor mit Komponentenvj =
∑r

ℓ=1 gℓωℓ(x
(j)), und

∆ sei die Diagonalmatrix mit Einträgenµ(x(j))h(x(j)). Dann ist

Qh(g) = v
T
∆v .

Mit

Γ =




1 ω1(x(1)) . . . ωs(x(1))
...

...
...

...
1 ω1(x(s)) . . . ωs(x(s))


 ∈ K

s×r ist v = Γ




g1
...

gr




und damit

Qh(q) = (g1, . . . , gr)ΓT
∆Γ




g1
...

gr


 .

Γ hat Rangs, da die erstens Spalten eine VANDERMONDEsche De-
terminante haben, und der Rang von∆ ist gleich der Anzahl der
x ∈ VK(I) mit h(x) 6= 0, also eventuell kleiner alss. Somit ist der
Rang vonQh = Γ

T
∆Γ gleich letzterer Anzahl, wie behauptet.
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Ist f = f1ω1 + · · · + frωr mit ji ∈ k ein weiteres Element vonA, so ist

fgh =
r∑

i=1

r∑

j=1

hfigjωiωj ;

da für zwei MatrizenA,B ∈ kr×r und zwei Skalareλ, µ in k gilt
Sp(λA + µB) = λ SpA + µ SpB, ist also

SpLfgh = h

r∑

i=1

r∑

j=1

figj Sp(ωiωj) .

Mit der Matrix

SpM =
def




Sp(ω1ω1) . . . Sp(ω1ωr)
...

...
...

Sp(ωrω1) . . . Sp(ω1ωr)




ist also

Sp(Lfgh) = (f1, . . . , fr) SpM




g1
...

gr


 .

Ein Polynomf ∈ k[X1, . . . ,Xn] liegt nach dem vorletzten Satz genau
dann in

√
I, wenn seine Restklassef + I im Kern vonQ liegt, wenn

also f̈ur f + I = f1ω1 + · · · + frωr gilt

(f1, . . . , fr) SpMg = 0 ∀g ∈ k
r .

Dies ist genau dann der Fall, wenn

(f1, . . . , fr) SpM = (0, . . . , 0)

ist. Transposition auf beiden Seiten macht daraus das homogene lineare
Gleichungssystem

SpM(f1, . . . , fr)T = 0 ,

das wir explizit aufstellen und lösen k̈onnen. Die Vektorenp(1), . . . , p(t)

auskr seien eine Basis des Lösungsraums. Dann sind die Polynome
P (j) =

∑r
i=1 p(j)

i ωi nach dem vorletzten Satz Elemente von
√

I, und
√

I
wird erzeugt von diesen Polynomen und den Erzeugenden vonI.
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§7: Univariate rationale Darstellungen

GRÖBNER-Basen in der Form desShape-Lemmas sind ideal für die
Lösung eines nichtlinearen Gleichungssystems, hängen aber von nicht
unmittelbar verifizierbaren Voraussetzungen ab und erfordern die Be-
rechnung einer GRÖBNER-Basis bez̈uglich einer lexikographischen Ord-
nung, was oft sehr aufwendig ist. Für die praktische Berechnung der
Lösungen ist eine leichte Modifikation praktisch genauso gut:

Wir gehen wieüblich aus von einem IdealI ⊳ k[X1, . . . ,Xn] und
suchenVK(I).

Definition: Eine Lösung durch univariate rationale Darstellungen be-
steht aus einem Polynomχ ∈ k[T ] und n rationalen Funktionen
ϕi ∈ k(T ), so daß gilt: Sindt1, . . . , ts die Nullstellen vonχ in K,

so istVK(I) =
{(

ϕ1(ti), . . . , ϕn(t)
) ∣∣∣ i = 1, . . . , s

}
, und die Vielfach-

heit einer jeden L̈osung ist gleich der Vielfachheit der entsprechenden
Nullstelle vonχ.

Die neue VariableT erhalten wir dabeïuber eine separierende Linear-
form für VK(I).

Konkret sei zun̈achstu ∈ A beliebig undχu ∈ k[T ] sei das charakte-
ristische Polynom vonLu. Nach dem Korollar zum Satz von STICKEL-
BERGERist

χu =
∏

x∈VK (I)

(
T − u(x)

)µ(x)
.

Definition: Die i-te NEWTON-Summe vonχu ist

si =
def

∑

x∈VK (I)

µ(x)u(x)i .

Nach dem Satz von STICKELBERGER ist si = Spui, läßt sich also bei
Kenntnis vonu und einer Basis vonA explizit berechnen. Wir wollen
uns überlegen, wie wir daraus auchχu berechnen k̈onnen.χu ist ein
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Polynom vom Gradr = dimk A mit höchstem Koeffizienten eins; wir
schreiben es im Gegensatz zu unserer sonstigen Konvention als

χu =
r∑

i=0

biT
r−i mit bi ∈ k

und wollen diebi bestimmen.

Die LEIBNIZ-Regel zur Berechnung der Ableitung eines Produkts ist
(uv)′ = u′v + uv′; für u, v 6= 0 ist also

(uv)′

uv
=

u′

u
+

v′

v
,

und entsprechend auch für Produkte von mehr als zwei Funktionen.
Daher ist

χ′
u

χu

=
∑

x∈VK (I)

d
dT

(
T − u(x)

)µ(x)

(
T − u(x)

)µ(x) =
∑

x∈VK (I)

µ(x)
T − u(x)

.

Die Summanden k̈onnen wir nach der Summenformel für die geometri-
sche Reihe auch schreiben als

µ(x) T−1

1− u(x)
T

=
µ(x)
T

∑

j≥0

(
u(x)
T

)j
;

daher ist

χ′
u

χu

=
∑

x∈VK (I)

µ(x)
T

∑

j≥0

u(x)j

T j
=
∑

j≥0

∑

x∈VK (I)

µ(x)
u(x)j

T j+1

=
∑

j≥0

∑

x∈VK (I)

u(x)j

T j+1 =
∑

j≥0

Spuj

T j+1 .

Durch Multiplikation mitχu =
∑

biT
r−i erhalten wir

χ
′
u =

∑

j≥0

Spuj

T j+1 ·
r∑

i=0

biT
r−i =

∑

j≥0

r∑

i=0

biT
r+j−i−1 Sp(uj) .

Andererseits ist

χ
′
u =

r−1∑

ℓ=0

(r − ℓ)bℓT
r−ℓ−1 .
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Durch Koeffizientenvergleich folgt

(r − ℓ)bℓ =
ℓ∑

ν=0

Spu
ν
bℓ−ν .

Für ν = 0 tritt auch rechts der Koeffizientbℓ auf; sein Koeffizient ist
Spu0, also die Spur der Identität. Deren Abbildungsmatrix auf demr-
dimensionalen VektorraumA ist dier×r-Einheitsmatrix mit Spurr, also
steht rechtsrbℓ. Subtrahieren wir dies auf beiden Seiten und dividieren
wir durch−ℓ, erhalten wir

bℓ = −1
ℓ

ℓ∑

ν=1

Spu
ν
bℓ−ν ,

und damit lassen sich ausgehend vonb0 = 1 die folgendenbℓ rekursiv
berechnen. Damit k̈onnen wirχu berechnen, ohneVK(I) zu kennen,
und wenn wir die Nullstellen dieses Polynoms in einer Veränderlichen
bestimmen k̈onnen, kennen wir die Werte, dieu aufVK(I) annimmt.

Falls u separierend ist, ist jedesx ∈ VK(I) eindeutig durch seinen Wert
u(x) bestimmt; um eine univariate rationale Darstellung der Lösungen
zu bekommen, m̈ussen wir uns dann̈uberlegen, wie wirx ausu(x) durch
rationale Funktionen berechnen können.

Dazu betrachten wir für ein beliebiges Elementv ∈ A das Polynom

gu(v, T ) =
∑

x∈VK (I)

µ(x)v(x)
∏

α∈u
(
VK (I)r{x}

)
(T − α) ∈ K[T ] .

Wennu separierend ist und wir diese Polynome explizit kennen, können
wir damit die Wertev(x) berechnen, denn dann sind für allex ∈ VK(I)
dieu(x) verschieden, und für jedesy ∈ VK(I) ist

gu

(
v, u(y)

)

gu

(
1, u(y)

) =

∑

x∈VK (I)

µ(x)v(x)
∏

α∈u
(
VK (I)r{x}

)
(u(x)− α)

∑

x∈VK (I)

µ(x)
∏

α∈u
(
VK (I)r{x}

)
(u(x)− α)

.
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Für x 6= y nimmtα für einen der Faktoren auch den Wertu(y) an, so daß
das Produkt verschwindet; daher haben wir sowohl im Zähler als auch
im Nenner tats̈achlich nur den Summanden mitx = y stehen, d.h.

gu

(
v, u(y)

)

gu

(
1, u(y)

) =

µ(y)v(y)
∏

α∈u
(
VK (I)r{y}

)
(u(y)− α)

µ(y)
∏

α∈u
(
VK (I)r{y}

)
(u(y)− α)

= v(y) .

Wenn wir für v die Koordinatenfunktionen einsetzen, können wir so aus
u(x) die Koordinaten vonx berechnen.

Dazu m̈ussen wir aber zun̈achst in der Lage sein, das Polynomgu(v, T )
ohne Kenntnis vonVK(I) zu berechnen. Dazu beginnen wir mit dem
quadratfreien Teil vonχu. Wir beschr̈anken uns im folgenden der Ein-
fachheit halber auf den Fall, daß der Körperk die Charakteristik Null
hat.

Definition: Für ein Polynomf ∈ k[T ] bezeichnen wir

f
# =

f

ggT(f, f ′)

als denquadratfreien Anteilvonf .

Ist t ∈ K eine e-fache Nullstelle vonf , so k̈onnen wirf schreiben
als f = (T − t)eg für ein Polynomg ∈ K[T ] mit g(t) 6= 0. Dann hat
f ′ = e(T−t)e−1g+(T−t)eg′ füre ≥ 2 eine (e−1)-fache Nullstelle beit
und für e = 1 keine; dasselbe gilt auch für den gr̈oßten gemeinsamen
Teiler vonf undf ′. Dieser hat dann als Nullstellen genau die mehrfachen
Nullstellen vonf ; der Quotientf# hat also dieselben Nullstellen wief ,
aber jeweils nur mit Vielfachheit eins. Speziell für χu ist also

χ
#
u =

∏

α∈u
(
VK (I)

)
(T − α)saiT

s−1 .

(Um einen konstanten Faktor brauchen wir uns nicht zu kümmern, da der
ggT zweier PolynomëuberK ohnehin nur bis auf einen konstanten Fak-
tor definiert ist. Wir nehmen einfach irgendeinen ggT und normalisieren
dann den Quotienten auf höchsten Koeffizienten eins.)



 Computeralgebra WS2017

Um die Koeffizienten vongu(v, T ) zu berechnen, betrachten wir den
Quotienten

gu(v, T )
χ#

u

=

∑
x∈VK (I)

µ(x)v(x)
∏

α∈u
(
VK (I)r{x}

)(T − α)

∏

α∈u
(
VK (I)

)(T − α)

=
∑

x∈VK (I)

µ(x)v(x)
T − u(x)

=
∑

j≥0

∑
x∈VK (I)

µ(x)v(x)u(x)j

T j+1 =
∑

j≥0

Sp(vuj)
T j+1 ,

wobei wir bei dieser Berechnung wieder den gleichen Wegüber die
Summenformel der geometrischen Reihe gegangen sind wie oben bei der
Berechnung vonχu/χ′

u. Multiplikation mit χ#
u führt auf die geẅunschte

Darstellung

gu(v, T ) =
s−1∑

ℓ=0

s−ℓ−1∑

j=0

Sp(vu
j)aℓT

s−ℓ−j−1 .

Insbesondere zeigt dies, daßgu(v, T ) ∈ K[T ] tats̈achlich bereits ink[T ]
liegt.

Zur Berechnung des Polynoms für konkrete Werte vonT erinnern
wir uns an das HORNER-Schema zur Berechnung eines Polynoms
f =

∑n
i=0 ciT

n−1: Definieren wir rekursiv

H0(f ) = c0 und Hj+1(f ) = Hj(f )T + cj ,

so istHj(f ) =
∑j

i=0 cjT
j−i und somit ist

gu(v, T ) =
s−1∑

ℓ=0

Sp(vu
ℓ)Hs−ℓ−1(χ#) .

Für einen Algorithmus zur Berechnung einer univariaten rationalen Dar-
stellung fehlt uns nun nur noch ein Kandidat für die separierende Line-
arformu. Wie wir aus§3 wissen, gibt es nur endlich vielea ∈ k, für
die

ua = X1 + aX2 + a
2
X3 + · · · + a

n−1
Xn
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nicht separierend ist; genauer gesagt sind es höchstens (n−1)
(
s
2

)
Stück.

Da wir uns in diesem Paragraphen auf Charakteristik Null beschr̈anken,
ist Z ⊂ k, und f̈ur mindestens eine ganze Zahlena mit 0 ≤ a ≤
(n− 1)

(
s
2

)
ist ua separierend. Wir k̈onnen daher wie folgt vorgehen:

1. Schritt:Berechne eine GRÖBNER-BasisG vonI bez̈uglich irgendeiner
Monomordnung, z.B. der graduiert lexikographischen.ω1, . . . , ωr sei
die Menge der Standardmonome bezüglichG; sie bilden eine Basis des
RestklassenringsA.

2. Schritt: Wähle irgendeina mit 0≤ a ≤ (n− 1)
(
s
2

)
, setzeu = ua und

berechneχu.

3. Schritt:Berechne das quadratfreie Polynomχ#
u zuχu. Falls es mitχu

übereinstimmt, istχu quadratfrei und damitu separierend. Andernfalls
berechne man den Rangs der Matrix SpM aus dem letzten Paragraphen.
Wegens = #VK(I) ist u auch separierend, wenn degχu = s ist. Ist
degχu < s, so istu nicht separierend; dann muß man zurück zu Schritt 2
und dort ein neues, bislang noch nicht betrachtetesa ausẅahlen.

4. Schritt: Berechne f̈ur die KoordinatenfunktionenX1, . . . ,Xn die
Polynomegu(Xi, T ) undgu(1, T ).

5. Schritt: Bestimme die Nullstellent1, . . . , ts vonχ#
u.

6. Schritt: Die Elemente vonVK(I) sind dien-Tupel
(

g(X1, tj)

g(1, tj)
, . . . ,

g(Xn, tj)

g(1, tj)

)

für j = 1, . . . , s.

Der problematischste Schritt bei diesem Algorithmus wird im Allge-
meinen der f̈unfte sein, denn allgemeine algebraische Formeln zur Be-
stimmung der Nullstellen eines Polynoms vom Gradd gibt es nur f̈ur
d ≤ 4. Die Computeralgebra kennt zwar Algorithmen zur Zerlegung
eines Polynoms in seine irreduziblen Faktoren, aber die meisten Poly-
nome ausQ[T ] sind irreduzibel. S̈atze aus der reellen Algebra erlauben
es, die reellen Nullstellen eines Polynoms einzugrenzen, d.h. für ein
Polynom mits reellen Nullstellen lassen sich (beliebig kurze) Intervalle
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[ai, bi] f ür i = 1, . . . , s bestimmen deren jedes genau eine der Null-
stellen entḧalt. Mit etwas mehr Aufwand lassen sich auch Intervalle für
die Real- und Imagin̈arteile der komplexen Nullstellen finden. Mit den
so bestimmten Nullstellen läßt sich auch rechnen, so daß im sechsten
Schritt auch die Koordinaten der Lösungstupel in dieser Form angeben
kann.

Das Nennerpolynomgu(1, T ) verhindert, daß die obige Darstellung zu
einer Basis des IdealsI führt. Da wir zur Bestimmung vonVK(I)
nur Nullstellen vonχu einsetzen, k̈onnen wir die Division eventuell
verhindern: Wenn wir ein Polynomg∗ ∈ k[T ] finden, so daß

1
gu(1, t)

= g
∗(t) für allet ∈ K mit χu(t) = 0 ,

können wir die Division durchgu(1, t) ersetzen durch eine Multiplika-
tion mit g∗(t), wobei wir das Ergebnis natürlich moduloχu reduzieren
können.

Um zu sehen, wann dies der Fall ist, schauen wir uns

gu(1, T ) =
∑

x∈VK (I)

µ(x)
∏

α∈u
(
VK (I)r{x}

)
(T − α)

etwas genauer an: Die Struktur der rechten Seite erinnert andie Ablei-
tung von

χu =
∏

x∈VK (I)

(
T − u(x)

)µ
(x) ,

denn nach der LEIBNIZ-Regel ist

χ
′
u =

∑

x∈VK (I)

µ(x)
(
T − u(x)

)µ(x)−1 ∏

x∈VK (I)r{x}

(
T − u(x)

)µ(x)
.

Dividieren wir dies durch
∏

x∈VK (I)

(
T − u(x)

)µ(x)−1
, erhalten wir

∑

x∈VK (I)

µ(x)
∏

x∈VK (I)r{x}

(
T − u(x)

)

=
∑

x∈VK (I)

µ(x)
∏

α∈u
(
VK (I)r{x}

)
(T − α) .
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Wie wir uns bereits bei der Berechnung vonχ#
u überlegt haben, ist

in Charakteristik Null einee-fache Nullstelle eines Polynomsf eine
(e − 1)-fache Nullstelle der Ableitung; der ggT vonf und f ′ ist also
gerade das Produkt der (T − α)eα−1, wobei α die Nullstellen vonf
durchl̈auft undeα die Nullstellenordnung vonα bezeichnet. Somit ist

gu(1, T ) =
χ′

u

ggT(χu, χ′
u)

.

Falls χu keine mehrfachen Nullstellen hat, ist ggT(χu, χ′
u) = 1, also

gu(1, T ) = χ′
u, und nach dem erweiterten EUKLID ischen Algorithmus

lassen sich Polynomeg∗, h∗ ∈ k[T ] bestimmen derart, daß

g
∗
χ
′
u +h

∗
χu = g

∗
gu(1, T ) +h

∗
χu = 1 und g

∗
gu(1, T ) ≡ 1 modχu

ist.

§8: Nullstellen und Eigenwerte

1992 stellten die Wiener Numeriker AUZINGER und STETTER auf einer
Tagung in Singapur ein Verfahren vor, wie man Lösungen nichtline-
arer Gleichungssysteme zurückführen kann auf die Bestimmung von
Eigenwerten geeigneter Matrizen. Sie arbeiteten dabei natürlich mit
numerischen Methoden, aber das Verfahren läßt sich auch f̈ur exaktes
symbolisches Rechnen anwenden.

Die Matrizen, um die es geht, sind Abbildungsmatrizen für lineare Ab-
bildungen des RestklassenringsA auf sich selbst; auch hier m̈ussen wir
also wieder annehmen, daß das gegebene Gleichungssystem eine end-
liche Lösungsmenge hat, so daßA als Vektorraum endlichdimensional
ist.

Wir benötigen zun̈achst eine Vektorraumbasis vonA; dazu nehmen wir
wieder die Standardmonome bezüglich irgendeiner GRÖBNER-Basis des
Ideals. Dann betrachten wir für jede VariableXi die lineare Abbildung

LXi
:

{
A→ A

f 7→ Xif
,
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wobei mitXif naẗurlich die Restklasse gemeint ist, deren Darstellung
in der Basis aus Standardmonomen wir mit dem Divisionsalgorithmus
bestimmen k̈onnen.C (i) sei die Abbildungsmatrix vonLXi

bez̈uglich
dieser Basis.

Lemma: Die MatrizenC (i) kommutieren, d.h. f̈ur allei, j ist

C
(i)

C
(j) = C

(j)
C

i) .

Beweis:Die zugeḧorigen linearen AbbildungenLXi
undLXj

kommu-
tieren, denn f̈ur allef ∈ A ist

LXi

(
LXj

(f )
)

= XiXjf = XjXif = LXj

(
LXi

(f )
)

.

Diese Kommutativiẗat erlaubt uns, eine Basis vonA zu finden bez̈uglich
derer alle diese Matrizen obere Dreiecksmatrizen werden, denn es gilt:

Satz: Ist M ⊂ kn×n eine Menge miteinander kommutierender Matri-
zen, so gibt es eine Basis vonKn, bez̈uglich derer alle diese Matrizen
obere Dreiecksgestalt haben. Falls die Matrizen aus einer Teilmenge
N ⊆ M diagonalisierbar sind, läßt sich diese Basis so bestimmen, daß
alle Matrizen ausN Diagonalgestalt haben.

Die FormulierungEine MatrixC hat bez̈uglich einer Basis vonKn obere
Dreiecksgestaltsoll dabei naẗurlich bedeuten, daß die Abbildungsmatrix
der linearen Abbildung {

K
n → K

n

v 7→ Cv

bez̈uglich dieser Basis eine obere Dreiecksmatrix ist; entsprechend ist
auch die Diagonalgestalt zu interpretieren. Offensichtlich hat eine Mat-
rix genau dann obere Dreiecksgestalt bezüglich einer Basisb1, . . . , bn

von Kn, wenn f̈ur jedesr ≤ n der vonb1, . . . , br erzeugte Untervek-
torraum auf sich selbst abgebildet wird, wenn alsoCbr für jedesr eine
Linearkombination der Vektorenb1, . . . , br ist.

DenBeweisdes Satzes führen wir durch vollsẗandige Induktion nachn.
Der Induktionsanfangn = 1 ist trivial, da jede 1× 1-Matrix eine Diag-
onalmatrix ist.
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Nun sein > 1. Falls alle Matrizen ausM skalare Vielfache der Ein-
heitsmatrix sind, gibt es nichts mehr zu beweisen; andernfalls gibt es
mindestens eine MatrixC ∈ M , die kein Vielfaches einer Diagonal-
matrix ist. Falls es inN eine solche Matrix gibt, nehmen wir diese. Da
der KörperK algebraisch abgeschlossen ist, hatC mindestens einen
Eigenwertλ ∈ K, und die Dimension des Eigenraums

U =
{
v ∈ K

n ∣∣ Cv = λv
}

ist zwar echt gr̈oßer als Null, aber kleiner alsn. Für jede weitere Matrix
B ∈M und jeden Vektorv ∈ U ist

C(Bv) = (CB)v = (BC)v = B(Cv) = B(λv) = λBv ,

d.h. auchBv liegt in U . Somit operieren die MatrizenB ∈ M auch
aufU über die linearen Abbildungen

{
U → U

v 7→ Bv
.

Die Abbildungsmatrix dieser linearen Abbildung bezüglich irgendeiner
festen Basis vonU seiB. Naẗurlich kommutieren auch die MatrizenB,
und da dimU < n gibt es nach Induktionsannahme eine Basis vonU ,
bez̈uglich derer alleB Diagonalgestalt haben.

FallsC ∈ N , istKn die direkte Summe aller Eigenräume vonC, und das
gleiche Argument zeigt, daß auch alle anderen Eigenräume von allen
B ∈ M auf sich selbst abgebildet werden. Nach Induktionsannahme
hat jeder dieser Eigenräume eine Basis, bezüglich derer alle Matrizen
ausM obere Dreiecksgestalt haben und die ausN sogar Diagonalgestalt.
Setzen wir diese Basen zusammen, erhalten wir eine Basis vonKn mit
derselben Eigenschaft.

Falls wir C nicht ausM wählen k̈onnen, wissen wir immerhin, daßU
eine entsprechende Basis hat. Daraus folgt insbesondere, daß der erste
Basisvektorb1 dieser Basis von allen MatrizenB ∈M auf ein skalares
VielfachesλBb1 abgebildet wird.

Betrachten wir nun den FaktorraumW = Kn/Kb1. Auch dort ope-
riert M , denn sindv, w ∈ Kn zwei Vektoren, die sich nur um ein
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Vielfaches vonb1 unterscheiden, etwaw = v+λb1, so ist f̈ur jede Matrix
B ∈M

Bw = Bv + Bλw = Bv + λBw = Bv + λλBb1 ;

die Bilder unterscheiden sich also auch nur um ein Vielfaches vonb1
und haben somit die gleiche Restklasse moduloKb1.

Nach Induktionsannahme gibt es eine Basis vonW derart, daß alle diese
linearen Abbildungen bezüglich dieser Basis eine obere Dreiecksmatrix
als Abbildungsmatrix haben.b2, . . . , br ∈ Kn seien Repr̈asentanten
dieser Basisvektoren inKn. Dann wird der vonb1, . . . , br von jeder
Matrix B ∈ M auf sich selbst abgebildet, d.h. alle Matrizen ausM
haben obere Dreiecksgestalt bezüglich dieser Basis, Da wirC nicht
ausN wählen konnten, sind alle Matrizen ausN , so es̈uberhaupt welche
gibt, skalare Vielfache der Einheitsmatrix und haben damitohnehin
bez̈uglich jeder Basis Diagonalgestalt.

Für uns bedeutet dies, daß es eine Basis vonĀ gibt, bez̈uglich derer
alle AbbildungenLXi

obere Dreiecksgestalt haben.b1, . . . , br seinen
Polynome ausK[X1, . . . ,Xn], deren Restklassen moduloI eine solche
Basis bilden.

Nehmen wir zun̈achst der Einfachheit halber an, das IdealI sei ein
Radikalideal, und die Abbildungsmatrizen allerLXi

seien diagonali-
sierbar. Dann sind allebi Eigenvektoren allerLXi

; zu jedemi gibt es
also einλi, so daßXibi ≡ λibi modI, d.h. (Xi−λi)bi ∈ I. Der Eigen-
vektorbi kann nicht der Nullvektor sein, liegt also nicht inI. Da I ein
Radikalideal ist, liegt jedes Polynom, das aufVK(I) verschwindet, inI;
daher gibt es mindestens einx ∈ VK(I) mit bi(x) 6= 0. Für diesesx muß
dannXi − λi verschwinden, d.h. diei-te Koordinate vonx muß gleich
dem Eigenwertλi sein.

Dies gilt auch im allgemeinen Fall, denn der Restklassenring Ā ist
isomorph zur direktem Summe seiner Lokalisierungen zu den Lösungen
ausVK(I), und nach dem Satz von STICKELBERGERhat die Mutiplikation
mit einem Polynomf auf Āx genau einen Eigenwert, nämlich f (x),
Seine algebraische Vielfachheit ist gleich der Multiplizität µ(x), also
gleich der Dimension vonAx.
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§9: Resultanten

Fast alle Verfahren, die wir bislang betrachtet haben, stammen aus der
Zeit nach 1965; nichtlineare Gleichungssysteme interessierten Mathe-
matiker aber natürlich bereits lange vorher. und sie entwickelten auch
Methoden zu ihrer L̈osung. Eine auch noch heute oft wichtige Technik
sind die im 19. Jahrhundert entwickelten Resultanten.

Wir beginnen mit zwei Polynomen

f = adX
d + ad−1X

d−1 + · · · + a1X + a0i mit ad 6= 0

und

g = beX
e + be−1X

e−1 + · · · + b1X + b0 mit be 6= 0

in einer Ver̈anderlichen, lassen aber für die Koeffizienten nicht nur Ele-
mente aus einem K̈orper zu, sondern aus einem beliebigen faktoriellen
Ring:

Definition: a) Ein Elementf ∈ R eines RingsR heißtEinheit,falls es
einf ′ ∈ R gibt, so daßff ′ = 1 ist.

b) f 6= 0 heißtirreduzibel,wennf keine Einheit ist und bei jeder
Produktdarstellungf = gh vonf entwederg oderh eine Einheit ist.

c) Ein faktorieller Ringist ein Integriẗatsbereich, in dem sich jedes
Elementf 6= 0 bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutig als Produkt
irreduzibler Elemente schreiben läßt.

In diesem Sinne sind beispielsweise die ganzen Zahlen ein faktorieller
Ring; die einzigen Einheiten sind±1, und die irreduziblen Elemente sind
die Primzahlen und ihre negativen.Bis auf Reihenfolge und Einheiten
eindeutigheißt, daß wir uns nicht daran stören, daß

10 = 2· 5 = 5 · 2 = (−2) · (−5) = (−5) · (−2)

ist.

Auch jeder K̈orper ist ein faktorieller Ring; hier ist jedes von Null
verschiedene Element eine Einheit, und es gibt gar keine irreduziblen
Elemente.
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Nach einem Satz von GAUSS ist auch der Polynomring̈uber einem
faktoriellen Ring wieder faktoriell; der Beweis ist in praktisch jedem
Lehrbuch der Algebra zu finden und wird auch meist in der Vorlesung
Algebragegeben. Daraus folgt induktiv, daß jeder Polynomring in end-
lich vielen VariablenX1, . . . ,Xn überZ oder einem K̈orper faktoriell
ist. Man überlegt sich leicht, daß die Einheiten vonR[X] genau die
vonR sind, In einem Polynomring̈uber einem K̈orper ist ein Polynom
genau dann irreduzibel, wenn es sich nicht als Produkt zweier Poly-
nome positiven Grades schreiben läßt; inZ[X] muß noch zus̈atzlich der
ggT der Koeffizienten gleich eins sein, da man sonst diesen als Fak-
tor nehmen k̈onnte. Außerdem sind alle Primzahlen und ihre negativen
irreduzible Elemente vonZ[X].

Die Resultante zweier Polynomef, g wie oben soll uns ein Kriterium
dafür geben, daßf undg einen gemeinsamen Faktor positiven Grades
haben. Isth ein solcher Faktor, so ist

fg

h
=

f

h
· g =

g

h
· f

ein gemeinsames Vielfaches vonf undg, dessen Grad

degf + degg − degh = d + e− degh

höchstens gleichd + e− 1 ist.

Haben umgekehrtf und g ein gemeinsames Vielfaches vom Grad
höchstensd+e−1, so hat auch ihr kleinstes gemeinsames VielfachesS
höchstens den Gradd + e − 1. (Ein kleinstes gemeinsames Vielfaches
existiert, da mitR auchR[x] faktoriell ist.)

Zu S gibt es einerseits Polynomeu, v ∈ R[X], f ür die S = uf = vg
ist, andererseits istS alskleinstesgemeinsames Vielfaches vonf undg
Teiler vonfg, es gibt also ein Polynomh ∈ R[X] mit fg = Sh. Für
dieses ist

hv =
fg

S
· v = f · vg

S
= f und hu =

fg

S
· u = g · uf

S
= g ,

es teilt also sowohlf als auchg und sein Gradd+e−degS ist mindestens
gleich eins. Damit ist gezeigt:
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Lemma: Zwei Polynomef, g ∈ R[X] haben genau dann einen gemein-
samen Teiler positiven Grades, wenn es nichtverschwindende Poly-
nomeu, v ∈ R[X] mit uf = vg und Graden degu ≤ degg − 1 und
degv ≤ degf − 1.

Diese Bedingung schreiben wir um in ein lineares Gleichungssystem
für die Koeffizienten vonu undv: Da degu ≤ degg− 1 = e− 1 ist und
degv ≤ degf − 1 = d− 1, lassen sich die beiden Polynome schreiben
als

u = ue−1X
e−1 + ue−2X

e−2 + · · · + u1X + u0

und
v = vd−1X

d−1 + vd−2X
d−2 + · · · + v1X + v0 .

Die Koeffizienten vonXr in uf undvg sind
∑

i,j mit i+j=r

aiuj und
∑

i,j mit i+j=r

bivj ,

f undg haben daher genau dann einen gemeinsamen Teiler vom Grad
mindestensr, wenn es nicht allesamt verschwindende Körperelemente
u0, . . . , ue−1 undv0, . . . , vd−1 gibt, so daß

∑

i,j mit i+j=r

aiuj −
∑

i,j mit i+j=r

bivj = 0 für r = 0, . . . , d + e− 1

ist. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem ausd + e Glei-
chungen f̈ur died + e Unbekanntenu0, . . . , ue−1 undv0, . . . , vd−1; es
hat genau dann eine nichttriviale Lösung, wenn seine Matrix kleineren
Rang alsd + e hat, wenn also deren Determinante verschwindet.

Ausgeschrieben wird das Gleichungssystem, wenn wir mit demKoeffi-
zienten vonxd+e−1 anfangen, zu

adue−1 − bevd−1 = 0

ad−1ue−1 + adue−2 − be−1vd−1− bevd−2 = 0

ad−2ue−1 + ad−1ue−2 + adue−3

−be−2vd−1 − be−1vd−2bevd−3 = 0

· · ·
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a0u3 + a1u2 + a2u1 + a3u0 − b0v3− b1v2− b2v1− b3v0 = 0

a0u2 + a1u1 + a2u0− b0v2 − b1v1 − b2v0 = 0

a0u1 + a1u0 − b0v1− b1v0 = 0

a0u0 − b0v0 = 0

Natürlich ändert sich nichts an der nichttrivialen Lösbarkeit oder
Unlösbarkeit dieses Gleichungssystems, wenn wir anstelle derVari-
ablenvj die Variablen−vj betrachten, womit alle Minuszeichen im
obigen Gleichungssystem zu Pluszeichen werden; außerdem hat es sich
– der gr̈oßerenÜbersichtlichkeit wegen – eingebürgert, die Transponier-
te der Matrix des Gleichungssystems zu betrachten. Dies führt auf die
(d + e)× (d + e)-Matrix



ad ad−1 ad−2 . . . a1 a0 0 0 . . . 0
0 ad ad−1 . . . a2 a1 a0 0 . . . 0
0 0 ad . . . a3 a2 a1 a0 . . . 0
...

...
...

. ..
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . ad ad−1 ad−2 ad−3 . . . a0
be be−1 be−2 . . . b2 b1 b0 0 . . . 0
0 be be−1 . . . b3 b2 b1 b0 . . . 0
...

...
...

. ..
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 be be−1 be−2 . . . b0




,

in dere Zeilen aus Koeffizienten vonf stehen undd Zeilen aus Koeffi-
zienten vong.

Definition: Die obige Matrix heißt SYLVESTER-Matrix: ihre Determi-
nante ist dieResultante

Res(f, g) = ResX(f, g)

der beiden Polynomef undg bez̈uglich der VariablenX.

Der IndexX ist dann notwendig, wenn schon der RingR ein Polynom-
ring ist, so daßf undg Polynome in mehreren Veränderlichen sind und
nicht klar ist, bez̈uglich welcher von ihnen die Resultante gebildet wird.
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JAMES JOSEPHSYLVESTER (1814–1897) wurde geboren
als JAMES JOSEPH; erst als sein Bruder nach USA
auswanderte und dazu einen dreiteiligen Namen brauch-
te, erweiterte er aus Solidarität auch seinem Namen.
1837 bestand er das berüchtigte Tripos-Examen der
Universiẗat Cambridge als Zweitbester, bekam aber
keinen akademischen Abschluß, da er als Jude den
dazu vorgeschriebenen Eid auf die 39 Glaubensartikel
der Church of England nicht leisten konnte. Trotzdem
wurde er Professor am University College in London;
seine akademischen Grade bekam er erst 1841 aus
Dublin, wo die Vorschriften gerade mit Rücksicht auf

die Katholiken gëandert worden waren. Ẅahrend seiner weiteren Tätigkeit an sowohl
amerikanischen als auch englischen Universitäten bescḧaftigte er sich mit Matrizen, fand
die Diskriminante kubischer Gleichungen und entwickelte auch die allgemeine Theorie der
Diskriminanten. In seiner Zeit an der Johns Hopkins University in Baltimore gr̈undete er
das American Journal of Mathematics, das noch heute zu den wichtigsten mathematischen
Fachzeitschriften Amerikas zählt.

Damit haben wir gezeigt

Satz:Zwei Polynomef, g ∈ R[X] über dem faktoriellen RingR haben
genau dann einen gemeinsamen Faktor positiven Grades, wennihre
Resultante verschwindet.

Angenommen, wir haben zwei Polynomef, g ∈ k[X,Y ] und suchen de-
ren gemeinsame Nullstellenmengeüber einem algebraisch abgeschlos-
senen K̈orper K, der k entḧalt. Dann k̈onnen wirf und g auffassen
als Polynome inY überk[X] und ihre Resultante ResY (f, g) ∈ k[X]
betrachten. F̈ur einen speziellen Wertx ∈ K können wir auch die Resul-
tante der beiden Polynomef (x, Y ) undg(x, Y ) ausK[Y ] betrachten.
Offensichtlich ist diese gleich dem Wert den wir erhalten, wenn wirx
in ResY (f, g) ∈ k[X] einsetzen.

Die Resultante vonf (x, Y ) und g(x, Y ) aus K[Y ] verschwindet
genau dann, wenn diese beiden Polynome einen gemeinsamen Fak-
tor positiven Grades haben. DaK algebraisch abgeschlossen ist,
ist dies äquivalent dazu, daß sie eine gemeinsame Nullstelle inK
haben. Somit gibt es zu einem vorgegebenenx ∈ K genau dann
ein y ∈ K, so daß (x, y) ∈ VK(f, g), wenn x eine Nullstelle von
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ResY (f, g) ∈ k[X] ist. Eine Strategie zur L̈osung des des Gleichungs-
systemsf (x, y) = g(x, y) = 0 kann also darin bestehen, zunächst die
Nullstellen von ResY (f, g) zu bestimmen und für jede dieser Null-
stellenx dann die beiden Polynomef (x, Y ) undg(x, Y ) zu betrachten.
Dann kann man entweder die Nullstellen eines dieser Polynome bestim-
men und durch Einsetzen̈uberpr̈ufen, welche davon auch Nullstellen
des anderen sind, oder man berechnet den ggT der beiden Polynome.
Seine Nullstellen sind diey-Koordinaten der L̈osungen mit erster Koor-
dinatex.

Für ein allgemeines Gleichungssystem

f1(x1, . . . , xn) = · · · = fm(x1, . . . , xn) = 0

betrachten wir diefi ∈ k[X1, . . . ,Xn] als Polynome inXn mit Koeffizi-
enten ausk[X1, . . . , xN−1]. Falls die Resultante ResXn

(fi, fj) für zwei
Polynomefi, fj das Nullpolynom ist, habenfi und fj einen gemein-
samen Faktor; dies wird wohl nur selten der Fall sein. Falls wir die
Polynome vorher faktorisieren und dann das eine Gleichungssystem er-
setzen durch mehrere Systeme aus Polynomen kleineren Grades, können
wir das sogar ausschließen.

Häufiger und interessanter ist der Fall, daß die Resultante nur für gewisse
(n − 1)-tupel (x1, . . . , xn−1) ∈ kn−1 verschwindet. Dann wissen wir,
daß die Polynome

fi(x1, . . . , xn−1,Xn) und fj(x1, . . . , xn−1,Xn)

ausk[Xn] zumindest in einem Erweiterungskörper vonk eine gemein-
same Nullstelle haben. Falls wirx1, . . . , xn−1 kennen, k̈onnen wir diese
Nullstelle(n) bestimmen, indem wir die Nullstellen zweierPolynome in
einer Ver̈anderlichen berechnen und miteinander vergleichen.

Um das obige Gleichungssystem zu lösen, f̈uhren wir es also zurück auf
das Gleichungssystem

Resxn
(fi, fi+1)(x1, . . . , xn−1) = 0 für i = 1, . . . ,m− 1 ,

lösen dieses und betrachten für jedes L̈osungstupel jenes Gleichungssys-
tem inxn, das entsteht, wenn wir im Ausgangssystem für die erstenn−1
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Variablen die Werte aus dem Tupel einsetzen. Die Lösungen dieses Glei-
chungssystems sind gerade die Nullstellen des größten gemeinsamen
Teilers aller Gleichungen.

Man beachte, daß dieser ggT durchaus gleich eins sein kann, daß es also
nicht notwendigerweise eine Erweiterung des Tupels (x1, . . . , xn−1) zu
einer L̈osung des gegebenen Gleichungssystems gibt: Wenn alle Re-
sultanten verschwinden, haben nach Einsetzen zwarf1 und f2 eine
gemeinsame Nullstelle und genauso auchf2 undf3, aber diese beiden
Nullstellen k̈onnen verschieden sein. Es muß also keine gemeinsame
Nullstelle vonf1, f2 undf3 geben.

Als Beispiel f̈ur die Lösung eines nichtlinearen Gleichungssystems mit
Resultanten betrachten wir die beiden Gleichungen

f (x, y) = x
2+2y2+8x+8y−40 und g(x, y) = 3x2+y

2+18x+4y−50 .

Ihre Resultante bezüglichX ist

ResX (f, g) = 25Y 4 + 200Y 3− 468Y 2− 3472Y + 6820 ;

Maple gibt deren Nullstellen an als

y = −2± 1
5

√
534± 24

√
31 .

Diese k̈onnen wir beispielsweise ing einsetzen, die entstehende quad-
ratische Gleichung für x lösen, um dann zu testen, ob das Lösungspaar
(x, y) auch eine Nullstelle vong ist. Zumindest mit Maple ist das durch-
aus machbar.

Einfacher wird es aber, wenn wiry stattx eliminieren:

ResY (f, g) = (5X2 + 28X − 60)2

ist das Quadrat eines quadratischen Polynoms; dessen Nullstellen

x = − 14
5
± 4

5

√
31

uns die wohlbekannte L̈osungsformel liefert. Diese Werte können wir
nun in f oder g einsetzen, die entstehende Gleichung lösen und das
Ergebnis ins andere Polynom einsetzen.
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Alternativ können wir auch mitbeidenResultanten arbeiten: Ist (x, y)
eine gemeinsame Nullstelle vonf und g, so mußx eine Nullstelle
von Resy(f, g) sein undy eine von ResX (f, g). Da es nur 4× 2 = 8
Kombinationen gibt, k̈onnen wir diese hier einfach durch Einsetzen
testen. Wie sich zeigt, hat das System die vier Lösungen

(
− 14

5
+

4
5

√
31, −2− 1

5

√
534− 24

√
31

)

(
− 14

5
+

4
5

√
31, −2 +

1
5

√
534− 24

√
31

)

(
− 14

5
− 4

5

√
31, −2− 1

5

√
534 + 24

√
31

)

(
− 14

5
− 4

5

√
31, −2 +

1
5

√
534 + 24

√
31

)
.

Die Resultante zweier Polynome der Grade 30 und 40 ist eine 70× 70-
Determinante – nichts, was man mit den aus der Linearen Alge-
bra bekannten Algorithmen leicht und schnell ausrechnen könnte.
Tats̈achlich verwendet aber natürlich ohnehin niemand den Entwick-
lungssatz von LAGRANGE um eine große Determinante zu berechnen;
dessen N̈utzlichkeit beschr̈ankt sich definitiv auf kleineren Spielzeugde-
terminanten, wie sie vor allem in Mathematikklausuren vorkommen. In
realistischen Anwendungen wird man die Matrix durch Zeilen- und/oder
Spaltenoperationen auf Dreiecksform bringen und dann die Determi-
nante einfach als Produkt der Diagonaleinträge berechnen oder man tat
diesüber eine LR- oder QR-Zerlegung. Das dauert für die SYLVESTER-
Matrix zweier Polynome der Grade dreißig und vierzig auf heutigen
Computern weniger als eine halbe Minute.

Stellt man allerdings keine Matrix auf, sondern verlangt von einem Com-
puteralgebrasystem einfach, daß es die Resultante der beiden Polynome
berechnen soll, hat man das Ergebnis nach weniger als einem Zehntel
der Zeit. Einer der Schlüssel dazu ist wieder einmal der EUKLID ische
Algorithmus.

Angenommen, wir haben zwei Polynomef, g in einer VariablenX über
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einem faktoriellen RingR:

f = adX
d + ad−1X

d−1 + · · · + a1X + a0 und

g = beX
e + be−1X

e−1 + · · · + b1X + b0 mit d ≤ e .

Fallsf = a0 konstant ist, alsod = 0, gibt es in der SYLVESTER-Matrix
null Zeilen aus Koeffizienten vong und e Zeilen aus Koeffizienten
von f ; die Matrix ist also einfacha0 mal dere × e-Einheitsmatrix und
die Resultante als ihre Determinante istae

0.

Andernfalls dividieren wirg durchf und erhalten einen Resth:

g : f = q Resth oder h = g − qf .

Das ist freilich nur dann m̈oglich, wennR[X] ein EUKLID ischer Ring
ist, also im wesentlichen nur dann, wennR ein Körper ist. Das ist aber
keine so große Einschränkung wie es scheint, denn wir können statt
in R[X] im Polynomringüber dem Quotientenkörper vonR rechnen;
da die Resultante ein eindeutig bestimmtes Element vonR ist, muß
sp̈atestens das Endergebnis unserer Rechnung inR liegen. Die Zwi-
schenergebnisse können freilich recht große Nenner bekommen – ein
wohlbekanntes Problem der Computeralgebra, das uns bereits beim EU-
KLID ischen Algorithmus f̈ur Polynome begegnet ist.

Der zentrale Punkt beim EUKLID ischen Algorithmus ist, daß die gemein-
samen Teiler vonf und g genau dieselben sind wie die vonf und h.
Insbesondere haben alsof undg genau dann einen gemeinsamen Tei-
ler von positivem Grad, wennf und h einen haben, d.h. ResX (f, g)
verschwindet genau dann, wenn ResX (f, h) verschwindet. Damit sollte
es also einen Zusammenhang zwischen den beiden Resultantengeben,
und den k̈onnen wir zur Berechnung von ResX (f, g) ausn̈utzen, denn
naẗurlich ist ResX (f, h) kleiner und einfacher als ResX (f, g).

Bei der Polynomdivision berechnen wir eine Folge von Polynomen
g0 = g, g1, . . . , gr = h, wobeigi aus seinem Vorg̈anger dadurch entsteht,
daß wir ein Vielfaches vonXjf subtrahieren, wobeij = deggi − degf
ist. Der maximale Wert, denj annehmen kann, ist offenbar

degg − degf = e− d .
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Wir wollen unsüberlegen, wie sich die SYLVESTER-Matrix ändert, wenn
wir dort die Koeffizienten vong0 = g nacheinander durch die der nach-
folgendengi ersetzen. Um die Gestalt der Matrix nicht zu verändern,
betrachten wir dazu auch diegi als Polynome vom Gradm, indem wir
die Koeffizienten allerx-Potenzen mit einem Exponent oberhalb deggi

auf Null setzen.

Die Zeilen der SYLVESTER-Matrix sind Vektoren inRd+e; die erstene
sind die Koeffizientenvektoren vonXe−1f, . . . ,Xf, f , danach folgen
die vonXd−1g, . . . ,Xg, g.

Im ersten Divisionschritt subtrahieren wir vong ein VielfachesλXjf
mit j = e − d; damit subtrahieren wir auch von jeder PotenzXig das
PolynomλXi+jf . Für 0≤ i < d und 0≤ j ≤ e + d ist 0≤ i + j < e,
was wir subtrahieren entspricht auf dem Niveau der Koeffizientenvek-
toren also stets einem Vielfachen einer Zeile der SYLVESTER-Matrix.
Damit ändert sich nichts am Wert der Determinanten, wenn wir den
Koeffizientenvektor vong nacheinander durch den vong1, . . . , gr = h
ersetzen.

Die Resultantëandert sich also nicht, wenn wir in der SYLVESTER-Matrix
jede Zeile mit Koeffizienten vong ersetzen durch die entsprechende
Zeile mit Koeffizienten vonh, wobei h als ein Polynom vom Grade
behandelt wird, dessen führende Koeffizienten verschwinden.

Ist h = csX
s + · · · + c1X + c0, so ist also ResX (f, g) gleich

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ad ad−1 ad−2 . . . a1 a0 0 0 . . . 0
0 ad ad−1 . . . a2 a1 a0 0 . . . 0
0 0 ad . . . a3 a2 a1 a0 . . . 0
...

...
...

. ..
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . ad ad−1 ad−2 ad−3 . . . a0
ce ce−1 ce−2 . . . c2 c1 c0 0 . . . 0
0 ce ce−1 . . . c3 c2 c1 c0 . . . 0
...

...
...

. ..
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 ce ce−1 ce−2 . . . c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

wobei die Koeffizientence, . . . , cs+1 alle verschwinden.
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Somit beginnt im unteren Teil der Matrix jede Zeile mite− s Nullen.

In den erstene−s Spalten der Matrix stehen daher nur noch Koeffizien-
ten vonf : In der ersten ist dies ausschließlich der führende Koeffizientad

vonf in der ersten Zeile. Entwickeln wir nach der ersten Zeile, können
wir also einfach die erste Zeile und die erste Spalte streichen; die Deter-
minante ist dannad mal der Determinante derübrigbleibenden Matrix.
Diese hat (fallse > s+ 1) wieder dieselbe Gestalt, wir können also wie-
der einen Faktorad ausklammern und bekommen eine Determinante
mit einer Zeile und einer Spalte wenigerusw.Das Ganze funktioniert
e − s mal; dann ist der f̈uhrende Koeffizient vonh in die erste Spalte
gerutscht und diëubriggebliebene Matrix ist die SYLVESTER-Matrix von
f undh – falls etwas̈ubrigbleibt. Offensichtlich bleibt genau dann nichts
übrig, wennh das Nullpolynom ist: Dann sind die unterenm Zeilen Null,
d.h. die Resultante verschwindet.

Andernfalls ist ResX(f, g) = ae−s
d ResX (f, h), und da diese Formel

auch f̈ur h = 0 gilt, haben wir gezeigt

Lemma: Hat f keinen gr̈oßeren Grad alsg und isth der Divisionsrest
vong durchf , der den Grads habe, so ist ResX (f, g) = ae−s

d ResX (f, h).

Dies l̈aßt sich nun nach Art des EUKLID ischen Algorithmus iterieren:
Berechnen wir wie dort die Folge der Rester1 = h der Division vong
durchf und dann (mitr0 = g) weiterri+1 gleich dem Rest bei der Divi-
sion vonri durchri−1, so k̈onnen wie die Berechnung von ResX (f, g)
durch Multiplikation mit Potenzen der führenden Koeffizienten der Di-
visoren zur̈uckführen auf die viel kleineren Resultanten ResX(ri, ri+1).
Sobaldri+1 eine Konstante ist, egal ob Null oder nicht, haben wir eine ex-
plizite Formel und der Algorithmus endet. Für den Fall, daßf größeren
Grad alsg hat brauchen wir noch

Lemma: Für ein Polynom,f vom Gradd und ein Polynomg vom Grade
ist ResX (f, g) = (−1)de ResX (g, f ).

Beweis:Wir müssen in der SYLVESTER-Matrix e Zeilen zuf mit den
d Zeilen zug vertauschen. Dies kann beispielsweise so realisiert wer-
den, daß wir die unterstef -Zeile nacheinander mit jeder derg-Zeilen
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vertauschen, bis sie nachd Vertauschungen schließlich unten steht. Dies
müssen wir wiederholen, bis allef -Zeilen unten stehen, wir haben also
insgesamtde Zeilenvertauschungen. Somitändert sich das Vorzeichen
der Determinante um den Faktor (−1)de.

Zum Abschluß dieses Paragraphen wollen wir uns nochüberlegen, daß
die Resultante zweier Polynome noch aus einem anderen Grundfür jede
gemeinsame Nullstelle verschwinden muß: Sie läßt sich n̈amlich als
Linearkombination der beiden Polynome darstellen:

Lemma: R sei ein Ring undf, g ∈ R[X] seien PolynomëuberR. Dann
gibt es Polynomep, q ∈ R[X], so daß ResX (f, g) = pf + qg ist.

Man beachte, daßp, q, f undg zwar Polynome sind, die Resultante aber
nur ein Element vonR.

Beweis:Wir schreiben

f = adX
d + · · · + a1X + a0 und g = beX

e + · · · + b1X + b0 ,

wobei wir annehmen k̈onnen, daßad undbe beide nicht verschwinden.
Die Gleichungen

X
i
f = adX

d+i + · · · + a1X
1+i + a0X

i für i = 0, . . . , e− 1

und

X
j
g = beX

e+j + · · · + b1X
1+j + b0X

j für j = 0, . . . , d− 1

können wir in Vektorschreibweise so zusammenfassen, daß wirden
(d + e)-dimensionalen Vektor

F =
(
X

e−1
f, . . . ,Xf, f,X

d−1
g, . . . ,Xg, g

)T ∈ R[X]d+e

darstellen in der Form

F = X
d+e−1

r1 + · · · + X
1
rd+e−1 + X

0
rd+e

mit Vektorenrk ∈ Rd+e, deren Eintr̈age Koeffizienten vonf und g
sind. Die Resultante ist nach Definition gleich der Determinanten der
(d + e)× (d + e)-Matrix mit denrk als Spaltenvektoren.
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Nun gehen wir vor, wie bei der Herleitung der CRAMERschen Regel: Wir
betrachten obige Vektorgleichung als ein lineares Gleichungssystem mit
rechter SeiteF in den

”
Unbekannten“Xk und tun so, als wollten wir

den Wert vonX0 = 1 aus diesem Gleichungssystem bestimmen. Dazu
ersetzen wir nach CRAMER in der Determinante des Gleichungssystems
die letzte Spalte durch die rechte Seite, berechnen also dieDeterminante

det(r1, . . . , rd+e−1, F ) = det
(
r1, . . . , rd+e−1,

d+e∑

k=1

x
d+e−k

rk

)

=
d+e∑

k=1

x
d+e−k det(r1, . . . , rd+e−1, rk)

= det(r1, . . . , rd+e−1, rd+e) ,

denn f̈ur k 6= d + e steht die Spalterk zweimal in der Matrix, so daß die
Determinante verschwindet.

Wenn wir bei der Berechnung von det(f1, . . . , rd+e−1) nach dem LA-
GRANGEschen Entwicklungssatz die Polynomef und g in F stehen
lassen, erhalten wir die Determinante als Ausdruck der Formpf + qg
mit Polynomenp undq ausR[X]: Da f undg beide nur in der letzten
Spalte vorkommen, dort aber in jedem Eintrag genau eines derbeiden,
entḧalt jedes der (d + e)! Produkte, die nach LAGRANGE aufsummiert
werden, genau eines der beiden Polynome. Nach der obigen Rechnung
ist pf + qg gleich der Determinante derrk, also die Resultante.


