Wolfgang K. Seiler

Computeralgebra

Vorlesung im Herbstsemester 2017
an der Universitdt Mannheim




Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und sdilméiglichst
geringer Verbgerung erscheinen. Es ist daher in seiner Citadif kei-
nen Fall mit einem Lehrbuch zu vergleichen; insbesonder Behler
bei dieser Entstehensweise nicht nudgtich, sonderrsicher. Dabei
handelt es sich wohl leider nicht immer nur um harmlose Bpf#r,
sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagerelidana
Teile aus anderen SkripteaarfHOrerkreise der verschiedensten Niveaus
ubernommen sind, ist die &entation auch teilweise ziemlich inho-
mogen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewisself8-Mi
trauen gegen seinen Inhalt gelesen werden. Falls Sie Fahéem,
teilen Sie mir dies bitte pedslich oder per e-mail (seiler@math.uni-
mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unaediich
finden, bin ich @r entsprechende Hinweise dankbar.

Falls geriigend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit
Listen mit Berichtigungen und Verbesserungen zusammigrstdn
der online Version werden riatich alle bekannten Fehler korrigiert.

Biographische Angaben von Mathematikern beruheif3tgnteils auf
den entsprechenden Artikeln imMacTutor History of Mathemat-
ics archive(www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/), von wo
auch die meisten abgedruckten Bilder stammen. Bei nocmdkre
Mathematikern bezog ich mich, soweibglich, auf deren eigenen In-
ternetauftritt.
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Kapitel O
Einflhrung

81: Was ist Computeralgebra

Sobald kurz nach dem zweiten Weltkrieg die ersten Compundira-
versitaten auftauchten, wurden sie von Mathematikern nicht nor zu
numerischen Rechnen eingesetzt, sondern diuchlle anderen Arten
mathematischer Routinearbeiten, genau wie auch schiberfialle zur
Verfugung stehenden Mittel benutzt wurden: Beispielsweisestkan
lerte D.H. LEHMER bereits vor rund achtzig Jahren, lange vor den ersten
Computern, mit Fahrradketten Maschinen, die (gro3éjrhelhe Zahlen

in ihre Primfaktoren zerlegen konnten.

Computer manipulieren Bitfolgen; von den meisten Anwendaeurden
diese zur Zeit der ersten Computer zwar als Zahlen inteepteaber
wie wenig sfater selbst die Buchhalter bemerktetinken sie ndirlich
auch Informationen ganz anderer Art darstellen. Deshallm&m be-
reits auf den ersten Computern (deren Leistualgigikeit nach heutigen
Standards nicht einmal der eines programmierbaren Tasatlerers
entspricht) algebraische, zahlentheoretische und aralestakt ma-
thematische Berechnungen durchdet wurden. Programmiert wurde
meist in Assembler, da dieaggigen bhere Programmiersprachen der
damaligen ZeitfORTRAN, ALGOL 60, COBOL, . .) vor allem mit Blick
auf numerischdzw.,im Fall von COBOL, betriebswirtschaftliche An-
wendungen konzipiert worden waren.

Eine Ausnahme bildete die 1958 vooHN MCCARTHY entwickelte
ProgrammiersprachelSP, die speziell fir symbolische Manipulation
entwickelt wurde, vor allem solche im Bereich demistlichen Intel-
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ligenz. In dieser Sprache wurden Ende der Sechzigerjalererdten
Computeralgebrasysteme geschriebdACSYMA ab 1968 ebenfalls
am M.L.T. zurachst vor allemiir alle Arten von symbolischen Rechnun-
gen in Forschungsprojekten des M.I.REDUCEungeghr gleichzeitig
von ANTHONY C. HEARN vor allem fir Berechnungen in der Hochen-
ergiephysik.

Beide Systeme verbreiteten sich schnell an den Uniesitund wur-
den bald auch schornif eine Vielzahl anderer Anwendungen benutzt;
dies wiederumiihrte zur Weiterentwicklung der Systeme sowohl durch
die urspiinglichen Autoren als auch durch Benutzer, die neue Pakete
hinzufiigten, und estifrte auch dazu, dafd anderswo neue Computer-
algebrasysteme entwickelt wurden, wie beispielswaisple an der
University of Waterloo (einer der Partneruniveasgn von Mannheim).

Mit der zunehmenden Nachfrage lohnte es sich auch, deutlehr
Arbeit in die Entwicklung der Systeme zu stecken, so dal3 digen
Systeme oft nicht mehr inISP geschrieben waren, sondern in klas-
sischen Programmiersprachen WI®DULA oder Chzw.spater C++,

die zwar fir das symbolische Rechnen einen erheblichdren Pro-
grammieraufwand erfordern al$SP, die dafir aber auch zu deutlich
schnelleren ProgrammeaHren.

Eine gewisse Zsur bedeutete das Auftreten vdmathematicaim
Jahr 1988. Dies ist das erste System, das von Anfang an rem ko
merziell entwickelt wurde. Der Firmengnder und Initiator $EVE
WOoLFRAM kommt zwar aus dem Univeraiisbereich (bevor er seine
Firma giindete, forschte er amstitute for Advanced Studi@sPrince-
ton Uber zelluare Automaten), abdvlathematicawar von Anfang an
gedacht als ein Produkt, das an Naturwissenschaftlerniegee und
Mathematikewerkauftwerden sollte. Ein wesentlicher Aspekt, der aus
Sicht dieser Zielgruppe den Kauf vbathematicaattraktiv machte, ob-
wohl zumindest damals noch eine ganze Reihe anderer Syt maer
gegen nominale Gelhr ertéltlich waren, bestand in der dglichkeit,
auf einfache Weise Graphiken zu erzeugen. Bei den erstaerSgs
hatte dies nie eine Rolle gespielt, da Graphik damalsiinar teure
Plotter und (zumindest in Univeratsrechenzentrum) mit Wartezeiten
von rund einem Tag erstellt werden konnte. 1988 gab es bdp€is
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mit (damals noch sehr schwachen) graphiitfjen Bildschirmen, und
Visualisierung spielte pitzlich in allen Wissenschaften eine erheblich
grol3ere Rolle als zuvor.

Der Nachteil der ersteNlathematicaVersionen war eine im Vergleich
zur Konkurrenz ziemlich hohe Fehlerquote bei den mathesctadin
Berechnungen. (Perfekt ist in diesem Punkt auch heute raaoldom-
puteralgebrasystem.) Der grol3e Vorteil der einfachen ugzieg von
Graphiken sowie das sehr gute Begleitbuch vam& WOLFRAM,
das deutlichiber dem Qualétsniveau auch heuigblicher Software-
dokumentation liegt, bescherk¢athematicaeinen grof3en Erfolg. Da
auch Systeme wiIACSYMA und MAPLE mittlerweile in selbgindi-
ge Unternehmen ausgegliedert worden waréhyteé die Konkurrenz
am Markt schnell dazu, dal3 Graphik auch ein wesentlichetaBdeil
anderer Computeralgebrasysteme wurde undMathematicaetwas
vorsichtiger mit den Regeln der Mathematik umging; heuterschei-
den sich die beiden kommerziell dominanten Systeragle undMath-
ematicanicht mehr wesentlich in ihren Graphédtigkeiten und ihrer
(geringen, aber bemerkbarendtfigkeit mathematischer Fehler. Hinzu
kam der Markt der Sdiler und Studenten, so dal3 ein am Markt er-
folgreiches Computeralgebrasystem auch in der Lage sei®d, ohe
Grundaufgaben der Schulmathematik und der Mathematikdusig
zumindest der ersten Semester der gefragtesten Stiddigagu bsen.

Da die meisten, die mit dem Begrifomputeralgebraiberhaupt etwas
anfangen knnen, an Computeralgebrasysteme denken, hat sich dadurch
auf die Bedeutung des Wor@omputeralgebraverandert: Gemeinhin
versteht man darunter nicht mehr nur ein Programm, das sisobe
Berechnungen eraglicht, sondern eines, dager ernstzunehmende
Graphiki&higkeiten verfigt und viele @ngige Aufgabentypendosen
kann, ohne dal3 der Benutzer notwendigerweise verstehianesolche
Aufgaben bst.

Hier in der Vorlesung wird es in erster Linie um die Algoritem
gehen, die hinter solche System stehen, insbesondere,d#iresich
mit der klassischen Aufgabe des symbolischen Rechnensdagfaln
denUbungen wird es allerdings zumindest auch teilweise darefneng,
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Computeralgebrasysteme effizient einzusetzen auch zuaNsgerung
mathematischer Sachverhalte.

82: Numerisches, exaktes und symbolisches Rechnen

Mit vielen Fragestellungen der Computeralgebra wie etwa dsung
von Polynomgleichungen oder Systemen solcher Gleichubgsciaf-
tigt sich auch die numerische Mathematik; um die untersiticieen
Ansatze beider Gebiete zu versteherijgsen wir uns die Unterschiede
zwischen numerischem Rechnen, exaktem Rechnen und swatiein
Rechnen klar machen.

Numerisches Rechnen gilt gemeinhin disRechnen mit reellen Zah-
len. Kurzes Nachdenken zeigt, dal3 wirkliches Rechnen mliere Zah-
len weder mit Papier und Bleistift noch per Computdigiich ist: Die
MengeR der reellen Zahlen ist schliel3lictberabahlbar, aber sowohl
unsere Gehirne als auch unsere Computer sind endlich. Dienyp
real oderfloat oder aucldouble einer Programmiersprache kann daher
unmoglich das Rechnen mit reellen Zahlen exakt wiedergeben.

Tatsachlich gerigt das Rechnen mit reellen Zahlen per Compuidirgy
anderen Regeln als denen, die wir vondrer der reellen Zahlen
gewohnt sind. Zuachst einmal rassen wir uns notgedrungen auf eine
endliche Teilmenge voR beschanken; in der Numerik sind dies tradi-
tionellerweise die sogenannten Gleitkommazahlen.

Eine Gleitkommazahl wird dargestellt in der Foins +m - b, wobei
die Mantissem zwischen 0 und 1 liegt und dé&xponent eine ganze
Zahl aus einem gewissen vorgegebenen Bereich ist. Die Basisn
heutigen Computern gleich zwei, in einigen alten Mainfr&oenputern
sowie in vielen Taschenrechnern wird auch 10 verwendet.

Praktisch alle heute gedachliche CPUSfr Computer richten sich beim
Format fir m und e nach dem IEEE-Standard 754 von 1985. Hier ist
b = 2, und einfach genaue Zahlen werden in einem Wort aus 32 Bit
gespeichert. Das erste dieser Bits stahtas Vorzeichen, @if positive,

eins fir negative Zahlen. Danach folgen acht Rit tien Exponentea

und 23 Bit fur die Mantissen.
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Die acht Exponentenbitdnnen interpretiert werden als eine ganze
Zahl n zwischen 0 und 255; wenn keinen der beiden Extremwerte
0 und 255 annimmt, wird das Bitmuster interpretiert als dieittéom-
mazahl (Mantisse im Zweiersystem)

+1mq...my3 X Pl

Die Zahlen, die in obiger Form dargestellt werdémken, liegen somit
zwischen 21%° ~ 1,175-107*" und (2— 272%) - 2'%" ~ 3.403- 10,
Das fihrende Bit der Mantisse ist stets gleich eins (sogenammnteai-
sierte Darstellung) und wird deshalb gleich gar nicht dogespeichert.
Der Grund liegt natirlich darin, dal3 man eiriihrendes Bit Null durch
Erniedrigung des Exponenten zum Verschwinden bringen kaes
sei denn, man hat bereits den niedrigdyichen Exponenten = 0,
entsprechend = —127.

Fir n = 0 gilt daher eine andere Konvention: Jetzt wird die Zaldrint

pretiert als
—126

+0,mq ... M3 X 2 ;
man hat somit einen (unter Numerikern nicht unumstritt¢némter-
laufbereichaus sogenanntesubnormalerZahlen, in dem mit immer
weniger geltenden Ziffern Zahlen auch noch positive Weigdalmunter
zu 2723 x 27126 = 27199 1 1 401. 10* dargestellt werdendanen,
aufRerdem natlich die Null, bei der amtliche 32 Bit gleich Null sind.

Auch der andere Extremwent = 255 hat eine Sonderbedeutung: Falls
alle 23 Mantissenbit gleich Null sind, steht dies je nachzZeéarhenbit
fur 400, andernfalls @ir NAN (not a number)d.h das Ergebnis einer
illegalen Rechenoperation wi¢—1 oder ¢0. Das Ergebnis von /D
dagegen ist nicht NAN, sondermd, und—1/0 = —oc.

Doppeltgenaue Gleitkommazahlen werden entsprechencestatiy
hier stehen insgesamt 64 Bit zur Mégung, einesifr das Vorzeichen,
elf fir den Exponenten und 5@rfdie Mantisse. Durch die elf Exponen-
tenbit kknnen ganze Zahlen zwischen Null und 2047 dargestellt aerde
abgesehen von den beiden Extraften entspricht dies dem Exponenten
e=n—1023.
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Der Exponent sorgt dafir, dal3 Zahlen aus einem relativ grof3en Bereich
dargestellt werdendnnen, er hat aber auch zur Folge, dal3 die Dichte
der darstellbaren Zahlen in den verschiedeneaf3@nordnung stark
variiert: Am dichtesten liegen die Zahlen in der Umgebung Nell,

und mit steigendem Betrag werden die Absle benachbarter Zahlen
immer gioier.

Um dies anschaulich zu sehen, betrachten wir ein IBEH&iches
Gleitkommasystem mit nur sieben Bit, eineim flas Vorzeichen und je
drei fur Exponent und Mantisse. Das folgende Bild zeigt die Vientey
der so darstellbaren Zahlen (mit Ausnahme von NAN):

i

—00 L e B N A AR R RAII

Um ein Gefihl dafir zu bekommen, was diearfdas praktische Rech-
nen mit Gleitkommazahlen bedeutet, betrachten wir eirogyesl System
mit der uns besser vertrauten Dezimaldarstellung von Adffile die es
einen eigenen IEEE-Standard 854 von 1987 gibt), und zwaneahwvir
an, dafd wir eine dreistellige dezimale Mantisse haben upaEenten
zwischen -3 und 3. Da es bei einer von zwei verschiedeners Rasi
ne Moglichkeit gibt, bei einer normalisierten Mantisse dieteiBiffer
einzusparen, schreiben wir die Zahlen in der Feat@ym,m,m5 - 10°.

Zunachst einmal ist klar, dal3 die Summe zweier Gleitkommamahle
aus diesem System nicht immer als Gleitkommazahl im sellysa S
tem darstellbar ist: Ein einfaches Gegenbeispi@eaewdie Addition der
grol3ten darstellbaren Zah|999- 10°=999 zu 5 = 05 - 10" Natirlich

ist das Ergebnis 1004 nicht mehr im System darstellbar. B&E}
Standard sieht vor, daf3 in so einem Fall ewaerflowBedingung gesetzt
wird und das Ergebnis gleichod wird. Wenn man (wie es die meisten
Compiler standardaf3ig tun) dieoverflowBedingung ignoriert und mit
dem Ergebnis ¢o weiter rechnet, kann dies zu akzeptablen Ergebnis-
sen fihren: Beispielsweise &e die Rundung von/1999 + 5) auf die
Null far viele Anwendungen kein gar zu grof3er Fehler, auch wenn es
dafur in unserem System die sehr viel genauere Darstellt,!&i&ﬁolo_3

gibt. Spatestens wenn man das Ergebnis mit 999 multipliziert, um den
Wert von 999(999 + 5) zu berechnen, sind die Konsequenzen aber
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katastrophal: Nun bekommen wir eine Null anstelle vo898@ - 10°.
Ahnlich sieht es auch aus, wenn wir anschlieBend 500 stibteah
oo — 500 =00, aber (999 + 5) 500 = 504 ist eine Zahl, die sich in
unserem System sogar exakt darstellen liel3e!

Auch ohne Bereichitherschreitung kann es Probleme geben: Beispiels-
weise ist

123 + Q0456 = Q123- 10° + 0,456- 10 * = 123 0456

mit einer nur dreistelligen Mantisse nicht exakt darstslliiHier sieht

der Standard vor, dal3 das Ergebnis zu einer darstellbatd@ng2eun-

det wird, wobei mehrere Rundungsvorschriften zur Auswashen.
Voreingestellt istiiblicherweise eine Rundung zuachsten Maschi-
nenzahl; wer etwas andere®ahte, kann dies durch spezielle Bits in
einem Prozessorstatusregister spezifizieren. Im Bespigle man also
123+Q0456 = 123 oder (bei Rundung nach oben) 124 setzen und dabei
zwangsaufig einen Rundungsfehler machen.

Wegen solcher unvermeidlicher Rundungsfehler gilt dao2issivge-
setz selbst dann nicht, wenn es keine Bergiblesschreitung gibt: Bei
Rundung zur achsten Maschinenzahl ist beispielsweise

(0,456.10°+0,3-10 °)+0,4-10 °= 0,456.10°+0,4-10 °= 0,456 10",
aber
0,456 10°+(0,3-10 °+0,4-10 %)= 0,456.10°+0,7-10 °= 0,457-10".

Ein mathematischer Algorithmus, dessen Korrektheit udteausset-
zung der Krperaxiomeiir R bewiesen wurde, mufd daher bei Gleitkom-
marechnung kein korrektes oder auch nurarernd korrektes Ergebnis
mehr liefern — ein Problem, das keinesfalls nur theoretiddbdeutung
hat.

In der numerischen Mathematik ist dieses Problenuniah schon
seit Jahrzehnten bekannt; das erste Buch, das sich ae$Sichlidamit
besclaftigte, war

J.H. WILKINSON: Rounding errors in algebraic procesd&sntice Hall,
1963; Nachdruck bdbover,1994.
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Heute enthlt fastjedes Lehrbuch der Numerischen Mathematik entspre
chende Abschnitte; zweilgher in denen es speziell um diese Probleme,
ihr theoretisches Verdhdnis und praktische Algorithmen geht, sind

FRANCOISE CHAITIN-CHATELIN, VALERIE FRAYSSE: Lectures on finite
precision computations, SIAM, 1996

sowie das sehr audhrlichen Buch

NICHOLAS J. HGHAM: Accuracy and stability of numerical algorithms,
SIAM, 1996.

Eine ausiihrliche und elementare Darstellung der IEEE-Arithmetik u
des Umgangs damit findet man in

MICHAEL L. OvERTON: Numerical Computing with IEEE Floating Point
Arithmetic — Including One Theorem, One Rule of Thumb and One
Hundred and One ExerciseS|AM, 2001.

Um zu sehen, wie sich Probleme mit Rundungsfehlern bei edaggdthen
Fragestellungen auswirkeroknen, wollen wir zum Abschlul3 dieses
Paragraphen ein Beispiel ausi\RINSONSs Buch betrachten. Er geht aus
vom Polynom zwanzigsten Grades

f@)=(@—LDx—2)(x—3)---(r — 18)(x — 19)(x — 20)

mit den Nullstellen 12,...,20. In ausmultiplizierter Form rde es
mehrere Zeilen beitigen: Der goRte Koeffizient, der von:?, hat
zwanzig Dezimalstellen, und die meisten anderen habernt nieh
weniger.

Der Koeffizient vonz*® ist allerdings noctiiberschaubar: Wie man sich
leicht Uberlegt, ist er gleich der negativen Summe der Zahlen vas el
bis zwanzig, alse-210.

WILKINSON stort nun diesen Koeffizienten um einen kleinen Betrag und
berechnet die Nullstellen des so modifizierten Polynomsaghten wir
etwa die Nullstellen vog(z) = f(z) — 10 °z*°; wir ersetzen inf also
den Koeffizienten-210 durch—210,000000001. Die neuen Nullstellen
sind, auf finf Nachkommastellen gerundet,

1,0000 2,0000 3,0000 4,0000 5,000Q
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6,0000 7,0000 80001 89992 10,008
10,957, 12383+ 0,10867, 14,374+ 0,77316,
16,5724 0,88332, 18670+ 0,35064, 20,039.

Durch kleinste Vedinderungen an einem einzigen Koeffizienten, wie sie
beispielsweise jederzeit durch Rundungen entstebandn, kann sich
also selbst das qualitative Bilthdern: Hier etwa reduziert sich die An-
zahl der (fir viele Anwendungen einzig relevanten) reellen Nullstell
von zwanzig auf zwlf. Schon wenn wir vedl3liche Aussageiaber die
Anzahl reeller Nullstellen brauchenpknen wir uns also nicht allein
auf numerische Berechnungen verlassen, sondern braultearative
Methoden wie zum Beispiel explizitedsungsformeln, mit denen wir
auch theoretisch arbeiteidknen.

83: Unentscheidbarkeitsprobleme

Ein auch nur moderat komplizierter symbolischer Ausdruidkt Isich
praktisch immer auf eine Vielzahl von Arten darstellen, thds of-
fensichtlich gleich sind, teils aber auch auf den ersterkBhichts
miteinander zu tun haben. Einige Beispiele:

1_(;:;\@:2&, 4+2/3=1+V3
2 —1
T —
5 4 3 2
X~ — 15X +85X" — 225X +274X — 120
=X -1)X -2)(X -3)(X —4)(X -5),
. sin 2z ) 1
sinxcosr=——, 1l+tanz =
2 cogr

Nur in wenigen dieser#lle ist eine der beiden Darstellurigyfalle Arten
von Anwendungen der anderen vorzuziehen; meist hat mairckeraal
die andere Form ihre Vorteile.

(a+b)2:a2+2ab+bz, :1+:13+x2+x3+:1:4,

Andererseits gebrt es zu den Grundaufgaben jeglicher Art des Rech-
nens, dal3 man entscheiden muf3, ob zwei Auddr gleich sind. Dies
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ist dann am einfachsten, wenn jeder Ausdruck intern duroh ein-
deutig bestimmte kanonische Form dargestellt wird. Inmirgy/stem,
dalf? alle Ergebnisse auf eine solche kanonische Form biasgen sich
zwei Ausdiicke einfach dadurch auf Gleichheit testen, dal? man ihre
Differenz berechnet; die Ausidicke sind genau dann gleich, wenn das
Ergebnis die kanonische Darstellung der Null ist.

Gegen eine solche Darstellung sprechen sowohl theoretashauch
praktische Ginde: Wenn beispielsweise Polynome stets in ausmulti-
plizierter Form dargestellt werderadft man Gefahr, ein als Produkt
von Linearfaktoren gegebenes Polynom acimst auszumultiplizieren,
um dann anschlielBend mit groRelliMe seine Nullstellen zu bestim-
men. Stellt man Polynome dagegen in faktorisierter Formsd&ann

es passieren, daf ein als Summe von Potenzen gegebenesn®olyn
zurachst mit grof3em Aufwand faktorisiert wird, und wir anseBkend
beispielsweise eine Stammfunktion suchen,iwaliese Faktorisierung
wieder Kickgangig gemacht werden muf3. Das Ergebriifibe dann wie-
der faktorisiert werden, wobei je nach Wahl der Integragi@mmstanten
sehr verschiedene Ergebnisse entsteliem&n.

In alteren Computeralgebrasystemen ®RieDUCEwar esublich, alles
auszumultiplizieren; in den heute gabchlichen Systemen wie ARLE
und MATHEMATICA werden Umformungen nur noch durchgeft, wenn

es entwederifr die jeweilige Rechnung notwendig ist (Zur Berechnung
der Stammfunktion eines Polynoms mul} dieses in ausmaiepier
Form vorliegen) oder wenn es der Anwender explizit verlabgdiglich

in einigen offensichtlichendlen beniihen sich auch diese Systeme um
Normalisierung: Beispielsweise werdeniBhe stets in gakzter Form
dargestellt und bei Summen werden gleichartige Terme zunsage-
fal3t.

Das theoretische Argument gegen kanonische Darstellusgeatall es
solche Darstellungen nuiif sehr eingeschnkte Klassen von Zahlen
und Funktionen gibt: Wie wir gleich sehen werden, ist sefltisteelle
Zahlen im allgemeinen unentscheidbar, wann zwei auf uctierdliche
Weise dargestellte Zahlen gleich sind.

Dieses negative Ergebnis kam hat seinen Ausgangspunkiemepo-
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sitiv formulierten Problem von BviD HILBERT. Dieser stellte auf dem
Internationalen Mathematikerkongress 1900 in Paris 28IBnae vor,
von denen er glaubte, dal? sig tlie Mathematik des 20. Jahrhunderts
wichtig sein sollten. Die Probleme kamen aus allen Teilgin der
Mathematik und hatten auch sehr unterschiedlichen Scigkeastsgrad:
Einige wurden schon sehr bald gst, andere sind auch ein Jahrhundert
spater noch ungéist. Das zehnte Problem lautete:

Man gebe ein Verfahren an, dda& feine beliebige diophantische Glei-
chung entscheidet, ob sigsbar ist.

Wie sich zeigte, war HBERT hier zu optimistisch: 1970 bewiesURrI

V. MATIYASEVICH, dal} es kein solches Verfahren geben kann, da sich
jedes sogenannte rekursiv aalfibare Problem auf die Frage nach der
Losbarkeit eines diophantischen Gleichungizifihren A3t. Da zu den
rekursiv aufahlbaren Problem auch wrdbare wie das Halteproblerinf
TURING-Maschinen gebren, folgte daraus die Uniglichkeit des von
HILBERT geforderten Verfahrens.

Dareelle Zahlem:,, . .., z,, genau dann ganz sind, wepn;-, sir’ T,
verschwindetiibersetzte BNIEL RICHARDSON dies in den folgenden
Unmoglichkeitssatziir reeller Zahlen:

Satz von Richardson: Es gibt kein Verfahren, das in endlich vielen
Schritten entscheidet, ob ein beliebig vorgegebener Aickdrestehend
aus rationalen Zahlem,, einer Variablen: sowie den Funktionen +,
Sinus und Betrag gleich Null ist.

Tatsachlich bewies RHARDSON ein etwas schacheres Resultat, denn
seine Arbeit erschien bereits 1969, also ein Jahr vor defWanva -
SEVICH, so dal3 er nur ein sclagheres Resultat verwenden konnte.
Zusammen mit dem Resultat vonAMYASEVICH zeigt seine Methode
aber sofort den angegebenen Satz.

Mehr zum zehnten HBERTSchen Problem und seinen Konsequenzen
findet man bei

YURI V. MATIYASEVICH: Hilbert’'s Tenth ProblemMIT Press, 1993



Kapitel 1
Grobner-Basen

Die klassische Aufgabe der Algebra besteht in désung von Glei-
chungen und Gleichungssystemen. Im Falle eines System&elyn
nomgleichungen in mehreren \@derlichen kann diedsungsmenge
sehr kompliziert sein und, sofern sie unendlich isigticherweise nicht
einmal explizit angebbar: Im Gegensatz zum Fall lineareicbingen
konnen wir hierim allgemeinen keine endliche Menge voauingen fin-
den, durch die sich alle andereididungen ausdcken lassen. Trotzdem
gibt es Algorithmen, mit denen sich nichtlineare Gleichesygteme
deutlich vereinfachen lassen, und zumindest bei endliclhesnngsmen-
gen lassen sich diese auch konkret angeben — sofern wir ditdlen
von Polynomen einer Vanderlichen explizit angeberdknen.

81: Algebraische Vorbereitungen

Wenn wir lineare Gleichungssysteme mit demauSs-Algorithmus
losen, veandern wir das Gleichungssystem sukzessive, indem wir Glei
chungen so durch Linearkombinationen mit anderen Gleigbnmerset-
zen, daf’ sich an delsungsmenge nichémdert. Indem wir eine lineare
Gleichung

CLlX1+'--+CLan=b

uber einem Krperk mitdem @+ 1)-Tupel @4, ..., a,,b) € k™ iden-
tifizieren, sehen wir leicht, dal3 diamtlichen linearen Gleichungen in
n Unbekannteriiber einem Krperk einen (o + 1)-dimensionalen Vek-
torraum bilden; die Gleichungen eines konkreten linearkcGungs-
systems erzeugen darin einen Untervektorraum. Dieseglitesis allen
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Linearkombinationen der gegebenen Gleichungen, und ddg&ich-
zeitig alle linearen Gleichungen, die auf desdungsmenge des linea-
ren Gleichungssystems verschwinden. Zwei lineare Gleigesysteme
haben somit genau dann die gleichizssungsmenge, wenn sie den glei-
chen Untervektorraum erzeugen.

Wenn wir Systeme nichtlinearer Gleichungen betrachtéasisinnvoll,
die Menge aller riaglicher Gleichungen nicht mehr nur als Vektorraum
zu betrachten, sondern auch die Multiplikation mit Polyeonzuzu-
lassen: Zur Bsung des Gleichungssystems

Xv2+2x°-3X°-X=0 und Y*+X -3=0

bietet sich etwa an, die zweite Gleichung Mt zu multiplizieren
und das ProdukiX?Y? + X° — 3X? = 0 von der ersten Gleichung
zu subtrahieren; die Differenx® — X hangt nur noch vonX ab und
verschwindet bei O undt1. Setzen wir dies in die zweite Gleichung ein,
erhalten wir die lIbsungsmenge

{(o, V3),(0,-v3), (1,v2), (1, —v2),(-1,2), (-1, —2)} .

Wir sollten die Menge aller figlicher Gleichungen daher nicht mehr
nur als einen Vektorraum betrachten, sondern als iiegim Sinne
der folgenden Definition:

Definition: a) Ein Ring ist eine Meng& zusammen mit zwei Rechen-

operationen+“ und ,-“ von R x R nachR, so dal3 gilt:

1.) R bildet beziglich ,+* eine abelsche Gruppe, d.lirfdie Addition
gilt das Kommutativgesetf + g = g + f sowie das Assoziativgesetz
(f+tg)+h=f+(g+h)furallef, g, h € R, es gibt ein Element
Oc R,sodaR0+ = f+0=ffurallef € R,und zujedeny € R
gibt es ein Element f € R, so dal3f + (—f) = O ist.

2.) Die Verknipfung,“: R x R — R erfullt das Assoziativgesetz
f(gh) = (fg)h,und es gibt ein Element4 R,sodall ¥ = f1=f.

3.) ,* und, - erfullen die Distributivgesetz¢(g + h) = fg + fh und
(f+9)h=fh+gh.

b) Ein Ring heilRkommutativfalls zusatzlich noch das Kommutativge-
setzfg = gf der Multiplikation gilt.
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c) Ein Ring hei3tnullteilerfrei wenn gilt: Falls ein Produkfg = O ver-
schwindet, mul3 mindestens einer der beiden Faktgrergleich Null
sein. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring heiltegritatsbereich.

Natirlich ist jeder Korper ein Ring; @ir einen Korper werden schliel3lich
genau dieselben Eigenschaften gefordert unétzlish auch noch die
Kommutativiét der Multiplikation sowie die Existenz multiplikativer
Inverser. Ein Krper ist somit insbesondere auch ein Intégsibereich.

Das bekannteste Beispiel eines Rings, der ketmpir ist, sind die
ganzen Zahlen; auch sie bilden einen Integsibereich.

Fur die Betrachtung nichtlinearer Gleichungssysteme ést&eren uns
allerdings vor allem Polynomringe. Da auch diese kommutsitad,
vereinbaren wir:

Wenn nicht explizit etwas anderes gesagt wird, soRing im folgen-
den stets flr einenkommutativen Ringstehe.

Definition: R sei ein Ring, undX,, ..., X, seienn Symbole, die nicht
in R liegen.

a) Ein Monomist ein ProduktX;" - - - X" mit nichtnegativen ganzen
Zahlenay, . .., a, . Die Summe det, bezeichnen wir als de@rad des
Monoms.

b) Ein Polynomuber R in den VariablenX,, ..., X,, ist eine endliche

Linearkombinatiory von Monomen mit Koeffizienten aug. Falls diese
nicht Null ist, bezeichnen wir den giten Grad eines ifi vorkommen-
den Monoms als de@Graddegf von f. Fir das Polynony = O definie-
ren wir keinen Gradc) Die Menge aller Polynomaber R in den Vari-
ablenXy, ..., X, bezeichnen wir als dePolynomringR[ X1, . .., X,]
uberR in den VariablenX,, ..., X,,.

Es ist klar, dalR[ X, ..., X,,] mit der offensichtlichen Addition und
Multiplikation ein Ring ist. Wir nehmen dabei riatich an, daf3 dieX;
untereinander kommutieren.

Wir interessieren uns vor alleniif Polynomringeiiber Korpern; fir
Induktionsbeweise ist es aber oftitalich, beispielsweise den Poly-
nomring k[ X, Y] aufzufassen als den Polynomring n Uber dem
Ring R = k[ X]; daher die allgemeinere Definition.
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Wie wir beim obigen Beispiel eines nichtlinearen Gleichssygtems
gesehen haben, kann es bei désiing ritzlich sein, nicht nur skalare
Linearkombinationen der Gleichungen zu betrachten, soralech sol-
che mit beliebigen Polynomen als Koeffizienten. Anstelle Woitervek-
torraumen des Polynomringd X, ..., X,,] sollten wir daher Struk-
turen betrachten, in denen man Linearkombinationen mitebigien
Ringelementen als Koeffizienten bilden kann, die sogemramicteale:

Definition: Eine nichtleere Teilmengé eines Ringsk heildtldeal, in
Zeichenl < R, wenn gilt:

1.) Hirje zwei Elemente,g € I istauchf +g € I
2.) Hirjedesf € I und jedes: € R liegt auchrf in 1.

Bei den Produkten verlangen wir also, dal} sie bereits danri@gen,
wenn nurein Faktor in liegt.

Die Bedingung, dal} ein Ideal mindestens ein Element eethatiul3,
konnen wir auch ersetzen durch die Bedingung, dal3 es die hNulRv
enthalten muf3, denn wenn es irgendein ElenfeatR enthalt, mul3 es
genmald der zweiten Bedingung auch § = 0 enthalten.

Um mit dem Idealbegriff vertraut zu werden, betrachten wanachst
Ideale im Ring der ganzen Zahlen:

Lemma: Zu jedem ldeall < Z gibt es eine ganze Zahl € Z, so dal}
I'={nglq € Z}.

Beweis: I ist nach Definition nicht leer, endlit also mindestens ein
Element. Falld nur aus der Null bestehtpknen wirn = 0 setzen und
sind fertig. Wenn es ein Element # 0 gibt, entfalt das Ideal auch
dessen@mtliche ganzzahlige Vielfachen, insbesondere also gibt £
dann positive Zahlen. Die kleinste dieser ZahlervsaiVir wollen uns
uberlegen, dal genau aus den ganzzahligen Vielfachen xdresteht.

Dazu seim € I ein beliebiges Element voh Wir dividierenm mit
Rest durchy; das Ergebnis sei

m:n=q Restr mt 0<r<n.
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Dann liegt mitm undn auchr = m — ¢n in I und ist echt kleiner
alsn. Dan die kleinste positive Zahl i ist, mul3 daher = 0 sein, d.h.

m = gn ist ein ganzzahliges Vielfaches van
|

Definition: a) Ist R ein Ring undf € R so bezeichnen wir
(N = A{rf|reRr)

als das vory erzeugteHauptideal.
b) R hei3tHauptidealring,wenn jedes Ideal vo® ein Hauptideal ist.

Das gerade bewiesene Lemma zeigt also,Zlaih Hauptidealring ist.

Allgemeiner definieren wir

Definition: Ist R ein Ring und istV/ C R eine Teilmenge voR, so ist
dasvon M erzeugte ldealM) das kleinste Ideal voR, dasM enthalt,
d.h. den Durchschnitt aller Ideale, di¢ enthalten. Er eine endliche
MengeM = {f,,..., f,,} schreibenwir {/) kurzals (f;, ..., f,,)- Die
MengeM bezeichnen wir als eikrzeugendensystemes ldeald.

Diese Definition macht nicht wirklich klar, wie das val erzeugte
Ideal aussieht. Da uns in der Computeralgebra nur endlizbugte
Ideale interessieren, @shte ich mich auf diesen Fall besahken; die
Verallgemeinerung auf beliebige Mengéi sollte fur jeden, der den
folgenden Beweis verstanden hat, offensichtlich sein.

T,L-ER}

BeweisDa jedes Ideal, daf, . . ., f,, entralt,auch @irry,...,r,, € R

die Elemente, f; enthalt und damit auch deren Summe, ist klar, daf3 die
rechte Seite in jedem ldeal enthalten ist, dasflienthalt. Aul3erdem

ist die rechtsstehende Menge selbst ein Ideal: Da si¢,ceathalt, ist

sie nicht leer; die Summe zweier Elemente ist offensidhtheeder ein
Element, da wir einfach die Koeffizienten addiereiissen, und wenn
wir ein Element mit einem beliebigen Elementc R multiplizieren,

Lemma: (fy,..., fn) = {imfi
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werden einfach alle Koeffizienten mimultipliziert. Somitist die rechte
Seite in der Tat das kleinste Ideal, das gllentralt.

SeinunRk = k[ X4, ..., X,,] der Polynomring im Variablentiber einem
Korperk,und seienfy, ..., f,, € R Polynome. Wir interessieren uns
fur die Losungsmenge des durch diegegebenen Gleichungssystems,
also die Menge allera(y, ..., z,) € k", fur die alle f; verschwinden.
Wir definieren gleich allgemein

Definition: Die Nullstellenmenge einer Teilmengé C k[ X4, ..., X,]
ist

VUW);{ﬂxb“.J%)ek"]f@m.“,@J:C)mrmbufeﬂ4}.
e
Im Falle eine endlichen Meng®/ = {f,,..., f,,} schreiben wir kurz

V(fl?"'?fm)-

(In der algebraischen Geometrie bezeichnet man Mengeerdiesals
Varietaten; daher der Buchstabg)

Lemma: st = (fy,..., f,,) das von dery; erzeugte ldeal, so ist
V)=V (f1,- 5 fin) -

Beweis:Da alle f; in I liegen, ist ndtrlich V(I) C V(fy, ..., f,.)
Umgekehrt seif,,...,x,) ein Element vorV (fy,..., f,,) undg ir-
gendein Element voih. Nach dem vorigen Lemma gibt es Polynome
r; € R;sodaly =>""" r, f, ist. Damit ist auch

g(xq,...,x,) = Zri(xl,...,xm)fi(:cl,...,xm) =0,
i=1

sodalB{q,...,x,)in V(1) liegt. Damit ist das Lemma bewiesen.
|

Dieses Lemma zeigt, dal3 zwei Gleichungssysteme

filzq,...,2,)=0, ..., f.(xq,...,2,)=0
und
gy .y2,)=0, ..., g.(xq,...,2,)=0
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die gleiche Bsungsmenge haben, wenn die Idealg (.., f,,) und
(91, - - -, g,.) Ubereinstimmen.

Die Umkehrung dieser Aussage ist allerdings falsch. Eirdaelmes
Gegenbeispiel haben wir bereits bei nur einer Gleichungnieré/ari-
ablen: Die Gleichungen

x =0, x2=0, x3=0,

haben allesamt nur die Null alosung, aber nétlich sind die Ideale

(:cd) < k[ X] fur verschiedene Werte vehverschieden. Siger werden
wir diese Frage, wann so etwas vorkommt, genauer untersuche

Zum Abschlul3 dieses Paragraphen soll nur noch kurz fedtgatvaer-
den, wie sich Ideale und Nullstellenmengen zueinandeen Dazu
mussen wir zuachst die Summe und das Produkt zweier Ideale definie-
ren:

Definition: a) Die Summel + J zweier ldealel, J eines Ringsk ist

das kleinste Ideal, das sowahhls auch/J entralt.

b) Das Produkf .J dieser Ideale ist das kleinste Ideal, das alle Produkte
fgmit f € ITundg € J enthalt.

Man uiberlegt sich leicht (mit dem gleichen Argument, mit dem eas
Ideal (fy, ..., f,,) oben explizit bestimmt haben), dd(¥ J gerade die
Menge allerf + g mit f € I undg € J ist; IJ dagegen en#dt im
allgemeinen auch Elemente, die sigicht in der Formfg mit f € I
und g € J darstellen lassen: Ist etwa= J = (X,Y) < R[X, Y], so
enthalt 7.7 mit X2 = X - X undY? = Y - Y auch deren Summg?+Y?,

die sich nicht als Produkt zweier Polynome &sX, Y] schreibena/3t.
Wenn wir R durch C ersetzen, dRt sichX? + Y2 zwar zerlegen als
(X +1Y)(X —¢Y), aber auch ilC[ X, Y] gibt es irreduzible Polynome
in (X,Y) - (X,Y), die sich somit nicht als Produkt darstellen lassen.
In I.J liegen daher auch alle (endlichen) Summen der FpIryi g, mit

f; € I'undg, € J, da diese (analog zum obigen Argument) ein Ideal
bilden, besteht.J genau aus diesen Summen.

Satz: Fur zwei Idealel, J im PolynomringR = k[ X, ..., X, ] gilt
a) IstI C J,soistV(J) C V()
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b) V(I +.J) = V()N V(J)
) V(IJ)=V{I)UV(J)

Beweis: a)Sei @4, ...,z,) € V(J). Dann verschwindef(x,, ..., x,,)
furallef € J, erstrechtalsolfralle f € I, d.h. @¢4,...,x,) € V().

b) Dal + J das kleinste Ideal ist, das sowahéls auch/ entralt, liegt
V(I + J) nacha) sowohl inV'(I) als auch inV/(J), also auch in deren
Durchschnitt. Liegt umgekehrt ein Punkt,(. .., z,) sowohl inV (1)
als auch inV(.J), so liegt er auch i/ (I + J), denn wie wir gerade
gesehen habemlt sich jedes Element van+ J schreiben alg + ¢
mit f € I undg € J, und sowohlf als auchy verschwinden im Punkt

(xq,.-.,x,)-

c) Da IJ erzeugt wird von den Produktefy mit f € Tundg € J

und jedes dieser Produkte sowohliirals auch inJ liegt, ist I.J eine

Teilmenge sowohl voih als auch vory; somit liegtV (I) UV (J) nacha)

in V(IJ). Umgekehrt sei%,,...,x,) € V(IJ), liege aber nicht in
V(I). Dann gibt es eirf € I mit f(z4,...,2,) 7 0. Hr jedesg € J

liegt aberfg in I.J, so daf3 das Produkf(z,,...,z,)g9(zq,...,z,)

verschwinden muf3. Da die Funktionswerte irargerk liegen und der
Faktor f(x4,...,x,) nicht verschwindet, mui(z,,...,z,) = 0 sein
fur alleg € J; der Punkt liegt also iV (J). Somit liegt er in jedem Fall
in V(I) U V(J).

82: Gauld und Euklid

Zur (exakten) bsung eines linearen Gleichungssystems in mehreren
Veranderlichen verwenden witblicherweise den @uss-Algorithmus.

Fir die Losung eines System von Polynomgleichungé@&ndien Grades

in nur einer Veanderlichen Bnnen wir den BEKLIDischen Algorith-
mus verwenden, denn die gemeinsamen Nullstellen zweignBwie in
einer Veanderlichen sind gerade die Nullstellen ihres8l§jen gemein-
samen Teilers, so dafd wir das System durch mehrfache Anwgritis
EukLIDischen Algorithmus reduziererbknen auf eine einzige Poly-
nomgleichung.
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Der um 1966 von RUNO BUCHBERGERvorgestellte Ansatz zurdsung
nichtlinearer Gleichungssysteme in mehrerenaveerlichen kann als
eine Kombination von ldeen hinter demn@sschen Eliminationsver-
fahren und dem &xLiDischen Algorithmus aufgefal3t werden; er hat
Anwendungen, die weitiber das Problem derdsung nichtlinearer
Gleichungssysteme hinausgehen. In der Tat wurde die Gleadies
Verfahrens bereits knapp voluUBHBERGER und ohne dal3 dieser davon
wuldte, von dem japanischen Mathematikezidtlke HIRONAKA ent-
deckt, der esiir ein klassisches Problem der algebraischen Geometrie
entwickelte: kr die damit bewiesene sogenannte Agting der Sin-
gularitaten einer algebraischen Vaaetiber einem Krper der Charak-
teristik Null erhielt HRONAKA 1970 die Fields-Medaille, diedthste
Auszeichnung der Mathematik.

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem durchu&s-Elimination
l6sen, bringen wir es zéichst auf eine Treppengestalt, indem wir die
erste vorkommende Variable aus allen Gleichungen aul3ersken eli-
minieren, die zweite aus allen Gleichungen aul3er den dosiden, uns
so weiter, bis wir schlie3lich Gleichungen haben, derertdetntweder
nur eine Variable en#idlt oder aber eine Relation zwischen Variablém,
die es sonst keine weiteren Bedingungen mehr gibt. Konkeat gin
Eliminationsschritt folgendermal3en aus: Wenn wir im Febe beiden
Gleichungen

a1xy *arxy +---+a,x, =u Mt a; 70 (1)
bixqy+byxy+---+b,x, =0 (2)

die VariableX; mit Hilfe von (1) aus (2) eliminieren wollen, ersetzen
wir die zweite Gleichung durch ihre Summe mib, /a; mal der ersten.
Die theoretische Rechtfertigundgirf diese Umformung besteht darin,
dal das Gleichungssystem bestehend aus (1) und (2) sowieedas
Gleichungssystem dieselbésungsmenge haben, und daaadert sich
auch dann nichts, wenn noch weitere Gleichungen dazukommen

Ahnlich kdnnen wir vorgehen, wenn wir ein nichtlineares Gleichungs-
system in nur einer Variablen betrachten: Am schwerstanhrsatirlich
die Gleichungen vom dchsten Grad, also versuchen wir, die zu re-
duzieren auf Polynome niedrigeren Grades. Das kanonisetfahven
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dazu ist die Polynomdivision: Haben wir zwei Polynome
f = a/dXd + a/d_le_l
g=bX"+b, X+ +b X+,

mit e < d, so dividieren wirf durchg, d.h. wir berechnen einen Quo-
tienteng und einen Rest derart, dal}f = gg + r ist undr entweder
verschwindet oder kleineren Grad gl$at. Konkret: Bei jedem Divi-
sionsschritt haben wir ein Polynom

+..-+a;X +a, und
e—1

1) 0—1
f = C(;X + C(;_lX

das wir ir & > e mit Hilfe des Divisors

g=b.X +b,_ X 4.+, X +b,

oo+ X +eyg mit ¢s 70,

reduzieren, indem wir es ersetzen durch

b —e
_Zex? qg.
Cs
Das fihren wir so lange fort, big auf Null oder ein Polynom von
kleinerem Grad ale reduziert ist: Das ist dann der Divisionsrest
Auch hier ist klar, daf3 sich nichts an debdungsmengandert, wenn

man die beiden Gleichungef g ersetzt durcly, r, denn

f=qg+r und r=f-—qg,

d.h. f undg verschwinden genau danarfeinen Wertz, wenng undr
an der Steller verschwinden.

In beiden Rllen ist die Vorgehensweise settnlich: Wir vereinfachen
das Gleichungssystem schrittweise, indem wir eine Gleigherset-
zen durch ihre Summe mit einem geeigneter Vielfachen einder@n
Gleichung.

Dieselbe Strategie wollen wir auch anwenden Systeme voynBui-
gleichungen in mehreren \&nderlichen. Erstes Problem dabei ist, dal3
wir nicht wissen, wie wir die Monome eines Polynoms anordsaien

und damit, was derilhrende Term ist. Dazu gibt es eine ganze Reihe
verschiedener Strategien, von denen je nhach Anwendungimairee,
mal die andere vorteilhatft ist.
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§3: Monomordnungen und der Divisionsalgorithmus

Wir betrachten Polynome in VariablenXy, ..., X, Uber einem Krp-
er k und setzen zur Alikzung

X=X X0 mit a=(ag,...,q,) €Ny.

n

Terme der FormX ™ haben wir in§1 als Monome bezeichnet und ihnen
die Summe dety; als Grad zugeordnet.

Eine Anordnung der Monome ist offensichtliédquivalent zu einer
Anordnung aufNj, und es gibt sehr viele Bylichkeiten, diese Men-

ge anzuordnen. i uns sind allerdings nur Anordnungen interessant,
die einigermalRen kompatibel sind mit der algebraischeunk&tr des
Polynomringsk[ X4, . .., X, ]; beispielsweise wollen wir sicherstellen,
dal? der fihrende Term des Produkts zweier Polynome das Produkt der
fuhrenden Terme der Faktoren ist — wie wir es auch vom Eindsien
nalen her gewohnt sind. Daher definieren wir

Definition: a) Eine Monomordnung ist eine Ordnungsrelatipa®
aufNg, fur die gilt
1. ,<" ist eine Linear- oder Totalordnung, d.hirfzwei Elemente
a, 8 € Nj ist entwedery < 3 oderfs < « odera = 3.
2. Aira,B,veNjgita< = a+y < [+7.
3. ,<" ist eine Wohlordnung, d.h. jede TeilmendeC N{ hat ein
kleinstes Element.
b) Fur ein Polynomf = 3" _, ¢, X% € k[Xy,..., X, ] mitc, 7O
fur allea € I C N, seiv das gbl3te Element vod beziglich einer
fest gevahlten Monomordnung. Dann bezeichnen wirilgich dieser
Monomordnung
— v = multidegf als Multigrad vonf
— X7 = FM(f) als fuhrendes Monom vorf
— ¢, = FK(f) als fuhrenden Koeffizienten vofi

— ¢, X7 = FT(f) als fuhrenden Term vorf

Der Grad deqd von f ist, wie in der Algebraiblich, der lochste Grad
eines Monoms vorf; je nach gewhlter Monomordnung muf3 das nicht
unbedingt der Grad deglirenden Monoms sein.
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Beispiele von Monomordnungen sind

a) Die lexikographische OrdnungHier ista < 3 genau dann, wenn
fur den ersten Index in dem sicho und 3 unterscheideny, < ; ist.
Betrachtet man Monom& “ als Worteliber dem (geordneten) Alphabet
{X,,...,X,}, kommt hier ein MonomX* genau dann voX”, wenn
die entsprechenden Worte im Lexikon in dieser Reihenfolgiesigt
werden. Die ersten beiden Forderungen an eine Monomordsindg
klar, und auch die Wohlordnung macht keine grof3en Probldvaat
betrachtet zuachst die Teilmenge aller Exponentere I mit kleinst-
maoglichema;,, unter diesen die Teilmenge mit kleingiglichema,
usw.,bis man bei,, angelangt ist. Sigestens hier ist die verbleibende
Teilmenge einelementig, und ihr einziges Element ist dasad#e klein-
ste Element vori.

b) Die graduierte lexikographische OrdnungHier ist der Grad eines
Monoms erstes Ordnungskriterium: Ist d&f < degXﬁ, so definieren
wir o < 3. Falls beide Monome gleichen Grad haben, solt 3 genau
dann gelten, wena im lexikographischen Sinne kleiner atgst. Auch
hier sind offensichtlich alle drei Forderungenight

c) Die inverse lexikographische Ordnunddier ista < 3 genau dann,
wenna,; < G; fur denletztenindexz, in dem sicho und 3 unterschei-
den. Das entspricht offensichtlich gerade der lexikogisgten Anord-
nung be#glich des dckwarts gelesenen Alphabels, , ..., X;. Ent-
sprechendd(3t sich natirlich auch beiglich jeder anderen Permutation
des Alphabets eine Monomordnung definieren, so dal} dieseu@gd
nicht sonderlich interessant ist — aul3er als Bestandteihu&lgenden
definierten Monomordnung:

d) Die graduierte inverse lexikographische OrdnungVie bei der
graduierten lexikographischen Ordnung ist hier der GracksiMo-
noms erstes Ordnungskriterium: Falls dég < degXﬁ, ista < S,
und nur falls beide Monome gleichen Grad haben, sok (3 genau
dann gelten, wenn im Sinne der inversen lexikographischen Ordnung
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groferist als 5. Man beachte, dal3 wir hier also nicht nur die Rei-
henfolge der Variablen invertieren, sondern auch die QOndarelation
im Fall gleicher Grade. Es ist nicht schwer zu sehen, dal} daaofit
eine Monomordnung definiert wird: Mit den ersten beiden Eand-
gen gibt es widlblich keine Probleme, und wenn wir eine Mentje
von Monomen haben, gibt es darin eine Teilmenge bestehendeau
Monomen kleinsten Grades. Da && feden Grad nur endlich viele
Monome gibt, ist diese Menge endlich, hat alsolligizh der inversen
lexikographischen Ordnung nicht nur ein kleinstes, somderch ein
grofdtes Element. Dieses ist das kleinste ElementMoheziglich der
graduierten invers lexikographischen Ordnung.

Fir das folgende werden wir noch einige Eigenschaften eirardvh-
ordnung beitigen, die in der Definition nicht er@hnt sind.

Als erstes wollen wir unsiberlegen, dafd béaglich jeder Monomord-
nung aufN{ kein Elementkleiner sein kann als (0., 0): Ware ramlich
a < (0,...,0), soware wegen der zweiten Eigenschaft auch

2a=ata<a+(0,...,0)=«
und so weiter, so dal3 wir eine unendliche Folge
a>2a>3a > -
hatten, im Widerspruch zur dritten Forderung.

Daraus folgt nun sofort, dal3 das Produkt zweier Monon@fder ist
als jeder der beiden Faktoren und damit auch, dal3 ein echtler T
eines Monoms immer kleiner ist als dieses. Aul3erdem fold3, idir ein
Produkt von Polynomen stets Fifif) = FM(f) - FM(g) ist.

Die Eliminationsschritte beim &ss-Algorithmus kbnnen auch als Di-
visionen mit Rest verstanden werden, und beuwriED ischen Algorith-
mus ist ohnehin alles Division mit RestliFein Verallgemeinerung der
beiden Algorithmen auf Systeme nichtlinearer Gleichupgtesne brau-
chen wir also auch einen Divisionsalgorithmis Polynome in mehre-
ren Veanderlichen, der die eindimensionale PolynomdivisionRaist
und die Eliminationsschritte beimABss-Algorithmus verallgemeinert.
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Beim Gauss-Algorithmus brauchen wir im allgemeinen mehr als nur
einen Eliminationsschritt, bis wir eine Gleichung auf evaiable re-
duziert haben; entsprechend wollen wir auch hier einensizimsalgo-
rithmus betrachten, der gegebenenfalls auch mehreredbarigyleich-
zeitig behandeln kann.

Wir gehen also aus von einem Polyndirx f € k[ X, ..., X, ], wobei

k irgendein Korper ist, in dem wir rechnerdkinen, meistens algo= Q
oderk = F, oder eine endliche Erweiterung davon. Dieses Polynom
wollen wir dividieren durch die Polynomé,, ..., f,, € R, d.h. wir
suchen Polynome,, ..., a,,,r € R, so daf}

f:a1f1+...+amfm+r

Ist, wobeir in irgendeinem noch zu prisierenden Weise kleiner als
die f; sein soll.

Da es sowohl bei @ss als auch bei BKLID auf die Anordnung der
Terme ankommt, legen wir als erstes eine Monomordnung festn
im folgenden voniihrenden Termeatc.die Rede ist, soll es sich stets
um die ihrenden Termetc.beziglich dieser Ordnung handeln.

Mit dieser Konvention geht der Algorithmus dann folgendafan:

Gegebersind f, f1,...,f,, € R

Berechnewerdenay, ... ,a,,,m € Rmit f =a,f,+---+a,,f,, +7,
wobei r kein Monom enthlt, das durch dasihrende Monom eines
der f; teilbar ist.

1. Schritt (Initialisierung):Setzea; = --- =a,, =r =0undp = f.
2. Schritt (Endebedingunghn Fallep = 0 endet der Algorithmus.

3. Schritt (Divisionsschritt)Falls keiner deriihrenden Terme FF, den
fuhrenden Term F3p teilt, wird p ersetzt durctp — FTp undr durch
r + FTp. Andernfalls sei der kleinste Index,Ur den FTf,; Teiler von
FTp ist; der Quotient seg. Dann wirda, ersetzt durchu; + g undp
durchp — ¢ f,. Weiter geht es mit dem 2. Schritt.

Offensichtlich ist die Bedingung — p = a,f; +--- + a,, f,,, + 7 Nach
der Initialisierung im ersten Schritt €ift, und sie bleibt auch bei jeder
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Anwendung des Divisionsschritts &lt. AuRerdem endet der Algorith-
mus nach endlich vielen Schritten: Bei jedem Divisionsgtimrd der
fuhrende Term vom eliminiert, und alle Monome, die eventuell neu
dazukommen, sind kleiner oder gleich deiamfenden Monom vorf, .
Da letzteres das (alteliirende Monom vop teilt, kann es nicht gif3er
sein als dieses, d.h. daerfrende Term des neugmst kleiner als der des
alten. Wegen der Wohlordnungseigenschaft einer Mononuorglkann
es keine unendliche absteigende Kette von Monomen gebleer, dail3
der Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbrechen.

Bei der klassischen PolynomdivisioarfPolynome in einer Variablen
uber einem Krper wissen wir, dal3 der Rest kleineren Grad hat als der
Divisor. Das mulf3 hier nicht der Fall sein; wioknen nur sagen, dal’ der
Rest keine Monome endlt, die durch denithrenden Term eines der
Divisorenf; teilbar sind.

Um den Algorithmus besser zu verstehen, betrachten wichst zwei
Beispiele:

Als erstes dividieren wif = X?Y + XY?+Y? durchf; = XY —1und
fr=Y? 1.

Zur Initialisierung setzen wii; = a, = r = 0undp = f. Wir verwenden
die lexikographische Ordnung; keglich derer ist derithrende Term
vonp gIeichXZY und der vonf; gleich XY. Letzteres teilty 2y, wir
setzen also

pHp—Xf1=XY2+X+Y2 und a; «—a;+ X =X.
Neuer fihrender Term vorp ist XY?; auch das ist ein Vielfaches
von XY, also setzen wir

pHp—Yf1=X+Y2+Y und aq «—a;+Y =X+Y.

Nun ist X der fuhrende Term vop, und der ist weder durcK'Y noch
durchY? teilbar, also kommt er in den Rest:

pe—p—X=Y’+Y und r—r+X=X.

Der nun fihrende Term? von p ist gleichzeitig der fihrende Term
von f, und nicht teilbar durctkX'Y", also wird

p—p—fo,=Y+1 und a,«—a,+1=1.
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Die verbleibenden Terme vansind weder durchX'Y noch durchy?
teilbar, kommen also in den Rest, so dal3 wir als Ergebnidterha

f=aifirafo+rr mit ay=X+Y, a,=1 und r=X+Y+1.
Wenn wir statt durch das Paaf,( f,) durch (f,, f;) dividiert hatten,
hatten wir im ersten Schritt zwar ebenfall€’Y durch XY dividiert,
denn durch? ist es nicht teilbar. Der neuélirende TernX Y2 ist aber
durch beides teilbar, und werfip an erster Stelle steht, nehmen wir im
Zweifelsfall dessenifhrenden Term. Man rechnet leicht nach, dafld man
hier mit folgendem Ergebnis endet:

f=afitasfo+r mit a=X+1 a,=X und r=X+1.
Wie wir sehen, sind also sowohl di@uotienten‘a, als auch defRest‘r
von der Reihenfolge def, abhangig. Sie Angen natrlich im allge-

meinen auch ab von der verwendeten Monomordnung; deshbdmha
wir die schlie3lich eingeéfhrt.

Als zweites Beispiel wollen wif = XY? — X durch die beiden Poly-
nomef, = XY + 1 undf, = Y* — 1 dividieren. Im ersten Schritt
dividieren wir XY durch XY mit ErgebnisY’, ersetzen alsg durch
—X — Y. Diese beiden Terme sind weder dut&’ noch durchy?
teilbar, also ist unser Endergebnis

f=ayfi+tasfo+r mit a;=Y, a,=0 und r=—X-Y.
Hatten wir stattdessen durcfy,( f,) dividiert, hatten wir als ersteX’ y?
durchY? dividiert mit ErgebnisX; daf = X f,ist, gehtdie Division hier
ohne Rest auf. Der Divisionsalgorithmus erlaubt uns alsbtreinmal
die sichere Feststellung, gbals Linearkombination def; darstellbar
ist oder nicht; als alleiniges Hilfsmittel zurdlsung nichtlinearer Glei-

chungssysteme reicht er offenbar nicht aus. Dahi@ss®an wir in den
folgenden Paragraphen noch weitere Werkzeuge betrachten.

84: Der Hilbertsche Basissatz

Die Grundidee des Algorithmus vonuBHBERGER besteht darin, das
Gleichungssystem so alimudern, dald glichst viele seiner Eigen-
schaften bereits an deiitlfrenden Termen der Gleichungen ablesbar
sind.
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Angenommen, wir haben ein nichtlineares Gleichungssystem

fl(X177Xn): AR :fm(Xl,,Xn)zo
mit f, € R =k[X4,...,X,,]; seine Ldsungsmenge sé&i C k".

Wie wir aus§l wissen, AngtL nur ab von dem Idedl = (f4, ..., f,,);
zur Losung des Systems sollten wir daher versuchen, éigliohst
~einfaches” Erzeugendensysteim flieses Ideal zu finden.

Ganz besonders einfach (wenn auch selten ausreichendjisaid, die
von Monomen erzeugt werden:

Definition: Einldeall < R = k[ X4, ..., X,,] heiBtmonomialwenn es
von (nicht notwendigerweise endlich vielen) Monomen egteavird.

Nehmen wir an,/ werde erzeugt von den Monomen™ mit « aus
einer Indexmengel. Ist dannx” irgendein Monom aus, kann es als
endliche Linearkombination

-

X7 =3"£X% mit o, €A

=1

geschrieben werden, wobei dfgirgendwelche Polynome aus sind.
Da sich jedes Polynom als Summe von Monomen schreibé@m, |
konnen wir f; als k-Linearkombination von Monome&X " schreiben
und bekommen damit eine neue Darstellung v6f als Summe von
Termen der Forna X" X“ mita € A, 3 € Ny undc € k. Sortieren wir
diese Summanden nach den resultierenden MonaXiéfi und fassen
alle Summanden mit gleichem Monom zusammen, so entstedkein
Linearkombination verschiedener Monome, die insgesasitiylX”
ist. Das ist aber nur bglich, wenn diese Summe aus dem einen Sum-
mandenX” besteht, d.hg laldt sich schreiben in der Forth= o +
mit einema € A und einemy € Ng.

Dies zeigt, dal ein MonoX” genau dann id liegt, wenng3 = a +~
ist mit einema € A und einemy € Ny, d.h. X7 ist das Produkt eines
der erzeugenden Monome mgendeinenMonom. Das Ideal besteht
genau aus den Polynomgndie sich als:-Linearkombinationen solcher
Monome schreiben lassen.
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Damit folgt insbesondere, dal3 ein Polyngingenau dann in einem
monomialen Ideal liegt, wenn jedes seiner Monome dort liegt.

Lemma von Dickson: Jedes monomiale Ideal iR = k[ X4, ..., X,]
kann von endlich vielen Monomen erzeugt werden.

Der Beweiswird durch vollsindige Induktion nach gefuhrt. Im Fall

n = 1 ist alles klar, denn da sind die Monome gerade die Potenzen
der einzigen Variable, und natich erzeugt jede Menge von Potenzen
genau dasselbe Ideal wie die Potenz mit dem kleinsten Expemaus
dieser Menge. Hier kommt man also sogar mit einem einzigendvto
aus.

Im Fall n > 1 unda € Ny setzen wirX'® = X" ... X 7" und
betrachten das Ideal

J=(X" X" el)<ak[Xy,....,X,_4].

Nach Induktionsvoraussetzung wird erzeugt von endlich vielen
MonomenX'®

Jedes Monom aus aus dem endlichen Erzeugendensystemh hadst
sich in der FormX’® schreiben mit einena € N§, fur dasX® in I
liegt. Unter den Indizes,,, die wir dabei jeweils an das.(— 1)-Tupel
(ay,...,q, ,) antangen, seir der goRte. Dann Iieth’O‘/XfL fur je-
des Monom aus dem Erzeugendensystem yan / und damit fir
jedes Monom augd. Die endlich vielen Monomé(“/XfL erzeugen also
zumindest ein Teilideal voh.

Es gibt aber nalfrlich auch noch Monome i, in denenX,, mit einem
kleineren Exponenten atsauftritt. Um auch diese Elemente zu erfassen,
betrachten wirifir jedess < r dasldeal/, < k[X4,...,X,,_1],dasvon
allen jeden MonomeX ' erzeugt wird, @ir die X'“ X in I liegt. Auch
jedes der/, wird nach Induktionsannahme erzeugt von endlich vielen
MonomenX'®, und wenn wir die @mtlichen MonomeX'“ X zu un-
serem Erzeugendensystem hinzunenméangfies = 0,1,---,r» — 1),
haben wir offensichtlich ein Erzeugendensystem Yas endlich vie-

len Monomen gefunden.
|
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LEONARD EUGENE DICKSON (1874-1954) wurde in
lowa geboren, wuchs aberin Texas auf. Seinen Bachelor-
und Mastergrad bekam er von der University of Texas,
danach ging er an die Univeraitvon Chicago. Mit sei-
ner 1896 dort eingereichte Dissertatiinalytic Repre-
sentation of Substitutions on a Power of a Prime Num-
ber of Letters with a Discussion of the Linear Group
wurde er der erste dort promovierte Mathematiker. Auch
die weiteren seiner 275 wissenschaftlichen Arbeiten,
darunter acht Bcher, besdciftigen sich vor allem mit
der Algebra und Zahlentheorie. Derbfiten Teil seines
Berufslebens verbrachte er als Professor an der Univer-
sitat von Chicago, dazu kommen reg@lféige Besuche

in Berkeley.

Beliebige Ideale sind im allgemeinen nicht monomial; scdas von

X + 1 erzeugte Ideal irk[X] ist ein Gegenbeispiel, denn es edth
weder das MononX noch das Monom 1, im Widerspruch zu der oben
gezeigten Eigenschaft eines monomialen Ideals, zu jedermardéle-
mente auch desseamtliche Monome zu enthalten.

Um monomiale Ideale auchifdie Untersuchung solcher Ideal&rlich
zu machen, ‘&hlen wir eine Monomordnung al und definiereniir
ein beliebiges Ideal < R = k[X4,...,X,]das monomiale |deal

e

FM(I) = <FM(f) [ fel~ {0}) ,

das von denithrenden Monomealler Elemente vonl erzeugt wird
— aul3er natrlich dem nicht existierendeiifirenden Monom der Null.

Nach dem Lemma von IDKSON ist FM(7) erzeugt von endlich vielen
Monomen. Jedes dieser Monome ist, wie wir eingangs gesediamnh

ein Vielfaches eines der erzeugenden Monome, also eiitegriden
Monoms eines Elements vdn Ein Vielfaches desitfhrenden Monoms

Ist aber dasithrende Monom des entsprechenden Vielfachen des Ele-
ments von/, denn FM(X"” f) = X7 FM(f), da fur jede Monomordnung

gilt o < f = a+ 3 < a+~. Somit wird FM(l) erzeugt von endlich
vielen Monomen der Form FM(), wobei die f, Elemente vorY sind.

Wir wollen sehen, dal? die Elemenftedas Ideall erzeugen; damit folgt
insbesondere
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Hilbertscher Basissatz: Jedes ldeal < R = k[X4,...,X,,] hat ein
endliches Erzeugendensystem.

Beweis:Wie wir bereits wissen, gibtes Elemenftg... f,, € I, sodal}
FM(Z) von den Monomen FM(;) erzeugt wird. Um zu zeigen, dal} die
Elementef; das Ideal erzeugen, betrachten wir ein beliebiges Element
f € I und versuchen, es alg-Linearkombination de)f, zu schreiben.
Division von f durch f;,..., f,, zeigt, dal3 es Polynome,,...,a,,
undr in R gibt derart, daf3

fEanfyt et anfp e

Wir sind fertig, wenn wir zeigen d&nnen, dal3 der Divisionsrestver-
schwindet.

Falls » nicht verschwindet, zeigt der Divisionsalgorithmus, dal3 das
fuhrende Monom FM() von r durch kein fihrendes Monom FN)
eines der Divisorerf; teilbar ist. Andererseits ist aber

Tzf_(a’lfl+"'+amfm)

ein Element vorl, und damit liegt FM() im von den FM(;) erzeugten
Ideal FM(). Somit mul3 FM() Vielfaches eines FM(;) sein, ein Wider-
spruch. Also ist- = 0.

DAvID HILBERT (1862-1943) wurde in nigsberg ge-
boren, wo er auch zur Schule und zur Univexsging.

Er promovierte dort 1885 mit einem Thema aus der In-
variantentheorie, habilitierte sich 1886 und bekam 1893
einen Lehrstuhl. 1895 wechselte er an das damalige
Zentrum der deutschen wie auch internationalen Ma-
thematik, die Universiét Gottingen, wo er bis zu sei-
ner Emeritierung im Jahre 1930 lehrte. Seine Arbei-
ten umfassen ein riesiges Spektrum aus unter anderem
Invariantentheorie, Zahlentheorie, Geometrie, Funkti-
onalanalysis, Logik und Grundlagen der Mathematik
sowie auch zur Relativatstheorie. Er gilt als einer der
Vater der modernen Algebra.
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85: Grobner-Basen und der Buchberger-Algorithmus

Angesichts der Rolle detihrenden Monome im obigen Beweis bietet
sich folgende Definition anif eine Idealbasis, baglich derer ndglichst
viele Eigenschaften bereits an déinfenden Monomen abgelesen wer-
den lonnen:

Definition: Eine endliche Teilmengé& = {g4,...,9,,} C I eines
ldeals < R = k[X4,...,X,] heil3t Standardbasis odemRGBNER-
Basis von/, falls die Monome FM¢;) das Ideal FM{) erzeugen.

WOLFGANG GROBNER wurde 1899 im damals noadbsterreichischen igltirol geboren.
Nach Ende des ersten Weltkriegs, in dem er an der italiearsEnont khmpfte, studierte
er zurachst an der TU Graz Maschinenbau, beendete dieses Stuldarmiaht, sondern
begann 1929 an der Unive&itWien ein Mathematikstudium. Nach seiner Promotion
ging er zu EuMY NOETHERnach Mttingen, um dort Algebra zu lernen. Aus materiellen
Griinden muRte er schon bald naBisterreich zuiick, konnte aber auch dort Zarhst
keine Anstellung finden, so dal3 er Kleinkraftwerke baute inmdHotel seines Vaters
aushalf. Ein italienischen Mathematiker, der dort seinelalb verbrachte, vermittelte
ihm eine Stelle an der UniveraitRom, die er 1939 wieder verlassen mufite, nachdem er
sich beim Anschluf igtirols an Italien fir die deutsche Staaistyerschaft entschieden
hatte. WAhrend des zweiten Weltkriegs arbeitete éfyenteils an einem Forschungsin-
stitut der Luftwaffe, nach Kriegsende als ExtraordinaiiusVien, dann als Ordinarius
in Innsbruck, wo er 1980 starb. Seine Arbeiten bésiogen sich mit der Algebra und
algebraischen Geometrie sowie mit Methoden der Compgeseh zur bsung von Dif-
ferentialgleichungen.

Die Theorie der ®OBNER-Basen wurde von seinem StudenteRUBO BUCHBERGERIN
dessen Dissertation entwickeltuBHBERGERwWuUrde 1942 in Innsbruck geboren, wo er
auch Mathematik studierte und 1966 be@BNER promovierte mit der ArbeiEin Al-
gorithmus zum Auffinden der Basiselemente des Restklaggenach einem nulldimen-
sionalen PolynomideakEr arbeitete zusichst als Assistent, nach seiner Habilitation als
Dozent an der Universit Innsbruck, bis er 1974 einen Ruf auf den Lehrstuhidompu-
termathematik an der UniverattLinz erhielt. Dort gandete er 1987 das Research Institute
for Symbolic Computation (RISC), dessen Direktor er bisd@&r. 1989 initiierte er in
Hagenberg (etwa 20 km nasstlich von Linz) die Giindung eines Softwareparks mit
angeschlossener Fachhochschule; er hat mittlerweil@dastend Mitarbeiter. AulRer mit
Computeralgebra besafiigt er sich auch im Rahmen des Theorema-Projekts mit dem
automatischen Beweisen mathematischer Aussagen.

Wie der obige Beweis desIHBERTSChen Basissatzes zeigt, erzeugt eine
GROBNER-Basis das Ideals. AuRerdem hat jedes Ideéad Polynomring
eine GROBNER-Basis, denn nach dem Lemma vorcRsoN hat das Ideal
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der fuhrenden Monome ein endliches Erzeugendensystem, ung jede
Monom aus diesem Erzeugendensystem isirdndes Monom eines
Polynomsf, € I. Die Menge der Polynomé, ist offensichtlich eine
GROBNER-Basis im Sinne der obigen Definition.

Bevor wir uns damit besgéftigen, wie man diese berechnen kann, wollen
wir zunachst eine wichtige Eigenschaft betrachten.

{91,--.,9,,} sei eine ROBNER-Basis eines Idealt < R. Wir wollen
ein beliebiges Element € R durchg,, ..., g,, dividieren. Dies liefert
als Ergebnis

f:algl++amgm+r’

wobei kein Monom von- durch eines der Monome Figl( teilbar ist.
Wie wir wissen, sind allerdings bei der Polynomdivision iilgameinen
weder der Divisionsrest noch die Koeffizienter,; auch nur im ent-
ferntesten eindeutig. Wir wollen untersuchen, wie sichldesverhalt.

Angenommen. wir haben zwei Darstellungen

f=algl+"'+amgm+T=blgl+"'+bmgm+3

der obigen Form. Dann ist

(ag —by)gr + -+ (ay, = by)gm =s—1.

Links steht ein Element vom, also auch rechts. Andererseits &iith
aber weder nochs ein Monom, das durch eines der Monome FgM(
teilbar ist, d.ho — s = 0, da die FM{;) ja das Ideal FM]) erzeugen.
Somit ist bei der Division durch die Elemente eineR&GBNER-Basis
der Divisionsrest eindeutig bestimmt. Insbesonderef igenau dann
ein Element von/, wenn der Divisionsrest verschwindet. Wenn wir
eine GROBNER-Basis haben, &nnen wir also leicht entscheiden, ob ein
gegebenes Elemelite R im ldeal liegt.

Nachdem im Fall einer OBNER-Basis der Divisionsrest nicht von
der Reihenfolge der Basiselemente adt, lkonnen wir ihn durch ein
Symbol bezeichnen, das nur von déengeG = {g,, ..., g,, } abrangt;

: L =G
wir schreibenf .

Als nachstes wollen wir uns mit der Frage begttigen, wie wir fir ein
vorgegebenes ldedleine GROBNER-Basis bestimmendanen.
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Dazu mussen wir uns als erstédberlegenwie das ldeal vorgegeben
sein soll. Wenn wir damit rechnen wollen,issen wir irgendeine Art
von endlicher Information haben; was sich anbietet istiriah ein
endliches Erzeugendensystem.

Wir gehen also aus von einem lddak (f4,..., f,,) und suchen eine
GROBNER-Basis. Das Problem ist, daR die Monome FM(m allge-
meinen nicht ausreichen, um das monomiale Ideal FM{ erzeugen,
denn dieses endit jajededvionom eines jeden Elements vband nicht

nur das @ihrende. Wir nissen daher neue Elemente produzieren, deren
fuhrende Monome in den gegebenen Elemerfiesder auch anderen
Elementen vor erst weiter hinten vorkommen.

BUCHBERGERs |Idee dazu war die Konstruktion sogenanntePoly-
nome: Seiery, g € R zwei Polynome; FMf) = X und FM(g) = x”
seien ihre fihrenden Monome, und” sei das kgV vonX“ und Xﬁ,
d.h.y, = max(;, 8;) furi =1,... n. DasS-Polynom vonf undg ist

){’Y ){’Y
S , = . f . q.
(:9) FT(f) d FT() *
Da X" . fund Z= . g beide nicht nur dasselb&tirende MononiX"”

FT(f) FT(9) L _
haben, sondern es wegen der Division durch démendenlermstatt

nur das fihrende Monom auch beide mit Koeffizient eins enthaltziit, f
es bei der Bildung vo®'(f, g) weg. Daher ist dasihrende Monom von
S(f, g) kleiner alsX”. Das folgende Lemma ist der Kern des Beweises,
daRS-Polynome alles sind, was wir brauchen, uRdBNER-Basen zu
berechnen.

Lemma: Fur die Polynomef,, ..., f,, € R sei

S=>"NXYf, mit X\ €k und a; €Ng
=1
eine Linearkombination, zu der es einc N gebe, so daf3 alle Sum-

mandenx’ als fihrendes Monom haben, dda. + multidegf, = ¢, fur
i=1,...,m. Falls multidegS < ¢ ist, gibt es Elementg,; € k, so dal

S=) > A XS f)

i=1 j=1
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ist mit X7 = kgV (FM(f,), FM(f;)).

BeweisDer fuhrende Koeffizient voifi; seip,; dannist\, i, der fuhren-
de Koeffizient von\, X f,. Somit ist multidegs genau dann kleiner
als 6, wenn ", A, verschwindet. Wir normieren all&® f, auf
fuhrenden Koeffizienten eins, indem wif = X f,/u, betrachten;
dann ist

S = Z AP = Apa(pr — p2) + (Aqpg + Appip) (2 — p3) +- -
= tAqpg t et A 1) 01 — )

+ ()‘Lul oot )‘m:um)pm ’

wobei der Summand in der letzten Zeile genau dann verscletyiwegnn
multidegS < 9.

Da allep, denselben Multigrad und denselbernthrenden Koeffizienten
eins haben, trzen sich in den Differenzen — p; die fuhrenden Terme
weg, genau wie in def-Polynomen. In der Tat: Bezeichnen wir den
Multigrad von kgM(FM(f;), FM(/f;)) mit ,;, so ist

pi—p; =X ! S(fis [5) -
Damit hat die obige Summendarstellung wdie gewilnschte Form..

Daraus folgt ziemlich unmittelbar

Satz:Ein Erzeugendensystefp, ..., f,, eines|deal$ im Polynomring
R = k[X4,...,X,] ist genau dann eine ROBNER-Basis, wenn jedes
S-PolynomS(f;, f;) bei der Division durcty, ..., f,, Rest Null hat.

Beweis:Als R-Linearkombination vory; und f; liegt dasS-Polynom
S(f;, f;)imIdeall; falls fy,. .., f,, eine GROBNER-Basis von/ ist, hat
es also Rest Null bei der Division durgh, .. ., f,,,.

Umgekehrt seffy, ..., f,, ein Erzeugendensystem véng R mit der
Eigenschaft, dal all§(f;, f;) bei der Division durchfy,..., f,, (in

irgendeiner Reihenfolge) Divisionsrest Null haben. Wirlew zeigen,
daBfy,..., f,, dann eine ®OBNER-Basis ist, dal’ also didifrenden
Monome FM(f,), ..., FM(f,,) das Ideal FM{) erzeugen.
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Sei alsof € I ein beliebiges Element; wir iissen zeigen, dal3 FIYI(
im von den FM(f;) erzeugten Ideal liegt.

Da f in I liegt, gibt es eine Darstellung
f=hifi+---+h,f, mt h,eR.

Falls sich hier bei denthrenden Termen nichts wegikt, ist der
fuhrende Term vorf die Summe derithrenden Terme gewisser Pro-
dukteh, f;, die allesamt dasselb&@hfrende Monom FM() haben. We-
gen FMG, f;) = FM(h,;) EM(f,) liegt FM(f) daher im von den FM())
erzeugten ldeal.

Falls sich die maximalen unter deiirenden Termen F&(f;) gegen-
seitig wegkirzen, &f3t sich die entsprechende Teilsumme/dgt nach
dem vorigen Lemma auch als eine Summe gelfolynomen schreiben.
Diese wiederum lassen sich nach Voraussetzung durch desidis-
algorithmus als Linearkombinationen dgrdarstellen. Damit erhalten
wir eine neue Darstellung

in der der maximale Multigrad eines Summanden echt kleisieals
in der obigen Darstellung, denn in der Darstellung als SumomeS-
Polynomen sind die Terme mit dem maximalem Multigrad venacit
den.

Mit dieser Darstellung &nnen wir wie oben argumentieren: Falls sich
bei den fihrenden Termen nichts weagizt, haben wir FMf) als Ele-
ment des von den FM{() erzeugten Ideals dargestellt, andernfalls er-
halten wir wieder viaS-Polynome und deren Reduktion eine neue Dar-
stellung vonf als Linearkombination def; mit noch kleinerem maxi-
malem Multigrad der Summanden, und so weiter. Das Verfahmefd
schlief3lich mit einer Summe ohneikzungen bei derithrenden Termen
enden, da es nach der Wohlordnungseigenschaft einer Madonng

keine unendliche absteigende Folge von Multigraden gehan.k .

Der BucHBERGERAIgorithmus in seiner einfachsten Form macht aus
diesem Satz ein Verfahren zur Berechnung einROKBIER-Basis aus
einem vorgegebenen Erzeugendensystem eines Ideals:
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Gegebersindm Elementefy, ..., f,, € R=k[Xy,..., X,]

Berechnetwird eine GROBNER-Basisg,, ..., g, des davon erzeugten
ldeals = (fy,..., f,,) mitg, = f, furi < m.

1. Schritt (Initialisierung):Setzeg, = f, fur: = 1,...,m; die Menge
{91,--.,9,,} werde mitG bezeichnet.

2. Schritt: SetzeG’ = G und teste ifir jedes Paarf{ g) € G' x G’ mit

f # g, ob der Rest bei der Division vonS(f, g) durch die Elemente
von G’ (in irgendeiner Reihenfolge angeordnet) verschwindells Fa
nicht, wird G ersetzt durctiz U {r}.

3. Schritt:Ist G = G’, so endet der Algorithmus m& als Ergebnis;
andernfalls geht es zick zum zweiten Schritt.

Wenn der Algorithmus im dritten Schritt endet, ist der Resi der
Division von S(f, g) durch die Elemente vo& stets das Nullpolynom;
nach dem gerade bewiesenen Satzisiaher eine GOBNER-Basis. Da
sowohl dieS-Polynome als auch ihre Divisionsrestelitiegen undG
ein Erzeugendensystem vdrenthalt, ist auch klar, dal3 es sich dabei
um eine ROBNER-Basis vonl handelt. Wir niissen uns daher nur noch
uberlegen, dald der Algorithmus nach endlich vielen Iteretin abbricht.

Wenn im zweiten Schritt ein nichtverschwindender Divisi@st- auf-
taucht, ist desserihrendes Monom durch keiiilirendes Monom eines
Polynomsg € G teilbar. Das von denithrenden Monomen dere G
erzeugte Ideal vorR wird daher gof3er, nachdend um r erweitert
wurde. Wenn dies unbes@nkt nbglich ware, erhielten wir daher eine
unendliche aufsteigende Folge von monomialen Ided]emon denen
jedes echt gifder ist als sein Vo&@nger:

J1<J2<JI<J1+1< .

Natirlich ist auch die Vereinigund aller J;, ein monomiales Ideal, hat
also nach dem Lemma vondksoN ein endliches Erzeugendensystem
{My,...,M,}. Da jedesM; in einem.J; und damit auch in allen fol-
genden liegen muB3, gibt es eim, so daf alleV/; in .J,, liegen. Damit
istJ = (My,...,M,) C J,,, im Widerspruch zur Annahme, daf}, .,
und damit aucly echt gbf3er alsM/; ist.
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Der Algorithmus kann ndtlich auf mehrere offensichtliche Weisen
optimiert werden: Beispielsweisedft man beim wiederholten Durch-
laufen des zweiten Schritts immer wieder auf dieselSeffolynome,
die daher nicht jedes Mal neu berechnet werdéssen, und wenn eines
dieser Polynome einmal Divisionsrest Null hatte, hat efhdngt jedem
weiteren Durchgang Divisionsrest Null, denn dann wird jader durch
dieselben Polynome (plus einiger neuer) dividiert. Es gibtvischen
auch zahlreiche nicht offensichtliche Verbesserungen@pitimierun-
gen; wir wollen uns aber mit dem Prinzip bémen und stattdessen
spater noch einige andere Themen behandeln.

Der BucHBERGERAIgorithmus hat den Nachteil, dal3 er das vorgegebe-
ne Erzeugendensystem in jedem Schritiffgr macht ohne je ein Ele-
ment zu streichen. Dies ist weder beimuss-Algorithmus noch beim
EukLiDischen Algorithmus der Fall, bei denen jeweils eine Gleiahu
durch eine anderersetztwird. Obwohl wir sowohl die Eliminations-
schritte des @uss-Algorithmus als auch die einzelnen Schritte der Poly-
nomdivisionen beim BkLIDischen Algorithmus durchS-Polynome
ausdiicken lonnen,missenwir im allgemeinen Fall zuszlich zug

und S(f, g) auch noch das Polynorfi beibehalten; andernfalls kann
sich die Losungsmengandern:

Als Beispiel Kbnnen wir das Gleichungssystem
FX,Y)=XY+XY?+1=0 und ¢(X,Y)=X’-XY -Y =0

betrachten. Wenn wir mit der lexikographischen Ordnungiéeh, sind
hier die einzelnen Monome bereits derdGe nach geordnet, insbeson-
dere stehen also dié@lirenden Monome an erster Stelle und

S(f,9) = Xf(X,Y) - Yg(X,V)= XY+ XY + X +Y°.
Der fiihrende TermX?Y? ist durch den ihrenden TermX?Y von f

teilbar; subtrahieren wil” f vom S-Polynom, erhalten wir das nicht
weiter reduzierbare Polynom

MX,Y)= XY +XY?+X+Y° Y.

Sowohlg(X,Y) als auch (X, Y) verschwinden im Punkt (@); dieser
ist aber keine bsung des Ausgangssystems, 8, 0) = 1 nicht ver-
schwindet.
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Aus diesem Grund werden die nach demcBBERGERAIgorithmus
berechneten BOBNER-Basen oft sehr grof3 und unhandlich. Betrachten
wir dazu als Beispiel das System aus den beiden Gleichungen

fi=X°—2XY und f,= XY —2Y°+X

und berechnen eineRGBNER-Basis beiaglich der graduiert lexikogra-
phischen Ordnung.

S(fu, f) =Y f1— Xf=—X*

ist weder durch denthrenden Term vorf; noch den vonf, teilbar,
mul3 also als neues Elemefitin die Basis aufgenommen werden.

S(fl?f?,) :f1+Xf3 = -2XY

kann wieder mit keinem def; reduziert werden, mufl3 also als neues
Elementf, in die Basis. Genauso ist es mit

fo=S(fo fa) = fo+ Y fa= —2Y" + X .

FUr das so erweiterte Erzeugendensystem, bestehend ausligeorRen
=X -2XY, f,=X°Y —2¥°+X, fy=-X°
fa=—2XY und fs=-2Y’+X,

sind dieS-Polynome

S(f1, f=1fs, S(f1,f3) =fa und S(fz, f3) = fs

trivialerweise auf Null reduzierbar, die anderen Kombhimagn nussen
wir nachrechnen:
2

X 2
S(f17f4):Yf1+7f4:—2XY :Yf4

3 4

2 X 3 X X

S(fl?fS):Yf1+_f5:—2XY + — = —

2 2 2
X
2
X, _Xx s 1, 1
Sl =5 ¥ XY AT =SSt Y s

f1+f2+Y2f4_f5
S(far fa) = fo+ S fa= —2Y°+ X = fg

S(f2 f5) =Y fo+
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SUar f) =Y fa— 3 f4=0
2
SUs f) =Y fa= "y fo= 5 i = 3ha
Y, X,_X°_ 1
S(fas f5) = —§f4 - Efs -5 T —éfs

Somit bilden dieseifinf Polynome eine 80BNER-Basis des vonyf;
und f, erzeugten ldeals.

Zum Glick brauchen wir aber nicht all&éff Polynome. Das folgende
Lemma gibt ein Kriterium, wann man auf ein Erzeugendes ghten
kann, und illustriert gleichzeitig das allgemeine Prinzyonach bei ei-
ner GROBNER-Basis alle wichtigen Eigenschaften anhand dérénden
Termen ablesbar sein sollten:

Lemma: G sei eine ®ROBNER-Basis des Ideals < k[ X4, ..., X, ], und

g € (G seiein Polynom, dessealirendes Monom im von deiilirenden
Monomen der restlichen Basiselemente erzeugten monamidésal

liegt. Dann ist auclt? \ {g} eine GROBNER-Basis von/.

Beweis:G \ {g} ist nach Definition genau dann ein&RGBNER-Basis
von I, wenn die tihrenden Terme der Basiselemente das IdealllFM(
erzeugen. D& eine GROBNER-Basis von/ ist und die fihrenden Terme
egal ob mit oder ohne F§) dasselbe monomiale Ideal erzeugen, ist das

klar. .

Man beachte, dal sich dieses Lemma nur anwerddd@nwennG eine
GROBNER-Basis vonl ist; wir kdnnen nicht schon &hrend des Rechen-
gangs im BICHBERGERAIgorithmus Elemente streichen. Im obigen
Beispiel etwa wird das Ideal = (f;, f,) natrlich auch erzeugt von
f1, found fy; dabeiist FM(f;) = X°, FM(f,) = X°Y, und FM(f5) = X?
teilt beide dieser Monome. Wenn das Lemma auf die BAsi§,, f5 an-
wendbar vare, lkonnten wir alsgf; und f, streichen und’; ware fur sich
allein eine ROBNER-Basis vonI. Natiirlich ist aberl # (—XZ), denn
weder f; noch f, sind Vielfache vonX?.
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Von der Menge{ f,, f, f3, f4, f5} haben wir mit Hilfe des Kriteriums
von BUCHBERGER verifiziert, daf} sie eine ROBNER-Basis vonlI ist;
deshalb Bnnen wir das Lemma darauf anwenden undf, streichen.
Wir kdnnen das aber erst jetzt tun, denn im Verlauf der Bereclenung
wurdenf; und f, noch gebraucht unf, = S(f;, f3) und f5 = S(f5, f3)

zu konstruieren. Somit ist = (f3, f4, f5), und darauf Bnnen wir das
Lemma nicht weiter anwenden, denn

FM(f5) = X°, EM(f) = XY und FM(fy) =Y,
und keines dieser drei Monome ist Vielfaches eines der ander

Zur weiteren Normierungdnnen wir noch durch digihrenden Koeffi-
zienten teilen und erhalten dann dignimaleGROBNER-Basis

- - - X
fa=X°, f,=XY und f5:Y2—E.

Definition: Eine minimale GROBNER-Basis vonI ist eine GROBNER-

Basis von/ mit folgenden Eigenschaften:

1.) Alle g € G haben denithrenden Koeffizienten eins

2.) Fur keing € G liegt FM(g) im von den fihrenden Monomen der
ubrigen Elemente erzeugten Ideal.

Da ein MonomX “ genau dann im von einer Mengé von Monomen
erzeugten Ideal liegt, wenn es durch eines dieser Monoriaitast,
konnen wir die zweite Bedingung auch so alisten, dal3 es keine zwei
Elementey 7 ¢' in G geben darf,iir die FM(g) ein Teiler von FMg’)
Ist.

Esistklar, daf jede @®BNER-Basis zu einer minimalen®&oBNER-Basis
verkleinert werden kann: Durch Divisiodknen wir alle ihrenden Ko-
effizienten zu eins machen ohne etwas an der Erzeuguagdern, und
nach obigem Lemmadanen wir nacheinander alle Elemente eliminie-
ren, die die zweite Bedingung verletzen.

Wir konnen aber noch mehr erreichen: Wenn nicht dasdnde, sondern
einfachirgendeinMonom eines Polynomg € G im von den fihrenden
Termen deribrigen Elemente erzeugten ldeal liegt, ist dieses Monom
teilbar durch dasithrende Monom eines anderen Polyndimrs G. Wir
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konnen den Term mit diesem Monom daher zum Verschwindendming
indem wir g ersetzen durch minus ein Vielfaches von. Da sich dabei
nichts an denifhrenden Termen der Elemente vGrandert, bleibtG
eine GROBNER-Basis. Wir kbnnen somit aus den Elementen einer mi-
nimalen GROBNER-Basis Terme eliminieren, die durch ddihfenden
Term eines anderen Elements teilbar sind. Was dabei stbhaefhtste-
hen sollte, ist eineeduzierteGROBNER-Basis:

Definition: Eine reduzierte @®OBNER-Basis vonI ist eine GROBNER-

Basis von/ mit folgenden Eigenschaften:

1.) Alle g € G haben denithrenden Koeffizienten eins

2.) Fur kein g € G liegt ein Monom vong im von den fihrenden
Monomen defibrigen Elemente erzeugten Ideal.

Die minimale Basis im obigen Beispiel ist offenbar schonumelrt,
denn auBerf; bestehen alle Basispolynome nur aus démmréndem
Term, und bei}‘:3 ist der zu&tzliche Term linear, kann also nicht durch
die quadratischenihrenden Monome der anderen Polynome teilbar
sein.

Reduzierte ®OBNER-Basis haben eindif das praktische Rechnen mit
Idealen sehr wichtige zaszliche Eigenschatft:

Satz: Jedes Ideal < k[X4,...,X,] hat (bei vorgegebener Monom-
ordnung) eine eindeutig bestimmte reduzierted8\NER-Basis.

Beweis:Wir gehen aus von einer minimalenRGBNER-Basis G' und
ersetzen nacheinander jedes Elemgert G durch seinen Rest bei der
Polynomdivision durchG ~\ {g}. Da bei einer minimalen GOBNER-
Basis kein @ihrendes Monom eines Element dakrfende Monom eines
anderen teilen kani@ndert sich dabei nichts an derhfenden Termen,
G ist also auch nach der Ersetzung eine minimak®g\NER-Basis. In
der schliel3lich entstehenden Basis hat keia G mehr einen Term,
der durch deni@fhrenden Term eines Elements voh~ {g} teilbar
ware, denn auch wenn wir bei der Reduktion der einzelnen Etame
durch eine eventuell andere Menge geteilt haben, hat sich do den
fuhrenden Termen der Basiselemente nich#sdert. Also gibt es eine
reduzierte ®OBNER-Basis.
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Nun seienG und G’ zwei reduzierte @(")BNE&CB;asen von/. Jedes
Elementf € G’ liegt insbesondere i, also istf = 0. Insbesondere
muf3 der @ihrende Term vorf durch den fihrenden Term eingge G

teilbar sein. Umgekehrt ist aber augﬁ’ = 0, d.h. der ithrende Term
von ¢ muR durch denithrenden Term eines Elements vgh e G’
teilbar sein. Dieseirtfhrende Term teilt dann insbesondere déwénden
Term vonf, und daG’ als reduzierte ®OBNER-Basis minimal ist, muRd
f' = f sein. Somit gibt es zu jedem € G genau einf € G’ mit
FM(f) = FM(g); insbesondere habénhundG’ dieselbe Elementanzahl.
Tatsachlich mufl sogaf = g sein, dennf — g liegt in I, entlalt aber
keine Term, der durch defitirenden Term irgendeines Elements ¢Hn

teilbar ware. Also istf — g = 0. .

Bemerkung: Die Forderung in den Definitionen von minimalen und
reduzierten ROBNER-Basen, dal alldihrenden Koeffizienten eins sein
mussen, ist zwar iitzlich fur theoretische Diskussionernihrt aber im
Falle von Polynomen mit rationalen Koeffizienten oft dazaf} die Ko-
effizienten Nenner haben. Computeralgebrasystetmadn zwar mit
rationalen Zahlen rechnen, indem sie diese durch Paaexfterh-
der ganzer Zahlen darstellen, aber diese Rechnungen duethlieh
aufwendiger als solche mit ganzen Zahlen. Daher liefengei@ompu-
teralgebrasysteme beim Kommando zur Berechnung einezieztin
GROBNER-Basis anstelle von Polynomen mitHfrendem Koeffizienten
eins solche mit teilerfremden ganzzahligen Koeffizienten.



Kapitel 2
Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen

GROBNER-Basen haben eine Vielzahl von Anwendungen in der Algebra;
wir wollen uns hier vor allem damit besaftigen, wie sie direkt oder
Im Zusammenspiel mit anderen Methoden zur explizitéaung nicht-
linearer Gleichungssystemahren lonnen. Explizit angebbar sind die
Losungen meist nur, wenn di@sungsmenge endlich ist; daher werden
wir uns meist auf solche Systeme besgatken und interessieren uns da-
her auchir Kriterien, wie wir einem Gleichungssystem die Endlicihke
seiner Lbsungsmenge ansehebrken.

81: Grobner-Basen fur nichtlineare Gleichungssysteme

Wir gehen aus vom Polynomgleichungen
filxy,...;z,)=0 mit f, € k[Xq,..., X,)] fur i=21....m
und suchen die isungsmenge
{(xl,...,xn)ékn ‘ fi(xqy,...,2,) =0 fur i=1,...,m}.

Diese wird allerdings oft leer seiniif f, = X* — 2 undf, = Y? — 3 aus
Q[X] etwa ist diese Menge leer, da di@dungen £+/2, ++/3) nicht
in Q7 liegen. Wir betrachten daher meist noch einen zweitérpkrk
derk enthalt, und interessieren uns allgemeineér @ie Losungsmenge
in K™

Definition: a) Ist I ein Ideal ink[X,, ..., X, ], und istK ein Korper,
derk enthalt, setzen wir

Vi) = {(xl,...,xn) c K" ‘ flxq,...,2,)=0 fUraIIefeI}.
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b) Fur I = (fy,---, f,,) schreiben wir auch kur¥y(fy,..., f,,) an
Stelle vonV(1).

Der Korperk sollte dabei mglichst klein sein, denn mit den Elementen
dieses Krpers niissen wir rechnen, und je @ser der Krper, desto
aufwendiger sind seine Rechenoperationen. In konkretaspiéen
werden wir uns meist auf = Q beschanken und — soweit dglich —
sogar versuchen, unsere Konstruktione[iX ] durchzufihren.

Der KorperK hingegen sollte so grol3 sein, dal3ierdin Gleichungssys-
tem, daf3 in irgendeinemd{per eine nichtleere endliché&kungsmenge
hat, diese bsungsmenge erat. Wir werden meis# = C betrachten.

Wie wir bereits augl des vorigen Kapitels wissenahgt die Losungs-
menge des Gleichungssystems nur ab vom Ideak(f,, ..., f,,); wir
suchen ein Erzeugendensystém, . . ., g,.} dieses Ideals, aus dem wir
mehriber die Mengen

Viell) =V (f1o- s fo) = V91, -+, 9,)

ablesen knnen. Wir erwarten natlich, dafd wir hier vor allem im Falle
einer geeigneten BNER-Basis{g,, . . ., g,.} eventuell Erfolg haben.

Viele Losungsarigze fir Gleichungssysteme in mehreren 3Meder-
lichen beruhen auf der Elimination von Variablen: listen Schritt
suchen wir nach Bedingungen, die eim € ¢)-Tupel (x;.4,...,x,)

erfullen mul3, wenn es eifsTupel (¢4, . . ., x,) gibt, sodalR{,, ..., x,,)
in V(I) liegt. Eine solche Bedingung ist trivial.UlF jedes Polynom
f € I, in dem die VariablenX,,..., X, nicht vorkommen, muf}

flxpyq,...,z,)=0sein.

Definition: a) Das¢-teEliminationsideakines Ideal <1 k[ X, ..., X,]
istl, =1 NKk[Xyyq,...,X,]

b) Eine Monomordnung< hei3tEliminationsordnundur X, ..., X,
wenn jedes Monom, das mindestens eine der Variabien .., X,
enthalt, grof3er ist als alle Monome, die niX,, 4, ..., X,, enthalten.

Die lexikographische Ordnung mk; > X, > --- > X _; > X ist
offensichtlich fir jedes/ eine Eliminationsordnundif X, ..., X, die



Kap. 2: Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen 46

graduiertlexikographische aber nicht, dalglzch dieser beispielsweise
X, < XZist.

Satz: Ist G eine QROBNER-Basis vonI beziglich einer Eliminations-
ordnung fir X4, ..., X,, soistG N I, eine GROBNER-Basis vonl,.

Beweis: Die Elemente vonG = {g4,...,9,,} seien so angeordnet,
daBRG N1, = {gq,...,9,} ist. Wir mussen zeigen, daf} sich jedes
f € I, als Linearkombination vomw,, ..., g, mit Koeffizienten aus
k[X/4q,...,X,,] darstellen &fdt.

Der Divisionsalgorithmus bémlich der lexikographischen Ordnung
gibt uns eine Darstellung = hy;g, +--- + h,,g,, von f als Element
von I. Die Polynomey,.,4,...,g,, enthalten jeweils mindestens eine
der VariablenX,, ..., X,, und da wir eine Eliminationsordnung ver-
wenden, mul3 auch da#frende Monom eine dieser Variablen enthalten.
Da kein Monom vory eine dieser Variablen erdlt, kann im Divisions-
algorithmus dasifhrende Monom eines dieser Polynome nie Teiler des
fuhrenden Monoms des jeweils betrachteten Polynosesn, Somit ist
h,.1 =---=h,, =0,undinkeinem der Polynontg, . .., h, kann eine
der VariablenX, .. ., X, auftreten. Dies zeigt, dafSim vong,, ..., g,
erzeugten Ideal vok[ X4, ..., X,,] liegt, d.h. dieses Ideal wird von
g1,---,9, €rzeugt.

Um zu zeigen, dal3 es sich dabei sogar um eiReEBER-Basis handelt,
konnen wir zum Beispiel zeigen, dald aligy;, g;) miti, j < r ohne Rest
durchg,, ..., g, teilbar sind. Da= nach Voraussetzung eineRGBNER-
Basis ist, sind sie auf jeden Fall ohne Rest dukcteilbar, und wieder
kann bei der Division nie deiihrende Term eines Dividenden durch den
einesg; mit i > r teilbar sein, d.hS(y;, g;) ist als Linearkombination

vongy, ..., g, mit Koeffizienten aug[g,, ..., g,] darstellbar.
|

Daraus ergibt sich eine Strategie zuydung nichtlinearer Gleichungs-
systeme nach Art desABss-Algorithmus: Wir gehen aus von der lexi-
kographischen Ordnung, die jarfledes eine Eliminationsordnungif
X3, .., X, ist,und bestimmen eine (reduzierteg@BNER-Basis fir das
von den Gleichungen erzeugte Ideal des Polynomrifgds, . . ., X,,].
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Dann betrachten als erstes das Eliminationsideal. Dieses besteht
nur aus Polynomen i, ; falls wir mit einer reduzierten GOBNER
Basis arbeiten, gibt es darithstens ein solches Polynom.

Falls es ein solches Polynom gibt, muf3 jedésung des Gleichungs-
system als letzte Komponente eine von dessen Nullstellbarmanir
bestimmen daher diese Nullstellen (i) und setzen sie nacheinan-
der in das restliche Gleichungssystem ein. Dadurch erhalteGlei-
chungssysteme in — 1 Unbekannten, wo wir nach Gleichungen nur
in X,,_; suchen Bnnen. Diese erhalten wir, indem wir bei allen Erzeu-
genden des Eliminationsidedls_, fur X,, nacheinander die Werte aus

Vi, _,) C k einsetzen. Nachdem wir $6,(I,,_,) C K° bestimmt

haben, Bnnen wir analog die MengéeW, (I,,_3) C K* und so weiter
bis V,-(I) € K™ bestimmen.

Betrachten wir noch einmal das Beispiel gegen Ende§éattes vorigen
Kapitels mit

f1=X°—2XY und f,=X°YV —2Y°+X.

Dort hatten wir die reduzierte OBNER-Basis beiaglich der graduiert
lexikographischen Ordnung berechnet; sie besteht aus

9= X°, ¢,=XY und g3=Y2—§.
Da die graduiert lexikographische Ordnung keine Elimmadordnung
fur X ist, kdnnen wir nicht erwarten, dafy,, g,, g3} N k[Y] ein Erzeu-
gendensystem des Eliminationsidedls (,) N k[Y] liefert, und in der
Tat liegt keines dew; in k[Y]. Zufalligerweise liegt abep, = X2
in k[ X], wir wissen also, dal¥ir jede Losung {,y) des Gleichungs-
systemse = 0 sein mul3g, = XY verschwindetiir alle solche Punkte
automatisch, ung; = yZ— X /2 verschwindet genau dann, wenn auch
y = 0ist. Somit istV (f1, f») = {(0, 0)}.

Wenn wir das Gleichungssystem mit dem hier vorgestelltefa¥ieen
|6sen wollen. riissen wir mit der lexikographischen Ordnung arbeiten.
Da die ihrenden Terme vorf; und f, bei beiden Ordnungen gleich
sind und viele der zu berechnend&rPolynome nur aus einem Term
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bestehenandert sich zuachst nichts: Wie bei der graduiert lexikogra-
phischen Ordnung kommen wir auf

fa=8(f1 f) = —X°,  fa=5(f, f) = —2XY und

fs=S(fo fa) = X —2Y7.

Auch S(fy, f2) = —2XY? = Y f, kann wie dort auf Null reduziert
werden, bei der Berechnung véitf,, f5) ist jetzt aber nicht mehy 2,
sondernX das fihrende Monom. Somit ist

S(fi, fs) = f1— X2 fs = 2X°Y? — 2XY = 2V f, + 2f, + 4Y°,

dasS-Polynom B3t sich also modulf;, f>, f3, f4, fs} nicht auf Null
reduzieren und wir sssenfy = 4y* als neues Element in die Basis
aufnehmen. Erst jetzt zeigt eindiimsame Rechnung, die man am besten
seinem Computediberhf3t, dafls5(f;, f;) furalle 1< i < j < 6 modulo
{f1, f2, f3s fas f5, fo} auf Null reduziert werden kann, womit wir eine
GROBNER-Basis gefunden haben.

Die fuhrenden Monome der sechs Basiselementédieh der lexiko-
graphischen Ordnung sind

FM(f) = X%,  FM(f) = XY, FM(fy) = —X°,
FM(f,) = —2XY, FM(fs) = X,, FM(fs) = 4Y°;

wir kdnnen alsof; bis f, eliminieren. Die reduzierte BNER-Basis
bedeutet besteht somit agis= X — 2Y? undg, = Y.

Das Eliminationsideal; wird daher erzeugt vop, = Y3, d.h. fur jede
Losung &, y) mul3y verschwinden. Setzen wygr= 0 in g, ein, so sehen
wir, dal3 auche verschwinden muf3, der Nullpunkt ist also die einzige
Losung.

Es war ein Zufall, daf wir dieses Ergebnis auch depDENER-Basis
beZiglich der graduiert lexikographischen Ordnung ansehemtemn;

bei komplizierteren Systemen wird dort oft jedes Basiseleiralle
Variablen enthalten, so dal3 wir nichts sehémrken. Trotzdem kann
die graduiert lexikographische Ordnung zuidung nichtlinearer Glei-
chungssystemeizlich sein: 1993 publizierten J.CAFGERE, P. GAN-

NI, D. LAZARD und T. MORA einen heute nach ihren Anfangsbuchstaben
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als FGLM benannten Algorithmus, deiirfein Ideall mit endlicher
Nullstellenmengé/ (1) effizient eine ®ROBNER-Basis beiglich der le-
xikographischen Ordnung bestimmt auf dem Umiibgr die graduiert
lexikographische Ordnung. Wir werdenaer sehen, dafd wir im Falle
einer endlichen isungsmenge diese auch ausgehend von einer beliebi-
gen GROBNER-Basis mit alternativen Techniken bestimme&mhen.

Nun kann es beim obigen Verfahreir nichtlineare Gleichungssyste-
me natirlich vorkommen, daf,,_; das Nullideal ist; falls unter den
Losungen des Systems unendlich viele Weitedlfe |letzte Variable vor-
kommen, muld das sogar so sein. Es kann sogar vorkommemjldal
Eliminationsideale aul3dg = I das Nullideal sind. In diesem Falliffirt
die gerade skizzierte Vorgehensweise zu nichts.

Bevor wir uns daiber wundern, sollten wir ungberlegen, was wir
uberhaupt unter derdsung eines nichtlinearen Gleichungssystems ver-
stehenwollen. Im Falle einer endlichedidungsmenge istdas klar: Dann
wollen wir eine Auflistung der&mtlichen losungstupel. Bei einer un-
endlichen losungsmenge ist das aber nicht melogihch. Im Falle
eines linearen Gleichungssystems wissen wir, dal} dseuhgsmenge
ein affiner Raum ist; wir &nnen sie daher auch wenn sie unendlich
sein sollte durch endlich viele Daten eindeutig beschreikeam Bei-
spiel durch eine spezielledsung und eine Basis des$ungsraums des
zugeldrigen homogenen Gleichungssystems.

Bei nichtlinearen Gleichungssystemen gibt es im allgeeeikeine
solche Beschreibung unendlicheddungsmengen: Diedsungsmenge
des Gleichungssystems

X2+2Y?+32°=100 und X +3Y°—Z°=0

etwa ist die Schnittmenge eines Ellipsoids mit einem adighten Kegel;
sie besteht aus zwei ovalen Kurveaherer Ordnung. Die BOBNER-
Basis besteht in diesem Fall aus den beiden Polynomen

X2 _-117°+300 und Y?+72%-200,

stellt uns dieselbe Menge also dar als Schnitt eines hypschen und
eines elliptischen Zylinders. Eine explizitere Beschuedpder Losungs-
menge ist schwer vorstellbar.
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Auf der Basis von SUrRMschen Ketten, dem Lemma vomd®m und
Verallgemeinerungen davon hat die semialgebraische Geerivietho-

den entwickelt, wie man auch allgemeiner@sungsmengen nichtline-
arer Gleichungssysteme durch eine sogenannte zylineridelegung
qualitativ beschreiben kann; dazu wird d&t in Teilmengen zerlegt,

in denen die bsungsmenge entweder ein einfaches qualitatives Verhal-
ten hat oder aber leeren Durchschnitt mit der TeilmengeuBdukann
man insbesondere feststellen, in welchen RegionerRdeksodsungen

zu finden sind; diese Methoden sind Gegenstand der reelbedgschen
Geometrie.

In manchen Bllen lassen sich dsungsmengen parametrisieren; wie
man mit Methoden der algebraischen Geometrie zeigen kahdas
aber im allgemeinen nur bei Gleichungen kleinen Grades dikukRd
kommt daheriir allgemeine bsungsalgorithmen nicht in Frage.

Stets nibglich ist das umgekehrte Problem, d.h. die Beschreibumgy ei
parametrisch gegebenen Menge in impliziter Form. Hier getieaus
von Gleichungen der Form

x1=p(ty, - t), ooy X, =@t t),
und wir suchen Polynomé,, ..., f,. ausk[X,,..., X, ], die auf der
Menge aller jener«,,...,z,) verschwinden, iir die es eine solche

Darstellung gibt (und eventuell noch auf Grenzwerten davon

Dazu wahlen wir eine lexikographische Ordnung auf dem Polynom-
rng k[Ty,...,T,,, X1,...,X,], bei der alleT; groer sind als dieX ;,

und bestimmen eine K&BNER-Basis fir das von den Polynomen
X, —p;(Ty,...,T,,) erzeugte Ideal. Dessen Schnitt #iX,, ..., X, ]

Ist ein Eliminationsideal, hat also als Basis genau die itmtye aus der
GROBNER-Basis, in denen kein€&, vorkommen.

Fast genausodanen wir auch zu einer vorgegebenen endlichen Menge
von Punkten ein Gleichungssystem konstruieren, das geeseidlenge

als Losungsmenge hat; dies spielt beispielsweise in der algehen
Statistik eine Rolle, wenn zu einem vorgegebenen Desigrdamit
schatzbaren Modelle identifiziert werden sollen.
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Wir gehen aus von Punkten

Po=(af),. .., 2P ek, i=1...r,

1 n

und suchen ein Idedl < k[X4,...,X,], dessen Elemente genau in
den PunktenP, verschwinden. Im Falle nur eines Punkiskonnen

wir einfach das ldeal
L=(x,—a,... X, -2

nehmen; bei mehreren Punkten brauchen wir den Durchsdenitieale
I, bis I, fur den wir kein offensichtliches Erzeugendensystem haben.

n

Betrachten wir stattdessen die Punkte
_,0) G) (i) () r+n . Gy _ (1 fallsi=j
= (t, .t Ty, €k mit ¢ —{ :
Qz ( 1 r CC]_ xn ) J 0 sonst
so erzeugen die Polynome

(X; — )T, € KTy, ..., To, Xy, ., X,

fur: = 1,...,nundj = 1,...,7 zusammen mit dem Polynom
T, +---+T,. — 1 ein Ideal, das alle Punkt@, als Nullstellen hat:
Die Polynome(X; — =\”)T; verschwinden irQ;, daz'? die j-te Ko-
ordinate vong); ist, und fir ¢ 7 i verschwindet X, — z{”)7,, dat}’
verschwindet.

Istumgekehr® = (ty,...,t.,xq,...,2,) € k""" keiner der Punkté),,
so gibt es fir jedes; mindestens eine Koordinate, in der si@hvon Q;
unterscheidet. Ist dies etwa gige Koordinate, so isk; — xg?) in @ von

Null verschieden;(Xj — xgi))Ti kann daher nur verschwinden, wenn
t, = Oist. Dies kann aber nichiif alle: der Fall sein, denn die Summe
dert, ist eins, ddl}; + --- +7T,. — 1 verschwindet. Somit lieg) nicht

in V(J).

Damit haben wir ein |deal < k[7),...,T,,X,,...,X,] gefunden,
dessen Nullstellen genau die Puni@g . .., Q,. € k" sind. Die Punk-
te P, ..., P. sind die Projektionen dep, von k™" nachk"; deshalb
ist klar, dal3 alle Polynome aus

1= JNkXy. .. X,]
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in den PunktenP; verschwinden. Wir erhalten ein Erzeugendensys-
tem dieses ldeals, indem wir keglich einer Eliminationsordnundgif

Ty, ..., T, eine QROBNER-Basis vonJ berechnen und davon nur die
Polynome betrachten, die keine der Variallémenthalten.

§2: Der Hilbertsche Nullstellensatz

Wie wir wissen, stimmen diedsungsmengen zweier Gleichungssyste-
me

und
91Ty, -5 ,) = - = gp(wq, ..., 2,) =0

Uberein, wenn die Ideal¢y; . . ., f,,) und (g,, . . ., g,) Ubereinstimmen.
Umgekehrt folgt aber nicht aus der Gleichheit désungsmengen, daf3
auch die Ideale gleich seinimsen. In diesem Paragraphen wollen wir
genauer untersuchen, was hier gilt.

Als erstes rissen wir undiberlegenwo wir nach Losungen suchen:
Wie wir bereits in§1 gesehen haben, wird diebkungsmengéiber
dem kleinsten Krper, der alle Koeffizienten der Polynome eiithoft
leer sein, obwohl esiisungen in gil3eren Krpern gibt. In den meisten
Beispielen betrachten wir= Q undK = C sein; wie wir wissen hat i€
zumindest jedes nichtkonstante Polynom in eine@wderlichen eine
Nullstelle. Korper mit dieser Eigenschaft bezeichnen wiraddgebraisch
abgeschlossen:

Definition: Ein Korperk heil3talgebraisch abgeschlossemenn jedes
nichtkonstante Polynorfi € k[ X] mindestens eine Nullstelle i hat.
Durch Polynomdivision folgt leicht induktiv:

Lemma: Ist k& algebraisch abgeschlossen, a8tlsich jedes Polynom
vom Gradd ausk[ X ] schreiben als

f=c(X —xy) (X —xy) mit cek~{0} und x,...,z, € k.

Die x; mussen dabei nicht notwendigerweise verschieden sein.
|
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Der Korper K soll im folgenden stets algebraisch abgeschlossen sein;
zur Vereinfachung der Beweise wollen wir Zi®ich annehmen, dal3 er
uberabahlbar viele Elemente erih. Die Satze aus diesem Paragraphen
gelten zwar auch ohne diese Zusatzvoraussetzung, jedoctern die
Beweise dann einen g8eren Aufwand.

Sei also iir den Rest dieses Paragraplieirgendein Korper, undi
sei ein algebraisch abgeschlossenérger mit iberabahlbar vielen
Elementen, dek enthalt.

Als erstes wollen wir uns mit der Frage beatftigen, fir welche Ide-
alel < k[Xy,...,X,] die Losungsmeng& (1) in K" leer ist. Ein
Beispiel ist offensichtlich: Nalfrlich ist I = k[X4,...,X,,] ein Ideal,
und da es insbesondere die Konstante einsatnibt V(1) = 0. Eine
(schwache) Form desiHBERTschen Nullstellensatzes besagt, dal3 dies
das einzige Beispiel ist. Zur Vorbereitung des Beweiseside&n wir

Definition: R sei ein Ring.

a) I < R ist einechteddeal, falls/ 7 R.

b) Ein echtes Idealh <1 R heildtmaximaleddeal, wennR das einzige
Ideal ist, dasn als echte Teilmenge eriih.

c) Ein echtes Ideap < R heil3tPrimideal, wenn gilt: Liegt fur zwei
Elementef,g € R das Produkifg in p, so liegt mindestens einer der
Faktorenf, g in p.

Wie aus der Zahlentheorie bekannt, teilt eine Primzaggenau dann
das Produkt zweier Zahlen b, wenn sie mindestens einen der beiden
Faktoren teilt; inZ sind also die von den Primzahlen erzeugten Haupt-
ideale Primideale. Dazu kommt wegen der Nullteilerfreilagich noch
das Nullideal.

Durch vollsindige Induktion beweist man leicht

Lemma: Istp ein Primideal und liegt ein Produl; - - - f,, von Elemen-

ten f, € R in p, so liegt mindestens einer der Faktorénn p.
|

Lemma: Jedes maximale ldeal <1 R ist ein Primideal.
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Beweis:Das Produktfg zweier Elementef, g € R liege inm. Falls
f € msind wir fertig; andernfalls ish +(f) = R wegen der Maximalit
vonm, es gibt also Elemente € mundh € R,sodalin+hf = 1ist.

Damitistg =mg+ hfg € m, dennm € mund fg € m. .

Lemma: Jedes echte Ideal< k[ X, ..., X, ]liegtin einem maximalen
ldealm < k[ X,,..., X ]

Beweis:Falls I selbst maximal ist, sind wir fertig; andernfalls gibt es
ein echtes ldeal,, dasI als echte Teilmenge eriht. Auch wennl, ein
maximales ldeal ist, sind wir fertig; andernfalls gibt es@thtes Ideals,
dasl, als echte Teilmenge eréh, und so weiter. Wenn dieses Verfahren
nach endlich vielen Schritten abbricht, haben wir ein maeas Ideal
gefunden, das enthalt; andernfalls gibt es eine unendliche aufsteigende
Folge von Idealen C I, C I, C --- . Die Vereinigung allerl; ist
selbsteinIdeal ik[ X4, . .., X,,] und hat damit nach demiEBERTSChen
Basissatz ein endliches Erzeugendensystém . ., f,. }. Jeded, liegt

in einem der Ideald; und damit auch in alled, mit £ > j. Wegen
der Endlichkeit des Erzeugendensystems gibt es daher e r
derart, dal3 allgf; in I, liegen. Dannistabef = 1. =1, =---,im
Widerspruch zu der Annahme, dai3 jedeschte Teilmenge vofy,, ist.
Somit bricht das Verfahren nach endlich vielen Schrittemiad liefert

ein maximales Ideah, in demI/ enthalten ist. .

(Tatsachlich gilt auch dieses Lemmarfbeliebige Ringe; da dort der
HILBERTsche Basissatz nicht gelten muf3, beweist man es im allgemein
Fall mit Hilfe des Z20rRNschen Lemmas.)

Schwache Form des Hilbertschen Nullstellensatzed=iir ein echtes
Ideal I < k[ X4, ..., X, ]ist V(1) #0.

Beweis:Nach dem H.BERTschen Basissatz hat jedes Idéain endli-
ches Erzeugendensysten, . . ., f,,}. Wir betrachten das von def;
erzeugte Ideal in K[X4,..., X, ]. Da eine Basis dek-Vektorraums
k[X;,...,X,]/Iauch Basis deK-Vektorraumss[ X, ..., X, ]/ ist,
mul3 auch ein echtes Ideal voK [ X, ..., X, ] sein und liegt somit in
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einem maximalen Ideah < K[X4, ..., K,]. Der Satz folgt somit aus
der folgenden alternativen Version desstRTschen Nullstellensatzes:

Satz:Die maximalen ldealen <« K[X4,..., X, ]sind genau die Ideale

m=(X;—xq,...,X,, —x,) Mt (vy,...,7,)€EK".

Beweism = (X; — x4,...,X,, — x,,) istder Kern der Abbildung
{K[Xl,...,Xn] — K
fo(x]_?"‘?xn) '

Ist daher/ ein Ideal, dasm echt entilt, so muf3 der Vektorraum
K[X,,...,X,]/I ein echter Untervektorraum vasi[ X, ..., X, ]/m
sein. Da letzterer nach dem Homomorphiesatz isomorph zuuofi-ei
mensionalen VektorrauriA ist, muf3 dies der Nullraum sein. Somit ist
I =K[X,,...,X,,] dh.mistein maximales ldeal.

Umgekehrt seim ein maximales Ideal. Wenn wir zeigerbrnen,
dal3 es Elemente,...,z, gibt, fur die X, — z, in m liegt, ist
(Xy —z4,...,X,, —x,) Cm, und da links ein maximales ldeal steht,
mussen beide Seiten gleich sein.

Angenommen, es gibteinc {1,...,n}, furdasX, —x furkeinz € K
im Idealm liegt. Wegen der Maximakit vonm ist dann

m+ (X —2)=K[X,,...,X,] furallez e K.

Somit gibt esiir jedesr € K ein Polynomf, € m sowie ein Polynom
h, € K[X4,...,X,]derart, dal3

fx+hx(Xz_x)=1

ist. Da 1 ¢ m, ist dabeih, ¥ 0. Wir wahlen fir jedesz € K ein
festes Polynonk,, (und damit auchf,), das obige Gleichung efit,
und setzenk,; = {x € K|degh, = d} fur jedesd € N,. Da K
nach Voraussetzungberabahlbar viele Elemente erdlt und K die
Vereinigung delk ; ist, mul3 mindestens eine der Mend€punendlich
viele Elemente enthalten. (Nur an dieser Stelle geht dialsetzung
derUberabzhlbarkeit ein.)
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Wir wahlen eine solche Meng&,; und betrachten den Vektorraum
K[X,,...,K,], aller Polynome vom Graddchstensd. Da es nur
endlich viele Monome vom Graddchstens! gibt, ist dies ein endlich-
dimensionaletkK -Vektorraum. Wir wvahlen eine natrliche Zahlr, die
groRer ist als seine Dimension, und dazilementer™, ... 2" ¢ K
mit h € k[X4,...,X,];- Dann muld es Elemente,...,\. € K
geben, die nicht allesamt verschwinden, derart, daf3

)\lhx(l) +..-+ Arhx(r) =0
ist.

Dazu definieren wir

<

g=> N[ - ") e Kix,].
J=1 b7

Dieses Polynom liegt auch in, denn wegen
1= fx(j) + hx(j) (Xz — CC(J)) furj =1...,r

ist

g = Z A ( 2(9) + hx(g) (X .CC(J))> H(Xz - CC(E)) c K[Xz]

75
n
= ZA f) H (E) (Z j x(g)) H (ﬁ)
07 j=1 =1
= Z A H x(g) cm,
J=1 7

daz A hxm verschwindet und all¢ ., in m liegen.
7=1

g ist nicht das Nullpolynom, denriif jeden Index ist

(V) Z ) H ) x(f) =\, H ) (ﬁ)

J=1 7 0Fy
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Da die 2! paarweise verschieden sind und mindestensigimicht
verschwindet, mufd mindestens einer dieser Werte von Nrgbtéeden
sein.

Dag inm liegt, kanng auch keine von Null verschiedene Konstante sein,
hat also einen positiven GradUber dem algebraisch abgeschlossenen
Korper K zerfallt ¢ daher in Linearfaktoren:

g=c(X;, —2)...(X; —2,) mit ce K~{0}, z4,...2, € k.

g liegtinm, aber nach Voraussetzung liegt keiner der Faktdégn- z;
in m, und die Konstante Z 0 natirlich auch nicht. Dies ist ein Wider-

spruch, denn als maximales Idealisinsbesondere ein Primideal.
|

Somit hat also jedes echte lddak k[ X4, ..., X, ]zumindestin einem
Erweiterungskrper K von £ mindestens eine Nullstelle. Damit folgt
umgekehrt

Satz: Das Gleichungssystem

mit f1,..., f,, € k[X4,..., X, ]istgenau dannin jedem Erweiterungs-
korperK vonk unlosbar, wenn es Polynonig, ..., A, in X;,..., X
gibt, sodafh, f;+---+h, f,, =1ist

Beweis:Im Falle der Unbsbarkeit ist das vorf, . . ., f,, erzeugte Ideal
der ganze Polynomring, erith also insbesondere die Eins. Da

(fi,-- s f) = {h1f1+---+hmfm ] hy,...,h, € k[Xl,...,Xn]},
hat auch die Eins eine Darstellung der verlangten Form.

n

Ist umgekehrth, f; +--- + h,,f,, = 1 fur irgendwelche Polynome

hy,...,h,,, so ist fir jeden Erweiterungskper K von k£ und jedes
n-Tupel @q,...,z,) € K"

hi(xq,...,x,)f1(xq, ...,z )*+ - -+h (zq,...,2,) (X1, ..,2,) =1,
so dal3 nicht allgf,(z4, . . ., z,) verschwinden &nnen.

Wenn wir eine ®ROBNER-Basis eines ldealg kennen, ist es einfach zu
entscheiden, olb = k[ X, ..., X, ] ist (oderaquivalent, ob I I): Da
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der fuhrende Term eines jeden Polynoms dudurch den fihrenden
Term eines Elements deRGBNER-Basis teilbar sein mul3, erith diese
im Falle eines Ideals, das die Eins edlthein Polynom, desseiilirendes
Monom die Eins ist. Da diese bigglich jeder Monomordnung das klein-
ste Monom ist, mul3 somit dieR®@BNER-Basis eine Konstante enthalten.
Die zugeldrige minimale und erst recht die reduzierteGBNER-Basis
besteht in diesem Fall nur aus der Eins.

Aus dem gerade bewiesenen Satz folgt mit einem 1929 von Aki-R
NOwITSCH gefundenen Trick die

Starke Form des Hilbertschen Nullstellensatzesk sei ein beliebiger
Korper und K ein Uberabahlbarer algebraisch abgeschlossener Er-
weiterungskrper vonk. Falls fur ein Ideall < k[X,,...,X,] ein
Polynom f € k[X},...,X,] auf ganzV,(I) verschwindet, gibt es
eing € N, so dal¥f?in I liegt.

BeweisWir erweitern den Polynomring[ X, . . ., X,,] mit einer neuen
VariablenX, ,; zuk[ X4, ..., X, 4] und betrachten dorilf ein Erzeu-
gendensysterfify, ..., f,,} vonI das Gleichungssystem

filxq,...;x) == f (xq,...,2,)=1—x, 1 flxq,...,2,)=0.
Fir jeden Punktdy, . .., 2, z,.,) € K™, fir den dief,(zy, ..., z,,)
verschwinden, verschwindet aug¢le,, ..., z,), d.h.

1-—2x, 1 f(xq,...,2,)=1.

Somit haben diese + 1 Gleichungen keine gemeinsame Nullstelle; es
gibt also Polynomé,, ... A, .1 € k[ X4,..., X, 1] derart, dald

h’lfl Tt h’mfm + hm+1(l T Xn+1f) =1
ist. Diese Gleichung bleibtidtig, wenn wirtberall ir X, ., ein Poly-

nom oder eine rationale Funktion i,,..., X, einsetzen; wir set-
zen X,,,, = 1/f. Die h; werden dann zu rationalen Funktionen in
X,,...,X,,, wobei alle Nenner Potenzen vgrsind. Istf? die hdchste

dieser Potenzen, so erhalten wir nach Multiplikation iifiteine Glei-
chung der Form

~

%1f1+“'+hmfm:fq
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mith; = fh;(Xy, ..., X,,1/f) € k[Xy, ..., X,,]. Dies zeigt, dafy*
inI=(f,...,f,)liegt.

Definition: R sei ein Ring und/ < R ein Ideal vonR. DasRadikal
von [ ist die Menge

VI={feR|3qeN: f'el}.

Das Radikal besteht also aus allen Ringelementen, die eteaPin/
haben. Es ist selbst ein Ideal, denn sjhg € /I zwei Elemente mit
fP € I'undg? € I, sosind in

N ptq p+q gt 0
(f+g)pq=z< , )qu g
£=0
die ersteny Summanden Vielfache vofi¥, und die restlichem sind
Vielfache vorng?. Somit liegt jeder Summand i also auch die Summe.
Fur ein beliebiges € R liegt nafirlich auchr f in v/I, denn seing-te
Potenz £ f)? = r?f?liegtin I, sobaldf? in I liegt.

Mit diesem neuen Begriffé&mnen wir den obigen Satz umformulieren:

Satz: Ein Polynomf € k[X},..., X, ] verschwindet genau dann auf
Vi (I), wennf € /1.

Anders ausgedickt heil3t dies

Satz: Fur zwei ldealel, J <1 k[ X4, ..., X, ] ist Vi(I) = Vi (J) genau
dann, wenn/T = /J ist. .
Falls ein Ideal mit seinem Radik&abereinstimmt, entilt esalle Poly-
nome, die au¥/,-(I) verschwinden; zwei Polynome nehmen genau dann
in jedem Punkt voiV, (1) denselben Wert an, wenn ihre Differenzi/in
liegt, wenn sie also modulbdieselbe Restklasse definieren.

Wenn das Ideal nicht mit seinem Radikalibereinstimmt, gilt zwar
nicht mehrgenau dannaber wir kbnnen trotzdem die Elemente des
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FaktorvektorraumsA = k[X,...,X,]/I auffassen als Funktionen
von Vi (I) nach K: Fur jede Restklasse und jeden Punkt aGg(7)
nehmen wir einfach irgendein Polynom aus der Restklasseseitzeén
die Koordinaten des Punkts ein. Da die Differenz zweier Page aus
derselben Restklasse irliegt, wird sie nach Einsetzen des Punktes zu
Null, der Wert tfangt also nicht ab von der Wahl des Polynoms. Auch
Polynome ausk[X,..., X, ] definieren in dieser Weise Funktionen
Vi (I) — K; hinreichend (aber nicht notwendig) dafdaf zwei Poly-
nome dieselbe Funktion definieren ist, dafd ihre Differenzvon I
erzeugten ldeal < K[X4,..., X,] liegt.

Im Falle von Polynomen einer \é@nderlichen ist jedes Ideal véf.X]
ein Hauptideal, denn nach demLBERTschen Basissatz hat es ein end-
lich Erzeugendensystefif ..., f,, } und wird daher offensichtlich von
f =99T(fy,- .., f,,) erzeugt. Istl = (f) mit einem Polynomf # O
vom Gradd, so kdnnen wir die Restklassen ré&sentieren durch die
Polynome vom Graddchstens! — 1, denn jedes Polynom € k[ X]
hat dieselbe Restklasse wie sein Divisionsrest bei demBatgivision
durchf. SomitistA = k[ X]/I in diesem Fall eirl-dimensionaler Vek-
torraum. DalV/,-(I) gerade aus den Nullstellen vgnn K besteht, von
denen es bchstens! verschiedene gibt, liefert die Dimension van
eine obere Schrankéilf die Elementanzahl vol,(I); wenn wir die
Nullstellen mit ihrer Vielfachheit@hlen, ist die Dimension voA sogar
gleichder Gesamtzahl der Nullstellen. Inrachsten Paragraphen wollen
wir unsuiberlegen, wie maahnliche Ergebnisse auctrfSysteme von
Polynomgleichungen in mehreren %aderlichen finden kann.

§3: Gleichungssysteme mit endlicher Losungsmenge

Auch hier gehen wir wieder aus von einem beliebiga@npérk sowie
einem algebraisch abgeschlossenen Erweiterdmgek X' mit Uiber-
abzhlbar vielen Elementen. Letztere Bedingung ist nur notign
weil wir sie im Beweis des HBERTschen Nullstellensatzes verwen-
det haben; wie bereits dort e@nt, gibt es auch Beweisarfden Fall,
dalRK ein beliebiger algebraisch abgeschlosserigpkr ist, so dal3 alle
Satze dieses Paragraphen &atslich auch ohne die Voraussetzung der
Uberabzhlbarkeit vonk gelten.
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Satz: I sei ein Ideal im Polynomring[ X, ..., X, ] Uber dem Kr-
perk, und K sei einiberabahlbarer algebraisch abgeschlossenarK
per, in demk enthalten sei. Dann gilt,-(I) ist genau dann endlich,
wenn der Faktorringd = k[ X4, ..., X,,]/I ein endlichdimensionaler
k-Vektorraum ist. In diesem Fall ist die Dimension vdneine obere
Schranke ir die Elementanzahl voVi, (1).

Den recht umfangreichddeweisfiihren wir in mehreren Schritten:

1. Schritt: Wenn der Vektorraund endliche Dimension hat, i3t (/)
endlich.

Bezeichnet amlich d die Dimension vonA4, so sind {ir jedes: die
Potenzen 1X,, ... ,X,L-d linear ablangig; es gibt also ein Polynom aus
k[X;], das modulol zur Null wird und somit in/ liegt. Fur jeden
Punkt ausV (1) muf3 daher dig-te Koordinate eine Nullstelle dieses
Polynoms sein. Damit kann diete Koordinate nur endlich viele Werte
annehmen, und da die@rfalles gilt, ist V(1) endlich.

2. Schritt: I sei das vod in K[X,,...,X,]erzeugte |deal. WenVi, (1)
endlich ist, hat derK-VektorraumA = K[X,,...,X,]/I endliche
Dimension.

BestehtV-(I) nur aus endlich vielen Punkten, so nimmt jede der Ko-
ordinatenfunktioneX, . .., X,, auf V() nur endlich viele Werte an;
es gibt alsoifir jedes ein Polynom aud<[ X,], das auf gan®/, (/) ver-
schwindet. Nach dem IEBERTschen Nullstellensatz mufl3 eine Potenz
dieses Polynoms i liegen, es gibt also auch ihfur jedes:; ein Poly-
nom nur inX ;. Somit gibt es einen Grad] derart, daB3 siciX; fiire > d,
modulo durch die endlich vieletk ,-Potenzen 1X,, ..., X% aus-
drucken &f3t. Damit &3t sich auch jedes Monom abk§ X, ..., X, ]
modulo! durch jene Monome ausditken, bei denen jede Variahlg,
hochstens mit Exponent; — 1 auftritt. Da es nur endlich viele sol-
che Monome gibt, isK[X3,..., X, ]/I ein endlichdimensionalek -
Vektorraum.

3. Schritt: A ist genau dann endlichdimensional, wehendlichdimen-
sional ist; in diesem Fall haben beide dieselbe Dimension.



Kap. 2: Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen 62

Ist A endlichdimensional, so&hlen wir eine Basi$b,, ...,b,.} und zu
jedem Basiselemenf ein PolynomB, € k[X},..., X, ], das moduld
gleichb, ist. Zusammen mit einer Basis vdrals k-Vektorraum bilden
die B, dann einé:-Vektorraumbasis vok[ X, ..., X, ]. Uber K wird
die Basis vor zu einerK -Vektorraumbasis voh, da sich jedes Element
von/ als einei -Linearkombination von Elementen alischreibendf3t.
Zusammen mit de,, die wir auch als Elemente vali[ X, ..., X, ]
aufad|fassendanen, erhalten wir sowoliiberk als auchilber K eine
Basis des ganzen jeweiligen Polynomrings, und damit ist &3 die
Restklassen deB, modulo I den FaktorringA erzeugen. Somit ist
dieser alsk -Vektorraum endlichdimensional.

Die Gleichheit von dim A und dimy A folgt, falls wir zeigen nnen,
daf} die Restklassen dBr modulo! linear unabkngig sind.

Dazu zeigen wir die folgende, etwas allgemeinere Aussag®d S
By, ..., B, Polynome aus[Xy,...,X,] mit Restklasserb,,...,b,
modulo I und Restklasseb,, ..., b, modulo/, so sind dieb, genau
dann linear abfngig, wenn es dig; sind.

Die eine Richtung ist einfach: Falls dée linear ablangig sind, gibt es
Skalare); € k, die nicht alle verschwinden, so dafb; +--- + \,.b,
der Nullvektor ausd ist. \;B; +--- + A\ B, liegt daher in/, also erst
rechtin/, so dald auch,b; +---+ X\ b der Nullvektor ausA ist.

Wenn dieb, linear ablangig sind, gibtes, € K,sodal\;b;+---+\.b,
der Nullvektor ausA ist, d.h.\;B; +---+ A\ B, liegt in I. Da die ),
nichtink liegen nissen, ditzt und das noch nichts, um etwigser dieb,
auszusagen.

Um trotzdem deren lineare ABhgigkeit zu beweisen, &hlen wir ein
endliches Erzeugendensyst¢gm. . ., f,. desldeald. Wir wissen dann,
dald es Polynomeg,, ..., g,, ausK[X,,..., X, ] gibt mit

AlBl+"'+>\rBr:glf1+"'+.gmfm'

Die Polynomey, sind K-Linearkombinationen von MonomeW,, in
den VariablenX,. Die obige Gleichung ist als@quivalent zu einer
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Gleichung der Form

AMBy+---+AB, — ZZMjeszfj =0
j=1 ¢=1

mit Elementeru,;, € K, die von dery, abhangen. Sortieren wir diese
Gleichung nach Monomendkinen wir dies so interpretieren, dal3 ein
(recht grof3es) lineares Gleichungssystem in den Variakjemd 1.,

eine nichttriviale bsung hat. Da di&; und dief; Polynome mit Koeffi-
zienten au# sind, istdies ein homogenes lineares Gleichungssystem mit
Koeffizienten aug. Seine losungsmeng@berk ist ein k-Vektorraum,

fur den uns der @ss-Algorithmus eine Basis liefert. Da dera3ss
Algorithmus nirgends aus demdper hinaudihrt, in dem die Koeffi-
zienten liegen, ist dies auch eine Basis désungsraumaber K; die
beiden Vektoraume haben also dieselbe Dimension. Da wir wissen, dal3
esuberK eine nichttriviale losung gibt, mul3 es daher audberk eine
geben,

Es gibt somit Elementg; € k undy, € k, die das Gleichungssystem
|osen. Damit ist dann

ANBi+- -+ XNB, =g f1+ -+ fm

mit Polynomery; € k[ Xy, ..., X,] dielinke Seite liegt also im Idedl
Somit ist\1b; + - -- + Al.b,. der Nullvektor in A. Die \; konnen nicht
allesamt verschwinden, denn ansonstei3te mindestens ein;, 7 0
sein, Null ware also gleich einer nichttrivialen Linearkombinatiomvo
Monomen, was absurd ist. Also sind auch @iéinear ablangig.

Bleibt noch zu zeigen, daf endlichdimensional ist, wenA endlich-
dimensional ist. Das folgt sofort aus der gerade gezei§tgrivalenz

der linearen Abhngigkeituberk undtber K: Hat A die endliche Di-
mensiond, so ist jede Teilmenge vod mit mehr alsd Elementen
linear ablangig. Damit ist, wie wir gerade gesehen haben, auch jede
Teilmenge von mehr als Elementen aud linear abkingiguberk, also

ist A endlichdimensional.

Im nachsten Schritt wollen wir dasahlen der Bsungen zurckfuhren
auf das Ahlen von Nullstellen eines Polynoms einerafederlichen.
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Definition: Ein Polynomu € K[X4, ..., X,,] heiBtseparierendywenn
es fur keine zwei Elemente vovi,- (I) denselben Wert annimmit.

4. Schritt: Falls V- (I) endlich ist, gibt es ein separierendes homogenes
lineares Polynomu = ¢, X; +--- ¢, X,,. Wir kbnnen dabeiiir v eines
der speziellen Polynome

n—lX

ua=X1+aX2+a2X3+---+a .
wahlen, wobeiz in einer beliebig vorgebbaren Teilmenge vAnmit

mehr als ¢ — 1)(5) = 3s(s — 1)(n — 1) Elementen liegt.

FUr je zwei verschiedene Punkiew € V(1) istu,(z) = u,(w) genau
dann, wenn

(21 — wy) + (22 — wp)a + (23 — ws)az +et+(z, — wn)an_l
verschwindet. Die Koordinaten, w, vonz undw sind Elemente voik’;
diea € K, fur dieu,(z) = u,(w) ist, sind also die Nullstellen eines
Polynoms in einer Vé@nderlicherilber K vom Grad lbchstens: — 1.
Daher gibt es ichstens — 1 Wertea € K, furdieu(z) = u,(w) ist. Ist
s = #V-(I) endlich, so gibt eﬁg) Paare aus voneinander verschiedenen
Elementen; somit gibt eddehstensr — 1)(;) Elementer € K, fur die
u,(2) = u,(w) fur irgendwelchevoneinander verschiedene Elemente
von Vi (1).

(Hier haben wir benutzt, dal? jeder algebraisch abgesanesrper
unendlichist. Falls bereitsunendlich ist, etw& = QQ, kbnnen wir sogar
eina € kfinden gibt es somit Polynome,, die fur je zwei verschiedene
Elemente vori/,(I) verschiedene Werte annehmen. Falls beregm
unendlicher Krper ist, kbnnen wir sogar entsprechendes % finden;
in diesem Fall gibt es also schon X}, ..., X, ] solche Polynome.
Im hier meistens betrachteten Fal= Q kbdnnen wir etwa eine ganze
Zahla mit0 < a < (n — 1)(3) wahlen.

5. Schritt: Die Elementanzahk von V(1) ist hochstens gleich der
Dimension vonA.

Da wir im 3. Schritt gesehen haben, dafd dimh= dim, A ist, kdnnen
wir auch mit dieser Dimension argumentieren. Aus dem 4. i8ahis-
sen wir, dafd es ein Polynom € K[X,,...,X,] gibt, das fir jedes
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Element vonl/,(I) einen anderen Wert annimmt. Wir ersetzeturch
seine Restklasse modulo/ in A und wollen undiberlegen, daR die
Elemente 14, ..., %° ! € Alinear unablngig sind: Angenommen, es
gibt eine Relation der For@j;ol A,i* =0 mit\, € K. Das Polynom
oA’ e K[Xy,...,X,] liegt dann inI, verschwindet alsoli
jedes der Elemente vori/,(I). Daw fur jedes dieser Elemente einen
anderen Wert annimmt, hat das Ponn@j:ol AgUg € k[U] einerseits
mindestens verschiedene Nullstellen i, andererseits ist sein Grad
kleiner alss. Das ist nuriir das Nullpolynom raglich; somit verschwin-
den alle Koeffizienter\,, was die behauptete lineare Unablgigkeit
beweist. Damit entlt A mindestens; linear unabkngige Elemente,
d.h.r =dimy, A > s = #V-(I). Damit ist die Behauptung und auch der
gesamte Satz bewiesen. .
Betrachten wir als Beispiel das vgh= X?+Y? —1undg=X — Y
erzeugte ldeal < Q[X,Y]. Seine Losungsmenge ist, geometrisch
gesehen, der Schnitt des Einheitskreises mit der ersterkelial-
bierenden, besteht also aus den beiden Punkéw2,11/2) und
(-3v2.-1v2).
Der PolynomringQ[ X, Y] hat alsQ-Vektorraum eine Basis bestehend
aus allen MonomeX “Y" mit a,b € N,. Modulo I sind X und Y
aquivalent, und damitisk“Y? ~ X***. AuRerdem ist X aquivalent
zuX*+Y?, und das wiederum ist weggraquivalent zu 1, d.nx* ~ 1.
Daher ist jedes Monoraquivalent entweder zu einer Konstanten (falls
a+b gerade) oder einem skalaren Vielfachen worDal kein Polynom

der Form)\X + p entralt, sind X und 1 modulol linear unab&ngig;
somit bilden ihre Restklassen eine Basis des VektorrdQis Y] /1.

Ersetzen wir in diesem BeispigldurchX? — Y% = (X + Y)(X — Y),
so schneiden wir den Kreis mit beiden Winkelhalbierendeah hisben
nun eine vierelementigedsungsmenge

Ve = { (222, (L2, Y2) (-2, V2 (M2 vy

c 2’ 2/)\2" 2/)\ 27 2)\ 27 2/
Modulo dem neuen Idedlsind X undY nicht mehraquivalent, sondern
nur nochX? und Y2. Jedes Monom ist soméquivalent entweder zu
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einer X -Potenz oder zu einem Monom der Forxif'Y. Da auch hier
X% ~ % ist es somitaquivalent zu einem skalaren Vielfachen eines
der Monome 1X,Y oderXY. Dakeine Linearkombination dieser vier
Monome in/ liegt, bilden ihre Restklassen eine Basis @nX, Y]/I.

In diesen beiden Beispielen waren sowohl dissungsmengen als auch
Basen der Faktorringe einfach zu finden; im Allgemeinen & eher
nicht der Fall. Wenn wir eine @OBNER-Basis des Ideald kennen,
konnen wir leicht eine Vektorraumbasis des Faktorrings karesen:

Definition: I <1 k[Xy, ..., X, ] sei ein Ideal und sei eine ROBNER
Basis be#glich irgendeiner Monomordnung a&fX,,..., X, ]. Ein
Monom in X, ..., X, heiRtStandardmononfbeziglich G), wenn es
fur keing € G durch dasiihrende Monom vopg teilbar ist.

Satz: Fur jede ROBNER-BasisG eines ldeald < k[ X, ..., X, ] bil-
den die Restklassen der Standardmonome eine Vektorraismzas
k[ Xy, ..., X, ]1/1.

Beweis:Zunachst sind diese Restklassen linear uralgig, denn jede
nichttriviale Linearkombination der Null entsighe einem Polynorh
ausl/, dessen@mtliche Monome Standardmonome sind. Da dlaén-
den Monome der Elemente var das ldeal FM{) erzeugen, riafite
daher FMG) Vielfaches eines FM() mit g € G sein, was der Definition
eines Standardmonoms widerspricht.

FUr ein beliebigey € k[ X4, ..., X, ] liefert uns der Divisionsalgorith-
mus eine Darstellung

f= Zagg+7“ mit a,,r € k[Xy,...,X,],
geG
wobei r eine k-Linearkombination von Standardmonomen ist. Da die
Summe det, g in I liegt, ist f alsoaquivalent zu einek-Linearkombi-
nation von Standardmonomen, so dal seine Restklasse sieaaiten-

de Linearkombination von deren Restklassen ist. .

Dieser Satz gilt unaliingig davon, o[ X, ..., X, ]/I als Vektorraum
endlichdimensional ist; er liefert uns auch ein einfachetekum dafir,
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wann er endliche Dimension hat und wann somit déslngsmenge
Vi (I) endlich ist:

Lemma: G sei eine ®ROBNER-Basis eines Ideals < k[X,,..., X, ]
beziglich irgendeiner Monomordnundy; (/) ist genau dann endlich,
wennG fur jedesi ein Polynom entélt, dessenifhrendes Monom eine
X,-Potenz ist.

Beweis:Falls die GROBNER-Basis fir jedesi ein Polynom mit @ihren-
dem MonomX? enthalt, ist jedes Monom, in dem eil¥; mit einem
Exponenten gif3er oder gleickl, vorkommt, durch dasiihrende Mo-
nom eines Elements demGBNER-Basis teilbar. Die Monome{if die
das nicht der Fall ist, habeiirfjedes einen Exponenten echt kleingy;

es gibt also nur endlich viele Standardmonome. Somithandliche
Dimension, und/,(I) ist endlich.

Ist umgekehrtV,-(I) endlich, so enthlt 7 fur jedes: ein Polynom
aus K[X,] — siehe Schritt 2 im Beweis des obigen Satzes. Da die
GROBNER-Basis vonI gleichzeitig eine ®OBNER-Basis von/ ist, muf3
das fihrende Monom eines ihrer Elemente digchste X,-Potenz in

diesem Polynom teilen, muf3 also selbst eine Potenz\osein.
|

84. Multiplizitaten

Eine Teilmenge eines Idealseines Polynomrings ist nach Definition
genau dann eine K&BNER-Basis, wenn dieifhrenden Monome ihrer
Elemente das Ideal FNM) erzeugen. Im Falle eines Polynomrings in nur
einer VeanderlichenX ist das fihrende Monom diedchste vorkom-
mendeX -Potenz; damit gilt:

Satz: Fur ein Ideall < k[ X] bildet jedes Elemenf € I mit minima-
lem Grad eine GOBNER-Basis vonI. Insbesondere ist jedes Ideal ein
Hauptideal.

Ist d der minimale Grad eines Polynoms aljsso sind die Standard-
monome gerade di& -Potenzen 1X,..., X% %, d.h.k[X]/I hat die
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Dimensiond. Die Nullstellen vonl in einem algebraisch abgeschlosse-
nen Erweiterungsikrper vonk sind genau die Nullstellen des erzeugen-
den Polynoms, und wie wir wissen, ist deren Anzahl, mit \Aeltheiten
gezhlt, gleichd.

Um auch im mehrdimensionalen Fall zu einer entsprechendessayge

zu kommen, riissen wir auch hier eine Vielfachheit oder, wie man auch
sagt, Multiplizitaten definieren. Im Falle von Polynomen eineraveter-
lichen kbnnen wir hier mit Ableitungen arbeiteriiifk = R reicht zur
Bestimmung der Multiplizéit daher die Kenntnis einer beliebig kleinen
e-Umgebung.

In der Algebra haben wir keine-Umgebungen, aber wirdanen uns
auch mit algebraischen Methoden auf die Umgebung einest&aink
konzentrieren: Wir betrachten einfach an Stelle von Palysio be-
liebige rationale Funktionen, von denen wir nur verlangeald der
Nenner im betrachteten Punkt nicht verschwindet.

Sei zurachstf € k[ X] ein Polynom einer Vénderlichen, das im Punkt
z eine r-fache Nullstelle habe. Dann igt = (X — 2)"¢g mit einem
Polynomg € k[X], das an der Stelle nicht verschwindet. Der im
vorigen Paragraphen einggifrte Faktorraumd = K[X]/(f) hat als
Basis die PotenzeX* mit 0 < ¢ < degy; alternativ kdnnen wir
natirlich auch die entsprechenden Potenz&n— z)é nehmen. Dann
verschwindet ein Element vaA genau dann im Punkt, wenn es im
von den (X — z)g mit ¢ > 0 aufgespannten Untervektorraum liegt.

Wenn wir alle anderen Elemente vdnals Nenner zulassen, sollte man
zurachst erwarten, daf8 dadurch gol3er wird. Tatachlich ist aber das
Gegenteil der Fall: Wenn wir digblichen Regeln der Bruchrechnung
anwenden, ist beispielsweise

oy =D D10

1 g 9 g

denn wir rechnen ja modulf, undg ist als Nenner zugelassen, gla)
nichtverschwindet. Entsprechendes diltélle Q(—z)ﬁ mit ¢ > r, nicht
aber fir die mit/ < r, denn hier bauchten wir ja noch mindestens einen
Faktor (X — z), um im Zahler auff zu kommen, und Funktionen, die
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in z verschwinden, sind im Nenner nicht erlaubt. Durch dasiirén
solcher Nenner verringert sich also die Dimension vgnder neue
Vektorraum hat nur noch die Dimensienwas gleich der Vielfachheit
der Nullstellez ist. Wir konnen ihnuiber die Basis aus deX(— 2)*
mit ¢ < r identifizieren mit einenr-dimensionalen Untervektorraum
von A, und die Dimensionen der so definierten Urdeme zu den
verschiedenen Nullstellen vgherganzen sich zur Dimension voh.

Fiur Polynome einer VV@nderlichen ist das sicherlich eine sehr um-
standliche Art der Betrachtung; sie hat aber den Vorteil, daBish auf
Polynome in mehreren Vanderlichen verallgemeinerafit.

Als erstes nmissen wir klar definieren, was oben kurz als dienfuhrung
von Nennern“ bezeichnet wurde:

Definition: R sei ein (kommutativer) Ring.

a) Eine Teilmenge&s C R~ {0} heil3tmultiplikativ abgeschlossewenn
sie mit je zwei Elementelf, g € S auch deren Produkt eréh.

b) Die Lokalisierungvon R nach der multiplikativ abgeschlossenen
MengeS ist die Menge aller Paarg(g) € R x .S modulo der folgenden
Aquivalenzrelation:

(f,9) ~(r,s) <= Jh € R~ {0} : h(fs—1g)=0.

Die Gleichungh(fs —rg) = O ist natirlich aquivalent zur - fs = h-rg;

bis auf den Faktor, entspricht sie also dem aus der Bruchrechnung
bekannterberkreuzmultiplizieren. Falk nullteilerfrei ist, kdonnen wir

auf den Faktor, verzichten, denn dann folgt aagfs — rg) = 0, dal3
fs—rg = 0seinmul3. Wie wir oben gesehen haberk[ixt,, ..., X, ]/I
allerdings im Allgemeinen kein Integétsbereich.

Die Aquivalenzklasse des Paayfs §) wird mit § bezeichnet, die Menge

aller Aquivalenzklassen mif ~* R. Addition und Multiplikation definie-
ren wird nach den Regeln der Bruchrechnung als

f+i:f8+7”g und i.T_fT

g s gs g s gs'
und wir missen unsiberlegen, dal? diese Verlgpfungen wohldefiniert
sind, dal3 das Ergebnis also nicht von der Wahl speziellerd@eptanten
(f,g) und (-, s) abhangt:
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ERT N S i
gs g 5§ g5

Nach Definition gibt es Elemenfe ¢t € R~ {0}, sodaf%- fj=h- fg
undt - rs =t - rsist. Dann ist

ht- (F5+7G)-gs=t-(h- fg)sS+h-(t-7s)gd
=t-(h-fg)ss+h-(t-rs)gg
=ht-(fs+rg)-qs,

Q%

d.h. N
(f3+75,G5) ~ (fs+79,95) -
Entsprechend ist

ht- figs = (h- fo)(t - 7s) = (h- f§)(t-78) = ht- frgs,
das heifdt _
(ff) 55) ~ (fra gS) .

Die grol3te multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines Iittdagr
bereichsR ist S = R ~ {0}; in diesem Fall istS" R ein Korper, den
wir als denQuotientenkrper QuotR von R kennen.

Falls R Nullteiler enttélt, d.h. Elementg # O, zu denen es eih Z 0
gibt mit gh = 0, ist R ~. {0} nicht mehr multiplikativ abgeschlossen:
Zwar liegeng undh in R~ {0}, nicht aber deren Produkt. In diesem Fall
besteht die difldste multiplikativ abgeschlossene Teilmerfge- R aus
allenf € R, furdie es keiry # 0 gibt mit f¢g = O, wir miissen also aul3er
der Null auch noch alle Nullteiler ausschlieRen. Die MeSgéR wird

in diesem Fall alsollstandiger Quotientenringon R bezeichnet. Man
beachte, daR sicR in so einem Fall nicht injektiv ir5~*R einbetten

|aRt: Fir einen Nullteiler, und eing 7 0 mithg = Oist% = 24 = 2 = 0.

Weitere typische Beispiele multiplikativ abgeschlossefalmengen
eines Rings sind die Potenzen eines Nichtnullteilers adlen das Kom-
plement eines Primideals: Ein Idgaki R heil3t bekanntlicliPrimideal
wenn fur je zwei Elemente, g € R mit fg € p mindestens einer der
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beiden Faktorerf, g in p liegt. Dies ist offensichtlickaquivalent dazu,
daRR die Menge&r ~ p multiplikativ abgeschlossen ist.

Wir interessieren ungif Idealel <1 k[ X4, ..., X, ], furdieVy(I) eine
endliche Menge ist; dabei bezeichn€twie tUblich einen algebraisch
abgeschlossenendfper, derk enthalt. Die Elemente der Vektaiume
A=k[Xy,...,X,]/TundA = K[ X}, ..., X,]/IT kdnnenwir als Funk-
tionen aufVy-(I) mit Werten in K interpretieren. Da sich Funktionen
addieren und multiplizieren lassen, sind authund A Ringe, deren
Multiplikation offensichtlich mit der im Polynomring konapibel ist.
Fur jedes:z € V(1) ist die Menge

S.={f €Al f(z)70}

multiplikativ abgeschlossen, denn die Funktionswertgdieja im (null-
teilerfreien) Korper K. Diese Lokalisierungen wollen wir im folgenden
genauer untersuchen.

Definition: a) A, = S;*A
def

b) Die VielfachheitoderMultiplizitat einer Nullstellez € V(1) ist die
Dimension vonA , als K-Vektorraum.

Wie wir oben gesehen haben, entspricht digs Polynome einer
Veranderlichen der gewohnten Vielfachheit; wir wollen wrerlegen,
daf3 sich die Vielfachheiten der verschiedenen Element&ydgih) auch

im Falle von Polynomen mehrerer \&grderlichen zu dim A addieren.

Dazu befatigen wir noch einen Begriff aus der Linearen Algebra:
Definition: V..., V. seien Vektoraumeuber dem Krperk. Die di-
rekte Summe

@ ‘/Z = Vl PP ‘/r

=1
ist als Menge gleich dem kartesischen Produktx - .-V, der Vek-
torraume; die Vektorraumaddition ist definiert durch

(V.. .y0,) H(wy, ... ,w,) = (v +wq,...,v,. +w,),
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und fur einen Skalai € k setzen wir
Mo, y0,) = (Avg, ..oy A,) .

Die VektoraumeV,; konnen identifiziert werden mit jenen Untervek-
torraumen vond;_, V;, in denen alle Komponenten auf3er eventuell der
i-ten gleich dem Nullvektor sind.

Wenn alle FumeV,; endliche Dimensionen haben, ist die Dimension
ihrer direkten Summe einfach die Summe dieser Dimensionéttlen

wir in jedem der Vektor@umeV, eine Basis und fassen Wi, auf als
Untervektorraum der direkten Summe, so ist die VereinigilergBasen
der V, eine Basis des Summenraums. Insbesondere ist jeder endlich
dimensionalek-Vektorraum mit einer Basi$,, ..., b, isomorph zur

rn

direkten Summe der eindimensionalen Untervelgomekb, .

Satz: Ist Vi (I) endlich, soisd =~ (P A,
xeVi(I)

Beweis:Wie wir aus dem vorigem Paragraphen wissen (4. Schritt im
Beweis des grolRen Satzes), gibt es ein homogenes lineasg® o
uber K, das fir jeden Punkt au¥ (/) einen anderen Wert annimmt.
Durch einen linearen Koordinatenwechs@&hken wir erreichen, dal,
diese Eigenschaft hat. Wir bezeichnen digKoordinate eines Punktes
x € Vi (I) mit x; und betrachten dieAGRANGE-Polynome
_1yevien X1 —9) .
= € K[X,];
Hyevien gy @1 —9)

offensichtlichists . (x) = 1 unds_(y) = Ofuralley # x ausVy(I). Somit
verschwindet das Produkt s, zweier solcher Funktionen in jedem
Punkt vonV(I); nach dem H.BERTSchen Nullstellensatz liegt daher
eine Potenz vom, s, im IdealI. Bezeichnet den gbf3ten Exponenten,
den wir fur eines der Produktg, s, brauchen, haben daher die Polynome
. = s, die Eigenschatt, dafyt, furz Zyin I liegt, undt, (z) = 1.

x

Wir betrachten nun das ldeal < K[X,,...,X,], das von/ und
den simtlichent,, erzeugt wird. Es hat offensichtlich keine gemeinsame
Nullstelle, denn die gemeinsamen Nullstellen vaind diex € Vi (1),
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und fur jedes dieser ist ¢, (z) = 1. Nach der schwachen Form des
HiLBERTSchen Nullstellensatzes eath.J daher die Eins; es gibt also
Polynomep, € K[X},..., X, ] und ein Polynonp € I, so dal3

}: Pyl tp=1

xe€Vi(I)

ist. Die Restklassen, < Zvonpxtx modulo! erfilllen die Gleichungen
1) ZxEVK(I) e, =1

2.) ege, =0furz 7y ausVi (1)

3.) ei =e,

4) e (r)=1

Die erste Gleichung ist klar, denn gehen wir in der Gleichung

E:_%h+p=1

zeVi(I)

zu Restklassen modulEUQer, wird p zur Klasse der Null ung, ¢,
zue,. Furz Zyistt,t, € I, modulol verschwindet das Produkt und

damit aucke e, was die zweite Gleichung beweist.

Die dritte Gleichung folgt aus den ersten beiden: Nach dsteprist
1 — e, gleich der Summe derbrigene,, also ist

el,—ei,:ex(l—ex):exZey:ZexeyZO.

y7x Y7

Fur die vierte Gleichung schlie3lich beachten wir, daR4 # y mit
s, (z) aucht, (z) verschwindet, d.h.

3 b, @)t @)+ p(a) = py (@), (z) = e, (@) = 1.

yeVi(I)

Elemente: eines Ringsk mit der Eigenschaft® = e bezeichnet man als
Idempotentesie haben die Eigenschatft, dal3 das ldepH Re selbst
ein Ring ist mite als der Eins, dennag)(be) = abe® = abe fur alle
a,be R.
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Wir wollen uns als Achstediberlegen, dafd der RingTex Isomorph ist

zur Lokalisierung vorA bei z; der Isomorphismus ist gegeben durch
Ae, — A

f

1

Zum Nachweis der Bijektivét konstruieren wir eine Umkehrabbildung

A, — Ae, wie folgt: Zu jedemg € A mit g(x) Z O setzen wir

fey —

G=-2 _1cA, dh g=g@)(l+3).
def g(x)

Da g(x) verschwindet unc (w) = O fur alle w Z z, verschwindet

ge,, auf ganzV,(I). Nach dem KL.BERTSchen Nullstellensatz gibt es

somit eine Potenz eines R@gentanten, die if liegt, d.h. es gibt eine

nafirliche ZahlN, so daR(ge,)" = §" e, die Null von A ist. Dann ist

~ ~2 N—-1~N-1 ~N
A+de, - (1—g+g —--+(=1)"G" e, =(1—7 e, =ey,;

im Rinngx hatalso 1€in Inverses und damitaugh, = g(z)(1+g)e,.
Wir bilden daher den Brucli/g € A, ab auf

1 o 1N _
f@(l_g-kgz_-'-(_l)]v 1gN 1>6x€Axl

und mit Hilfe der gerade durchdggirten Rechnung folgt leicht, dal3 die
beiden Abbildungen zueinander invers, also Isomorphissireh

Zum Beweis des Satzes fehlt nun nur noch, dalie direkte Summe
der RingeAe,, ist; das ist klar, da die Summe der gleich eins ist und
e e, =0furz Zy.

Im Falle, daf’ alle Nullstellen einfach sind(3t sich dieser Satz einfacher
formulieren: Die Elemente voW, (1) seien die Punkte

29 = (@, (), ..., 2Py furj=1,...,r,
und fur jedes; betrachten wir das maximale Ideal

mj = (Xl_xg.j)w .- 7Xn —CCg))
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vonR = K[X, ..., X,]. Fur jedesj istm, der Kern der Abbildung

é—>K
{fHﬂﬂﬁ'

Dam, als maximales Ideal insbesondere prim istSist R~ m; eine
multiplikativ abgeschlossene Menge und wimkien die entsprechend
definierte Abbildung iir S‘lR betrachten; ihr Kern ist das van; in

S: 'R erzeugte Ideah, S( YR, und nach dem Homomorphiesatz ist

R/m =S, R/mS 'R~ K.

Da die Nullstellez”) einfach ist, muR aucly; R/IS 'R ein eindi-
mensionaler Vektorraum, also |somorthuse|n, und dal'S; R in

mSj‘lﬁ enthalten ist, rassen die beiden Idealéereinstimmen. Die
haben somit nach dem vorigen Satz einen Isomorphismus

E:EFE@R/m ~ K",
7=1
der durch die Abbildung’ — (f(z'Y),..., f(z"")) gegeben ist. Um

das Ideall mit denm; in Verbindung zu bringen, brauchen wir die
ringtheoretische Version des chinesischen Restesatzes:

Satz: Iy,..., I, seien Ideale eines Rings derart, dal¥; + (| [, = R

(7
ist fur allej. Dann istR/ ﬂ I, = EBR/I
7=1

Beweis:Wir betrachten die Abblldung
R— @ R/,
j=1

f—(fmodIl,...,f modl)

Ihr Kern besteht aus allen Elementen vfrdie modulo jedent;; ver-
schwinden, die also in allef) liegen. Somitist der Kern der Durchschnitt
der I, und der Satz folgt aus dem Homomorphiesatz, wenn wir zeigen
konnen, dal’ die Abbildung surjektiv ist.
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Dies beweisen wir durch voligndige Induktion nach: Fur r = 1 ist
das klar; seialso > 1 und (f;, ..., f,) € R". Nach Induktionsvoraus-

setzung gibt es ein Elemefit € R, so dalf” mod I, = f; modI; fur
r—1

1 < j < r, und dieses Element” ist eindeutig moduld™ = ) I,.
j=1

Nach Voraussetzung igt + I = R; es gibt also Elementg € I und

h € I.mitg+h =1.Modulol" istg = 0undh = 1, modulol,.istg = 1

undh = 0. Somitistf = hf™ + g f,. modulol™ gleich f* und modulal,.

gleichf,,d.h.f mod[; = f, mod; fur allej, so daf¥f ein Urbild von

(f1,-- -5 fr)ist.

Da die Idealen; allesamt maximal sind, difien sie die Voraussetzung
dieses Satzes, d.h.

Andererseits ist die rechte Seite auch isomorph&w R/I, und
natirlich liegt I im Durchschnitt demm,, denn dieser Durchschnitt
besteht gerade aus deanstlichen Polynomen, die in den Punkten
W .. 2" verschwinden. Da die Faktorringéereinstimmen, muf

somit
,
I = ﬂmj

sein. Damitistl ein Radikalideal, denn dm sind als maximale Ideale

insbesondere Primideale. Liegtrfein f € R eine Potenzf™ ¢ I, so
liegt sie in jedemm,, und da ein Produkt nur dann in einem Primideal
liegen kann, wenn mlndestens einer der Faktoren dort figlgt, / € m,

furallej, alsof € I.

85: Die explizite Bestimmung der Losungsmenge

Wir gehen weiterhin aus von einem Gleichungssystem

filxy, oo my) == f (@, .02,) =0
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mit Polynomenf;,..., f,, in n Variablen X;,..., X, uber einem
Korper k; dazu betrachten wir einen algebraisch abgeschlossenen Er
weiterungskrper K (mit tberabahlbar vielen Elementen). Wir be-
trachten das Ideal = (fy,..., f,,) in k[X4,...,X,,] sowie das von
den gleichen Polynomen i [X,,..., X, ] erzeugte Ideall. Wir
wollen annehmen, dali. (1) endlich ist; im vorigen Paragraphen haben
wir gesehen, dalR wir das leicht nachifan kbnnen, sobald wir eine
GROBNER-Basis vonI beziglich irgendeinerMonomordnung haben.
Dieser GROBNER-Basis kdnnen wir allerdings nicht unbedingt ansehen,
wie die Losungen aussehen.

Wirwissen aber au3, daf’ diese Basis wegen der Endlichkeit Vgu{/)

fur jede der VariableX, ein Polynom enthalten muf3, dessé&hrender
Term eine Potenz voi ist. Falls wir die GROBNER-Basis beiaglich
der lexikographischen Ordnung lirgich irgendeiner Anordnung der
Variablen berechnet haben, kann dieses Basiselement e ent-
halten in dem eine Variable vorkommt, die in der @élen Anordnung
vor X, steht. far ein Polynom, desseiitirender Term eine Potenz der
letzten Variablen ist, kann also keine andere Variable monken, und
wir haben ein Polynom in nur einer \#&rderlichen.

Bei einem Basiselement, desséinifender Term eine Potenz der vor-
letzten Variable ist, kann entsprechend aul3er dieserBlanaur noch
die letzte vorkommen, und so weiter. Wenn wir mit der Anonagpu
X, > X, > --- > X, arbeiten, haben wir daher zu jedenein
Polynom in der Basis, das nur die Variablén, ..., X, enthalt. Fir

¢ = n haben wir also ein Polynom nur iX,, fur: = n — 1 eines
in X, ;, und X, und so weiter. Die OBNER-Basis enthlt somit
ein Gleichungssystem in Treppengestalt, und durch sukessisisen
von Polynomgleichungen in einer \darderlichen knnen wir,ahnlich
wie beim Gwuss-Algorithmus, schrittweise die gesamtédungsmenge
berechnen. Bei Polynomgleichungeshieren Grades kann freilich de-
ren Losung problematisch sein.

Am einfachsten @re die Situation, wenn alle Polynome, die mehr als
eine Variable enthalten, von der Fory, — g, mit einem Polynom

g; € k[X,] fur eine in der Anordnung nacki, kommende VariableX;
waren. In diesem Fall iifdsten wir nur noch eine Polynomgleichung
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hoheren Grade®ken, diefir die letzte Variable, und ansonstaimkiten
wir uns mit der Auswertung der Polynomg an bekannten Werten
begrugen.

Definition: Eine GROBNER-Basis hat die Form deShapelLemmas,
wenn sie genau ein Polynom in nur einer Variahéentralt und jedes
andere Basiselement von der Fo¥m- gy-(X) ist mit einer Variablen
Y #Z X und einem Polynomg,- in X.

Wir wollen unsiiberlegen, wann wir so eineRGBNER-Basis bekommen
konnen.

Wir gehen der Einfachheit halber wieder aus von der Stademdinung
X, > X, > - > X,,. Wennwir eine ®BNER-Basis der geiinschten
Art haben, ist offensichtlich jederdsungspunkts,, ..., z,) € Vi (1)
durch seineX  -Koordinate eindeutig bestimmt; wenn das nicht der
Fall ist, haben wir keine Chance. Die lineare Funkti®p muld daher
separierend sein im Sinne der Definition &8s Wie wir dort gesehen
haben, gibt es stets eine separierende Linearform gibtdan8eweis
zeigt auch, dal3 dies (einen unendlichen Grumg&rk vorausgesetzt)
sogar fir fast alleLinearformen gilt: Die Koeffizienten von deneriyrf
die es nicht gilt, nissen Polynomgleichungen élten und liegen da-
her in einer Menge niedrigerer Dimension. Daher haben wiclthus
Chancen, dal} vielleicht eine der Variablen separierendastsei denn,
natirlich, das Koordinatensystemane speziell an die dsungsmenge
angepaldt. In diesem Fallinde uns aber eine ziifig gewahlte lineare
Koordinatentransformation mit grof3er Wahrscheinlichkeindestens
eine separierende Koordinate liefern.

Nehmen wir also ein, die Variabl& , sei separierend. Da die Men-
ge V(1) endlich ist, gibt es auf jeden Fall ein Polyngme K[X, ],
das genau in deX, -Koordinaten der Punkte ad§, (/) verschwindet.
Fassen wily auf als Polynom au&’[ X4, ..., X, ], verschwindely auf
ganzVy(I) = Vi (I); nach der starken Form desLBERTSchen Null-
stellensatzes mul3 eine Potenz voim [ liegen, und natrlich ist auch
diese Potenz ein Polynom nur), und hat genau di&, -Koordinaten
der Punkte au¥ (1) als Nullstellen.
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Da wir die VariableX,, als separierend angenommen haben, sind die
restlichen Komponenten dedsungspunkte durch di€, -Komponente
eindeutig bestimmt. Da es nur endlich viel@dungspunkte gibt,donen

wir daher fir jedesi < n — 1 ein Interpolationspolynom, € K[X,]
finden, so dal3ifr jedes &, ...,x,,) € Vi) qilt: =, = g,(z,,). Damit
verschwindet auch das Polynal) — g, auf ganzV(I). Leider folgt
daraus wieder nur, dal3 eine Potenz von— g, in I liegt, und die kann
deutlich unangenehmer aussehen.

Wir mussen daher zéagzlich annehmen, dald das ldéat (f4, ..., f,,)
sein eigenes Radikal ist, also ein sogenanntes Radikhli@eenit
haben wir alle notwendigen Voraussetzungen zusammen ondek
zeigen, daB wir eine ROBNER-Basis der gewnschten Form konstru-
ieren kdnnen.

Satz: Ist I ein Radikalideal mit endlicherdsungsmenge, und isf,,
separierendifr Vi (I), so gibt es Polynome,, ..., g,, € k[X,,] derart,
dald

{Xl — 915 -- 7Xn—1 - gn—]_?gn}

die reduzierte G®OBNER-Basis von! ist beziglich jeder lexikographi-
schen Ordnung, di&’, an die letzte Stelle setzt.

Zum Beweismiissen wir uns nutiberlegen, dald es eine reduzierte
GROBNER-Basis dieser Gestalt gibt; da reduziert&kGBNER-Basen
durch die Monomordnung eindeutig bestimmt sind, folgt derenBe-
hauptung. Witiberlegen uns zathst, dalf eine GROBNER-Basis dieser
Form hat mitg, € K[X, ]. Das Argument ist im wesentlichen das glei-
che wie obenV (1) ist eine endliche Menge; sie enthalte diglemen-

te @{,..., 2" furj = 1,...,r. DaX, separierend ist, sind dig”’
paarweise verschieden; das Polyngm= (X, — M) - - - (X, —2{”) hat
also lauter verschiedene Nullstellen und verschwindemnnweir es als
Polynom inXy, ..., X, betrachten, au¥,-(I). Dal ein Radikalideal
ist, liegtg,, somitinI.

Fur i < n ist die X,-Koordinate eines Punktes ali§ (/) durch die
X,,-Koordinate eindeutig bestimmt; wirdkinen daher, beispielsweise
nach LAGRANGE oder NEWTON ein Interpolationspolynory, € K[ X, ]
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fir dier Punkte vom Grad#chstens: — 1 fiir dier-Punkte ¢, ()
finden. Wir wollen undiberlegen, dal3 die Polynome

X1 —91Xo—= 92+ s X1 — Gn_1,9n

eine GROBNER-Basis von! bilden. Dazu wenden wir das Kriterium von
BUCHBERGERan: RUr 7,5 < n und X; > X, beziglich der gevahlten
Monomordnung ist

S(X; — gi7Xj - gj) = Xj(Xi —9;) — Xi(Xj - gj) = Xigj - ngi .

Das tuhrende MononX’; FM(g,) davon ist durch¥; teilbar, aber durch
kein X, mit X, > X,; bei der Anwendung des Divisionsalgorithmus
subtrahieren wir also im ersten Schritt das PolynomgE)({; — g,).
Falls die Differenz noch ein Monom der Fork) X, enthalt, ist sie von
der FormX,g — X g, +h mit @’,E € K[X,]und degy < degg;. Dann
konnen wir mit diesem Rest genauso verfahren, und durch wiént
weitere Wiederholungendkanen wir alle Monome der Fordi, X, mit

a > 0 eliminieren und kommen wir schlief3lich zu einem Ausdruek d
Form—X,g,+h" mith" € K[X,,]. Jetztistderiéihrende Term durck
teilbar, wir addieren also im ersten Schilt, F'7'(g;) und eliminieren
dann nacheinander alle Monome der FaXinX,,. Wastibrig bleibt, ist
ein Polynomh” € K[X,]. DaS(X; — g;, X; — g,) in I liegt und wir
beim Divisionsalgorithmus bislang nur Vielfache der Palgre X; — g,
und.X; — g, subtrahiert haben, die ebenfallsiifiegen, ist auch” e I.
Somit verschwindet” € K[X, ]in denX, -Komponenten aller Punkte
ausVy (I), ist also durch alle Linearfaktoreki, — ="’ teilbar und, da
diese paarweise verschieden sind, auch durch deren Prgdillsh”
nicht verschwindet, hat es also mindestens den Gradd damit ein
fuhrendes MononX, mit s > r; der Divisionsalgorithmus reduziert
dieses mity,, schliel3lich auf Null.

Bleiben noch die5-Polynome
S(X; = 9i59n) = X:L(Xi — ;) — X9, -

Sie sind von der FornX ;g + h mit g, h € K[X,,] und kdnnen daher mit
dem Divisionsalgorithmus genau wie oben auf Null reduzaestden.
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Dies zeigt, daf wir in der Tat eineRGBNER-Basis haben. Dielihren-
den Monome sindX,,..., X, _;,X,,, von denen keines ein anderes
teilt. Da alle fihrenden Koeffizienten eins sind, ist diesROBER-Basis
minimal. Sie ist sogar reduziert, denn da djefur ¢ < n hochstens
Gradr — 1 haben, ist keines ihrer Monome durch R\ = X" teilbar.
Damit haben wir also eine&BNER-Basis der geliinschten Formifr 1
gefunden; nach allem was wir bisher wissednken die Koeffizienten
der Polynome daraus beliebige Elemente yosein.

Nun berechnen wir nach demuBHBERGERAIlgorithmus, ausgehend
von den Polynomerfy,..., f,, € k[Xy,...,X,], eine GROBNER-
Basis von/ beZiglich der gleichen Monomordnung und machen daraus
eine reduzierte @OBNER-Basis. Bei keinem der dabei durchgkften
Rechenschritte verlassen wir den Polynomrkigy, ..., X, ], so daf}
auch alle Elemente der so berechneten reduzien@&B@ER-Basis dort
liegen missen. Wegen der Eindeutigkeit der reduziertexOBNER-
Basis bei gegebener Monomordnung muld das Ergebnis gleith de
obigen sein, die Polynom&, — g, fur ¢ < n undg, liegen also in
k[X,,...,X,], d.h. alleg, liegen ink[X,]. Da die Bestimmung der

reduzierten ®OBNER-Basis fir das vonfy, . .., f,, erzeugte ldeal nach
dem BUCHBERGERAIgorithmus ink[ X4, . .., X, ] genauso ve#duft wie
in K[X,,...,X,], istdie angegebenerR&BNER-Basis auch eine voh

womit der Satz vollsindig bewiesen ist.
|

86: Berechnung von Vielfachheiten und Radikalen

Der Satz am Ende des vorigen Paragrapiém $ich leider nur anwen-
den, wenn die gegebenen Gleichungen ein Radikalideal gereund
zusatzlich eine der Variablen separierend ist. Letzte&a®s bich durch
eine generische Koordinatentransformation immer ereziclersteres
aber wird oft nicht der Fall sein. In diesem Paragraphenemolir uns
uberlegen, wie man ein gegebenes Gleichungssystem&azengkann,
daf} die Gleichungen ein Radikalideal erzeugen. In diesenauch im
nachsten Paragraphen arbeiten wir vor allem mit Methodehrgssaren
Algebra



Kap. 2: Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen 82

Wir betrachten weiterhin nur Gleichungssysteme mit ehélicosungs-
menge; dann ist der Restklassenrihg k[ X, ..., X,,]/I ein endlich-
dimensionalerk-Vektorraum, und die Standardmonome ibglech ir-
gendeiner ®OBNER-Basis vonl bilden eine Basis dieses Vektorraums.
Es ist wichtig, daf wir hier mit einer RBNER zu irgendeinerMonom-
ordnung arbeitendnen und nicht wie im vorigen Paragraphen eine
lexikographische Ordnung bétigen, denn wie bereits edlnt ist der
BucHBERGERAIgorithmus fir die lexikographische Ordnung im All-
gemeinen besonders langsam.sei weiterhin ein i{berabahlbarer)
algebraisch abgeschlossendirger, derk enthalt.

Fir ein beliebiges Element € A betrachten wir dig-lineare Abbil-

dung
A— A
Ly:
g—fg
Fur diese gilt der

Satz von Stickelberger: L ; induziert tir jedest € Vi (I) eine lineare

Abbildung A, — A_. Diese hatf(x) als ihren einzigen Eigenwert;
dessen Vielfachheit ist also die Vielfachhg({tr) der Nullstellex.

Beweis:Wie wir aus 4 wissen, enthlt A fur jedesz € Vi (I) ein
idempotentes Elemeant, derart, dafd, =~ Ae,. FUr ein jedes Element
ge, € Ae, istdaherL ;(ge,) = f(ge,) = (fg)e, = L;(9)e,, so dald das
Bild wieder in Ae,, liegt.

(f — f(z))e, verschwindet auf gan¥ (1), dae, fir alley 7 « aus der
Losungsmenge verschwindet. Nach der starken Formdeskischen

Nullstellensatzes liegt daher eine Potenz, etwardie, eines Regisen-
tanten dieses Elements im Iddallm Restklassenring ist daher

((F = f@es)” = (F = F@) ™l = (F ~ f@)"e, =0,
d.h.L} ., ist die Nullabbildung aufie, = A, .

Aus diesem Satzdnnen wir sofort Aussagéitber die Spur, die Deter-
minante und das charakteristische Polynom iigrablesen:
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Korollar: Fur f € A qilt
a)SpLy= > pz)f(z)
xeVi(I)

bydetL, = T[] f(X)*
xeVi(I)
c) Das charakteristische Polynom vén ist

det@, —T-idy= [ (T— f(@)"

xeVi(I) -

Vor allem die Spuren der linearen Abbildungén werden fir uns im
folgenden wichtig sein. Man kann sie einfach berechnenaldoiman
irgendeineGROBNER-BasisG des ldeall kennt: Die Standardmonome
beziglich G bilden eine Vektorraumbasis,, . . . ,w, des Restklassen-
rings A Uberk. Zur Berechnung der Spur van, mussen wir die Ele-
menteL ;(w;) in dieser Basis darstellen. Dazulssen wir ein Polynom
F € k[X4,...,X,] wahlen mit Restklassg; meist wird f ohnehin in
dieser Weise gegeben sein. Wenn wir einfach die Monatmmit F'
multiplizieren, erhalten wir im Allgemeinen kein Polynodgs sich als
Linearkombination der Monome; schreibendf3t, denn wir multipli-
zieren ja im Polynomring, nicht im Restklassenring. Dah@ssen wir
die ProdukteF'w, mit dem Divisionsalgorithmus modulo deRGBNER-
BasisG reduzieren; der Divisionsrest ist eine Linearkombinatien
Standardmonome. In dieserussen wir den Koeffizienten van, be-
stimmen, und diese Koeffizienteriissen wirliber allei aufsummieren.

Bei alteren Computeralgebrasystemen kann es hier zu Probleonen
men: Rir den BJCHBERGERAIgorithmus ist es egal, ob wir den exakten
Divisionsrest desS-Polynoms verwenden oder ein skalares Vielfaches
davon. Da der exakte Rest im Fall= QQ oft gro3e Nenner hat, wird
die weitere Berechnung effizienter, wenn man ihn mit einerzga
Zahl multipliziert derart, dal3 das Ergebnis nur noch gahnirga Ko-
effizienten hat. Auf diese Weise arbeitet beispielsweiseKtanman-
do poly normal _form flr den Divisionsalgorithmus in Maxima (und
wahrscheinlich auch in vielen anderen Versionen von maagyHhuir
Spurberechnungen ist ein solcher modifizierter Divisieasnaiirlich
unbrauchbar; wir brauchen den exakten Rest.
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Zu dessen Bestimmung, auch mit einem solchen System, gidleiere
Moglichkeiten. Am einfachsten ist die Situation, wenn marelg ein
Element vorV,-(I) kennt, tir das das zu reduzierende Polyn&micht
verschwindet. Da die Differenz vahund dem (korrekten) Divisionsrest
im Ideal I liegt, nehmen beide in diesem Punkt denselben Wert an.
Wertet man daher sowoli als auch das vom Computeralgebrasystem
berechnete Vielfache des Rests an diesem Punkt aus, fingetiema
Multiplikator, mit dem auf den korrekten Rest kommt.

Leider kennt man nur selten ein solches Element Wgi{I). Der fol-
gende Ansatz funktioniert allgemein: Angenommen, wie legrfar ein
PolynomP ein Vielfaches) des korrekten Divisionsrests hagich der
GROBNER-BasisG. Im Falle@ = 0 ist auch der korrekte Divisionsrest
gleich Null. Andernfalls gibt es genau eine ZahE k, fur die P — AQ

in I liegt: Gabe es amlich eing Z Amit P — uQ € 1, so lge auch die
Differenz (u— \)@Q und damit aucld@) in 7, d.h. auchP? mufdte inf liegen,
so daf wir bei der Division durch die Elemente ein&OBNER-Basis
von I Rest Null erhalten mf3ten.

Wir betrachten nurk als eine neue Variable und rechnen im Polynom-
ring Uberk(\). Auch hier lonnen wir den BCHBERGERAIgorithmus
durchtihren und erhalten als Rest ein Polynom mit Koeffizienten
ausk(\). Wir wir uns bereitdiberlegt haben, gibt es genau eire k,

fur das alle diese Koeffizienten verschwinden, uindtieses ish() der
korrekte Divisionsrest.

Wir betrachten nuniir jedesh € A die Bilinearform
{ AxA—-K
(f7 g) = Spogh

und die dazugedirige quadratische Form, die sogenannterRHITE-

Form
0, A—- K
he f —> SpoZh

SpB
h

Im Falleh = 1 werden wir den Indek in beiden Rllen meist weglassen.
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Fur die Beweise der folgendena&e beidtigen wir die \ANDER-
MONDESche Determinante.if Leser, die sie nicht aus der Linearen
Algebra oder Numerik kennen, sei sie hier kurz definiert uer@bhnet.

Der Franzose PEXANDRE THEOPHILE VANDERMONDE (1735-1796) war zuichst Mu-
siker; erst im Alter von 35 Jahren begann er siah ¥Mathematik zu interessieren und
publizierte in den Jahren 1771 und 1772 vier Arbeiiber Gleichungen, Determinanten
und uiber das Problem, einen Springerigmer ein Schachbrett zu bewegen, dal? er jedes
Feld genau einmal betritt. DieAMDERMONDESCche Determinante ist nirgends in seinem
publizierten Werk zu finden; sie wurde erst um 1935 vanNRi LEBESGUE(1875-1941)
nach ihm benannt.

Definition: Fur a4, ...,a, € K ist die VANDERMONDESChe Determi-
nante ) .
1 a; a aq
1 a, db ad~*
Viag,...,a,)= :
1 a, d al

Zur Berechnung dieser Determinante nach dewiaceEschen Entwick-
lungssatz subtrahieren wir zaichst die erste Zeile von jeder der folgen-
den; da sich der Wert der Determinanten dadurch rédolert, ist

1 aq al . ay !

0 2 2 n—1 n—1
axz_al az_a/l 0/2 —al

Viay,...,a,)=

0 a,—a; a>—a® ... o t—ap?
Wenn wir hier nach der ersten Spalte entwickeln, mufd nur@&image
(n — 1) x (n — 1)-Determinante bécksichtigt werden, alle anderen

haben den Vorfaktor Null. Also ist

2 2 n—1 n—1
az_al a2—a1 0’2 —a,l
a a a2 a2 an—l an—l
37 1 3~ %1 .- 3 — Y1
V(a/l, .. ,a/n) =
2 2 n—-1  n-1
an_al an_al an —al

gleich jeder Determinanten, die durch Streichung der erSslte und
der ersten Zeile entsteht.



Kap. 2: Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen 86

Hier konnen wir in jeder Zeile die jeweils vorne stehende Differen
ausklammern, denn genau wie

" 1= (r — 1)(:1:k_1+:1:

durch ¢ — 1) teilbar ist, ist auch

ko k k—1 k-2 k—3 2 k—2 k-1
a; —ay =(a; —ag)(a; “+a; “ayta; Taj+---+aay "t+ag )

(2 (2

k_2+---+;1;+1)

durch @; — a,) teilbar; den Quotienten schreiben wir kurz gls. _;:

k-1, k-2 k—3 2 k—2 k-1
Gik—1 L ta; ayta; apt---taa  tag .

Wegen der Lineardtt der Determinantednnen wir jeden Faktor, den
wir aus einer Zeile (oder Spalte) ausklammern, vor die Defteante

ziehen und erhalterif V(aq, .. ., a,) somit den Wert
1 @1 @ - @Gp
1 g1 g2 --- 43 n—2

(a, —ag)(ag —a;) - -~ (a,, — aq)

1 dn1 4p2 - -- qn,n—Z
Die Nutzlichkeit dieser Formel steht undllt damit, dafd wir dieg,; gut
miteinander in Verbindung bringerdoknen. ir verschiedene Indizes
haben die entsprechenden Alscke offensichtlich wenig miteinander
zu tun; sie enthalten nicht einmal dieselben Variablenr&bbkn wir
allerdings

o o L

o =l vl gl e ol e
—J Jj—1 Jj—2 Jj—2 Jj—1
=a; tag(a; “tap Tapte--aar " tay ),

so sehen wir, dal3

Qij = aj + aiq; j—1 oder q;; —ayq; ;1= aj
ist. Subtrahieren wir also zuerst mal die vorletzte Spalte von der letz-
ten, so werden die Eirdge der letzten Spalte 21?_2. Entsprechend
subtrahieren wi; mal die (@ — 2)-te Zeile von der+#{ — 1)-ten und
erhalten lauter Einﬁgea?_s und so weiter, bis schliel3lich die Subtrak-
tion desa,-fachen der ersten Spalte von der zweiten die Bgerder
letzteren zu

¢;1—a; = (a; +ay) —a; =a;
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macht. Somitis¥ (a,, . . . .a,,) gleich

az az .. (12
a a2 an—2

3 3 o o o 3

(ay — aq)(az — aq) - -~ (a, — aq) :
1 a, d ... a"?

Die Determinante rechts ist offensichtlich wieder eirel®ERMONDE-
sche Determinante, allerdings mit um eins vermindertetedeiund
Spaltenzahl und mit einer Variablen weniger.

Damit haben wir die Rekursionsformel

Viay,...,a,) = (ap — ag)(ag — aq) - -~ (a,, —ag) V(ay, ..., a,),

die es erlaubt, die Berechnung vbifa, . . ., a,,) auf eine einzige M-
DERMONDEsche Determinante der &Be (@ — 1) x (n — 1) zutick-
zufuhren.

Zur vollstandigen Berechnung voW (a4, . ..,a,) fehlt uns jetzt nur
noch ein Induktionsanfang; direktes Nachrechnen zeigrgafald

1 Ap_1
1 a

n

V(a,)=det(l) und V(a,_q,a,)= =a, —a, 1

ist, also folgt induktiv

Viayg,...,a,)= H(ai —a;).

i<t
Satz: Ein Polynomf € k[X,,...,X,] liegt genau dann im Radikal
von I, wennf modI in
Kem@ = {feA|SpB(f,9)=0 Vge A}
liegt.

Beweis:Fir f € v/ verschwindetf fir allex € V,(I); nach obigem
Korollar ist daheriir alleg € A

SPB(f,9) =SpL;, = > u(x)f(x)g(x) =0.

xeVi(I)
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Umgekehrt sei SpBf{ g) = 0 fur alleg € A, d.h.
> wa)f(@)gx)=0 VgeA.
xe€Vi(I)

SeiVi(I) = {2, .., 2"V} Wie wir aus§3 wissen, gibt es eine separi-
erende Linearformu € A, d.h. eine Funktion, dielir jedes,z:(]) einen
anderen Wert annimmt. Wir betrachten dazu das Produkt denMa

1 1 . 1
u(x(l)) u(x(z)) . u(x(s))
M = u’(z\Y) PPy L dAEY)
us_l(x(l)) us_q(x(z)) . us_l(x(s))
mit dem Vektor

e
v = M(x( ))f(x( ))
() f ()

Der /-te Eintrag vonM v ist

S uE@) T p@?) (=) = spBE T, ) = 0,
j=1
daf € KernQ.

Die Determinante vod/ (oder genauer seiner Transponierten) ist eine
VANDERMONDESche Determinante. Daseparierend ist, sind aHe(x(j))
verschieden, so dald det nach obiger Formel nicht verschwindet. Das
homogene lineare Gleichungssystéi = 0 hat daher nur die triviale
Losungu = 0. Damit verschwinden alle(x) f(x), also allef (z), d.h. f

verschwindet auV;- (1) und muf? daher im Radikal vahliegen.
|

Satz: Fur alle h € A ist RangR, = #{z € Vi (I) | h(z) # O}.
Insbesondere ist Rardggleich der Anzahl der &sungen i/, (1).

Beweis:Wie im vorigen Beweis seii € A eine separierende Line-
arform, undV (1) = {z,..., 2}, Dann sind 1u,...v* " linear
unablangig, denn ist

s—1

AotMut---+Au "=0,
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so ist insbesondere
Ao+ Alu(x(j)) +...+ )\Sus_l(x(j)) =0

fur ;7 = 1,...,s. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem
far Xy, ..., A\,_1, dessen Matrix eineANDERMONDESCche Determinante
hat, die nicht verschwindet, daseparierend ist. Somit gibt es nur die
triviale Losung\g =---=A,_; = 0.

Fallss < r = dim, A ist, kbnnen wir daher das System der Vektoren
w; =1, w, = u,...,w, = u* ' erganzen zu einer Basis,,...,w

von A.

S T

Fur jedes Elemeny = gjw; +--- +g,w, € A (Mit g, € k ist nach
obigem Korollar

S T 2
Qn(9) = SPLy2y, = Z M(x(J)) (Z ggwg(:c(]))) ' h(x(j)) -
j=1 (=1

v € K° sei der Vektor mit Komponentemj = Zzzlggwg(x(j)), und
A sei die Diagonalmatrix mit Einagenu(z”)h(z”). Dann ist

T
Qnlg) =v Av.
Mit
1w @) . w,@D) o
r={: c K57 ist v=T .
1w (@) .. w,") 7
und damit
91
T
Qnlq) =(91,...,9. )L AT
9r

I' hat Rangs, da die ersters Spalten eine WNDERMONDESche De-
terminante haben, und der Rang vadnist gleich der Anzahl der
x € Vi(I) mit h(x) Z 0O, also eventuell kleiner als. Somit ist der
Rang vonQ),, = AT gleich letzterer Anzahl, wie behauptet.
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Ist f = fiwy + -+ f,w, Mit j, € k ein weiteres Element voA, so ist

fgh =) > hfgww;;

i=1 j=1

rXTr

da fur zwei MatrizenA, B € k und zwei Skalare\, i in k gilt
SpAA+uB) = ASpA+ uSpB, ist also

SpLyyy = hz Z fi9; Splw,w;) -

i=1 j=1
Mit der Matrix
Splywi) .. Splyw,)
>PM 5 : - 5
Sp,wy) ... Spwiw,)
ist also
91
Sp&ygn) = (f1:---5 f;) SPM
9y
Ein Polynomf € k[ X4, ..., X, ] liegt nach dem vorletzten Satz genau

dann inv/I, wenn seine Restklasge+ I im Kern vonQ liegt, wenn
alsofur f+1= fiw, +---+ fLw, gilt

(fi,--.,f.)SpMg=0 Vgeck'.
Dies ist genau dann der Fall, wenn

(fl??fr)SpM:(O?vo)

ist. Transposition auf beiden Seiten macht daraus das hemedmeare
Gleichungssystem

SpM(fl?"'7fr)T :O’

das wir explizit aufstellen undken kKbnnen. Die Vektorem(l), e ,p(t)
ausk” seien eine Basis desdkungsraums. Dann sind die Polynome
PP =37 pYy. nach dem vorletzten Satz Elemente wdh, und+/T
wird erzeugt von diesen Polynomen und den Erzeugendeti.von
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87: Univariate rationale Darstellungen

GROBNER-Basen in der Form deShapelL.emmas sind idealifr die
Losung eines nichtlinearen Gleichungssysterasglen aber von nicht
unmittelbar verifizierbaren Voraussetzungen ab und eefordliie Be-
rechnung einer GOBNER-Basis be#glich einer lexikographischen Ord-
nung, was oft sehr aufwendig istiiFdie praktische Berechnung der
Losungen ist eine leichte Modifikation praktisch genauso gut

Wir gehen wietblich aus von einem ldedl < k[X4,...,X,] und
suchenV/,(1).

Definition: Eine Losung durch univariate rationale Darstellungen be-
steht aus einem Polynomg € k[T] und n rationalen Funktionen
v, € k(T), so dald qgilt: Sindtq,...,t, die Nullstellen vony in K,

S0 istVy (1) = {(gol(ti), ) ] i=1,... ,s}, und die Vielfach-
heit einer jeden tisung ist gleich der Vielfachheit der entsprechenden
Nullstelle vony.

Die neue Variabld’ erhalten wir dabeiiber eine separierende Linear-
form fur V- (1).

Konkret sei zuaAchstu € A beliebig undy,, € k[T] sei das charakte-
ristische Polynom voi.,,. Nach dem Korollar zum Satz vorm@KEL-

BERGERIst
X = H (T — u(x))“(x) :
xe€Vi(I)

Definition: Die ¢-te NEWTON-Summe vory,, ist

si=0 ) n@u()

xeVi ()

Nach dem Satz vonTRKELBERGER st s, = Spu’, laBt sich also bei
Kenntnis vonu und einer Basis vonrl explizit berechnen. Wir wollen
uns Uberlegen, wie wir daraus aug}), berechnen &nnen.y,, ist ein
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Polynom vom Grad- = dim, A mit hochstem Koeffizienten eins; wir
schreiben es im Gegensatz zu unserer sonstigen Konveidion a

=Y "bT mit b ek
1=0
und wollen dieb, bestimmen.

Die LEIBNIz-Regel zur Berechnung der Ableitung eines Produkts ist
(uwv) = u'v+wv'; furu, v # 0 ist also
(wo) oW
= — +

uv u v
und entsprechend auckirfProdukte von mehr als zwei Funktionen.
Daher ist

/

d p(x)
Xu _ ar (T —u(@)™ _ ()
Xu xe%;(f) (T - U(x))u(x) xe%;(f) T —u(z)

Die Summandendnnen wir nach der Summenformérfdie geometri-
sche Reihe auch schreiben als

p@) T () u@)Y |
1- 4~ T Z<T> ’

j=0
daher ist
, .
Xu _ M(l") U(x) u(x)’
= Do T2 D )y
u zeVi () §>0 i>0xcVi ()

VZ(I) U(x)j Spuj
TEVEK
Z Ti+l - Z Ti+l ~

320 720

Durch Multiplikation mitxu => b-TT‘i erhalten wir

Xu = ZS% ZbTT 1=Z§rjbiT“j‘i‘18p@j).

3>0 j>0 =0

Andererseits ist .
=" - 0b 7"
£=0
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Durch Koeffizientenvergleich folgt

¢

(r—0b,=> Spu’b,_,.

v=0

Fur v = 0 tritt auch rechts der Koeffizie{, auf, sein Koeffizient ist
Spu’, also die Spur der Idendt. Deren Abbildungsmatrix auf dem
dimensionalen Vektorraur ist dier x r-Einheitsmatrix mit Spur, also
steht rechtsb,. Subtrahieren wir dies auf beiden Seiten und dividieren
wir durch—¢, erhalten wir

0
1 v
bg = —z E Spu bg_l/,
v=1

und damit lassen sich ausgehend vwgr¥ 1 die folgenderb, rekursiv
berechnen. Damitdnnen wiry, berechnen, ohn&,(I) zu kennen,
und wenn wir die Nullstellen dieses Polynoms in einerdvigterlichen
bestimmen Bnnen, kennen wir die Werte, dieauf V(1) annimmt.

Falls v separierend ist, ist jedasc V- (I) eindeutig durch seinen Wert
u(x) bestimmt; um eine univariate rationale Darstellung désungen
zu bekommen, iilssen wir uns danimberlegen, wie wit: ausu(x) durch
rationale Funktionen berechneariknen.

Dazu betrachten wirlir ein beliebiges Elementc A das Polynom
9,0, T)= > plp@) ] (T -a)eKI[T].
x€Vi (1) aEu(VK(I)\{x})

Wennu separierend ist und wir diese Polynome explizit kennénplen
wir damit die Wertev(x) berechnen, denn dann sind tllex € V(1)
die u(x) verschieden, undif jedesy € V() ist

o w0 (@) -a)
9o (v, u(y)) _

xeVi(I) aEu(VK(I)\{x})

gu(Lu@) 3 @) [ @ -

x€Vi () aeu(VK(I)\{x})
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Furz # y nimmta fr einen der Faktoren auch den Weft) an, so daf3
das Produkt verschwindet; daher haben wir sowohl &hlgr als auch
im Nenner tatachlich nur den Summanden mit= y stehen, d.h.

po@) I ) -e)
9y (v, u(y)) _ acu(Vie()~{v}) = o(y)
o(Lu®)  ww) I @) - |
acu(Vic(D~{v})

Wenn wir fur v die Koordinatenfunktionen einsetzeminen wir So aus
u(x) die Koordinaten vorr berechnen.

Dazu nussen wir aber zuchst in der Lage sein, das Polyngpiv, T')
ohne Kenntnis vorV/,(I) zu berechnen. Dazu beginnen wir mit dem
quadratfreien Teil vory,,. Wir beschanken uns im folgenden der Ein-
fachheit halber auf den Fall, dal3 debigerk die Charakteristik Null
hat.

Definition: Fur ein Polynomf € k[T] bezeichnen wir
[ —
9gT(f, /')

als denquadratfreien Anteivon f.

Istt € K einee-fache Nullstelle vonf, so kbnnen wir f schreiben
als f = (T — t)°g fir ein Polynomg € K[T] mit g(¢) # 0. Dann hat

' =e(T—t)tg+(T—1)%q fure > 2 eine ¢—1)-fache Nullstelle bei

und fur e = 1 keine; dasselbe gilt auckirfden gbl3ten gemeinsamen
Teilervonf undf’. Dieser hatdann als Nullstellen genau die mehrfachen
Nullstellen vonf; der Quotientf” hat also dieselben Nullstellen wje
aber jeweils nur mit Vielfachheit eins. Spezidirfy, ist also

Xi = H (T — a)saiTs_l -
a€u (VK(I))
(Um einen konstanten Faktor brauchen wir uns nichtiaaiaern, da der
ggT zweier PolynoméberK ohnehin nur bis auf einen konstanten Fak-

tor definiert ist. Wir nehmen einfach irgendeinen ggT undmadisieren
dann den Quotienten aubbhsten Koeffizienten eins.)
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Um die Koeffizienten vory, (v, T) zu berechnen, betrachten wir den
Quotienten

> () I (T —a)

9,0, T) _ z€Vk(I) acu(Vic(D~{z})
X [ T-aq
aEu(VK(I))
I )U\T)Uu\xr J
Ly H) g et _ 5~ Spew)
€V (I) - u(x) >0 T+ j>0 T

wobei wir bei dieser Berechnung wieder den gleichen \llegr die
Summenformel der geometrischen Reihe gegangen sind widbaihder
Berechnung vory,, /x,,- Multiplikation mitxfj fuhrtauf die gewinschte
Darstellung

s—1s—¢-—1
7.(0,7)=Y" > Speu’)a,
=0 4=0
Insbesondere zeigt dies, dgf§v, T') € K[T]tatsachlich bereits ik[1]
liegt.

Zur Berechnung des Polynom&rfkonkrete Werte vori’ erinnern
wir uns an das HRNERSchema zur Berechnung eines Polynoms
f =" ¢, T" " Definieren wir rekursiv

Hy(f)=co und H‘+1(f) = Hj(f)T+Cj ,

so istH (f) = Zz OchJ * und somit ist

s—1

9.(v,7) = > Spu’)H,_,_ ().
£=0

Fur einen Algorithmus zur Berechnung einer univariateroratlen Dar-
stellung fehlt uns nun nur noch ein Kandidat tlie separierende Line-
arformu. Wie wir aus§3 wissen, gibt es nur endlich vielee k, fur
die
2 n—1
u, =X;taX,+ta Xg+---+a X

n
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nicht separierend ist; genauer gesagt sindbebstensi |, — 1)(;) Stick.
Da wir uns in diesem Paragraphen auf Charakteristik Nultl@sken,
iIst Z C k, und fur mindestens eine ganze Zahlermit 0 < a <
(n — 1)(5) istu, separierend. Wir&nnen daher wie folgt vorgehen:

1. Schritt: Berechne eine BBNER-BasisG von I be4iglich irgendeiner
Monomordnung, z.B. der graduiert lexikographischep.. .., w, sei
die Menge der Standardmonome bglzch GG; sie bilden eine Basis des
Restklassenringd.

2. Schritt: Wahle irgendeim mit 0 < a < (n — 1)(3), setzeu = u, und
berechney,,.

3. Schritt: Berechne das quadratfreie Polynqﬁuu X, Falls es mity,,
ubereinstimmt, isf,, quadratfrei und damit separierend. Andernfalls
berechne man den Rargler Matrix SpM aus dem letzten Paragraphen.
Wegens = #V,-(I) ist v auch separierend, wenn deg = s ist. Ist
degy, < s, Soistu nicht separierend; dann muf3 maniztk zu Schritt 2
und dort ein neues, bislang noch nicht betrachtet@sswahlen.

4. Schritt: Berechne iir die KoordinatenfunktionerX,, ..., X, die
Polynomey, (X,,T) undg, (1, 7).

5. Schritt: Bestimme die Nullstelleny, . . ., ¢, von x".
6. Schritt: Die Elemente vorV(I) sind dien-Tupel
<Q(X1>tj) Q(thj)>
9(1, tj) (1, tj)
furj=1,...,s.

Der problematischste Schritt bei diesem Algorithmus wirdAllge-
meinen deriinfte sein, denn allgemeine algebraische Formeln zur Be-
stimmung der Nullstellen eines Polynoms vom Griagibt es nur @r

d < 4. Die Computeralgebra kennt zwar Algorithmen zur Zerlegun
eines Polynoms in seine irreduziblen Faktoren, aber distareiPoly-
nome auf)[7] sind irreduzibel. &tze aus der reellen Algebra erlauben
es, die reellen Nullstellen eines Polynoms einzugrenzdm,fdr ein
Polynom mits reellen Nullstellen lassen sich (beliebig kurze) Inteleval
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[a;,b;] fur¢ = 1,...,s bestimmen deren jedes genau eine der Null-
stellen entAlt. Mit etwas mehr Aufwand lassen sich auch Intervalie f
die Real- und Imagiarteile der komplexen Nullstellen finden. Mit den
so bestimmten Nullstelleral3t sich auch rechnen, so dal3 im sechsten
Schritt auch die Koordinaten debkungstupel in dieser Form angeben
kann.

Das Nennerpolynom,, (1,7 verhindert, daf? die obige Darstellung zu
einer Basis des Ideals fuhrt. Da wir zur Bestimmung VoWV (1)
nur Nullstellen vony,, einsetzen, &nen wir die Division eventuell
verhindern: Wenn wir ein Polynomi® € k[T finden, so daR3

=g'(t) furallet € K mity,(t) =0,

9.(1,7)
kdnnen wir die Division durcly, (1, ¢t) ersetzen durch eine Multiplika-

tion mit g™ (¢), wobei wir das Ergebnis niatlich moduloy,, reduzieren
kdnnen.

Um zu sehen, wann dies der Fall ist, schauen wir uns
9.,1T7)= ) ) II @-9
vV (I) acu(Vic(D~{z})

etwas genauer an: Die Struktur der rechten Seite erinnalieafiblei-
tung von

o= ] (T -u@) @),

xeVi(I)
denn nach derEiBNIz-Regel ist

Vo= o w@T—u@) T I (1 - @)

zEVK () r€Vi (I)~{x}

Dividieren wir dies durcT, .y, (T — u())"” ™, erhalten wir

ST ou@ [ (T -u@)

z€Vk (I) €V (I)~{z}

= > un ]I @-a).

x€Vi(I) aEu(VK(I)\{x})
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Wie wir uns bereits bei der Berechnung VQﬁ uberlegt haben, ist
in Charakteristik Null eine=-fache Nullstelle eines Polynoms eine
(e — 1)-fache Nullstelle der Ableitung; der ggT vghund f’ ist also
gerade das Produkt def (— a)ea_l, wobei o die Nullstellen vonf
durchhkuft unde, die Nullstellenordnung von bezeichnet. Somit ist

/
Xu
9,1, T) = :
99T (x> X)
Falls x,, keine mehrfachen Nullstellen hat, ist ggT( x.,) = 1, also
g,(1,T) = x., und nach dem erweiterteruELID ischen Algorithmus
lassen sich Polynomg', h* € k[T] bestimmen derart, daR

IR X, =g, (LT)+h"y, =1 und ¢ g,(1,T)=1mody,

ist.

§8: Nullstellen und Eigenwerte

1992 stellten die Wiener Numerikelu&INGER und STETTER auf einer
Tagung in Singapur ein Verfahren vor, wie mansungen nichtline-
arer Gleichungssysteme mgkfuhren kann auf die Bestimmung von
Eigenwerten geeigneter Matrizen. Sie arbeiteten dabeirlrct mit
numerischen Methoden, aber das Verfahi@st lsich auchifr exaktes
symbolisches Rechnen anwenden.

Die Matrizen, um die es geht, sind Abbildungsmatrizénlineare Ab-
bildungen des Restklassenrindgsauf sich selbst; auch hierimsen wir
also wieder annehmen, dal3 das gegebene Gleichungssyseene-
liche Losungsmenge hat, so ddials Vektorraum endlichdimensional
Ist.

Wir bendtigen zurachst eine Vektorraumbasis veh dazu nehmen wir
wieder die Standardmonome liggich irgendeiner GOBNER-Basis des
Ideals. Dann betrachten wiilf jede VariableX; die lineare Abbildung

I A— A
i fHXif’
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wobei mit X, f natirlich die Restklasse gemeint ist, deren Darstellung
in der Basis aus Standardmonomen wir mit dem Divisionsdlyous
bestimmen knnen.C'"” sei die Abbildungsmatrix voii ., beziglich
dieser Basis.

Lemma: Die MatrizenC) kommutieren, d.h.ifr alles, j ist
C(i)c(j) — C(j)Ci) .

Beweis:Die zugelorigen linearen Abbildungef i, und L - kommu-
tieren, denniir alle f € A ist

Ly, (Lx, () = XiX;f = XX, f = Ly, (L, () -

Diese Kommutativit erlaubt uns, eine Basis vahzu finden beiaglich
derer alle diese Matrizen obere Dreiecksmatrizen werdam és gilt:

Satz:Ist M C k™" eine Menge miteinander kommutierender Matri-
zen, so gibt es eine Basis v, beziglich derer alle diese Matrizen
obere Dreiecksgestalt haben. Falls die Matrizen aus eiegménge

N C M diagonalisierbar sindal3t sich diese Basis so bestimmen, dal}
alle Matrizen ausV Diagonalgestalt haben.

Die Formulierundsine MatrixC hat beziglich einer Basis vok " obere
Dreiecksgestakoll dabei ndirlich bedeuten, dal? die Abbildungsmatrix

der linearen Abbildung
K" — K"
vi— Cv

beZiglich dieser Basis eine obere Dreiecksmatrix ist; entdped ist
auch die Diagonalgestalt zu interpretieren. Offensichthat eine Mat-
rix genau dann obere Dreiecksgestaltimgich einer Basi$, ..., b,
von K", wenn {ir jedesr < n der vonb,,...,b,. erzeugte Untervek-
torraum auf sich selbst abgebildet wird, wenn al8g. fur jedesr eine
Linearkombination der Vektorey, .. ., b,. ist.

DenBeweisdes Satzedihren wir durch vollsindige Induktion nach.
Der Induktionsanfang = 1 ist trivial, da jede 1x 1-Matrix eine Diag-
onalmatrix ist.
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Nun sein > 1. Falls alle Matrizen aud/ skalare Vielfache der Ein-
heitsmatrix sind, gibt es nichts mehr zu beweisen; andiésrgit es
mindestens eine MatriK' € M, die kein Vielfaches einer Diagonal-
matrix ist. Falls es inV eine solche Matrix gibt, nehmen wir diese. Da
der Korper K algebraisch abgeschlossen ist, hamindestens einen
Eigenwert\ € K, und die Dimension des Eigenraums

U={'U€Kn’C"U=)\'U}

Ist zwar echt gbl3er als Null, aber kleiner als Fir jede weitere Matrix
B € M und jeden Vektop € U ist

C(Bv) = (CB)v = (BC)v = B(Cv) = B(\v) = ABv,

d.h. auchBw liegt in U. Somit operieren die MatrizeB < M auch
aufU Uber die linearen Abbildungen

U—-U

vi— By
Die Abbildungsmatrix dieser linearen Abbildung lagiich irgendeiner
festen Basis volV sei B. Natiirlich kommutieren auch die Matrize®,

und da dinlJ < n gibt es nach Induktionsannahme eine Basis #/on
beZiglich derer alleB Diagonalgestalt haben.

FallsC € N,ist K" die direkte Summe aller Eigeimime vorC, und das
gleiche Argument zeigt, dal3 auch alle anderen Eieme von allen

B € M auf sich selbst abgebildet werden. Nach Induktionsannahme
hat jeder dieser Eigedume eine Basis, baglich derer alle Matrizen
ausM obere Dreiecksgestalt haben und die &usogar Diagonalgestalt.
Setzen wir diese Basen zusammen, erhalten wir eine Basi& Vamit
derselben Eigenschatt.

Falls wir C' nicht ausM wahlen lonnen, wissen wir immerhin, ddR
eine entsprechende Basis hat. Daraus folgt insbesondd$ejat erste
Basisvektow, dieser Basis von allen Matrizels € M auf ein skalares
Vielfaches\ 50, abgebildet wird.

Betrachten wir nun den Faktorraul = K" /Kb,. Auch dort ope-
riert M, denn sindv,w € K" zwei Vektoren, die sich nur um ein
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Vielfaches vorb,; unterscheiden, etwa = v+ A\b, so ist Uir jede Matrix
BeM

Bw=Bv+ BAw=Bv+ABw=Bv+A\gby;

die Bilder unterscheiden sich also auch nur um ein Vielfacken b,
und haben somit die gleiche Restklasse modtitg.

Nach Induktionsannahme gibt es eine BasisModerart, dal} alle diese
linearen Abbildungen bémlich dieser Basis eine obere Dreiecksmatrix
als Abbildungsmatrix haberb,,...,b. € K" seien Repisentanten
dieser Basisvektoren i&". Dann wird der vorb,,...,b, von jeder
Matrix B € M auf sich selbst abgebildet, d.h. alle Matrizen auds
haben obere Dreiecksgestalt igich dieser Basis, Da wi€' nicht
ausN wahlen konnten, sind alle Matrizen al¥s so esiberhaupt welche
gibt, skalare Vielfache der Einheitsmatrix und haben dashitehin

beZiglich jeder Basis Diagonalgestalt. .

Fur uns bedeutet dies, dald es eine Basis )Eogibt, beziglich derer

alle AbbildungenL . obere Dreiecksgestalt haben, ..., b,. seinen
Polynome au&[ X, ..., X, ], deren Restklassen modul@ine solche
Basis bilden.

Nehmen wir zuachst der Einfachheit halber an, das Idéaei ein
Radikalideal, und die Abbildungsmatrizen allek,, seien diagonali-
sierbar. Dann sind allg; Eigenvektoren allel . ; zu jedem: gibt es
also ein\;, sodalRX,;b, = \;b, mod I, d.h. (X, — \,)b, € I. Der Eigen-
vektorb, kann nicht der Nullvektor sein, liegt also nichtinDa ein
Radikalideal ist, liegt jedes Polynom, das &if(/) verschwindet, in';
daher gibt es mindestens eire V(1) mitb,(x) 7 0. Fur dieses mul3
dannX; — \; verschwinden, d.h. diete Koordinate vorx muf3 gleich
dem Eigenwerf, sein.

Dies gilt auch im allgemeinen Fall, denn der Restklassgn#nist

isomorph zur direktem Summe seiner Lokalisierungen zu @souhgen
ausVy(I), und nach dem Satz vorr@KELBERGERhat die Mutiplikation
mit einem Polynomf auf A genau einen Eigenwertamlich f(x),

Seine algebraische Vielfachheit ist gleich der Multiglziu(x), also
gleich der Dimension vord .
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89: Resultanten

Fast alle Verfahren, die wir bislang betrachtet haben, stamaus der
Zeit nach 1965; nichtlineare Gleichungssysteme intezeesi Mathe-
matiker aber nairlich bereits lange vorher. und sie entwickelten auch
Methoden zu ihrer isung. Eine auch noch heute oft wichtige Technik
sind die im 19. Jahrhundert entwickelten Resultanten.

Wir beginnen mit zwei Polynomen

d—1

f:adXd+ad_1X +"'+a/1X+a/0i mlt ad#o

und

e—1

g:beX€+be_1X +..-+0, X +b, mit b, Z0

in einer VeaAnderlichen, lassen aberrfdie Koeffizienten nicht nur Ele-
mente aus einemdper zu, sondern aus einem beliebigen faktoriellen
Ring:

Definition: a) Ein Elementf € R eines Ringsk heil3tEinheit,falls es
ein f' € R gibt, so dafi¥f f’ = 1ist.

b) f # 0 heil3tirreduzibel,wenn f keine Einheit ist und bei jeder
Produktdarstellung = gh von f entwedery oderh eine Einheit ist.

c) Ein faktorieller Ringist ein Integrititsbereich, in dem sich jedes
Elementf Z 0 bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutig als Produkt
irreduzibler Elemente schreibealit.

In diesem Sinne sind beispielsweise die ganzen Zahlen kiarieller
Ring; die einzigen Einheiten sinfll, und die irreduziblen Elemente sind
die Primzahlen und ihre negativeBis auf Reihenfolge und Einheiten
eindeutigheil3t, dafd wir uns nicht dararbsén, dafd

10=2-5=5.2=(-2)-(-5) =(-5): (-2)
ist.

Auch jeder Korper ist ein faktorieller Ring; hier ist jedes von Null
verschiedene Element eine Einheit, und es gibt gar keirdumiblen
Elemente.
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Nach einem Satz von Abss ist auch der Polynomringiber einem
faktoriellen Ring wieder faktoriell; der Beweis ist in ptaEch jedem
Lehrbuch der Algebra zu finden und wird auch meist in der \#anhg
Algebragegeben. Daraus folgt induktiv, dal jeder Polynomring ith-en
lich vielen VariablenXy, ..., X, UberZ oder einem Krper faktoriell
ist. Man Uiberlegt sich leicht, dal3 die Einheiten v&j.X] genau die
von R sind, In einem Polynomringber einem Krper ist ein Polynom
genau dann irreduzibel, wenn es sich nicht als Produkt zw&ody-
nome positiven Grades schreibaft; inZ[ X] mul3 noch zuatzlich der
ggT der Koeffizienten gleich eins sein, da man sonst dieseifral-
tor nehmen &nnte. Aul3erdem sind alle Primzahlen und ihre negativen
irreduzible Elemente vo#A[ X].

Die Resultante zweier Polynonmye g wie oben soll uns ein Kriterium
dafur geben, daf} undg einen gemeinsamen Faktor positiven Grades
haben. Ist: ein solcher Faktor, so ist

fo_f _9

TR 9T

ein gemeinsames Vielfaches vgnund g, dessen Grad
degf + degg — degh = d + e — degh
hochstens gleicld + e — 1 ist.

Haben umgekehrff und ¢ ein gemeinsames Vielfaches vom Grad
hochstengl + e — 1, so hat auch ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches
hochstens den Grad+ e — 1. (Ein kleinstes gemeinsames Vielfaches
existiert, da mitkR auchR[x] faktoriell ist.)

Zu S gibt es einerseits Polynomev € R[X], furdie S = uf = vg
ist, andererseits ist alskleinsteggemeinsames Vielfaches vgrund g
Teiler von f g, es gibt also ein Polynorh € R[X] mit f¢g = Sh. Fur
dieses ist

_ 9 = L
hv—S v=f 5 f und hu—S u=g 5 =g,

es teilt also sowohf als auchy und sein Grad+e—degS ist mindestens
gleich eins. Damit ist gezeigt:

Iy
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Lemma: Zwei Polynomef, g € R[X]haben genau dann einen gemein-
samen Teiler positiven Grades, wenn es nichtverschwirelétaly-
nomew,v € R[X] mit uf = vg und Graden deg < degg — 1 und
degv < degf — 1. .
Diese Bedingung schreiben wir um in ein lineares Gleichaygtem
fur die Koeffizienten vom undv: Dadegu < degg —1 =e— 1istund
degv < degf — 1 =d — 1, lassen sich die beiden Polynome schreiben

als
e—1 e—2

U=u, 1 X “tu, X “+---+u X +uyg

und
1

_ d— d—2
v=vy_1 X THug_ X A+ u X+,

Die Koeffizienten vonX" in v f undvg sind
Z a;u; und Z bv;
i,j mit i+j=r i,j mit i+j=r
f und g haben daher genau dann einen gemeinsamen Teiler vom Grad
mindestens, wenn es nicht allesamt verschwindendé perelemente

Ugy - -+ Uy_q UND2y, ..., v,;_; gibt, so dald
Z a;u; — Z bjv; =0 furr=0,...,d+e—1
i,j mit i+5=r i,j mit i+5=r

ist. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystend aus Glei-
chungen @r died + e Unbekanntenu, ..., u,_, unduvy,...,v,;_4; €S
hat genau dann eine nichttrivialé&$ung, wenn seine Matrix kleineren
Rang alsi + e hat, wenn also deren Determinante verschwindet.

Ausgeschrieben wird das Gleichungssystem, wenn wir mit ideeffi-
zienten vonz@*¢ 1 anfangen, zu

g1 — bvg_1 =0
Ag qUe 1t g, 5 —b, 104 1 —bvy ,=0
Ag_oUe_q1 T ag_qU,_p T agu,_3

—be_2Vg 1 — b, vy _2b vy 3=0
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aous + a1u2 + a2u1 + CI/3U0 — boU3 — blvz — szl — b3UO = O
agly + aquq + asug — bgvy — byvg — bovg =0
aoul + aluO — bovl — blvo = 0

aouo — bOUO = O

Natiurlich andert sich nichts an der nichttrivialenogbarkeit oder
Unlosbarkeit dieses Gleichungssystems, wenn wir anstellevaer
ablenv, die Variablen—v; betrachten, womit alle Minuszeichen im
obigen Glelchungssystem zu Pluszeichen werden; aulReraless Bich
— der gbRererUbersichtlichkeit wegen — eingétgert, die Transponier-
te der Matrix des Gleichungssystems zu betrachten. Mieg &uf die
(d +e) x (d + e)-Matrix

a/d ad_l a/d_z Ce al CLO O O ce 0 \
0 CLd a/d_l Ce a/2 CL]_ ao 0 0
O 0 ag ce ag as aq ag
O 0 O .. a/d a/d_l ad_z ad_3 .. CI,O )
b, by by ... by, b, by O .. 0
0 b, b by b, b, by ... O
\0 0 0 ... 0 b ba b . b

in dere Zeilen aus Koeffizienten voli stehen und/ Zeilen aus Koeffi-
zienten vory.

Definition: Die obige Matrix heil3t 8LVESTER-Matrix: ihre Determi-
nante ist dieResultante

Res(f, g) = Res¢(f, 9)
der beiden Polynom¢ und g beziglich der VariablenX.

Der IndexX ist dann notwendig, wenn schon der RiRgin Polynom-
ring ist, so daf¥ undg Polynome in mehreren V@nderlichen sind und
nicht klar ist, beiaglich welcher von ihnen die Resultante gebildet wird.
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JAMES JOSEPHSYLVESTER (1814-1897) wurde geboren
als AMES JOSEPH erst als sein Bruder nach USA
auswanderte und dazu einen dreiteiligen Namen brauch-
te, erweiterte er aus Solidattauch seinem Namen.
1837 bestand er das liehtigte Tripos-Examen der
Universitit Cambridge als Zweitbester, bekam aber
keinen akademischen Abschlul3, da er als Jude den
dazu vorgeschriebenen Eid auf die 39 Glaubensartikel
der Church of England nicht leisten konnte. Trotzdem
wurde er Professor am University College in London;
seine akademischen Grade bekam er erst 1841 aus
Dublin, wo die Vorschriften gerade mittRRksicht auf

die Kathollken gandert worden waren. #Wrend seiner weiterenaligkeit an sowohl
amerikanischen als auch englischen Univétsit bescéftigte er sich mit Matrizen, fand
die Diskriminante kubischer Gleichungen und entwickeliehedie allgemeine Theorie der
Diskriminanten. In seiner Zeit an der Johns Hopkins Unigia Baltimore giindete er
das American Journal of Mathematics, das noch heute zu danigsten mathematischen
Fachzeitschriften Amerikasahlt.

Damit haben wir gezeigt

Satz: Zwei Polynomef, g € R[X] Uber dem faktoriellen Ring haben
genau dann einen gemeinsamen Faktor positiven Grades, Mvenn

Resultante verschwindet. .

Angenommen, wir haben zwei Polynomg € k[ X, Y]und suchen de-
ren gemeinsame Nullstellenmenigiger einem algebraisch abgeschlos-
senen Krper K, der k& enthalt. Dann lonnen wir f und g auffassen
als Polynome int” tberk[ X] und ihre Resultante Regf, g) € k[ X]
betrachten. & einen speziellen Weit € K konnen wir auch die Resul-
tante der beiden Polynom&x,Y) und g(x, Y) ausK[Y] betrachten.
Offensichtlich ist diese gleich dem Wert den wir erhalteenw wir x

in Res, (f, g) € k[X] einsetzen.

Die Resultante vonf(z,Y) und g(x,Y) aus K[Y] verschwindet
genau dann, wenn diese beiden Polynome einen gemeinsarken Fa
tor positiven Grades haben. DA algebraisch abgeschlossen ist,
ist dies aquivalent dazu, dal3 sie eine gemeinsame Nullstell& in
haben. Somit gibt es zu einem vorgegebener K genau dann
einy € K, so dal £,y) € Vi(f,g), wennzx eine Nullstelle von
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Res (f, g) € k[X] ist. Eine Strategie zur tsung des des Gleichungs-
systemsf(x,y) = g(x,y) = 0 kann also darin bestehen, Aghst die
Nullstellen von Res(f,g) zu bestimmen undif jede dieser Null-
stellenx dann die beiden Polynom&z, Y) undg(x, Y) zu betrachten.
Dann kann man entweder die Nullstellen eines dieser Polgriwmeatim-
men und durch Einsetzdiberpiifen, welche davon auch Nullstellen
des anderen sind, oder man berechnet den ggT der beideroR@yn
Seine Nullstellen sind dig-Koordinaten der bsungen mit erster Koor-
dinatez.

Fur ein allgemeines Gleichungssystem

fl(xl,,xn) =...-= fm(xl,,xn) = O
betrachtenwirdi¢;, € k[ X4, ..., X, ]als Polynome inX, mit Koeffizi-
enten aug[X,, ..., zy_,]. Falls die Resultante Rgs(f;, f;) fur zwei

Polynomef;, f; das Nullpolynom ist, habef; und f; einen gemein-
samen Faktor; dies wird wohl nur selten der Fall sein. Falisde
Polynome vorher faktorisieren und dann das eine Gleichaysgsm er-
setzen durch mehrere Systeme aus Polynomen kleinerensGkadeen
wir das sogar ausschliel3en.

Haufiger und interessanter ist der Fall, daf? die Resultanféngewisse
(n — 1)-tupel @q,...,x,,_1) € k™~ ! verschwindet. Dann wissen wir,
daf} die Polynome

fi(xl, R ) Xn) Und fj(xl, R ) Xn)

ausk[ X, ] zumindest in einem ErweiterungSiper vonk eine gemein-
same Nullstelle haben. Falls wik, . . ., z,,_; kennen, Bnnen wir diese
Nullstelle(n) bestimmen, indem wir die Nullstellen zwellynome in
einer Veanderlichen berechnen und miteinander vergleichen.

Um das obige Gleichungssystem psén, tihren wir es also ziiick auf
das Gleichungssystem

Re%n(f,” fi+1)(£€1, ce ,xn_l) =0 fUI’Z = 1, NN (e 1 y

|6sen dieses und betrachténfedes losungstupel jenes Gleichungssys-
teminx,, , das entsteht, wenn wir im Ausgangssysténtie erstem —1
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Variablen die Werte aus dem Tupel einsetzen. Risungen dieses Glei-
chungssystems sind gerade die Nullstellen dé®ign gemeinsamen
Teilers aller Gleichungen.

Man beachte, dal? dieser ggT durchaus gleich eins sein kaRresdalso
nicht notwendigerweise eine Erweiterung des Tupels.(..,z,,_4) zu

einer Losung des gegebenen Gleichungssystems gibt: Wenn alle Re-
sultanten verschwinden, haben nach Einsetzen zyarnd f, eine
gemeinsame Nullstelle und genauso agghlind f5;, aber diese beiden
Nullstellen konnen verschieden sein. Es mul3 also keine gemeinsame
Nullstelle vonf;, f, und f5 geben.

Als Beispiel 1ir die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems mit
Resultanten betrachten wir die beiden Gleichungen

flx,y) = x2+2y2+8x+8y—40 und g(z,y) = 3x2+y2+18a:+4y—50.
Ihre Resultante bémlich X ist
Res, (f,g) = 25Y* + 200> — 468Y° — 3472 + 6820 ;

Maple gibt deren Nullstellen an als

1
= -2+ -1\/534+24v31.
y= -2+ 2\/530% 20/31

Diese lonnen wir beispielsweise i einsetzen, die entstehende quad-
ratische Gleichunguir x 16sen, um dann zu testen, ob dasungspaar
(z, y) auch eine Nullstelle vonist. Zumindest mit Maple ist das durch-
aus machbar.

Einfacher wird es aber, wenn wjrstattz eliminieren:
Res, (f,g) = (5X° + 28X — 60)

ist das Quadrat eines quadratischen Polynoms; desserielalts

14 4

=+ 5\/3_1

uns die wohlbekanntedsungsformel liefert. Diese Wertéknen wir
nun in f oder g einsetzen, die entstehende Gleichuageh und das
Ergebnis ins andere Polynom einsetzen.

X =—
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Alternativ konnen wir auch mibeidenResultanten arbeiten: Ist (y)
eine gemeinsame Nullstelle vofi und g, so muf3z eine Nullstelle
von Reg(f, g) sein undy eine von Reg(f,g). Da es nur 4< 2 = 8
Kombinationen gibt, &nnen wir diese hier einfach durch Einsetzen
testen. Wie sich zeigt, hat das System die viéslingen

(—E + 4\/7 —2— —\/534 24\/7>

5
14 4
<_€+ —/31, —2+_\/534—24\/3_1>

<_E_ 431 —2- —\/534+ 24/_1>

<_E‘_fﬂ —2+§\/534+2M?1>.

Die Resultante zweier Polynome der Grade 30 und 40 ist eine 70
Determinante — nichts, was man mit den aus der Linearen Alge-
bra bekannten Algorithmen leicht und schnell ausrechnénnte.
Tatsachlich verwendet aber natich ohnehin niemand den Entwick-
lungssatz von RGRANGE um eine grol3e Determinante zu berechnen;
dessen Ntzlichkeit beschinkt sich definitiv auf kleineren Spielzeugde-
terminanten, wie sie vor allem in Mathematikklausuren wonknen. In
realistischen Anwendungen wird man die Matrix durch Zeilemd/oder
Spaltenoperationen auf Dreiecksform bringen und dann aierni-
nante einfach als Produkt der Diagonalelgie berechnen oder man tat
diesuiber eine LR- oder QR-Zerlegung. Das dauéartdie S'LVESTER-
Matrix zweier Polynome der Grade dreil3ig und vierzig aufthggn
Computern weniger als eine halbe Minute.

Stellt man allerdings keine Matrix auf, sondern verlangt gmem Com-
puteralgebrasystem einfach, dal es die Resultante derbeaynome
berechnen soll, hat man das Ergebnis nach weniger als eietmel
der Zeit. Einer der Schbksel dazu ist wieder einmal deu.IDische
Algorithmus.

Angenommen, wir haben zwei Polynoryigy in einer VariablenX tber
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einem faktoriellen RingR:

d d—1
f=agX" +ag 41X

g=b X +b,_ X"

+.--+a;X +a; und
+.-+0 X +by, mit d<e.

Falls f = ay konstant ist, als@ = O, gibt es in der 8.VESTER-Matrix
null Zeilen aus Koeffizienten vog und e Zeilen aus Koeffizienten
von f; die Matrix ist also einfacla, mal dere x e-Einheitsmatrix und
die Resultante als ihre Determinantedi§t

Andernfalls dividieren wilg durch f und erhalten einen Reht
g. f=qResth oder h=g—qf.

Das ist freilich nur dann i@glich, wennR[ X] ein EuKLIDischer Ring
Ist, also im wesentlichen nur dann, weRrein Korper ist. Das ist aber
keine so grof3e Einsclinkung wie es scheint, denn wibiknen statt

in R[X] im Polynomringliber dem Quotienterikper vonR rechnen;
da die Resultante ein eindeutig bestimmtes Element Rast, muf3
spatestens das Endergebnis unserer Rechnurig liegen. Die Zwi-
schenergebnissaknen freilich recht grofie Nenner bekommen — ein
wohlbekanntes Problem der Computeralgebra, das unsdkeesi -
KLID ischen Algorithmusiir Polynome begegnet ist.

Der zentrale Punkt beimUkLID ischen Algorithmus ist, dal? die gemein-
samen Teiler vory und g genau dieselben sind wie die vghund h.
Insbesondere haben algaund g genau dann einen gemeinsamen Tei-
ler von positivem Grad, wenif und i einen haben, d.h. Rg$f, 9)
verschwindet genau dann, wenn Rég, i) verschwindet. Damit sollte
es also einen Zusammenhang zwischen den beiden Resultgaiten,
und den Knnen wir zur Berechnung von Re§f, ¢g) ausriitzen, denn
natirlich ist Res,(f, h) kleiner und einfacher als Re$f, g).

Bei der Polynomdivision berechnen wir eine Folge von Potgan
9o =9,91,---,9, = h,wobeig, aus seinem Vo@nger dadurch entsteht,

daR wir ein Vielfaches voX” f subtrahieren, wobegi = degg, — degf
ist. Der maximale Wert, depannehmen kann, ist offenbar

degg —degf =e—d.
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Wir wollen unstiberlegen, wie sich dieY&VESTER-Matrix andert, wenn
wir dort die Koeffizienten vorg, = g nacheinander durch die der nach-
folgendeng, ersetzen. Um die Gestalt der Matrix nicht zu &edern,
betrachten wir dazu auch dég als Polynome vom Gragh, indem wir
die Koeffizienten aller-Potenzen mit einem Exponent oberhalb geg
auf Null setzen.

Die Zeilen der SLVESTER-Matrix sind Vektoren inkR%*; die erstere
sind die Koeffizientenvektoren voh’e_lf, ..., X f, f, danach folgen
dievonx?1g,..., Xg,g.

Im ersten Divisionschritt subtrahieren wir vgnein Vielfaches)\Xj f

mit ; = e — d; damit subtrahieren wir auch von jeder PoteXizg das
PolynomAX™ f. Fur0< i < dund 0< j < e+dist0<i+j < e,
was wir subtrahieren entspricht auf dem Niveau der Koefiizmvek-
toren also stets einem Vielfachen einer Zeile derv&sTER-Matrix.
Damit andert sich nichts am Wert der Determinanten, wenn wir den
Koeffizientenvektor vory nacheinander durch denvap,...,g, = h
ersetzen.

Die Resultant@ndert sich also nicht, wenn wir in deYISESTER-Matrix
jede Zeile mit Koeffizienten vomy ersetzen durch die entsprechende
Zeile mit Koeffizienten vom, wobei h als ein Polynom vom Grad
behandelt wird, desseiitirende Koeffizienten verschwinden.

Isth=c,X°+---+¢; X + ¢, SO ist also Reg(f, g) gleich

a/d ad_l a/d_z Ce a/]_ CLO O O 0
O ad a/d_l c e a/2 al 0/0 O O
0 0 ag ... Q3 G aq ag 0
0 0 0 g Qg—1 Qg2 Qg3 Qo |
Co Co_q1 Ce_o cp, o 0 0
0O e c._1 c3  C cq Co 0
0 0 O ... 0 ¢ coq1 Coop ... ¢

wobei die Koeffizienter,, ..., c.,, alle verschwinden.
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Somit beginnt im unteren Teil der Matrix jede Zeile mit- s Nullen.

In den erster — s Spalten der Matrix stehen daher nur noch Koeffizien-
tenvonf:Indererstenistdies ausschlief3lich dérfende Koeffizieni,,
von f in der ersten Zeile. Entwickeln wir nach der ersten Zeitaren
wir also einfach die erste Zeile und die erste Spalte stegictiie Deter-
minante ist danm,; mal der Determinante déibrigbleibenden Matrix.
Diese hat (fall > s+ 1) wieder dieselbe Gestalt, wibknen also wie-
der einen Faktor,; ausklammern und bekommen eine Determinante
mit einer Zeile und einer Spalte wenigesw.Das Ganze funktioniert

e — s mal; dann ist derifthrende Koeffizient vor in die erste Spalte
gerutscht und diébriggebliebene Matrix ist dieY&VESTER-Matrix von

f undh —falls etwagibrigbleibt. Offensichtlich bleibt genau dann nichts
ubrig, wennh das Nullpolynom ist: Dann sind die untererZeilen Null,
d.h. die Resultante verschwindet.

Andernfalls ist Reg(f,9) = a; °Res¢(f,h), und da diese Formel
auch fir » = 0 gilt, haben wir gezeigt

Lemma: Hat f keinen gbl3eren Grad alg und isth der Divisionsrest
vong durchf, derden Grad habe, soistRes(f, g) = a5 ° Res.(f, h).
|

Dies Rt sich nun nach Art desUELIDischen Algorithmus iterieren:
Berechnen wir wie dort die Folge der Reste= h der Division vong
durch f und dann (mit-, = g) weiterr,,,; gleich dem Rest bei der Divi-
sion vonr, durchr;_,, so kbnnen wie die Berechnung von Re{, g)
durch Multiplikation mit Potenzen deiihrenden Koeffizienten der Di-
visoren zuiickfuhren auf die viel kleineren Resultanten Rés, r;,4).
Sobaldr,,; eine Konstante ist, egal ob Null oder nicht, haben wir eire ex
plizite Formel und der Algorithmus endetiiden Fall, daf¥ groReren
Grad alsg hat brauchen wir noch

Lemma: Fur ein Polynomf vom Gradd und ein Polynong vom Grace
ist Resc (f, 9) = (-1)™ Res (g, /).

Beweis:Wir missen in der S VESTER-Matrix e Zeilen zu f mit den
d Zeilen zug vertauschen. Dies kann beispielsweise so realisiert wer-
den, dal3 wir die unterstg-Zeile nacheinander mit jeder de+Zeilen
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vertauschen, bis sie nadh/ertauschungen schlief3lich unten steht. Dies
mussen wir wiederholen, bis alleZeilen unten stehen, wir haben also
insgesamtie Zeilenvertauschungen. Sondihdert sich das Vorzeichen
der Determinante um den Faktor{)™°. _

Zum Abschluf3 dieses Paragraphen wollen wir uns rigs#riegen, dal3
die Resultante zweier Polynome noch aus einem anderen @iujedle
gemeinsame Nullstelle verschwinden muf3: %iBtlsich @amlich als
Linearkombination der beiden Polynome darstellen:

Lemma: R seiein Ring und, g € R[X] seien PolynoméberR. Dann
gibt es Polynome, ¢ € R[X], so dal3 Reg(f,g) =pf + qg ist.

Man beachte, dafd ¢, f undg zwar Polynome sind, die Resultante aber
nur ein Element voIR.

Beweis:Wir schreiben
f=a X"+ +a, X +ay und g=b,X +---+b X +bg,

wobei wir annehmendnnen, dafd,; undb, beide nicht verschwinden.
Die Gleichungen

X fza, X+ e X e X! fiuri=o0,...e—1
und
Xg=b0, XY+ +b, X 4 b X7 furj=0,...,d—1

konnen wir in Vektorschreibweise so zusammenfassen, daldlewr
(d + e)-dimensionalen Vektor

d+e

e—1 d—1 T
F=(X""f,..,Xf, [, X" 7g,....Xg,9) € R[X]
darstellen in der Form

_ dte—1 1 0
F=X rote X 1 ¥ X,

mit Vektorenr, € R%, deren Einthge Koeffizienten vory und g
sind. Die Resultante ist nach Definition gleich der Deteanten der
(d +e) x (d + e)-Matrix mit denr,, als Spaltenvektoren.
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Nun gehen wir vor, wie bei der Herleitung derR&@vERschen Regel: Wir
betrachten obige Vektorgleichung als ein lineares Gleiglsaystem mit
rechter SeiteF” in den,Unbekannten“x” und tun so, als wollten wir
den Wert vonx® = 1 aus diesem Gleichungssystem bestimmen. Dazu
ersetzen wir nach RAMER in der Determinante des Gleichungssystems
die letzte Spalte durch die rechte Seite, berechnen alddedérminante

d+e

_ dte—k
det(Tl, Ce ’Td+e_17 F) - de[<7°1, Ce ’Td+e_17 Z xr Tk:)
k=1

d+e

_ d+te—k
= E e de'[(7“1, o 7Td+e—l7 Tk‘)
k=1

= det(T']_, s Tgee—1s Td+e) !

denn fir k£ # d + e steht die Spalte, zweimal in der Matrix, so dal3 die
Determinante verschwindet.

Wenn wir bei der Berechnung von dgi(...,r._;) nach dem -
GRANGEschen Entwicklungssatz die Polynonfeund g in F' stehen
lassen, erhalten wir die Determinante als Ausdruck der Fofrf qg
mit Polynomerp undq ausR[ X]: Da f undg beide nur in der letzten
Spalte vorkommen, dort aber in jedem Eintrag genau einebaiden,
enthalt jedes derd + e)! Produkte, die nach AGRANGE aufsummiert
werden, genau eines der beiden Polynome. Nach der obigdmReg

ist pf + qg gleich der Determinante def, also die Resultante.
|



