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Aufgabe 1: (7 Punkte)a) Stellen Sie den gr�o�ten gemeinsamen Teiler von 2015 und 1989 als Linearkombinationdieser beiden Zahlen dar!
Lösung: Der Euklidishe Algorithmus f�uhrt auf

2015 : 1989 = 1 Rest 26 =⇒ 26 = 2015 − 1989

1989 : 26 = 76 Rest 13 =⇒ 13 = 1989−76·26 = 1989−76·(2015−1989) = 77·1989−76·2015 .Da 26 durh 13 teilbar ist, ist das die gesuhte Darstellung des ggT.b) Bestimmen Sie alle Paare (x, y) ∈ Z2, f�ur die 2015x + 1989y = 65 ist!
Lösung: Um die Zahlen handhabbarer zu mahen, emp�ehlt es sih, zun�ahst durh denggT 13 zu dividieren; die neue Gleihung ist 155x + 153y = 5. Die in a) berehneteDarstellung des ggT wird nah Division durh 13 zu 1 = 153 · 77 − 155 · 76; Multiplikationmit f�unf maht daraus

153 · 385 − 155 · 380 = 5 ,d.h. x = −380 und y = 385 ist eine L�osung. Die homogene Gleihung 155u − 153v = 0hat, da 153 und 155 teilerfremd sind, die Paare (153k,−155k) mit k ∈ Z als L�osung; dieL�osungsmenge der Ausgangsgleihung ist also
{
(153k − 380, 385 − 155k)

∣

∣ k ∈ Z
}

=
{
(153n − 74, 75 − 155n)

∣

∣ n ∈ Z
} .) Bestimmen Sie alle Paare (u, v) ∈ Z2, f�ur die 2015u + 1989v = 165 ist!

Lösung: Da 165 kein Vielfahes von 13 = ggT(2015, 1989) ist, hat diese Gleihung keineganzzahligen L�osungen.d) Finden Sie eine nat�urlihe Zahl z ∈ N mit z ≡ 82 mod 153 und z ≡ 79 mod 155. (Hinweis:Auh daf�ur k�onnen Sie a) verwenden.)
Lösung: Wie wir aus a) und b) wissen, ist 1 = 153 · 77 − 155 · 76, d.h.

153 · 77 = 11781 ≡
{

1 mod155

0 mod153
und − 155 · 76 = −11780 ≡

{
0 mod155

1 mod153
.Somit ist

x = 79 · 11781 − 82 · 11780 = −35261eine L�osung. Die kleinste positive L�osung ist x + 2 · 153 · 155 = 12169.
Aufgabe 2: (7 Punkte)a) F�ur welhe Werte von Y haben die beiden Polynome f = X2 + XY + Y und g = X2 − Y2aus Q[X, Y] einen gemeinsamen Faktor positiven Grades?



Lösung: Das ist genau dann der Fall, wenn die ResultanteResX(f, g) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 Y Y 0

0 1 Y Y

1 0 −Y2 0

0 1 0 −Y2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= Y2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 Y 1 0

0 1 1 1

1 0 −Y 0

0 1 0 −Y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= Y2





∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1

0 −Y 0

1 0 −Y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Y 1 0

1 1 1

1 0 −Y

∣

∣

∣

∣

∣

∣





= Y2
(

(

Y2 − (−Y)
)

+
(

−Y2 + 1 − (−Y)
)

)

= Y2(2Y + 1) .vershwindet, d.h. f�ur Y = 0 und Y = −1
2
.b) Geben Sie diesen Faktor jeweils an!

Lösung: F�ur Y = 0 werden beide Polynome zu X2, und das ist der gemeinsame Faktor.F�ur Y = −1
2
wird f zu X2 − 1

2
X − 1

2
= (X − 1)(X + 1

2
) und g zu X2 − 1

4
= (X + 1

2
)(X − 1

2
);der gemeinsame Faktor ist also X + 1

2
.) Bestimmen Sie alle Paare (x, y) ∈ R2, f�ur die f(x, y) = g(x, y) = 0 ist!

Lösung: Wenn (x, y) eine L�osung ist, m�ussen f(X, y) und g(X, y) beide durh X−x teilbarsein, d.h. entweder ist y = 0 und x = 0 oder y = x = −1
2
.

Aufgabe 3: (10 Punkte)a) Welhe Bedingungen mu� eine Teilmenge I ⊆ R eines Rings erf�ullen, um ein Ideal zu sein?
Lösung: I darf niht leer sein und mu� zu je zwei Elementen auh deren Summe enthalten.Au�erdem mu� das Produkt eines jeden Elements mit einem beliebigen Ringelement in Iliegen.b) Welhe der folgenden Teilmengen sind Ideale in Z[X]? (Bei den angegebenen Polynomensoll stets d beliebig und ad 6= 0 sein.)

M1 = Z, M2 = Z[X2], M3 =

{
d∑

i=0

aiX
i ∈ Z[X]

∣

∣

∣

∣

alle ai sind gerade} ,

M4 =

{
d∑

i=0

aiX
i ∈ Z[X]

∣

∣

∣

∣

d∑

i=0

ai ist gerade} , M5 =

{
d∑

i=0

aiX
i ∈ Z[X]

∣

∣

∣

∣

d∑

i=0

ai ist ungerade}
M6 =

{
d∑

i=0

aiX
i ∈ Z[X]

∣

∣

∣

∣

a0 ist gerade} , M7 =

{
d∑

i=0

aiX
i ∈ Z[X]

∣

∣

∣

∣

ad ist gerade} ,) Geben Sie in allen F�allen, in denen Mi ein Ideal ist, ein m�oglihst einfahes Erzeugenden-system dieses Ideals an!
Lösung: M1,M2 und M5 enthalten die Eins. Wenn ein Ideal die Eins enth�alt, mu� esgleih dem gesamten Ring sein; dies ist hier niht der Fall. Somit sind diese drei Mengenkeine Ideale.
M3 besteht aus allen Vielfahen der Zwei, ist also das Hauptideal (2).Wenn die Summe aller KoeÆzienten eines Polynoms gerade ist, l�a�t sih durh Additioneines Polynoms mit geraden KoeÆzienten (z.B. einer geraden Konstanten) erreihen, da�die Summe zu Null wird; umgekehrt f�uhrt die Addition eines Polynoms mit KoeÆzienten-summe Null und eines Polynoms mit lauter geraden KoeÆzienten stets zu einem Polynom



mit gerader KoeÆzientensumme. Ein Polynom hat genau dann KoeÆzientensumme Null,wenn es an der Stelle Eins vershwindet, wenn es also durh X − 1 teilbar ist. Somit ist
M4 das von 2 und X − 1 erzeugte Ideal.Entsprehend ist M6 das von 2 und X erzeugte Ideal, denn die Polynome mit geradem a0sind genau die Summen aus Polynomen mit lauter geraden KoeÆzienten und Polynomenmit a0 = 0, und letztere sind genau die Vielfahen von X.
M7 ist kein Ideal, denn es enth�alt zwar die Polynome X + 1 und X + 2, niht aber derenSumme 2X + 3.
Aufgabe 4: (9 Punkte)Wir betrahten das Polynom f = 12X3 + 30X2 + 18X + 6 ∈ Z[X].a) Bestimmen Sie den Inhalt und den primitiven Anteil von f !
Lösung: Der Inhalt I(f) ist der ggT der KoeÆzienten, also sehs; der primitive Anteil istsomit f∗ = f/6 = 2X3 + 5X2 + 3X + 1.b) Zeigen Sie, da� f(5) = f mod 5 ∈ F5[X] irreduzibel ist!
Lösung: Wenn f(5) = 2X3+3X+1 ∈ F5[X] niht irreduzibel w�are, m�u�te es einen linearenFaktor geben, also eine Nullstelle. f(5)(0) = 1, f(5)(1) = 1, f(5)(2) = 3, f(5)(3) = 4 und
f(5)(4) = f(5)(−1) = 1 sind aber allesamt von Null vershieden.) Zerlegen Sie f in Z[X] in seine irreduziblen Faktoren!
Lösung: H�atte f einen linearen oder quadratishen Faktor, so auh f(5); daher gibt es nurFaktoren vom Grad 0 oder 3. Der primitive Anteil ist durh keine Primzahl teilbar; daherist f = 2 · 3 · f∗ die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren.d) Zerlegen Sie f in Q[X] in seine irreduziblen Faktoren!
Lösung: Lie�e sih f in Q[X] als Produkt zweier Polynome positiven Grades shreiben,so nah Gau� auh in Z[X]. Da dies nah ) niht der Fall ist, ist f in Q[X] irreduzibel.(2 und 3 sind dort nat�urlih Einheiten.)e) F�ur welhe Primzahlen p ist die Sylvester-Matrix von f(p) und f(p)′ gleih der Sylvester-Matrix von f und f′ modulo p?
Lösung: Dies gilt genau dann, wenn die f�uhrenden KoeÆzienten der beiden Polynomemodulo p niht vershwinden. Da diese 12 und 3·12 sind, stimmt es also f�ur alle Primzahlen
p ≥ 5.
Aufgabe 5: (18 Punkte)Wir betrahten das Ideal I = (f, g) mit

f = (X − 1)2 + Y2 − 25 und g = (X − 1)Y − 12im Polynomring Q[X, Y].a) Zeigen Sie, da� g bez�uglih jeder Monomordnung (auh solher, die niht in der Vorlesungbehandelt wurden) denselben f�uhrenden Term hat!
Lösung: g = XY − Y − 12 besteht aus den drei Monomen XY, Y und 1; da diese allesamtTeiler von XY sind und ein Vielfahes eines Monoms bez�uglih jeder Monomordnung gr�o�ersein mu� als das Monom selbst, ist XY stets f�uhrend.



b) Geben Sie f�ur jeden Term von f, der als f�uhrender Term bez�uglih einer Monomordnungauftreten kann, eine entsprehende Monomordnung an!
Lösung: f = X2 −2X+1+Y2 −25 = X2 −2X+Y2 −24 ist Linearkombination der Monome
1, X, X2 und Y2. Da 1 und X Teiler von X2 sind, k�onnen sie nie f�uhrend werden. X2 bzw. Y2sind f�uhrend z.B. bez�uglih der lexikographishen Ordnung mit X > Y bzw. Y > X.Im folgenden arbeiten wir mit der lexikographishen Ordnung mit X > Y.) Berehnen Sie das S-Polynom von f und g und bestimmen Sie seinen Rest h bei derDivision durh f und g !
Lösung: Der f�uhrende Term von f ist X2, der von g ist XY; somit ist
S(f, g) = Y ·f−X ·g = (X2Y −2XY +Y3 −24Y)−(X2Y −XY −12X) = −XY +12X+Y3 −24Y .Der f�uhrende Term −XY ist durh den f�uhrenden Term XY von g teilbar; Addition von gf�uhrt auf

(−XY + 12X + Y3 − 24Y) + (XY − Y − 12) = 12X + Y3 − 25Y − 12 .Da keiner der Terme durh X2 oder XY teilbar ist, ist dies der Divisionsrest h.d) Berehnen Sie das S-Polynom k von g und h !
Lösung: Der f�uhrende Term von g ist XY, der von h ist 12X; also ist
12S(g, h) = 12g−Yh = (12XY −12Y −144)−(12XY +Y4 −25Y2 −12Y) = −Y4 +25Y2 −144und k = −

1

12
Y4 +

25

12
Y2 − 12.e) Zeigen Sie, da� h und k eine Gr�obner-Basis des Ideal (h, k) in Q[X, Y] bilden, undbestimmen Sie die zugeh�orige reduzierte Basis!

Lösung: Wir verwenden Buhbergers Kriterium, m�ussen also das S-Polynom von hund k berehnen. An diesem S-Polynom �andert sih nihts, wenn wir der �Ubersihtlihkeithalber die beiden Polynome auf h�ohsten KoeÆzienten eins normieren, wenn wir also mit
h∗ = X +

1

12
Y3 −

25

12
Y − 1 und k∗ = Y4 − 25Y2 + 144arbeiten. Die f�uhrenden Terme sind dann X und Y4, d.h.

S(h, k) = S(h∗, k∗) = Y4h∗ −Xk∗ =

(

XY4 +
1

12
Y7 −

25

12
Y5 − Y4

)

−(XY4 − 25XY2 + 144X)

= 25XY2 − 144X +
1

12
Y7 −

25

12
Y5 − Y4 .Der f�uhrende Term 25XY2 ist durh den f�uhrenden Term X von h∗ teilbar; Subtraktionvon 25X2h∗ f�uhrt auf

−144X +
1

12
Y7 −

25

6
Y5 − Y4 +

625

12
Y3 + 25Y2 .Wieder ist der f�uhrende Term durh X teilbar; Addition von 144h∗ f�uhrt auf

1

12
Y7 −

25

12
Y5 − Y4 +

769

12
Y3 + 25Y2 − 300Y − 144 .Jetzt ist der f�uhrende Term durh Y4 teilbar; Subtraktion von 1

2
Y3k∗ liefert

−
25

12
Y5 − Y4 +

625

12
Y3 + 25Y2 − 300Y − 144 .



Auh hier ist der f�uhrende Term durh Y4 teilbar; addieren wir dazu 25
12

Yk∗, ergibt sih
−Y4 + 25Y2 − 144 = −k∗, was durh Addition von k∗ zur Null reduziert wird. Also ist dasS-Polynom ohne Rest durh h und k teilbar, und damit bilden h und k nah BuhbergereineGr�obner-Basis. Die zugeh�orige minimale Gr�obner-Basis ist h∗, k∗, und die ist sogarshon reduziert.f) Warum ist (h, k) ⊆ (f, g)?
Lösung: Das S-Polynom von f und g ist eine Linearkombination von f und g �uber Q[X, Y],liegt also in (f, g). Damit liegt auh der Divisionsrest h bei der Division durh f und gdort. Entsprehend ist k = S(g, h) ∈ (f, g).g) Zeigen Sie, da� sogar (h, k) = (f, g) ist!
Lösung: Dazu mu� gezeigt werden, da� f und g in (h, k) = (h∗, k∗) liegen. Da h∗ und k∗eine Gr�obner-Basis bilden, ist dies genau dann der Fall, wenn f und g sih ohne Restdurh h∗ und k∗ dividieren lassen.Beginnen wir mit f. Der f�uhrende Term X2 ist durh den f�uhrenden Term X von h∗ teilbarund

f − Xh∗ = −
1

12
XY3 +

25

12
XY − X − 24 + Y2 .Wieder ist der f�uhrende Term durh X teilbar; Addition von 1

12
Y3h f�uhrt auf

25

12
XY − X −

1

144
Y6 −

25

144
Y4 −

1

12
Y3 + Y2 − 24 ,was durh Subtraktion von 25

12
Yh∗ zu

−X +
1

144
Y6 −

25

72
Y4 −

1

12
Y3 +

769

144
Y2 +

25

12
Y − 24wird. Eine letzte Addition von f eliminiert X vollst�andig und l�a�t

1

144
Y6 −

25

72
Y4 +

769

144
Y2 − 25 =

1

144

(

Y6 − 50Y4 + 769Y2 − 3600
)zur�uk. Ab hier kommt f�ur die weitere Reduktion nur noh k∗ in Frage; da wir es nurnoh mit Polynomen in Y zu tun haben, wird der Divisionsalgorithmus zur altbekanntenPolynomdivision in einer Ver�anderlihen. Uns geht es nur um darum, ob die Division ohneRest aufgeht; daher k�onnen wir auf den Vorfaktor verzihten und erhalten

(Y6 − 50Y4 + 769Y2 − 3600) : (Y4 − 25Y2 + 144) = Y2 − 25 Rest 0 .Also liegt f in (h∗, k∗) = (h, k).Der f�uhrende Term von g ist XY; auh er ist durh X teilbar und
g − Y ∗ h∗ = −

1

12
Y4 +

25

12
Y2 − 12 = −

k∗

12
.Damit liegt auh g in (h∗, k∗) und (f, g) = (h∗, k∗) = (h, k).h) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge von f und g !

Lösung: Das ist die Nullstellenmenge von h und k oder auh von h∗ und k∗.
Y4−25Y2+144 =

(

Y2 −
25

2

)2

−
625

4
+144 =

(

Y2 −
25

2

)2

−
625 − 576

4
=

(

Y2 −
25

2

)2

−
49

625



vershwindet genau dann, wenn Y2 − 25
2

= ±7
2
ist, also wenn Y2 gleih 9 oder 16 ist. Damitkann Y in den Nullstellen nur die Werte ±3 und ±4 annehmen. Wenn auh h∗ in (x, y)vershwindet, ist

x = −
1

12
y3 +

25

12
y + 1 ;wir erhalten also die vier Punkte (−3,−3), (5, 3), (−2,−4) und (4, 4).i) Interpretieren Sie das Ergebnis geometrish!

Lösung: Die Nullstellenmenge von f ist der Kreis um (1, 0) mit Radius f�unf, die von gist eine Hyperbel. Die beiden Kurven shneiden sih in den vier berehneten Punkten.
Aufgabe 6: (9 Punkte)Wir betrahten f = X4 − 5X3 − 12X2 + 22X − 8 ∈ Z[X].a) Man kann zeigen, da� f ≡ (X2 + 2X + 3)(X2 + 3X + 4) mod 5 ist, wobei beide Faktoren in
F5[X] irreduzibel sind. Was folgt daraus �uber die Anzahl und den Grad m�ogliher Faktorenvon f in Z[X]?
Lösung: Da f den Inhalt eins hat, ist f entweder irreduzibel oder zerf�allt in zwei quadra-tishe Faktoren.b) Wie lassen sih Polynome g, h ∈ Z[X] konstruieren, f�ur die f ≡ g · h mod 25 ist? (DieBeshreibung des Rehengangs gen�ugt!)
Lösung: Nah dem Henselshen Lemma k�onnen wir die Faktorisierung modulo 5 hoh-heben zu einer Faktorisierung modulo 25: Sei g0 = X2 + 2X + 3 und h0 = X2 + 3X + 4; wirsetzen

g = X2 + 2X + 3 + 5g1 und h = X2 + 3X + 4 + 5h1mit g1, h1 ∈ Z[X]. Dann ist g0h0 = X4 + 5X3 + 13X2 + 17X + 12 und
gh−f = g0h0+5g0h1+5h0g1+25g1h1−f = 10X3+25X2−5X+20+5g0h1+5h0g1+25g1h1 .Das soll modulo 25 vershwinden, was �aquivalent ist zur Kongruenz

2X3 − X + 4 + g0h1 + h0g1 ≡ 0 mod 5 .Wir m�ussen daher g1 und h1 so w�ahlen, da� h1g0 + g1h0 ≡ 3X3 + X + 1 mod 5 ist. Wenn
g0 und h0 in F5[X] teilerfremd sind, k�onnen wir die Eins linear aus ihnen kombinieren unddamit auh jedes andere Polynom. Durh Reduktion modulo der Gleihung g0h0−h0g0 =

0 k�onnen wir erreihen, da� die KoeÆzienten dabei kleineren Grad als h0 bzw. g0 haben.) Wie sih zeigt, ist f ≡ (X2 +2X+23)(X2 +18X+4) mod 25. Zerlegen Sie f in Z[X] in seineirreduziblen Faktoren!
Lösung: Wenn es eine ehte Zerlegung gibt, dann sind die Faktoren wegen der Primitivit�atvon f und wegen der bekannten Zerlegung modulo f�unf normierte quadratishe Polynome.Das Produkt der konstanten Terme mu� −8 sein, und modulo 25 sind die beiden Terme
23 und 4. Somit m�ussen die konstanten Terme −2 und 4 sein. Damit ist

f = (X2 + aX − 2)(X2 + bX + 4) mit a ≡ 2 mod 25 und b ≡ 18 mod 25 .Da die KoeÆzienten von f eher klein sind, k�onnen wir es mit a = 2 und b = −7 probierenund erhalten mit (X2+2X−2)(X2−7X+4) = X4−5X3−12X2+22X−8 = f die gew�unshteFaktorisierung.
Abgabe bis zum Dienstag, dem 3. Februar 2015, um 17.30 Uhr


