
Wolfgang K. Seiler A5, C201Tel. 2515 13. Dezember 2014
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Aufgabe 1: (9 Punkte)a) Stellen Sie den gr�o�ten gemeinsamen Teiler von 301 und 259 als Linearkombination dieserbeiden Zahlen dar!
Lösung: Der Euklidis
he Algorithmus f�uhrt auf

301 : 259 = 1 Rest 42 =⇒ 42 = 301 − 259

259 : 42 = 6 Rest 7 =⇒ 7 = 259 − 6 · 42 = 259 − 6 · (301 − 259) = 7 · 259 − 6 · 301 .Da 42 dur
h sieben teilbar ist, ist das die gesu
hte Darstellung des ggT.b) Bere
hnen Sie die Resultante der beiden Polynome f = X2 + λ und g = X2 − λX + λbez�ugli
h X, und interpretieren Sie das Ergebnis!
Lösung: Die Resultante ist die Determinante
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.Subtraktion der vierten von der zweiten Zeile ma
ht daraus
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,und dur
h Subtraktion der zweiten Zeile von der ersten k�onnen wir dort au
h no
h das λzum Vers
hwinden bringen. Somit stehen in der ersten und der zweiten Zeile jeweils nurno
h ein Element; Entwi
klung na
h diesen Zeilen f�uhrt aufResX(f, g) = 1 · (−λ) ·
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= λ3 .Die Polynome haben also nur f�ur λ = 0 einen gemeinsamen Faktor positiven Grades, wasau
h so klar war, da ein sol
her Faktor die Di�erenz λX teilen mu�, und f�ur λ 6= 0 teilt Xkeines der beiden Polynome. F�ur λ = 0 ist nat�urli
h f = g = X2 der gemeinsame Faktor.
Aufgabe 2: (7 Punkte)Geben Sie f�ur jeden der folgenden Ringe an, ob er ein Integrit�atsberei
h, Euklidis
hund/oder faktoriell ist! Begr�unden Sie Ihre Antwort jeweils dur
h einen kurzen Verweisaus einen Satz oder eine De�nition der Vorlesung oder zeigen Sie an einem Beispiel, da�der Ring die betra
htete Eigens
haft ni
ht haben kann:a) Z, b) Z[X] 
) (Z/6)[X], d) Q[X] e) Q[X, Y] f) Q[X, Y]/(XY) !



Lösung: Der K�orper Q und damit au
h sein Teilring Z sind Integrit�atsberei
he, unddamit sind es na
h einem Satz aus der Vorlesung au
h alle Polynomringe dar�uber, alsoinsbesondere Z[X] und Q[X, Y], Dagegen ist Z/6 kein Integrit�atsberei
h, denn 2 · 3 = 0,was nat�urli
h au
h in (Z/6)[X] gilt. Entspre
hend ist Q[X, Y]/(XY) kein Integrit�atsberei
h,denn das Produkt der Restklassen von X und Y vers
hwindet, obwohl keiner der Faktorennull ist. Da Euklidis
he und faktorielle Ringe na
h De�nition Integrit�atsberei
he seinm�ussen, sind (Z/6)[X] und Q[X, Y]/(XY) keines von beiden.
Z und Q[X] sind Euklidis
he Ringe, da wir in beiden eine Division mit Rest haben; alsEuklidis
he Ringe sind sie insbesondere faktoriell.
Z[X] und Q[X, Y] sind ni
ht Euklidis
h, denn sonst m�u�ten si
h die gr�o�ten gemein-samen Teiler linear kombinieren lassen, was weder f�ur 1 = ggT(2, X) ∈ Z[X] no
h f�ur
1 = ggT(X, Y) ∈ Q[X, Y] der Fall ist. Beide sind aber faktoriell, da na
h Gau� jederPolynomring �uber einem faktoriellen Ring selbst faktoriell ist.
Aufgabe 3: (6 Punkte)Wir betra
hten das Polynom f = X2Y2 + XY3 + X2Y + X3 ∈ Z[X, Y].a) S
hreiben Sie f als Polynom aus Z[X][Y] bzw. Z[Y][X] und geben Sie jeweils den Inhalt undden primitiven Anteil an!
Lösung: f = XY3 + X2Y2 + X2Y + X3 ∈ Z[X][Y] hat den Inhalt X, da X alle KoeÆziententeilt und der KoeÆzient von Y3 glei
h X ist, so da� der Inhalt ni
ht gr�o�er sein kann. Derprimitive Anteil in Z[X][Y] ist f∗ = Y3 + XY2 + XY + X2.In Z[Y][X] hat f = X3 +(Y2 +Y)X2 +Y3X den Inhalt eins, da der KoeÆzient von X3 glei
heins ist. Somit ist f hier ein primitives Polynom.b) Bestimmen Sie die f�uhrenden Terme von f bez�ugli
h der lexikographis
hen und der gra-duiert-lexikographis
hen Ordnung sowohl f�ur den Fall X > Y als au
h f�ur Y > X !
Lösung: Zun�a
hst sei X > Y. Dann ist bez�ugli
h der lexikographis
hen Ordnung derf�uhrende Term der mit der h�o
hsten X-Potenz, also X3. Bez�ugli
h der graduiert-lexiko-graphis
hen Ordnung m�ussen wir die Terme h�o
hsten Grades betra
hten, also X2Y2 und
XY3; der f�uhrende Term ist wegen des h�oheren X-Grads X2Y2.Nun sei Y > X. Dann ist bez�ugli
h der lexikographis
hen Ordnung der f�uhrende Term dermit der h�o
hsten Y-Potenz, also XY3, und au
h bez�ugli
h der graduiert-lexikographis
henOrdnung ist nun wegen des h�oheren Y-Grads XY3 der f�uhrende Term.
) Gibt es eine Monomordnung, bez�ugli
h derer X2Y das f�uhrende Monom ist?
Lösung: Nein, denn da X2Y ein Teiler von X2Y2 ist, mu� X2Y bez�ugli
h jeder Monom-ordnung kleiner als X2Y2 sein.d) Ist f irreduzibel?
Lösung: Nein, denn wie wir in a) gesehen haben, ist X ein ni
httrivialer Faktor.
Aufgabe 4: (18 Punkte)Wir arbeiten mit der lexikographis
hen Ordnung (mit X > Y) im Polynomring Q[X, Y]und betra
hten dort das Ideal I = (f, g) mit

f = (X − 1)2 + 2(Y − 1)2 − 3 und g = (X − 1)2 − Y2 − 1 .a) Zeigen Sie, da� f und g keine Gr�obner-Basis von I sind.



Lösung: Ausmultipliziert ist f = X2 − 2X + 2Y2 − 4Y und g = X2 − 2X − Y2; der f�uhrendeTerm ist in beiden F�allen X2, und somit ist S(f, g) = f−g = 3Y2 −4Y. Wenden wir daraufden Divisionsalgorithmus an, m�ussen o�ensi
htli
h alle Terme in den Rest, denn f und ghaben f�uhrenden Term X2, und kein Term von S(f, g) ist dadur
h teilbar. Also k�onnen fund g na
h Bu
hbergers Kriterium keine Gr�obnerbasis bilden.b) Zeigen Sie, da� g und f − g eine Gr�obner-Basis bilden!
Lösung: Der f�uhrende Term von f − g = 3Y2 − 4Y ist 3Y2, der von g weiterhin X2; alsoist
S(g, f − g) = Y2g −

X2

3
(f − g) = (X2Y2 − 2XY2 − Y4) − X2Y2 +

4

3
X2Y =

4

3
X2Y − 2XY2 − Y4 .Das m�ussen wir mit dem Divisionsalgorithmus dur
h g und f−g dividieren. Der f�uhrendeTerm 4

3
X2Y ist dur
h den f�uhrenden Term X2 von g teilbar; Subtraktion von 4

3
Yg l�a�t

−2XY2 − Y4 +
8

3
XY +

4

3
Y3�ubrig. Der f�uhrende Term davon ist −2XY2; er ist dur
h den f�uhrenden Term 3Y2 von

f − g teilbar. Addition von 2
3
X(f − g) f�uhrt zu

−Y4 +
4

3
Y3 = −

1

3
(f − g) .Somit ist S(g, f−g) modulo g und f−g auf Null reduzierbar; na
h Bu
hbergers Kriteriumhaben wir also eine Gr�obner-Basis.
) Zeigen Sie ohne weitere Re
hnung: Wenn g und f − g eine Gr�obner-Basis von I bilden,gilt dasselbe f�ur f und f − g.

Lösung: Na
h De�nition ist eine Menge Gr�obner-Basis eines Ideals I, wenn ihre f�uhren-den Monome das Ideal der f�uhrenden Monome von I erzeugen. Da f und g beide denf�uhrenden Term X2 haben, erzeugen die f�uhrenden Monome in beiden F�allen das glei
heIdeal (X2, Y2).d) Geben Sie eine reduzierte Gr�obner-Basis von I an!
Lösung: Zun�a
hst m�ussen die Elemente der vorhandenen Gr�obner-Basis auf f�uhrendenKoeÆzienten eins normiert werden. Bei g ist das bereits der Fall; f − g mu� dur
h dreidividiert werden. Die entstehende Basis aus

X2 − 2X − Y2 und Y2 −
4

3
Yist minimal, da keiner der beiden f�uhrenden Terme den anderen teilt, aber no
h ni
htreduziert, da der f�uhrende Term Y2 des zweiten Basiselement im ersten vorkommt. Wirm�ussen dieses daher ersetzen dur
h seine Summe mit dem zweiten und erhalten die neue,reduzierte Basis aus

X2 − 2X −
4

3
Y und Y2 −

4

3
Y .e) Auf wel
he reduzierte Gr�obner-Basis h�atte die Basis aus f und f − g gef�uhrt?

Lösung: Da die reduzierte Gr�obner-Basis eines Ideals bei vorgegebener Monomordnungeindeutig ist, auf dieselbe.f) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge V(I) !



Lösung: Das zweite Basispolynom Y2 − 4
3
Y = Y(Y− 4

3
) vers
hwindet f�ur Y = 0 und Y = 4

3
.Setzen wir im ersten Basispolynom Y = 0, erhalten wir X2 −2X = X(X−2) = 0; also liegen

(0, 0) und (2, 0) in V(I).Einsetzen von Y = 4
3
f�uhrt auf das Polynom

X2 − 2X −
16

9
= (X − 1)2 −

25

9
;es vers
hwindet f�ur x = 1 ± 5

3
, so da� wir die weiteren Nullstellen (8

3
, 4

3
) und (−2

3
, 4

3
)erhalten. Somit ist

V(I) =

{
(0, 0), (0, 2),

(

8

3
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4

3

)

,

(

−
2

3
,
4

3

)} .g) Interpretieren Sie das Ergebnis geometris
h!
Lösung: Die Nullstellenmenge von f ist eine Ellipse, die von g eine Hyperbel; die beidenKurven s
hneiden si
h in den vier bere
hneten Punkten.
Aufgabe 5: (12 Punkte)Gegeben seien die beiden Polynome

f = 3X3 + 2X2 − X + 1 und g = X2 + 2X + 2aus Z[X]; f�ur jede Primzahl p seien f(p), g(p) ∈ Fp[X] die entspre
henden Polynome mitKoeÆzienten modulo p.a) Geben Sie eine obere S
hranke an f�ur den Betrag von ResX(f, g) !
Lösung: Die Resultante ist die Determinante einer 5×5-Matrix, deren erste beiden ZeilenKoeÆzienten von f enthalten; ihr Betrag ist h�o
hstens drei. Dann kommen drei Zeilen mitKoeÆzienten von g; ihr Betrag ist h�o
hstens zwei. Daher ist der Betrag der Determinantena
h dem Lapla
es
hen Entwi
klungssatz h�o
hstens glei
h 5! ·32 ·23 = 120 ·9 ·8 = 8640.b) F�ur wel
he Primzahlen k�onnen Sie si
her sein, da� ResX(f, g) mod p = ResX(f(p), g(p)) ?
Lösung: Das gilt auf jeden Fall modulo aller Primzahlen, die keinen der beiden f�uhrendenKoeÆzienten teilen, also f�ur alle au�er der Drei. (Anders als bei der modularen ggT-Bere
hnung rei
ht hier ni
ht, da� die Primzahl ni
ht beide f�uhrenden KoeÆzienten teilt;au
h wenn sie nur einen teilt, �andert si
h s
hon die Gr�o�e der Sylvester-Matrix.)
) Tats�a
hli
h ist der Betrag der Resultante von f und g kleiner als hundert, und wie manna
hre
hnen kann (aber ni
ht mu�), ist ResX(f(59), g(59)) = 6 und ResX(f(61), g(61)) = 4.Bere
hnen Sie ResX(f, g) !
Lösung: Na
h b) und den hier gegebenen Informationen ist ResX(f, g) ≡ 6 mod 59 undResX(f, g) ≡ 4 mod 61. 59 und 61 sind teilerfremd; also k�onnen wir den 
hinesis
henRestesatz anwenden, um ResX(f, g) mod (59·61) zu bere
hnen. Der erweiterte Euklidis
heAlgorithmus zeigt, da�

2 = 61 − 59 und 1 = 59 − 29 · 2 = 59 − 29 · (61 − 59) = 30 · 59 − 29 · 61ist. Somit ist
30 · 59 = 1770 ≡

{
0 mod 59

1 mod 61
und − 29 · 61 = −1769 ≡

{
1 mod 59

0 mod 61
.Daher ist ResX(f, g) ≡ 1770 · 4 − 1769 · 6 = −3534 mod 59 · 61 = 3599. Da die Resultanteh�o
hstens Betrag hundert hat, folgt ResX(f, g) = −3534 + 3599 = 65 .



d) F�ur wel
he Primzahlen p haben f(p) und g(p) einen gemeinsamen Faktor?
Lösung: 65 = 5 · 13; da beide Primzahlen keinen der f�uhrenden KoeÆzienten teilen, istalso Res(f(5), g(5)) = 0 in F5 und Res(f(13), g(13)) = 0 in F13. �Uber den Fall p = 3 sagtuns die bere
hnete Resultante ni
hts; hier m�ussen wir uns die Polynome direkt ans
hauen:

f(3) = 2X2 + 2X + 1 und g(3) = X2 + 2X + 2haben die Summe X; jeder gemeinsame Teiler, mu� also au
h X teilen. Da X weder f no
h gteilt, gibt es keinen e
hten gemeinsamen Teiler.
Aufgabe 6: (8 Punkte)a) S
hreiben Sie das Polynom f = X4 + X2 + 1 ∈ F2[X] als Produkt zweier ni
httrivialerFaktoren!
Lösung: X4 + X2 + 1 = (X2 + X + 1)2, denn in Fp[X] ist (

d∑

i=0

aiX
i

)p

=
d∑

i=0

aiX
ip .b) Haben Sie damit die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren gefunden?

Lösung: Ja, denn w�are X2+X+1 ni
ht irreduzibel, m�u�te es einen linearen Faktor haben,d.h. also eine Nullstelle in F2. Das Polynom nimmt aber sowohl an der Stelle eins als au
han der Stelle null den Wert eins an.
) Finden Sie einen Linearfaktor des Polynoms g = X4 + 2X3 + 2X2 + 1 ∈ F3[X] !
Lösung: g(0) = 1 6= 0, aber g(1) = 1 + 2 + 2 + 1 = 0. Also ist das Polynom dur
h
X − 1 = X + 2 teilbar.d) Zerlegen Sie g in seine irreduziblen Faktoren!
Lösung:

(X4 + 2X3+ 2X2 + 1) : (X + 2) = X3 + 2X + 2 = X2 + 2X + 2

2X2 + 1

2X + 1Letzteres Polynom ist irreduzibel, denn sonst m�u�te es einen linearen Faktor, also eineNullstelle in F3 haben. Seine Werte an den Stellen 0, 1, 2 ∈ F3 sind aber 2, 2 und 1. Somitist g = (X + 2)(X3 + 2X + 2) die Zerlegung von g in irreduzible Faktoren in F3[X].e) Zeigen Sie, da� das Polynom h = X4 − 4X3 + 5X2 + 6X + 7 ∈ Z[X] irreduzibel ist!
Lösung: O�ensi
htli
h ist h(2) = f und h(3) = g. H�atte h einen e
hten irreduziblenFaktor k ∈ Z[X] vom Grad d > 0, so w�are k(2) ein Faktor von f und k(3) einer von g.Da h den f�uhrenden KoeÆzienten eins hat, h�atten k(2) und k(3) den glei
hen Grad wie k.F�ur k(2) ist aber nur Grad zwei m�ogli
h, und f�ur k(3) nur Grad eins oder drei. Beidesglei
hzeitig geht ni
ht.

Abgabe bis zum Samstag, dem 13. Dezember 2014, um 13.00 Uhr


