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Aufgabe 1: (9 Punkte)a) Stellen Sie den gr�o�ten gemeinsamen Teiler von 301 und 259 als Linearkombination dieserbeiden Zahlen dar!b) Berehnen Sie die Resultante der beiden Polynome f = X2 + λ und g = X2 − λX + λbez�uglih X, und interpretieren Sie das Ergebnis!
Aufgabe 2: (7 Punkte)Geben Sie f�ur jeden der folgenden Ringe an, ob er ein Integrit�atsbereih, Euklidishund/oder faktoriell ist! Begr�unden Sie Ihre Antwort jeweils durh einen kurzen Verweisaus einen Satz oder eine De�nition der Vorlesung oder zeigen Sie an einem Beispiel, da�der Ring die betrahtete Eigenshaft niht haben kann:a) Z, b) Z[X] ) (Z/6)[X], d) Q[X] e) Q[X, Y] f) Q[X, Y]/(XY) !
Aufgabe 3: (6 Punkte)Wir betrahten das Polynom f = X2Y2 + XY3 + X2Y + X3

∈ Z[X, Y].a) Shreiben Sie f als Polynom aus Z[X][Y] bzw. Z[Y][X] und geben Sie jeweils den Inhalt undden primitiven Anteil an!b) Bestimmen Sie die f�uhrenden Terme von f bez�uglih der lexikographishen und der gra-duiert-lexikographishen Ordnung sowohl f�ur den Fall X > Y als auh f�ur Y > X !) Gibt es eine Monomordnung, bez�uglih derer X2Y das f�uhrende Monom ist?d) Ist f irreduzibel?
Aufgabe 4: (18 Punkte)Wir arbeiten mit der lexikographishen Ordnung (mit X > Y) im Polynomring Q[X, Y]und betrahten dort das Ideal I = (f, g) mit

f = (X − 1)2 + 2(Y − 1)2 − 3 und g = (X − 1)2 − Y2 − 1 .a) Zeigen Sie, da� f und g keine Gr�obner-Basis von I sind.b) Zeigen Sie, da� g und f − g eine Gr�obner-Basis bilden!) Zeigen Sie ohne weitere Rehnung: Wenn g und f − g eine Gr�obner-Basis von I bilden,gilt dasselbe f�ur f und f − g.d) Geben Sie eine reduzierte Gr�obner-Basis von I an!e) Auf welhe reduzierte Gr�obner-Basis h�atte die Basis aus f und f − g gef�uhrt?f) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge V(I) !g) Interpretieren Sie das Ergebnis geometrish!
• • • Bitte wenden! • • •



Aufgabe 5: (12 Punkte)Gegeben seien die beiden Polynome
f = 3X3 + 2X2 − X + 1 und g = X2 + 2X + 2aus Z[X]; f�ur jede Primzahl p seien f(p), g(p)

∈ Fp[X] die entsprehenden Polynome mitKoeÆzienten modulo p.a) Geben Sie eine obere Shranke an f�ur den Betrag von ResX(f, g) !b) F�ur welhe Primzahlen k�onnen Sie siher sein, da� ResX(f, g) mod p = ResX(f(p), g(p)) ?) Tats�ahlih ist der Betrag der Resultante von f und g kleiner als hundert, und wie mannahrehnen kann (aber niht mu�), ist ResX(f(59), g(59)) = 6 und ResX(f(61), g(61)) = 4.Berehnen Sie ResX(f, g) !d) F�ur welhe Primzahlen p haben f(p) und g(p) einen gemeinsamen Faktor?
Aufgabe 6: (8 Punkte)a) Shreiben Sie das Polynom f = X4 + X2 + 1 ∈ F2[X] als Produkt zweier nihttrivialerFaktoren!b) Haben Sie damit die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren gefunden?) Finden Sie einen Linearfaktor des Polynoms g = X4 + 2X3 + 2X2 + 1 ∈ F3[X] !d) Zerlegen Sie g in seine irreduziblen Faktoren!e) Zeigen Sie, da� das Polynom h = X4 − 4X3 + 5X2 + 6X + 7 ∈ Z[X] irreduzibel ist!
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