
Kapitel 4
Faktorisierung von Polynomen

In diesem Kapitel werden wir eine andere Art modularer Methoden ken-
nenlernen, die vor allem für die Faktorisierung von Polynomen nützlich
ist, die allerdings auch gelegentlich bei der Berechnung größter gemein-
samer Teiler bessere Ergebnisse liefert als der Ansatz aus dem vorigen
Kapitel.

Der dortige Ansatz funktionierte, weil es höchstens endlich viele Stellen
schlechter Reduktion gab. Wie wir bald sehen werden, ist dasbei der Fak-
torisierung von Polynomen nicht mehr der Fall: Hier kann es passieren,
daß wirüberall schlechte Reduktion haben, und daß die Faktorisierun-
gen modulo verschiedener Primzahlen zu Faktoren verschiedener Grade
führen. Hier ist der chinesische Restesatz offensichtlich keine geeignete
Strategie f̈ur die modulare Berechnung.

Stattdessen werden wir uns hier auf eine einzige Primzahlp beschr̈anken
und dann diese Ergebnisse hochheben zu Faktorisierungen modulo der
Potenzen vonp, bis wir oberhalb der Schranke für die Betr̈age der
Koeffizienten von Teilern sind. Falls das, was wir dann bekommen,
keine Teiler des ursprünglichen Polynoms sind, m̈ussen wir versuchen,
diese so lange zu kombinieren, bis wir einen Teiler gefundenhaben – im
Extremfall das Ausgangspolynom selbst.

Wir wissen aus Kapitel II,§4, daß sich jedes Polynom in endlich vielen
Veränderlichen̈uber einem K̈orper bis auf Reihenfolge und Einheiten
eindeutig als Produkt irreduzibler Faktoren schreiben läßt; der auf GAUSS

zurückgehende Beweis ist allerdings nicht konstruktiv. Bevorwir uns
mit dem Problem der konstruktiven Faktorisierung beschäftigen, sollten
wir uns aber zun̈achstüberlegen, ob sich der Aufwand lohnt, ob es uns
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also wirklich etwas n̈utzt, die irreduziblen Faktoren eines gegebenen
Polynoms zu kennen.

Eine der Grundaufgaben der Computeralgebra und das zentrale Thema
dieser Vorlesung ist die L̈osung nichtlinearer Gleichungen und Glei-
chungssysteme. Schon im Falle einer Gleichung in einer Variablen wird
dies mit zunehmendem Grad immer schwieriger: Für lineare Gleichun-
gen ist die L̈osung fast trivial und f̈ur quadratische Gleichungen haben
wir die aus der Schule wohlbekannten Formeln. Für kubische und bi-
quadratische Gleichungen gibt esim Prinzipimmer noch solche Formel,
sie sind aber deutlich komplizierter und liefern zumindesta priori das
Ergebnis oft nicht in seiner einfachstmöglichen Form. Ab Grad f̈unf
zeigt uns ein Satz von NILS ABEL aus der Algebra, daß es zumindest für
die allgemeinstm̈ogliche Gleichung diesen Grades keine Formel mehr
geben kann, die nur Grundrechenarten und Wurzeln benutzt. Es gibt
zwar Formeln, die zumindest für Polynome mit reellen oder komplexen
Koeffizienten stattdessen andere Funktionen wie Modulfunktionen und
speziell Thetafunktionen verwenden, aber diese Funktionen sindüber
unendliche Reihen definiert und daher für die exakten algebraischen
Rechnungen, um die es uns hier in der Computeralgebra geht, nicht ge-
eignet. Imübrigen sind auch schon die Wurzelausdrücke f̈ur die Lösung
kubischer und biquadratischer Gleichungen oft numerisch instabil, so
daß die direkte numerische Berechnung nach einem numerischen Ver-
fahren wie dem von NEWTON zu erheblich besseren Ergebnissen führt
als die numerische Anwendung einer Lösungsformel.

Wir gewinnen daher sehr viel, wenn wir eine Polynomgleichung höheren
Grades faktorisieren k̈onnen in Faktoren der Grade eins und zwei. Wenn
wir an exakten L̈osungen interessiert sind, gibt uns die reell-algebraische
Geometrie Verfahren, mit denen wir die Nullstellen auch Polynome
höheren Grades eindeutig charakterisieren können falls die Koeffizi-
enten aus einem Teilkörper vonR oderC stammen, in dem wir exakt
rechnen k̈onnen; aber auch hier steigt der Aufwand sehr schnell mit dem
Grad und es ist daher meist effizienter, die Gleichungen, sofern m̈oglich,
überQ oder einem nicht allzu großen Erweiterungskörper zu zerlegen
und dann nach Nullstellen der Faktoren zu suchen.

Im Falle von Gleichungssystemen wächst der Aufwand noch stärker mit
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den Graden der Gleichungen; wenn wir diese faktorisieren können und
stattdessen mit den Gleichungssystem aus Kombinationen von Faktoren
arbeiten, ẅachst der Aufwand zwar angesichts der Vielzahl von Kom-
binationen auch deutlich, ist aber doch insgesamt immer noch geringer.

§1: Der Algorithmus von Kronecker

Der erste zumindest im Prinzip konstruktive Beweis für die Faktorisier-
barkeit von Polynomen geht zurück auf LEOPOLDKRONECKER. Er führt
das Problem der Faktorisierung eines PolynomsüberZ zurück auf das
(zumindest f̈ur große Zahlen alles andere als einfache) Problem der
Faktorisierung ganzer Zahlen. Ausgangspunkt ist die folgende triviale
Beobachtung: Angenommen, wir haben inZ[X] eine Zerlegungf = gh.
Für jede ganze Zahla ist dannf (a) = g(a)h(a). Somit istg(a) für je-
desa ∈ Z ein Teiler vonf (a).

LEOPOLDKRONECKER(1823–1891) ist heute zwar Vie-
len nur im Zusammenhang mit dem KRONECKER-δ be-
kannt, er war aber einer der bedeutendsten deutschen
Mathematiker seiner Zeit. Seine Arbeiten befaßten sich
mit Algebra, Zahlentheorie und Analysis, wobei er ins-
besondere die Verbindungen zwischen der Analysis und
den beiden anderen Gebieten erforschte. Bekannt ist
auch seine Ablehnung jeglicher mathematischer Metho-
den, die, wie die Mengenlehre oder Teile der Analysis,
unendliche Konstruktionen verwenden. Er war deshalb
mit vielen anderen bedeutenden Mathematikern seiner
Zeit verfeindet, z.B. mit CANTOR und mit WEIERSTRASS

Ein Polynom vom Gradd ist eindeutig bestimmt durch seine Werte an
d+1 verschiedenen Stellena0, . . . , an und kann mit Hilfe wohlbekannter
Interpolationsformeln leicht aus dend + 1 Paaren

(
ai, g(ai)

)
bestimmt

werden; die m̈oglichen Werteg(ai) wiederum sind Teiler derf (ai).

Daher berechnet KRONECKER auf der Suche nach einem Teiler vom
Gradd für d + 1 beliebig geẅahlte ganzzahlige Wertea0, . . . , ad die
Funktionswertef (a0), . . . , f (ad), und konstruiert f̈ur jedes (d + 1)-tupel
(b0, . . . , bd) ganzer Zahlen mitbi|f (ai) ein Interpolationspolynomg mit
g(ai) = bi. Falls keines der Polynome Teiler vonf ist, hatf keinen
Teiler vom Gradd, andernfalls wird einer gefunden.
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Über den Gradd eines potentiellen Teilers ist natürlich a priori nichts
bekannt; wir wissen nur eines: Wenn es einen nichttrivialenTeiler gibt,
dann gibt es auch einen, dessen Grad höchstens gleich der Ḧalfte des
Grads vonf ist. Im Extremfall m̈ussen wir daher alle diese Grade aus-
probieren, bis sich dann m̈oglicherweise herausstellt, daßf irreduzibel
ist. Falls dann noch einige der Zahlenf (ai) viele Teiler haben, läßt sich
leicht vorstellen, daß der Aufwand schon für sehr moderate Grade vonf
astronomisch wird. Zum Glück gibt es deutlich effizientere Alternativ-
en, so daß der Algorithmus von KRONECKERin der Praxis nie eingesetzt
wird.

Als Beispiel wollen wir versuchen, das Polynom

f = 8X7 − 16X6 − 20X5 + 15X4 + 13X3 + 9X2 + 10X + 2

in Z[X] zu faktorisieren.

Als erstes suchen wir nach Linearfaktoren; diese haben die Form (bX+c).
Um sie mit KRONECKERs Methode zu finden, m̈ussen wir die Funktion
an zwei Stellen mit m̈oglichst einfachen Funktionswerten betrachten;
dazu bieten sichx0 = −1 mit f (x0) = −1 undx1 = 0 mit f (x1) = 2 an.
Für einen Teilerg ∈ Z[X] vonf muß daherg(x0) = ±1 undg(x1) = ±1
oder±2 sein.

Tats̈achlich k̈onnen wir uns auf Polynome mitg(x0) = 1 beschr̈anken,
denng ist genau dann ein Teiler, wenn auch−g einer ist, und wenn
das eine Polynom an der Stelle−1 den Wert 1 hat, ist das andere
dort gleich−1. Wir müssen also die Interpolationspolynome zu den
vier Wertepaaren

(
(−1, 1), (0, y0)

)
mit y0 ∈ {−2,−1, 1, 2} konstru-

ieren und testen, ob sief teilen. Der Maple-Befehl zur Konstruktion
des Interpolationspolynoms durch die Punkte (x1, y1) bis (xn, yn) ist
interp([x1, . . . , xn], [y1, . . . , yn], X); wir schreiben also

> for y0 in [-2, -1, 1, 2] do
> g := interp([-1, 0], [1, y0], X);
> if rem(f, g, X) = 0 then print(g) fi od:

1

Die einzige
”
Lösung“ die wir bekommen, ist das konstante Polynom 1,

das naẗurlich auf keine Faktorisierung führt. Somit gibt es keine linearen
Faktoren.
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Auf der Suche nach quadratischen Faktoren brauchen wir einen weiteren
Interpolationspunkt; daf (1) = 21 nur zwei Primteiler hat, bietet sich
x = 1 an, wo ein Teiler vonf einen der acht Werte±1,±3,±7 oder
±21 annehmen muß. Nun müssen also schon 4× 8 = 32 Interpolation-
spolynome konstruiert und durchprobiert werden:

> for y0 in [-2, -1, 1, 2] do

> for y1 in [-21, -7, -3, -1, 1, 3, 7, 21] do

> g := interp([-1, 0, 1], [1, y0, y1], X);

> if rem(f, g, X) = 0 then print(g) fi od od:

1

Es gibt also auch keine quadratischen Teiler.

Für kubische Faktoren brauchen wir einen weiteren Interpolationspunkt.
Wir kennen bereits die beiden Funktionswertef (2) = −238 und
f (−2) = −1254; Versuche mit anderen betragskleinenx-Werten liefern
nicht besseres. Da 238 = 2·7·17 nur drei Primteiler hat, 1254 = 2·3·11·19
aber vier, versuchen wir unser Glück mit dem Punkt (2,−238), wobei
wir nun für g(2) schon 16 Werte betrachten müssen, insgesamt also
4× 8× 16 = 512 Interpolationspolynome:

> for y0 in [-2, -1, 1, 2] do

> for y1 in [-21, -7, -3, -1, 1, 3, 7, 21] do

> for y2 in [-238, -119, -34, -17, -14, -7, -2, -1,

> 1, 2, 7, 14, 17, 34, 119, 238] do

> g := interp([-1, 0, 1, 2], [1, y0, y1, y2], X);

> if rem(f, g, X) = 0 then print(g) fi od od od:

1

−2X
3 + 3X2 + 5X + 1

Somit gibt es bis aufs Vorzeichen genau einen kubischen Faktor, und
die Zerlegung vonf ist

f = (−2X
3 + 3X2 + 5X + 1)(−4X

4 + 2X3 + 3X2 + 2)

= (2X3 − 3X
2 − 5X − 1)(4X4 − 2X

3 − 3X
2 − 2) .
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§2: Die quadratfreie Zerlegung eines Polynoms

Wir betrachten ein Polynomf über einem K̈orper oder einem fakto-
riellen Ringk. Da der Polynomringk[X] faktoriell ist, zerf̈allt f dort
in ein Produkt aus einer Einheitu ∈ k× und Potenzen irreduzibler
Polynome ausk[X]:

f = u

N∏

i=1

q
ei

i .

Falls alleei = 1 und kein zweiqi zueinander assoziiert sind, bezeich-
nen wir f als quadratfrei. Ziel der quadratfreien Zerlegung ist es, ein
beliebiges Polynomf in der Form

f =
M∏

j=1

g
j

j

zu schreiben, wobei diegj paarweise teilerfremde quadratfreie Poly-
nome sind. Vergleichen wir mit der obigen Darstellung und vernachl̈assi-
gen wir für den Augenblick die Einheitu, so folgt, daßgj das Produkt
aller qi mit ei = j ist.

a) Quadratfreie Zerlegung über den reellen Zahlen

Wenn ein Polynomf ∈ R[X] eine mehrfache Nullstelle hat, ver-
schwindet dort auch die Ableitungf ′. Allgemeiner gilt, daß f̈ur ein
Polynomh ∈ R[X], dessene-te Potenzf teilt, zumindesthe−1 auch
die Ableitungf ′ teilen muß, denn istf = heg, so ist

f
′ = eh

e−1
h
′

g + h
e
g
′ = h

e−1(eh′

g + hg
′) .

Fallsf genaudurchhe teilbar ist, ist auchf ′ genau durchhe−1 teilbar,
denn ẅare es sogar durchhe teilbar, so ẅare auchehe−1h′g durchhe

teilbar, so daßh ein Teiler vong wäre.

Damit ist ggT(f, f ′) =
∏r

i=1 fei−1
i und

h1 =
f

ggT(f, f ′)
=

r∏

i=1

qi
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ist das Produkt aller irreduzibler Faktoren vonf . Alle irreduziblen Fak-
toren vonf , die dort mindestens in der zweiten Potenz vorkommen, sind
auch Teiler vonf ′, also ist

g1 =
h1

ggT(h1, f
′)

das Produkt aller irreduzibler Faktoren vonf , die dort genau in der
ersten Potenz vorkommen.

In f1 = f/h1 kommen alle irreduziblen Faktoren vonf mit einem um
eins verminderten Exponenten vor; insbesondere sind also die mitei = 1
verschwunden. Wenden wir darauf dieselbe Konstruktion an,erhalten
wir die Zerlegung ggT(f1, f

′

1) =
∏r

i=1 fmax(ei−2,0)
i , und

h2 =
f1

ggT(f1, f
′

1)
=

r∏

i=1

qi

ist das Produkt aller irreduzibler Faktoren vonf1, also das Produkt
aller Faktoren vonf , die mit einem Exponenten von mindestens zwei
vorkommen. Damit ist

g2 =
h2

ggT(h2, f
′

1)

das Produkt aller Faktoren, die inf mit Multiplizit ät genau zwei vor-
kommen.

Nach dem gleichen Schema können wir, fallsf2(x) nicht konstant ist,
weitermachen und rekursiv für i ≥ 3 definieren

hi =
fi−1

ggT(fi−1, f
′

i−1
, gi(x) =

hi

ggT(hi, f
′

i−1)
und fi(x) =

fi−1

hi

,

bis wir für ein konstantesfi erhalten. Dann hat jedes Polynomgi nur
einfache Nullstellen, und diese Nullstellen sind genau diei-fachen Null-
stellen des Ausgangspolynomsf .

Bis auf eine eventuell notwendige Konstantec ist damitf das Produkt der
Polynomeg j

j , und falls wir alle Nullstellen der Polynomegj bestimmen
können, kennen wir alle Nullstellen vonf .
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Als Beispiel betrachten wir das Polynom

f (x) = X
4 − 5X

2 + 6X − 2 mit f
′(X) = 4X3 − 10X + 6 .

Wir berechnen zun̈achst den ggT vonf undf ′:

(X4 − 5X
2 + 6X − 2) : (4X3 − 10X + 6) =

X

4
Rest− 5

2
X

2 +
9
2
X − 2

(4X
3−10X+6) :

(
−5

2
X

2 +
9
2
X − 2

)
= −8

5
X−72

25
Rest− 6

25
X+

6
25

(
−5

2
X

2 +
9
2
X − 2

)
:

(
− 6

25
X +

6
25

)
=

125
12

X − 25
3

Somit ist der ggT gleich− 6
25(X − 1); da es auf Konstanten nicht

ankommt, rechnen wir besser mit (X − 1).

Eigentlich sind wir damit schon fertig: Der ggT hat nur die einfache
Nullstellex = 1, also hatf (x) an der Stelle eins eine doppelte Nullstelle,
und alles andere sind einfache Nullstellen. Da

(X4 − 5X
2 + 6X − 2) : (X − 1)2 = X

2 + 2X − 2

ist, haben wir die quadratfreie Zerlegung

f (X) = (X2 + 2X − 2) · (X − 1)2 .

Zur Illustration k̈onnen wir aber auch strikt nach Schema weiterrechnen.
Dann brauchen wir als nächstes

h1 =
f

ggT(f, f ′)
=

X4 − 5X2 + 6X − 2
X − 1

= X
3 + X

2 − 4X + 2 ,

das Polynom das an jeder Nullstelle vonf (X) eine einfache Nullstelle
hat. Sodann brauchen wir den ggT vonh1(X) undf ′(X); da wir schon
wissen, daßf undf ′ außer der Eins keine gemeinsame Nullstelle haben,
muß das (X − 1) sein. Somit ist

g1 =
X3 + X2 − 4X + 2

X − 1
= X

2 + 2X − 2 = (X + 1)2 − 3

das Polynom, das genau bei den einfachen Nullstellen vonf ver-
schwindet, also bei−1±

√
3. Als nächstes muß

g1(X) =
f (X)
h1(X)

=
X4 − 5X2 + 6X − 2
X3 + X2 − 4X + 2

= X − 1
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untersucht werden; da es nur für X = 1 verschwindet, ist die Eins eine
doppelte Nullstelle vonf . Damit sind alle Nullstellen vonf (X) sowie
auch deren Vielfachheiten gefunden.

b) Ableitungen über einem beliebigen Körper

Auch wenn Ableitungen ursprünglich über Grenzwerte definiert sind,
ist doch die Ableitung eines Polynoms rechnerisch gesehen eine rein al-
gebraische Operation, die sich im Prinzipüber jedem beliebigen K̈orper
oder sogar Ringk erklären l̈aßt: Wir definierendie Ableitung eines
Polynoms

f = adX
d + ad−1X

d−1 + · · · + a1X + a0 ∈ k[X]

als das Polynom

f
′ = dadX

d−1 + (d − 1)ad−1X
d−2 + · · · + a1 ∈ k[X] .

Es ist klar, daß die so definierte Abbildungk[X] → k[X], die jedem
Polynomf ∈ k[X] seine Ableitungf ′ zuordnet,k-linear ist. Auch
die LEIBNIZsche Produktregel (fg)′ = fg′ + fg′ ist erfüllt: Wegen der
Lineariẗat der Ableitung und der Linearität beider Seiten der Formel
sowohl inf als auch ing gen̈ugt es, dies f̈urX-Potenzen nachzurechnen,
und für f = Xn, g = Xm ist (fg)′ = (n + m)Xn+m−1 gleich

fg
′ + f

′

g = X
n
mX

m−1 + nX
n−1

X
m = (m + n)Xn+m−1 .

Damit gelten diëublichen Ableitungsregeln auch für die formale Ablei-
tung von Polynomen ausk[X].

c) Die Charakteristik eines Körpers

Es gibt allerdings einen wesentlichen Unterschied: In der Analysis folgt
durch eine einfache Anwendung des Mittelwertsatzes, daß die Ableitung
einer differenzierbaren Funktion genau dann identisch verschwindet,
wenn die Funktion konstant ist. Bei einer rein algebraischen Behand-
lung des Themas k̈onnen wir naẗurlich nicht auf den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung zur̈uckgreifen, sondern m̈ussen direkt nachrech-
nen, wann die Ableitung eines Polynoms gleich dem Nullpolynom ist.
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Mit den obigen Bezeichnungen ist dies genau dann der Fall, wenn alle
Koeffizienteniai der Ableitung verschwinden. Bei den Faktoren dieses
Produkts handelt es sich um die Zahli ∈ N0 und das K̈orperelementai.

Falls der Grundk̈orperk die rationalen Zahlen enthält, können wir auch
i als Element vonk auffassen und haben somit ein Produkt zweier
Körperelemente. Dieses verschwindet genau dann, wenn mindestens
einer der beiden Faktoren verschwindet; die Ableitung ist somit genau
dann das Nullpolynom, wennai = 0 für alle i 6= 0, wenn das Polynom
also konstant ist.

Auch wennN0 keine Teilmenge vonk ist, mußk als Körper zumindest
die Eins enthalten. Wir k̈onnen daher rekursiv eine Abbildungϕ vonN0
nachk definieren durch die Vorgabenϕ(0) = 0 undϕ(n + 1) = ϕ(n) + 1
für allen ∈ N0. Diese Abbildung l̈aßt sich aufZ fortsetzen durch die
weitere Forderungϕ(−n) = −ϕ(n).

Da die Addition inN rekursivüber Summen von Einsen definiert wird,
überlegt man sich schnell, daß für zwei ganze Zahlena, b ∈ Z gilt:
ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b). Da die Multiplikation inZ rekursiv definiert ist
über die Addition, folgt daraus wiederum, daß auchϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)
ist; ϕ ist also mit Addition und Multiplikation vertr̈aglich. (In der Alge-
bra sagt man,ϕ sei ein Ringhomomorphismus.)

Falls ϕ(n) nur für n = 0 verschwindet, kannZ und damit auchQ als
Teilmenge vonk aufgefaßt werden; andernfalls gibt es eine kleinste
naẗurliche Zahlp, so daßϕ(p) = 0 ist. Daϕ(1) = 1 6= 0, istp ≥ 2.

Ist a eine weitere ganze Zahl mitϕ(a) = 0, so k̈onnen wira mit Rest
durchp dividieren:a = pb + r mit 0 ≤ r < p. Dabei ist

ϕ(r) = ϕ(a) − ϕ(pb) = ϕ(a) − ϕ(p)ϕ(b) = 0 ,

also ist auchr = 0, dennp ist die kleinste positive Zahl mitϕ(p) = 0.
Somit verschwindetϕ(p) genau f̈ur die Vielfachen vonp.

Schreiben wirp = ab als Produkt zweier natürlicher Zahlena, b, so ist
0 = ϕ(p) = ϕ(a)ϕ(b). Daϕ(a) undϕ(b) Körperelemente sind, muß daher
mindestens eines der beiden verschwinden; da beides natürliche Zahlen
und ḧochstens gleichp sind, geht das nur, wenn eines gleich eins und
das andere gleichp ist. Somit istp eine Primzahl.
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Definition: Wir sagen, ein K̈orperk habe die Charakteristik null, wenn
die Abbildungϕ: Z → k injektiv ist. Andernfalls sagen wir, die Charak-
teristik vonk sei gleichp, wobeip die kleinste naẗurliche Zahl ist mit
ϕ(p) = 0.

Die Charakteristik eines K̈orpers ist somit entweder null oder eine Prim-
zahl. Wir schreiben chark = 0 bzw.chark = p.

Offensichtlich bilden die rationalen, reellen und auch komplexen Zahlen
Körper der Charakteristik null, und charFp = p.

Gehen wir zur̈uck zur Ableitung eines Polynoms! Das Produktiai ist
gleich dem ink berechneten Produktϕ(i)ai, verschwindet also genau
dann, wenn mindestens einer der beiden Faktoren verschwindet. F̈ur
einen K̈orper der Charakteristik null verschwindetϕ(i) nur für i = 0;
hier müssen also alleai mit i ≥ 1 verschwindet, d.h. das Polynom ist
konstant.

Für einen K̈orper der Charakteristikp > 0 verschwindetϕ(i) allerdings
auch f̈ur alle Vielfachen vonp, so daß die entsprechenden Koeffizienten
nicht verschwinden m̈ussen. Ein Polynomf über einem K̈orper der Cha-
rakteristikp > 0 hat daher genau dann das Nullpolynom als Ableitung,
wenn es sich als Polynom inXp schreiben l̈aßt.

Wir wollen unsüberlegen, daß dies genau dann der Fall ist, wenn das
Polynom diep-te Potenz eines anderen Polynoms ist, dessen Koeffi-
zienten allerdings m̈oglicherweise in einem größeren K̈orper liegen.
Ausgangspunkt dafür ist das folgende

Lemma: Istk ein Körper der Charakteristikp > 0, so gilt f̈ur zwei Poly-
nomef, g ∈ k[X] und zwei Elementea, b des K̈orpers die Gleichung
(af + bg)p = apfp + bpgp. Insbesondere ist

(adX
d + ad−1X

d−1 + · · · + a1X + a0)p

= a
p

dX
dp + a

p

d−1X
(d−1)p + · · · + a

p

1X
p + a

p

0 .

Beweis:Nach dem binomischen Lehrsatz ist

(af + bg)p =
p∑

i=0

(
p

i

)
(af )i(bg)p−i mit

(
p

i

)
=

p · · · (p − i + 1)
i!

.
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Für i = 0 undi = p ist
(
p

i

)
= 1, für alle andereni stehtp zwar im Z̈ahler,

nicht aber im Nenner des obigen Bruchs. Daher ist
(
p

i

)
durchp teilbar,

die Multiplikation mit
(
p

i

)
ist also die Nullabbildung. Somit ist

(af + bg)p = (af )p + (bg)p = a
p
f

p + b
p
g

p .

Durch Anwendung auf die Summanden des Polynoms folgt darausin-
duktiv auch die zweite Formel.

Wir können dieses Lemma auch speziell auf eine Summe von lauter
Einsen anwenden; dann folgt

(1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
n mal

)p = 1p + · · · + 1p

︸ ︷︷ ︸
n mal

= 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
n mal

;

solche Summen sind also gleich ihrerp-ten Potenz. Somit gilt

Kleiner Satz von Fermat: Für jedes Elementa ∈ Fp ist ap = a.

Speziell f̈ur den K̈orperFp vereinfacht sich daher das obige Lemma zum
folgenden

Korollar: Für ein Polynom mit Koeffizienten ausFp ist

(adX
d + ad−1X

d−1 + · · · + a1X + a0)p

= adX
dp + ad−1X

(d−1)p + · · · + a1X
p + a0 .

Der franz̈osische Mathematiker PIERRE DE FERMAT

(1601–1665) wurde in Beaumont-de-Lomagne geboren.
Bekannt ist er heutzutage vor allem für seine 1994
von ANDREWWILES bewiesene Vermutung, wonach die
Gleichungxn + yn = zn für n ≥ 3 keine ganzzahlige
Lösung mitxyz 6= 0 hat. Dieser

”
große“ Satzes von FER-

MAT , von dem FERMAT lediglich in einer Randnotitz be-
hauptete, daß er ihn beweisen könne, erkl̈art den Namen
der obigen Aussage. Obwohl FERMAT sich sein Leben
lang sehr mit Mathematik beschäftigte und wesentliche
Beiträge zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie
und Analysis lieferte, war er hauptberuflich Jurist und
Chef der B̈orse von Toulouse.
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d) Quadratfreie Zerlegung über beliebigen Körpern

Falls ein Polynomf durch das Quadratq2 eines anderen teilbar ist, gibt
es ein Polynomg ∈ k[X] mit f = q2g, und nach der Produktregel ist
f ′ = 2qg + q2g′ = q(2g + qg′), d.h.q teilt auchf ′ und damit den ggT
vonf undf ′.

Ist umgekehrt ein irreduzibles Polynomq ∈ k[X] Teiler von f , etwa
f = qh, so istf ′ = q′h+qh′ genau dann durchq teilbar, wennq′h durchq
teilbar ist. Daq irreduzibel ist, muß dann entwederq′ oderh durchq
teilbar sein. Ẅareq ein Teiler vonq′, so m̈ußteq′ aus Gradgr̈unden das
Nullpolynom sein,q selbst also entweder konstant oder –über einem
Körper positiver Charakteristik – einep-te Potenz. Beides ist durch
die Definition eines irreduziblen Polynoms ausgeschlossen. Somit muß
dannh durch q teilbar sein undf = qh durch q2. Damit haben wir
bewiesen:

Lemma: Ein irreduzibles Polynomq ist genau dann ein mindestens
quadratischer Faktor vonf , wenn es den ggT vonf undf ′ teilt.

Genauer: Wennq in der Primfaktorzerlegung vonf in der Potenzqe

auftritt, d.h.f = qeg mit q ∤ g, so istf ′ = eqe−1g + qeg′.

Über R würde daraus folgen, daßqe−1 die höchsteq-Potenz ist, die
f ′ teilt. Da wir aberüber einem beliebigen K̈orper arbeiten, k̈onnte es
sein, daß der erste Faktor verschwindet: Dies passiert genau dann, wenn
der Exponente durch die Charakteristikp des Grundk̈orpers teilbar ist.
In diesem Fall istf ′ = qeg mindestens durchqe teilbar. Daf genau
durchqe teilbar ist, folgt

Lemma: Ist f = u
∏

qei

i mit u ∈ k× die Zerlegung eines Polynoms
f ∈ k[X] in irreduzible Faktoren, so ist der ggT vonf und f ′ gleich
∏

qdi

i mit di =

{
ei − 1 fallsp ∤ ei

ei falls p | ei

.

Nach dem Lemma ist zumindest klar, daßh1 = f/ ggT(f, f ′) ein
quadratfreies Polynom ist, nämlich das Produkt aller jener Primfaktoren
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vonf , deren Exponent nicht durchp teilbar ist. In Charakteristik null ist
alsof/ ggT(f, f ′) einfach das Produkt der sämtlichen irreduziblen Fak-
toren vonf . Diejenigen Faktoren, die mindestens quadratisch vorkom-
men, sind gleichzeitig Teiler des ggT; das Produktg1 der Faktoren, die
genau in der ersten Potenz vorkommen, ist alsoh1/ ggT

(
h1, ggT(f, f ′)

)
.

Falls ggT(f, f ′) kleineren Grad alsf hat, k̈onnen wir rekursiv weiter-
machen und nach derselben Methode das Produkt aller Faktoren bilden,
die inf1 = ggT(f, f ′) genau mit Exponent eins vorkommen; inf selbst
sind das quadratische Faktoren. Weiter geht es mitf2 = ggT(f2, f

′

2),
dessen Faktoren mit Exponent eins kubisch inf auftreten,usw.

Über einem K̈orper der Charakteristik null liefert diese Vorgehensweise
die gesamte quadratfreie Zerlegung; in positiver Charakteristik kann es
allerdings vorkommen, daß ggT(f, f ′) = f ist. Da degf ′ < degf , ist
dies genau dann der Fall, wennf ′ = 0 ist. Dies ist in Charakteristik
Null genau dann der Fall, wennf konstant ist; in Charakteristikp > 0
verschwindet aber auch die Ableitung eines jeden Polynoms in Xp.
Somit ist hierf ′ = 0 genau dann, wenn alle inf vorkommendenX-
Potenzen einen durchp teilbaren Exponenten haben. Für f ∈ Fp[X] ist
dann, wie wir oben gesehen haben,

f = adpX
dp + a(d−1)pX

(d−1)p + · · · + apX
p + a0

=
(
adpX

p + a(d−1)pX
(d−1) + · · · + apX + a0

)p
,

f ist dann also diep-te Potenz eines anderen Polynoms, und wir können
den Algorithmus auf dieses anwenden. Im Endergebnis müssen dann
naẗurlich alle hier gefundenen Faktoren in diep-te Potenz gehoben
werden.

In anderen K̈orpern der Charakteristikp ist die Situation etwas kompli-
zierter: Dort m̈ussen wir zun̈achst Elementebi finden mitbp

i = aip; dann
ist

f =
(
bdX

d + bd−1X
d−1 + · · · + b1X + b0

)p
.

Solche Elemente m̈ussen nicht existieren, es gibt aber eine große Klasse
von Körpern, in denen sie stets existieren:
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Definition: Ein Körperk der Charakteristikp > 0 heißt vollkommen,
wenn die Abbildungk → k; x 7→ xp surjektiv ist.

Man kann zeigen, daß jeder endliche Körper vollkommen ist: Im K̈orper
mit pn Elementen istxpn

= x für allex ∈ Fpn , und damit istx diep-te

Potenz vony = xpn−1

. Ein Beispiel eines nicht vollkommenen Körpers
wäreFp(X), wo X offensichtlich nicht alsp-te Potenz eines anderen
Körperelements geschrieben werden kann.

Über einem vollkommenen K̈orper der Charakteristikp > 0 kann man
also jedes Polynom, dessen Ableitung das Nullpolynom ist, als p-te
Potenz eines anderen Polynoms schreiben und so, falls man die p-ten
Wurzeln auch effektiv berechnen kann, den Algorithmus zur quadrat-
freien Zerlegung durchführen. Insbesondere gibt es keinerlei Probleme
mit den Körpern Fp, denn dort ist jedes Element seine eigenep-te
Wurzel.

§3: Der Berlekamp-Algorithmus

Wir gehen aus von einemquadratfreienPolynomüber dem K̈orperFp

mit p Elementen, d.h.f ∈ Fp[X] ist ein Produkt vonverschiedenenirre-
duziblen Polynomenf1, . . . , fN . Durch quadratfreie Zerlegung läßt sich
jedes Faktorisierungsproblem inFp[X] auf diesen Fall zur̈uckführen.

Um zu sehen, wie wir diefi bestimmen k̈onnen, nehmen wir zunächst
an, sie seien bereits bekannt. Wir wählen uns dann irgendwelche Zahlen
s1, . . . , sN ∈ Fp und suchen ein Polynomg ∈ Fp[X] mit

g ≡ si modfi für allei = 1, . . . , N .

Falls diesi paarweise verschieden sind, können wir den Faktorfi be-
stimmen als

fi = ggT(g − si, f ) .

Nun können wir freilich nicht immer erreichen, daß diesi alle paarweise
verschieden sind: WennN größer alsp ist, gibt es dazu einfach nicht
gen̈ugend Elemente inFp. In diesem Fall ist ggT(g− si, f ) das Produkt
allerfj mit sj = si. Sofern nicht allesi gleich sind, f̈uhrt das immerhin
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zu einer partiellen Faktorisierung vonf , die wir dann mit einem neuen
Polynomg̃ zu neuen Elementeñsi weiter zerlegen m̈ussenusw.

Nach dem chinesischen Restesatz ist klar, daß es zu jeder Wahl von
N Elementens1, . . . , sN ein Polynomg gibt mit g ≡ si modfi, denn
wegen der Quadratfreiheit vonf sind diefi ja paarweise teilerfremd.
Das Problem ist nur, daß wir diefi erst berechnen wollen undg daher
nicht wie im Beweis des chinesischen Restesatzes konstruieren k̈onnen.
Wir müsseng also auch noch anders charakterisieren.

Nach dem kleinen Satz von FERMAT ist jedessi gleich seinerp-ten
Potenz, also ist

g
p ≡ s

p

i = si ≡ g modfi für i = 1, . . . , N .

Daf das Produkt der paarweise teilerfremdenfi ist, gilt daher auch

g
p ≡ g modf .

Falls umgekehrt ein Polynomg ∈ Fp[X] diese Kongruenz erfüllt, so ist
f ein Teiler vongp − g. Letzteres Polynom k̈onnen wir weiter zerlegen:

Lemma: a) Über einem K̈orperk der Charakteristikp > 0 ist

X
p − X =

p−1∏

j=0

(X − j) und X
p−1 − 1 =

p−1∏

j=1

(X − j) .

b) Für jedes Polynomg ∈ k[X] ist

g
p − g =

p−1∏

j=0

(g − j) und g
p−1 − 1 =

p−1∏

j=1

(g − j) .

Beweis: a)Nach dem kleinen Satz von FERMAT sind allei ∈ Fp Null-
stellen des PolynomsXp −X, und da ein von null verschiedenes Poly-
nom vom Gradp nicht mehr alsp Nullstellen haben kann, gibt es
keine weiteren. Die Gleichheit beider Seiten folgt somit daraus, daß die
führenden Koeffizienten beider Polynome eins sind.

b) Im Polynomringk[X] ist, wie wir gerade gesehen haben,Xp − X
gleich dem Produkt aller Polynome (X − j). Diese Identiẗat, genau wie
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die für Xp−1 −1, bleibt naẗurlich erhalten, wenn man auf beiden Seiten
für X irgendein Polynom ausk[X] einsetzt.

Für ein Polynomg ∈ Fp[X] mit gp ≡ g modf ist f daher ein Teiler
von

p∏

j=0

(g − j) ,

jeder irreduzible Faktorfi vonf muß daher genau eines der Polynome
g − j teilen. Somit gibt es zu jedem Faktorfi ein Elementsi ∈ Fp, so
daßg ≡ si modp.

Wenn wir uns auf Polynomeg beschr̈anken, deren Grad kleiner ist als der
von f , so istg durch die Zahlensi eindeutig bestimmt, denn nach dem
chinesischen Restesatz unterscheiden sich zwei Lösungen des Systems

g ≡ si modfi für i = 1, . . . , N

um ein Vielfaches des Produkts derfi, also ein Vielfaches vonf .

Die MengeV aller Polynomeg mit kleinerem Grad alsf , für die es
Elementes1, . . . , sN ∈ Fp gibt, so daß die obigen Kongruenzen erfüllt
sind, ist offensichtlich einFp-Vektorraum: F̈ur eine Linearkombination
zweier Polynome ausV sind solche Kongruenzen erfüllt f ür die entspre-
chenden Linearkombinationen dersi. Die Abbildung

{
V → F

N

p

g 7→ (g modf1, . . . , g modfN )

ist nach dem chinesischen Restesatz ein Isomorphismus; somit ist die
Dimension vonV gleich der AnzahlN irreduzibler Faktoren vonf .

Wie die obige Diskussion zeigt, istV auch der Vektorraum aller Poly-
nomeg mit kleinerem Grad alsf , für diegp ≡ g modf ist. In dieser
Form l̈aßt sichV berechnen: Ist degf = d, so k̈onnen wir jedesg ∈ V
schreiben als

g = gd−1X
d−1 + ad−2X

d−2 + · · · + g1X + g0

und

g
p = gd−1X

(d−1)p + gd−2X
(d−2)p + · · · + g1X

p + g0
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mit geeigneten Koeffizientengi ∈ Fp.

Modulof müsseng undgp übereinstimmen. Um dies in eine Bedingung
an die Koeffizientengi zu übersetzen, dividieren wir die PotenzenXip

mit Rest durchf :

X
ip ≡

d−1∑

j=0

bijX
j modf .

Dann muß gelten

d−1∑

i=0

giX
ip modf =

d−1∑

i=0

d−1∑

j=0

bijgiX
j =

d−1∑

j=0

gjX
j .

Koeffizientenvergleich f̈uhrt auf das homogene lineare Gleichungssys-
tem

d−1∑

i=0

bijgi = gj für j = 0, . . . , d − 1 .

V ist also auch beschreibbar als der Lösungsraum dieses Gleichungs-
systems. Dieser läßt sich allein auf Grund der Kenntnis vonf explizit
berechnen, und seine Dimension ist gleich der AnzahlN der irreduzib-
len Faktoren vonf ; insbesondere ist er also genau dann eindimensional,
wennf irreduzibel ist.

Andernfalls ẅahlen wir irgendein Elementg ∈ V und berechnen die
Polynome ggT(g − λ, f ) für alle λ ∈ Fp. Falls wir dabeiN mal ein
nichtkonstantes Polynom bekommen, haben wirf faktorisiert. Wenn
wir weniger Faktoren bekommen, waren für das betrachtete Polynomg
einige der Wertesi gleich; wir bilden eine Liste der gefundenen (und
zumindest noch nicht in allen Fällen irreduziblen) Faktoren, ẅahlen ein
von v linear unabḧangiges neues Polynomh ∈ V und verfahren damit
genauso. Indem wir für jedes nichtkonstante Polynom ggT(h − λ, f )
den ggT mit den in der Liste stehenden Faktoren bilden, können wir
die Listenelemente weiter zerlegen. Bei jeder gefundenen Zerlegung
ersetzen wir das zerlegte Element durch seine Faktoren. Sobald die
ListeN Faktoren entḧalt, sind wir fertig.
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Falls die s̈amtlichen ggT(h − λ, f ) immer noch nicht ausreichen, um
N Faktoren zu produzieren, m̈ussen wir ein neues, vong undh linear
unabḧangiges Element vonV wählen und damit weitermachenusw.

Das Verfahren muß spätestens mit demN -ten Polynom enden, denn
dann haben wir eine Basisg1, . . . , gN vonV durchprobiert. Ḧatten wir
dann noch nicht alleN Faktoren isoliert, m̈ußte es (mindestens) zwei
Faktorenfi und fj geben, so daßg modfi für alle Polynomeg einer
Basis vonV gleich g modfj ist und damit f̈ur alle g ∈ V . Das ist
aber nicht m̈oglich, denn nach dem chinesischen Restesatz enthält V
beispielsweise auch ein Elementg mit g modfi = 0 undg modfj = 1.

Damit liefert uns dieser Algorithmus von BERLEKAMP zusammen mit
der quadratfreien Zerlegung für jedes Polynom̈uberFp eine Zerlegung
in irreduzible Faktoren. Mit einigen offensichtlichen Modifikationen
schafft er dasselbe auch für Polynomeüber jedem der in dieser Vor-
lesung nicht behandelten anderen endlichen Körpern, allerdings ist f̈ur
solche K̈orper gelegentlich ein alternativer Algorithmus von HARALD

NIEDERREITEReffizienter.
ELWYN BERLEKAMP wurde 1940 in Dover, Ohio ge-
boren. Er studierte Elektrotechnik am MIT, wo er 1964
mit einer Arbeit aus dem Gebiet der Kodierungsthe-
orie promovierte. Seine anschließenden Arbeiten und
auch Positionen sowohl in der Wirtschaft als auch an
Universiẗaten bewegen sich im Grenzgebiet zwischen
Mathematik, Elektrotechnik und Informatik; einen ge-
wissen Schwerpunkt bilden Bücher und Zeitschriftenar-
tikel über die Mathematik von Spielen sowie Arbeiten
zur Informationstheorie. 2006 emeritierte er als Mathe-
matikprofessor in Berkeley. Seine dortige home page ist
math.berkeley.edu/∼berlek/

Als Beispiel wollen wirf = X6 + 2X5 + 4X4 + X3 − X2 − X − 1
ausF7[X] faktorisieren. Wir setzen ein Polynom vom Grad fünf mit
unbestimmten Koeffizienten an:

> G := x -> add(g[i]*x^i, i=0..5);

G := x− > add(gix
i
, i = 0..5)

> G(X);
g0 + g1X + g2X

2 + g3X
3 + g4X

4 + g5X
5
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Die siebte Potenz davon ist

> G(X^7);
g0 + g1X

7 + g2X
14 + g3X

21 + g4X
28 + g5X

35

Um sie modulof auszudr̈ucken, m̈ussen wir die Divisionsrestehi bei
der Division vonX7i durchf berechnen:

> for i to 5 do h[i] := Rem(X^(7*i), f, X) mod 7; od;

h1 := 3X3 + 6X2 + 6X + 5

h2 := 4X5 + X
4 + 2X3 + 6X + 6

h3 := X
5 + 4X4 + 6X3 + 6X2 + 2X + 5

h4 := X
5 + 6X4 + 5X3 + X

2 + X + 2

h5 := 2X5 + 4X4 + 6X3 + 4X2 + 2X + 5

Damit können wirg7 modf explizit hinschreiben:

> G7 := sort(collect(expand(
> g0 + add(g[i]*h[i], i=1..5)), X), X);

G7 := (4g2 + g3 + 2g5 + g4)X5 + (6g4 + g2 + 4g3 + 4g5)X4

+(5g4 + 6g5 + 3g1 + 6g3 + 2g2)X3 + (g4 + 4g5 + 6g1 + 6g3)X
2

+(6g2 + g4 + 6g1 + 2g3 + 2g5)X + 5g5 + g0 + 6g2 + 5g3 + 2g4 + 5g1

Das soll gleichg sein, was auf ein lineares Gleichungssystem für die
sechs Variableng[i] f ührt:

> LGS := seq(coeff(G7, X, i) = g[i], i=0..5);

LGS := {5g5 + g0 + 6g2 + 5g3 + 2g4 + 5g1 = g0,

6g2 + g4 + 6g1 + 2g3 + 2g5 = g1,

g4 + 4g5 + 6g1 + 6g3 = g2,

5g4 + 6g5 + 3g1 + 6g3 + 2g2 = g3,

6g4 + g2 + 4g3 + 4g5 = g4,

4g2 + g3 + 2g5 + g4 = g5}
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Zur Lösung eines Gleichungssystemsüber einem K̈orperFp können wir
den Befehlmsolve verwenden; sein erstes Argument ist eine Menge
von Gleichungen, das zweite, das auch fehlen kann, eine Menge von
Variablen, und das dritte die Primzahlp. Da wir hier nachallenVariablen
auflösen wollen, k̈onnen wir auf das zweite Argument verzichten:

> msolve(LGS, 7);

g0 = Z1, g5 = Z2, g4 = 3 Z2, g3 = 5 Z2, g1 = 6 Z2, g2 = 3 Z2

Das bedeutet folgendes: Die Lösungen ḧangen ab von zwei Parametern;
für diese f̈uhrt Maple die BezeichnungenZ1 und Z2 ein, wobei der
Buchstabe

”
Z“ f ür ganze Zahl stehen soll. Insbesondere ist also der

Lösungsraum zweidimensional, das Polynomf hat also zwei irreduzible
Faktoren. Wir k̈onnen uns eine Basis des Lösungsraums verschaffen,
indem wir für das erste BasispolynomZ1 = 1 und Z2 = 0 setzen und
für das zweiteZ1 = 0 und Z2 = 1. Mit dem Befehl
> assign(%);

können wir aus den obigen Gleichungen Zuweisungen machen unddann
substituieren:

> G 1 := subs( Z1 = 1, Z2 = 0, G(X)) mod 7;

G 1 := 1

Das bringt offensichtlich nichts. Beim zweiten Versuch

> G 2 := subs( Z1 = 0, Z2 = 1, G(X)) mod 7;

G 2 := X
5 + 3X4 + 5X3 + 3X2 + 6X

haben wir mehr Gl̈uck und m̈ussen nun f̈ur alle i ∈ F7 die gr̈oßten
gemeinsamen Teiler vonG 2− i undf berechnen:

> for i from 0 to 6 do Gcd(G 2-i, f) mod 7; od;

X
3 + 5X + 2

1
X

3 + 2X2 + 6X + 3
1
1
1
1
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Somit istf = (X3 + 5X + 2)(X3 + 2X2 + 6X + 3) die Zerlegung vonf
in irreduzible Faktoren. Zur Vorsicht können wir das noch von Maple
verifizieren lassen:

> expand((X^3+2*X^2+6*X+3)*(X^3+5*X+2)) mod 7;

X
6 + 2X5 + 4X4 + X

3 + 6X2 + 6X + 6

Da 6 =−1 in F7, ist das in der Tat unser Ausgangspolynomf .

§4: Faktorisierung über den ganzen Zahlen und über
endlichen Körpern

Wie bei der Berechnung des ggT zweier Polynome wollen wir auch bei
der Faktorisierung den Umweg̈uber endliche K̈orper benutzen, um das
Problem f̈ur PolynomëuberZ zu lösen. Allerdings kann es hier häufiger
passieren, daß sich ErgebnisseüberFp deutlich unterscheiden von denen
überZ:

Zunächst einmal muß ein quadratfreies Polynom ausZ[X] modulo p
nicht quadratfrei bleiben:f = (X + 10)(X − 20) etwa ist modulo zwei
oder f̈unf gleichX2 und modulo drei (X + 1)2. Dieses Problem tritt
allerdings nur bei endlich vielen Primzahlen auf und kann vermieden
werden: Istf ∈ Z[X] quadratfrei, seine Reduktionf (p) ∈ Fp[X] aber

nicht, so habenf (p) und seine Ableitung einen gemeinsamen Faktor,
ihre Resultante verschwindet also. Da diese Resultante dieReduktion
modulop der Resultante vonf undf ′ ist, bedeutet dies einfach, daßp
ein Teiler der̈uberZ berechneten Resultante ist, und das läßt sich leicht
nachpr̈ufen. Dazu m̈ussen wir zwar eine Resultante berechnen, was wir
im vorigen Kapitel aus Effizienzgründen vermieden hatten, aber wie
wir bald sehen werden, ist das Problem der Faktorisierung deutlich
komplexer als der EUKLID ische Algorithmus, so daß hier der Aufwand
für die Resultantenberechnung nicht weiter ins Gewicht fällt.

Tats̈achlich betrachtet man in der Algebra meist nicht die Resultante von
f undf ′, sondern die sogenannteDiskriminante

D(f ) =
(−1)

1
2d(d−1)

an

ResX (f, f
′) mit d = degf ,
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deren algebraische Eigenschaften etwas besser sind. Für praktische
Rechnungen ist der Unterschied hier aber unbedeutend, dennwie man
der SYLVESTER-Matrix vonf undf ′ leicht ansieht, ist die Resultante ei-
nes nichtkonstanten Polynoms durch eine höhere Potenz des führenden
Koeffizientenan teilbar als nur die erste; die Primteiler von Resultante
und Diskriminante sind also dieselben.

Vermeidet man diese, bleibtf auch modulop quadratfrei, jedoch k̈onnen
sich die Zerlegungen in irreduzible Faktoren inZ[X] undFp[X] deutlich
unterscheiden:

Betrachten wir dazu als erstes Beispiel das PolynomX2 + 1 ausZ[X].
Es ist irreduzibel, da eine Zerlegung die Form (X − a)(X + a) haben
müßte mita ∈ Z, und inZ gibt es kein Elementa mit a2 = −1.

Auchüber dem K̈orperFp muß eine eventuelle Faktorisierung die Form

(X − a)(X + a) haben mita2 = −1; wir müssen uns alsöuberlegen,
wann das der Fall ist. Die elementare Zahlentheorie sagt uns:

Lemma: Genau dann gibt es im endlichen KörperFp ein Elementa mit
a2 = −1, wennp = 2 oderp ≡ 1 mod 4 ist.

Beweis:Für p = 2 ist naẗurlich 12 = 1 = −1 die Lösung. F̈ur ungerade
p ≡ 1 mod 4 schreiben wirp = 4k + 1. Nach dem kleinen Satz von
FERMAT und der dritten binomischen Formel ist für allex ∈ F×

p

x
p−1 − 1 = x

4k − 1 = (x2k + 1)(x2k − 1) = 0 ,

das PolynomXp−1 − 1 hat somitp − 1 = 4k Nullstellen und zerf̈allt
daherüber Fp in Linearfaktoren. Damit gilt dasselbe für die beiden

FaktorenX2k ±1; insbesondere gibt es also einx ∈ Fp mit x2k + 1 = 0.

Für a = xk ist danna2 = x2k = −1.

Ist p ≡ 3 mod 4 unda2 = −1 für eina ∈ Fp, so ista4 = 1. Außerdem

ist nach dem kleinen Satz von FERMAT ap−1 = 1. Wegenp ≡ 3 mod 4
ist ggT(4, p−1) = 2, die Zwei ist also als Linearkombination von 4 und
p − 1 darstellbar. Damit ist aucha2 = 1, im Widerspruch zu Annahme
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a2 = −1. Somit gibt es f̈urp ≡ 3 mod 4 keine Elemente mit Quadrat−1
in Fp.

Damit istX2 + 1 genau dann irreduzibelüberFp, wennp ≡ 3 mod 4;
in allen anderen F̈allen zerf̈allt das Polynom in zwei Linearfaktoren.
Nach einem ber̈uhmten Satz von DIRICHLET über Primzahlen in arith-
metischen Progressionen bleibtX2 + 1 damit nur modulo der Ḧalfte
aller Primzahlen irreduzibel; insbesondere gibt es also unendlich viele
Primzahlen, modulo derer das Problem schlechte Reduktion hat.

Noch schlimmer ist es beiX4 + 1: Auch dieses Polynom ist irreduzibel
überZ: Da seine Nullstellen1

2

√
2(±1 ± i) nicht in Z liegen, gibt es

keinen linearen Faktor, und wäre

X
4 + 1 = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d)

= X
4 + (a + c)X3 + (b + d + ac)X2 + (ad + bc)X + bd

eine Zerlegung in quadratische Faktoren, so zeigen die Koeffizienten
von X3 und der konstante Term, daßc = −a und b = d = ±1 sein
müßte. Die Produkte

(X2 + aX + 1)(X2 − aX + 1) = X
4 + (2− a

2)X2 + 1

und

(X2 + aX − 1)(X2 − aX − 1) = X
4 − (2 +a

2)X2 + 1

zeigen aber, daß beides nur für a2 = ±2 zu einer Faktorisierung führen
könnte, was inZ nicht erf̈ullbar ist.

In den KörpernFp dagegen kann es sehr wohl Elemente geben, deren

Quadrat±2 ist, und dann zeigen die obigen Formeln, daßX4 + 1 dort in
ein Produkt zweier quadratischer Polynome zerlegt werden kann. Auch
wenn es ein Elementa ∈ Fp gibt mit a2 = −1, können wirX4 + 1 als

Produkt schreiben, nämlich genau wie oben im FalleX2 + 1 als

X
4 + 1 = (X2 + a)(X2 − a) .

Somit istX4 + 1 über dem K̈orperFp zumindest dann reduzibel, wenn
dort wenigstens eines der drei Elemente−1 und±2 ein Quadrat ist. Um
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zu sehen, daßX4 + 1 über jedem dieser K̈orper zerf̈allt, müssen wir uns
alsoüberlegen, daß in keinem der KörperFp alle drei Elementekeine
Quadrate sind. Da−2 = −1 · 2 ist, folgt dies aus

Lemma: Sind im KörperFp die beiden Elementea, b nicht als Quadrate
darstellbar, so istab ein Quadrat.

Beweis:Für p = 2 ist jedes Element ein Quadrat und nicht zu beweisen.

Ansonsten betrachten wir die Abbildungϕ: F×

p → F×

p , die jedes von
Null verschiedene Element vonFp auf sein Quadrat abbildet. Für zwei

Elementex, y ∈ F×

p ist offensichtlichϕ(x) = ϕ(y) genau dann, wenn
x = ±y ist. Daher besteht das Bild vonϕ aus1

2(p − 1) Elementen, und
genau die Ḧalfte der Elemente vonF×

p sind Quadrate. Ista keines, so ist

auchax2 für keinx ∈ F×

p ein Quadrat, denn ẅareax2 = y2, sonst ẅare

aucha = y2x−2 = (y/x)2 ein Quadrat.

Da es1
2(p−1) Quadrate und genauso viele Nichtquadrate gibt, läßt sich

somit jedes Nichtquadratb alsb = ax2 schreiben mit einem geeigneten
Elementx ∈ Fp. Damit istab = a · ax2 = (ax)2 ein Quadrat.

Die Situation ist also deutlich schlechter als im Fall des EUKLID ischen
Algorithmus, wo wir sicher sein konnten, daß es höchstens endlich
viele Primzahlen gibt, modulo derer das Problem schlechte Reduktion
hat: Das Problem der Faktorisierung des PolynomsX4 + 1 hat, wie wir
gerade gesehen haben, modulojederPrimzahl schlechte Reduktion, und
auch beiX2 + 1 gibt es unendlich viele solche Primzahlen.

Aus diesem Grund empfiehlt sich für die Faktorisierung definitiv kein
Ansatz mit dem chinesischen Restesatz: Wenn wir die Faktorisierung
modulo verschiedener Primzahlen durchführen, k̈onnen wir praktisch
sicher sein, daß es darunter auch schlechte gibt, und meist werden auch
die Ergebnisse modulo verschiedener Primzahlen entweder nicht zusam-
menpassen, oder aber wir haben mehrere Faktoren gleichen Grades, von
denen wir nicht wissen, welche wir via chinesischen Restesatz miteinan-
der kombinieren sollen. Es hat daher keinen Zweck, zufällig Primzahlen
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zu wählen und dann eine R̈uckfallstrategie f̈ur schlechte Primzahlen zu
entwickeln.

Der Wegüber endliche K̈orper verfolgt daher im Falle der Faktorisie-
rung eine andere Strategie als beim EUKLID ischen Algorithmus: Wir
beschr̈anken uns auf eine einzige Primzahl – unabhängig davon, ob
diese nun gut oder schlecht dafür geeignet ist.

Wir kennen bereits aus dem vorigen Kapitel Schranken für die Koeffi-
zienten der Faktoren eines Polynoms; wir könnten also eine Primzahl
wählen, die gr̈oßer ist als das Doppelte dieser Schranke und modulo
dieser rechnen.

Der Nachteil dabei ist, daß das Rechnen modulo einer Primzahl p umso
teurer wird, je gr̈oßer die Primzahl ist: Die Kosten für Multiplikationen
wachsen quadratisch mit der Stellenzahl vonp, die Kosten f̈ur Divisionen
modulo p nach dem erweiterten EUKLID ischen Algorithmus k̈onnen
sogar bis zu kubisch ansteigen.

Die Alternative bietet ein f̈ur völlig andere Zwecke bewiesenes Resultat
des deutschen Zahlentheoretikers HENSEL, das es erlaubt eine Fakto-
risierung modulop fortzusetzen zu einer Faktorisierung modulo jeder
beliebigerp-Potenz und, was HENSEL wirklich interessierte, zu den
sogenanntenp-adischen Zahlen, mit denen wir uns in Rahmen dieser
Vorlesung allerdings nicht beschäftigen werden.

§5: Das Henselsche Lemma

Lemma: f, g, h seien Polynome ausZ[X] derart, daßf ≡ gh modp;
dabei seieng modp undh modp teilerfremdüberFp[X]. Dann gibt es
für jede naẗurliche Zahln Polynomegn, hn derart, daß

gn ≡ g modp, hn ≡ h modp und f ≡ gnhn modp
n .

Beweisdurch vollsẗandige Induktion: Der Falln = 1 ist die Vorausset-
zung des Lemmas. Ist das Lemma für einn bewiesen, machen wir den
Ansatz

gn+1 = gn + p
n
g
∗ und hn+1 = hn + p

n
h
∗ .
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Nach Induktionsvoraussetzung istf ≡ gnhn modpn, die Differenz
f − gnhn ist also durchpn teilbar und es gibt ein Polynomf∗ ∈ Z[X],
so daßf = gnhn + pnf∗ ist. Wir möchten, daß

f ≡ (gn +p
n
g
∗)(hn +p

n
h
∗) = gnhn +p

n(gnh
∗ +hng

∗) +p
2n modp

n+1

wird. Da 2n ≥ n + 1 ist, können wir den letzten Summanden vergessen;
zu lösen ist also die Kongruenz

f ≡ gnhn + p
n
f
∗ = gnhn + p

n(gnh
∗ + hng

∗) modp
n+1

oder
p

n
f
∗ ≡ p

n(gnh
∗ + hng

∗) modp
n−1 .

Division durchpn macht daraus

f
∗ ≡ gnh

∗ + hng
∗ modp oder f

∗ ≡ gh
∗ + hg

∗ modp ,

denngn ≡ g modp undhn ≡ h modp. Die letztere Kongruenz k̈onnen
wir als Gleichung inFp[X] auffassen und dort lösen, indem wir den
erweiterten EUKLID ischen Algorithmus auf die Polynomeg modp und
h modp ausFp[X] anwenden: Da diese nach Voraussetzung teilerfremd
sind, k̈onnen wir ihren ggT Eins und damit auch jedes andere Polynom
überFp als Linearkombination der beiden darstellen. Da der Grad vonf

die Summe der Grade vong undh ist undf∗ höchstens denselben Grad
wie f hat, k̈onnen wir dann auch eine Darstellungf∗ = gh∗ + hg∗

in Fp[X] finden mit degg∗ ≤ degg und degh∗ ≤ degh. Ersetzen
wir g∗ undh∗ durch irgendwelche Repräsentantanten gleichen Grades
ausZ[X], erfüllengn+1 = gn+png∗ undhn+1 = hn+pnh∗ die Kongruenz
f ≡ gnhn modulopn+1.

KURT HENSEL wurde 1861 im damaligen K̈onigsberg
geboren; als er neun Jahre alt war, zog die Familie nach
Berlin. Er studierte dort und in Bonn; 1884 promovierte
er in Berlin bei KRONECKER, 1886 folgte die Habilita-
tion. Er blieb bis 1901 als Privatdozent in Berlin; 1901
bekam er einen Lehrstuhl in Marburg, den er bis zu
seiner Emeritierung 1930 innehatte. Er starb 1941 in
Marburg. Seine Arbeiten drehen sich hauptsächlich um
die Zahlentheorie und die eng damit verwandte Arith-
metik von Funktionenk̈orpern. Bekannt wurde er vor
allem durch die Einf̈uhrung derp-adischen Zahlen. Er
ist Autor dreier Lehrb̈ucher.



 Computeralgebra WS2014

§6: Der Algorithmus von Zassenhaus

Die Werkzeuge aus den vorigen Paragraphen erlauben uns, gemein-
sam eingesetzt, nun die Faktorisierung von Polynomenf aus Z[X]
oderQ[X]. Das einzige, was wir noch nicht explizit formuliert haben,
ist eine Schranke für die Koeffizienten eines Faktors. Aus Kapitel III,§4,
wissen wir, daß f̈ur einen Teilerg ∈ C[z] eines Polynomsf ∈ C[z] gilt:

H(g) ≤
(

e

[e/2]

) ∣∣∣∣
be

ad

∣∣∣∣ ‖f‖2 ,

wobeie den Grad vong bezeichnet undad, be die führenden Koeffizi-
enten vonf undg. Für g, f ∈ Z[X] mußbe ein Teiler vonad sein, der
Quotientbe/ad hat also ḧochstens den Betrag eins. Der Grade eines
Teilers kann ḧochstens gleich dem Gradd vonf sein, also ist f̈ur jeden
Teilerg ∈ Z[X] von f ∈ Z[X]

H(g) ≤
(

d

[d/2]

)
‖f‖2 .

Nach ZASSENHAUSgehen wir zur Faktorisierung eines Polynomsf aus
Z[X] oderQ[X] nun folgendermaßen vor:

Erster Schritt: Berechne die quadratfreie Zerlegung vonf und ersetze
die quadratfreien Faktoren durch ihre primitiven Anteilegi. Dann gibt
es eine Konstantec, so daßf = c

∏r

i=1 g i
i ist. Fallsf in Z[X] liegt, ist

c eine ganze Zahl. F̈ur eine Faktorisierung inZ[X] muß auchc in seine
Primfaktoren zerlegt werden; für eine Faktorisierung inQ[X] kannc als
Einheit ausQ× stehen bleiben. Die folgenden Schritte werden einzeln
auf jedes dergi angewandt, danach werden die Ergebnisse zusammen-
gesetzt zur Faktorisierung vonf . Für das Folgende seig eines dergi.

Zweiter Schritt:Wir setzenL =
( degg

[ 1
2 degg]

)
‖g‖2 undM = 2L + 1. Dann

wählen wir eine Primzahlp, die weder den f̈uhrenden Koeffizienten
noch die Diskriminante vong teilt. Damit ist auchg modp quadratfrei.

Dritter Schritt: Wir faktorisiereng modp nach BERLEKAMP in Fp[X].

Vierter Schritt:Die Faktorisierung wird nach dem HENSELschen Lemma
hochgehoben zu einer Faktorisierung modulopn für eine naẗurliche
Zahln mit pn ≥ M .
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Fünfter Schritt: Setzem = 1 und teste f̈ur jeden der gefundenen Fak-
toren, ob er ein Teiler vong ist. Falls ja, kommt er in die ListeL1 der
Faktoren vong, andernfalls in eine ListeL2.

Sechster Schritt:Falls die ListeL2 keine Eintr̈age hat, endet der Algo-
rithmus undg ist das Produkt der Faktoren ausL1. Andernfalls setzen
wir m = m + 1 und testen f̈ur jedes Produkt ausm verschiedenen Poly-
nomen ausL2, ob ihr Produkt modulopn (mit Koeffizienten vom Betrag
höchstensL) ein Teiler vong ist. Falls ja, entfernen wir diem Faktoren
ausL2 und fügen ihr Produkt in die ListeL1 ein. Wiederhole diesen
Schritt.

Auch wenn der sechste Schritt wie eine Endlosschleife aussieht, endet
der Algorithmus naẗurlich nach endlich vielen Schritten, dennL2 ist
eine endliche Liste und spätestens das Produkt aller Elemente ausL2
muß Teiler vong sein, da sein Produkt mit dem Produkt aller Elemente
vonL1 gleich g ist. Tats̈achlich kann man schon abbrechen, wenn die
betrachteten Faktoren einen größeren Grad haben als1

2 degg, denn falls
f reduzibel ist, gibt es einen Faktor, der höchstens diesen Grad hat.

HANS JULIUS ZASSENHAUSwurde 1912 in Koblenz ge-
boren, ging aber in Hamburg zur Schule und zur Univer-
sität. Er promovierte 1934̈uber Permutationsgruppen;
seine Habilitation 1940 handelte von LIE-Ringen in po-
sitiver Charakteristik. Da er nicht der NSdAP beitreten
wollte, arbeitete er ẅahrend des Krieges als Meteo-
rologe bei der Marine; nach dem Krieg war er von 1949
bis 1959 Professor in Montréal, dann f̈unf Jahre lang in
Notre Dame und schließlich bis zu seiner Emeritierung
an der Ohio State University in Columbus. Dort starb
er 1991. Bekannt ist er vor allem für seine Arbeiten zur
Gruppentheorie und zur algorithmischen Zahlentheorie.

§7: Swinnerton-Dyer Polynome

Der potentiell problematischste Schritt des obigen Algorithmus ist der
sechste: Vor allem, wenn wir auch Produkte von mehr als zwei Faktoren
betrachten m̈ussen, kann dieser sehr teuer werden. Ein Beispiel dafür
bieten die sogenannten SWINNERTON-DYER-Polynome: Zun paarweise
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verschiedenen Primzahlenp1, . . . , pn gibt es genau ein Polynomf vom
Grad 2n mit führendem Koeffizienten eins, dessen Nullstellen genau die
2n Zahlen

±√
p1 ±

√
p2 ± · · · ± √

pn

sind. Dieses Polynom hat folgende Eigenschaften:
1. Es hat ganzzahlige Koeffizienten.
2. Es ist irreduzibel̈uberZ .
3. Modulo jeder Primzahlp zerf̈allt es in Faktoren vom Grad höchstens

zwei.

Beweisen l̈aßt sich das am besten mit Methoden der abstrakten Algebra,
wie sie in jeder VorlesungAlgebra I präsentiert werden. Da hier keine
Algebra I vorausgesetzt wird, sei nur kurz die Idee angedeutet: Um den
kleinsten Teilk̈orper vonC zu konstruieren, in dem alle Nullstellen vonf
liegen, k̈onnen wir folgendermaßen vorgehen: Wir konstruieren als er-
stes einen K̈orperK1, der

√
p1 entḧalt. Das ist einfach: Der Vektorraum

K1 = Q ⊕ Q
√

p1 ist offensichtlich so ein K̈orper. Als n̈achstes konstru-
ieren wir einen K̈orperK2, der sowohlK1 als auch

√
p2 entḧalt. Dazu

können wir genauso vorgehen: Wir betrachten einfach den zweidimen-
sionalenK1-VektorraumK2 = K1 ⊕ K1

√
p2. Als VektorraumüberQ

ist K2 naẗurlich vierdimensional. Weiter geht es mitK3 = K2⊕K2
√

p3
usw.bisKn = Kn−1⊕Kn−1

√
pn. Als Q-Vektorraum hat dieser K̈orper

die Dimension 2n.

Offensichtlich istKn der kleinste Erweiterungskörper vonQ, der alle
Quadratwurzeln derpi entḧalt. Er entḧalt naẗurlich auch alle der oben
postulierten Nullstellen, und umgekehrt muß ein Körper, der diese
entḧalt, auch alle

√
pi enthalten, denn 2

√
pi läßt sich als Summe zweier

solcher Nullstellen schreiben.Kn ist also auch der kleinste K̈orper,
der alle diese Nullstellen enthält, der sogenannteZerfällungsk̈orperdes
Polynoms.

In der Algebra ordnet man einem solchen Zerfällungsk̈orper die Gruppe
seiner Automorphismen zu, die sogenannte GALOIS-Gruppe. Ihre Ord-
nung ist die Vektorraumdimension des Körpers, hier also 2n. Da sie
offensichtlich die Abbildungen

√
pi 7→ −√

pi entḧalt, ist sie die von
diesen Automorphismen erzeugte elementarabelsche Gruppe. Sie l̈aßt
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die Nullstellenmenge vonf als ganzes betrachtet fest, also nach dem
Wurzelsatz von VIÈTE auch die Koeffizienten. Somit hatf rationale
Koeffizienten, und da alle Nullstellen ganz sind (im Sinne der algebrai-
schen Zahlentheorie), liegen diese Koeffizienten sogar inZ. Außerdem
operiert die GALOIS-Gruppe transitiv auf der Nullstellenmenge vonf ;
also istf irreduzibel inQ[X] und damit auchZ[X].

Betrachten wirf modulo einer Primzahlp, so k̈onnen wir die analoge
Konstruktion durchf̈uhren ausgehend vom KörperFp anstelle vonQ.
Während wir aber im Falle der rationalen Zahlen sicher sein konnten,
daß

√
pi nicht bereits im K̈orperKi−1 liegt, ist dies hier nicht mehr der

Fall: Für ungeradesp gibt es1
2(p+1) Quadrate inFp; dazu k̈onnte auchpi

geḧoren. Falls nicht, istK = Fp ⊕Fp

√
pi ein Körper mitp2 Elementen.

Wie man in der Algebra lernt, gibt es aber bis auf Isomorphie nur einen
solchen K̈orper; K entḧalt daher die Quadratwurzelnaller Elemente
von Fp und somitalle Nullstellen vonf modp. Sp̈atestens̈uber K
zerf̈allt f modp also in Linearfaktoren, und da alle Koeffizienten inFp

liegen, lassen sich je zwei Linearfaktoren, die nicht inFp[X] liegen,
zu einem quadratischen Faktor ausFp[X] zusammenfassen. Somit hat
f modp höchstens quadratische Faktoren.

(Für eine ausf̈uhrlichere und etwas elementarere Darstellung siehe etwa
§6.3.2 in MICHAEL KAPLAN: Computeralgebra,Springer,2005.)

Falls wir f nach dem oben angegebenen Algorithmus faktorisieren,
erhalten wir daher modulojeder Primzahl p mindestens 2n−1 Fak-
toren. Diese lassen sicḧuber das HENSELsche Lemma liften zu Fak-
torenüberZ, und wir müssen alle Kombinationen aus mindestens 2n−2

Faktoren ausprobieren bis wir erkennen, daßf irreduzibel ist, also min-

destens 22
n−2

Möglichkeiten. F̈ur n = 10 etwa istf ein Polynom vom
Grad 1024, dessen Manipulation durchaus im Rahmen der Möglich-
keiten eines heutigen Computeralgebrasystems liegt. Das Ausprobieren
von 2256 ≈ 1077 Möglichkeitenüberfordert aber selbst heutige Super-
computer oder parallel arbeitende Cluster aus Millionen von Computern
ganz gewaltig: Der heutige Sicherheitsstandard der Kryptographie geht
davon aus, daß niemand in der Lage ist, 2128 (oder sogar nur 2100) Re-
chenoperationen in realistischer Zeit (d.h. wenigen Jahren) auszuf̈uhren.


