Kapitel 4
Faktorisierung von Polynomen

In diesem Kapitel werden wir eine andere Art modularer Md#roken-
nenlernen, die vor allemif die Faktorisierung von Polynomeiitalich
ist, die allerdings auch gelegentlich bei der Berechnud@r gemein-
samer Teiler bessere Ergebnisse liefert als der Ansatzeans/drigen
Kapitel.

Der dortige Ansatz funktionierte, weil edthstens endlich viele Stellen
schlechter Reduktion gab. Wie wir bald sehen werden, idieliader Fak-
torisierung von Polynomen nicht mehr der Fall: Hier kann @&ssgeren,
daf’ wirtberall schlechte Reduktion haben, und dal die Faktorisierun-
gen modulo verschiedener Primzahlen zu Faktoren versehezdsrade
fuhren. Hier ist der chinesische Restesatz offensichtlkeuhekgeeignete
Strategie fir die modulare Berechnung.

Stattdessen werden wir uns hier auf eine einzige Primziabschéanken
und dann diese Ergebnisse hochheben zu Faktorisierungeumaonder
Potenzen vorp, bis wir oberhalb der Schrankéirf die Betage der
Koeffizienten von Teilern sind. Falls das, was wir dann betumn,
keine Teiler des ursfinglichen Polynoms sind, ilssen wir versuchen,
diese so lange zu kombinieren, bis wir einen Teiler gefurinddren —im
Extremfall das Ausgangspolynom selbst.

Wir wissen aus Kapitel 11§4, dal3 sich jedes Polynom in endlich vielen
Veranderlicheniber einem Krper bis auf Reihenfolge und Einheiten
eindeutig als Produktirreduzibler Faktoren schreilagt;lder auf Guss
zurickgehende Beweis ist allerdings nicht konstruktiv. Bewaruns
mit dem Problem der konstruktiven Faktorisierung béstgen, sollten
wir uns aber zuachstiiberlegen, ob sich der Aufwand lohnt, ob es uns



139 Computeralgebra ws 2014

also wirklich etwas tzt, die irreduziblen Faktoren eines gegebenen
Polynoms zu kennen.

Eine der Grundaufgaben der Computeralgebra und das zitiama
dieser Vorlesung ist die dsung nichtlinearer Gleichungen und Glei-
chungssysteme. Schon im Falle einer Gleichung in einealban wird
dies mit zunehmendem Grad immer schwierigén. lfheare Gleichun-
gen ist die losung fast trivial undiir quadratische Gleichungen haben
wir die aus der Schule wohlbekannten Formeliar Kubische und bi-
guadratische Gleichungen gibtiesPrinzipimmer noch solche Formel,
sie sind aber deutlich komplizierter und liefern zumindesgtriori das
Ergebnis oft nicht in seiner einfachsbgiichen Form. Ab Gradiinf
zeigt uns ein Satz vonIihs ABEL aus der Algebra, dal3 es zumindest f
die allgemeinstragliche Gleichung diesen Grades keine Formel mehr
geben kann, die nur Grundrechenarten und Wurzeln benwzgili
zwar Formeln, die zumindediif Polynome mit reellen oder komplexen
Koeffizienten stattdessen andere Funktionen wie Modutfankn und
speziell Thetafunktionen verwenden, aber diese Funkticned tber
unendliche Reihen definiert und dahér die exakten algebraischen
Rechnungen, um die es uns hier in der Computeralgebra gehit ge-
eignet. Imubrigen sind auch schon die Wurzelauszke fir die Losung
kubischer und biquadratischer Gleichungen oft numeriastabil, so
daf die direkte numerische Berechnung nach einem numensédr-
fahren wie dem von BWTON zu erheblich besseren Ergebnisséhrt
als die numerische Anwendung eingrdungsformel.

Wir gewinnen daher sehr viel, wenn wir eine Polynomgleichbistheren
Grades faktorisierendnnen in Faktoren der Grade eins und zwei. Wenn
wir an exakten bsungen interessiert sind, gibt uns die reell-algebraisch
Geometrie Verfahren, mit denen wir die Nullstellen auchyRome
hoheren Grades eindeutig charakterisieré@mrien falls die Koeffizi-
enten aus einem Teitkper vonR oderC stammen, in dem wir exakt
rechnen Bnnen; aber auch hier steigt der Aufwand sehr schnell mit dem
Grad und es ist daher meist effizienter, die Gleichungeeysafbglich,
uberQ oder einem nicht allzu grol3en Erweiterunggder zu zerlegen
und dann nach Nullstellen der Faktoren zu suchen.

Im Falle von Gleichungssystemerawehst der Aufwand nochétker mit
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den Graden der Gleichungen; wenn wir diese faktorisie@mkn und
stattdessen mit den Gleichungssystem aus KombinatiomeRaktoren
arbeiten, vachst der Aufwand zwar angesichts der Vielzahl von Kom-
binationen auch deutlich, ist aber doch insgesamt immeln geanger.

81: Der Algorithmus von Kronecker

Der erste zumindest im Prinzip konstruktive Beweisdie Faktorisier-
barkeit von Polynomen geht Ziok auf LEOPOLDKRONECKER Er fuhrt

das Problem der Faktorisierung eines PolyndimerZ zuriick auf das
(zumindest @ir grol3e Zahlen alles andere als einfache) Problem der
Faktorisierung ganzer Zahlen. Ausgangspunkt ist die falgetriviale
Beobachtung: Angenommen, wir habeinX] eine Zerlegung = gh.

Fur jede ganze Zaht ist dannf(a) = g(a)h(a). Somit istg(a) fur je-
desa € Z ein Teiler vonf(a).

LEOPOLDKRONECKER(1823-1891) ist heute zwar Vie-
len nur im Zusammenhang mit denRENECKER$ be-
kannt, er war aber einer der bedeutendsten deutschen
Mathematiker seiner Zeit. Seine Arbeiten befal3ten sich
mit Algebra, Zahlentheorie und Analysis, wobei er ins-
besondere die Verbindungen zwischen der Analysis und
den beiden anderen Gebieten erforschte. Bekannt ist
auch seine Ablehnung jeglicher mathematischer Metho-
den, die, wie die Mengenlehre oder Teile der Analysis,
unendliche Konstruktionen verwenden. Er war deshalb
mit vielen anderen bedeutenden Mathematikern seiner
Zeit verfeindet, z.B. mit GNTOR und mit WEIERSTRASS

Ein Polynom vom Grad ist eindeutig bestimmt durch seine Werte an
d+1verschiedenen Stelley, . . . , a,, und kann mit Hilfe wohlbekannter
Interpolationsformeln leicht aus deht 1 Paaren(a;, g(a,)) bestimmt
werden; die mglichen Wertg(a,) wiederum sind Teiler def(a,).

Daher berechnet KONECKER auf der Suche nach einem Teiler vom
Gradd fur d + 1 beliebig gewathlte ganzzahlige Werte,, . . ., a, die
Funktionswertef (ag), - . ., f(ay), und konstruiertiir jedes ¢ + 1)-tupel
(bg, - - -, b,y) ganzer Zahlen mi; | f(a,) ein Interpolationspolynom mit
g(a;) = b,. Falls keines der Polynome Teiler vghist, hat f keinen
Teiler vom Gradi, andernfalls wird einer gefunden.
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Uber den Grad! eines potentiellen Teilers ist riatich a priori nichts
bekannt; wir wissen nur eines: Wenn es einen nichttrividigrer gibt,
dann gibt es auch einen, dessen Gradhstens gleich der &ffte des
Grads vonf ist. Im Extremfall nussen wir daher alle diese Grade aus-
probieren, bis sich danndaglicherweise herausstellt, dg3rreduzibel
ist. Falls dann noch einige der Zahléu,) viele Teiler haben ARt sich
leicht vorstellen, daf3 der Aufwand scham §ehr moderate Grade vgn
astronomisch wird. Zum @tk gibt es deutlich effizientere Alternativ-
en, so dal? der Algorithmus vOrRONECKERIN der Praxis nie eingesetzt
wird.

Als Beispiel wollen wir versuchen, das Polynom
F=8X"—16X° — 20X° +15X* + 13X + 9X* + 10X +2
In Z[ X] zu faktorisieren.

Als erstes suchen wir nach Linearfaktoren; diese haberodia X +c).

Um sie mit KRONECKERS Methode zu finden, issen wir die Funktion
an zwei Stellen mit raglichst einfachen Funktionswerten betrachten;
dazu bieten siclry = —1 mit f(xy) = —1 undz; = 0 mit f(x,) = 2 an.
Fur einen Teiley € Z[ X] von f mul dahep(zy) = £1 undg(x,) = £1
oder+2 sein.

Tatsachlich kdnnen wir uns auf Polynome mj(z,) = 1 beschainken,
denng ist genau dann ein Teiler, wenn auely einer ist, und wenn
das eine Polynom an der Stellel den Wert 1 hat, ist das andere
dort gleich—1. Wir miissen also die Interpolationspolynome zu den
vier Wertepaarer((—1, 1), (0, yo)) mit yo € {—2,—1,1,2} konstru-
leren und testen, ob sig teilen. Der Maple-Befehl zur Konstruktion
des Interpolationspolynoms durch die Punktg, {/;) bis (x,,,y,,) ist

interp([x1, ..., xn], [yl ..., ynl, X); wir schreiben also
> for y0 in [-2, - , ] do
> g :=y1nterp , (’)] ; yo],
> if rem(f, g, X) =0 then prlnt(gj fi od:
1

Die einzige,Losung” die wir bekommen, ist das konstante Polynom 1,
das naiirlich auf keine Faktorisierungihrt. Somit gibt es keine linearen
Faktoren.
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Auf der Suche nach quadratischen Faktoren brauchen win eiageren
Interpolationspunkt; dg(1) = 21 nur zwei Primteiler hat, bietet sich
x = 1 an, wo ein Teiler vory einen der acht Werta-1, +3, -7 oder
+21 annehmen muf3. Nunimsesen also schonx4 8 = 32 Interpolation-
spolynome konstruiert und durchprobiert werden:

> for yO in [-2, -1, 1, 2] do

> for y1 in [-21, -7, -3, -1, 1, 3, 7, 21] do
> g := interp([-1, 0, 11, [1, yO, y1l, X);

> if rem(f, g, X) = 0 then print(g) fi od od:

1
Es gibt also auch keine quadratischen Teiler.

Fur kubische Faktoren brauchen wir einen weiteren Intetjpoiapunk.
Wir kennen bereits die beiden Funktionswernt€2) = —238 und
f(—=2) = —-1254; Versuche mit anderen betragskleineWerten liefern
nichtbesseres. Da 238 =7217 nur drei Primteiler hat, 1254 =211.19
aber vier, versuchen wir unseriiek mit dem Punkt (2—238), wobei
wir nun fur ¢g(2) schon 16 Werte betrachteniissen, insgesamt also
4 x 8 x 16 = 512 Interpolationspolynome:

for yO in [-2, -1, 1, 2] do

for y1 in [-21, -7, -3, -1, 1, 3, 7, 21] do

for y2 in [-238, -119, -34, -17, -14, -7, -2, -1,
1, 2, 7, 14, 17, 34, 119, 238] do

g := interp([-1, O, 1, 2], [1, yO, y1, y2], X);

if rem(f, g, X) = 0 then print(g) fi od od od:

1
3 2
—2X +3X " +5X +1

V V V V V V

Somit gibt es bis aufs Vorzeichen genau einen kubischeroFaktd
die Zerlegung vory ist

f=(—2X°+3X° +5X +1)(—4X " +2X° +3X° + 2)
= (2X° —3X° —5X — 1)ax" —2x° - 3X° - 2).
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82: Die quadratfreie Zerlegung eines Polynoms

Wir betrachten ein Polynont Uber einem Krper oder einem fakto-
riellen Ringk. Da der Polynomring:[ X] faktoriell ist, zergllt f dort
in ein Produkt aus einer Einheit € k™ und Potenzen irreduzibler
Polynome aug[ X]:

N
f=u]]a"
=1

Falls allee, = 1 und kein zwei, zueinander assoziiert sind, bezeich-
nen wir f als quadratfrei. Ziel der quadratfreien Zerlegung ist @s, e
beliebiges Polynonf in der Form

f:ngj

j=1

zu schreiben, wobei dig; paarweise teilerfremde quadratfreie Poly-
nome sind. Vergleichen wir mit der obigen Darstellung untheehfssi-
gen wir fur den Augenblick die Einheit, so folgt, daly; das Produkt
allerg, mite; = j ist.

a) Quadratfreie Zerlegung tber den reellen Zahlen

Wenn ein Polynomf € R[X] eine mehrfache Nullstelle hat, ver-
schwindet dort auch die Ableitung’. Allgemeiner gilt, daR iir ein
Polynomh € R[X], dessere-te Potenzf teilt, zumindesth®~* auch
die Ableitungf’ teilen muR, denn isf = h°g, so ist

f/ — 6he—lhlg + heg/ — he—l(eh/g + hg’) .

Falls f genaudurchh® teilbar ist, ist aucty’ genau durch®* teilbar,
denn ware es sogar durch® teilbar, so viare aucheh® *h'g durchh®
teilbar, so daf& ein Teiler vong ware.

Damit ist ggT(f, /) = [1i=, /7' " und

f T
hi1= —— = :
L7 9gT(f, /) qu
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ist das Produkt aller irreduzibler Faktoren vprAlle irreduziblen Fak-
toren vonf, die dort mindestens in der zweiten Potenz vorkommen, sind
auch Teiler vonf’, also ist

- h’l
917 99T, )

das Produkt aller irreduzibler Faktoren vgh die dort genau in der
ersten Potenz vorkommen.

In 1 = f/hy kommen alle irreduziblen Faktoren vghmit einem um
eins verminderten Exponenten vor; insbesondere sind a&soite, = 1
verschwunden. Wenden wir darauf dieselbe Konstruktioredmalten
wir die Zerlegung ggTf,, f1) = H;":l jraxei=20) ynd

h2 = gT(fl, 1) qu

ist das Produkt aller irreduzibler Faktoren vgp also das Produkt
aller Faktoren vory, die mit einem Exponenten von mindestens zwei
vorkommen. Damit ist

ha
99T, /1)
das Produkt aller Faktoren, die jhmit Multiplizit at genau zwei vor-
kommen.

9o =

Nach dem gleichen Schemannen wir, fallsf,(x) nicht konstant ist,

weitermachen und rekursiaf: > 3 definieren

fi1 h; fi1

h; = ;o gi(x) = : und fi(x) =
99T(fi—1, i1 99T, fi_1) hi

bis wir fur ein konstanteg; erhalten. Dann hat jedes Polynamnur

einfache Nullstellen, und diese Nullstellen sind genau-tizehen Null-

stellen des Ausgangspolynoryis

Bis auf eine eventuell notwendige Konstanist damitf das Produkt der
Polynomegj?, und falls wir alle Nullstellen der Polynonge bestimmen
konnen, kennen wir alle Nullstellen vgh
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Als Beispiel betrachten wir das Polynom
f)=X"—B5X*+6X -2 mit f(X)=4X°—-10X+6.
Wir berechnen zuichst den ggT vorf und f:

(X4—5X2+6X—2):(4X3—10X+6):§Rest—gX2+gX—2
5 5 9 8. 72 6. 6
4X°-10X+6): [ —oX°+-X—2)=—-X— - Rest—— X+_
( ) ( 2% T2 ) 5% 25 > 257 125
5 5, 9 6 6\ 125 25
X+ X — =X+ — )= - =
( X T 2) ( 25 25) 12" 3

Somit ist der ggT gleich—z%(X — 1); da es auf Konstanten nicht
ankommt, rechnen wir besser mX (— 1).

Eigentlich sind wir damit schon fertig: Der ggT hat nur diafache
Nullstellex = 1, also haff (x) an der Stelle eins eine doppelte Nullstelle,
und alles andere sind einfache Nullstellen. Da
(X*—B5X°+6X —2): (X -1 =X"+2X -2
ist, haben wir die quadratfreie Zerlegung
FX)=(X*+2X —2)- (X — 1)°.
Zur lllustration kKdnnen wir aber auch strikt nach Schema weiterrechnen.
Dann brauchen wir alsathstes
U S X*—5X°+6X -2
YoggT(, 1) X-1
das Polynom das an jeder Nullstelle v6(X) eine einfache Nullstelle
hat. Sodann brauchen wir den ggT viey{.X) und f'(X); da wir schon
wissen, daf¥ und f’ auRer der Eins keine gemeinsame Nullstelle haben,
mufld dasX — 1) sein. Somit ist
X%+ X7 —4x+2
91— X —1
das Polynom, das genau bei den einfachen Nullstellen frorer-
schwindet, also bei-1 + /3. Als machstes muf
F(X)  X*—5X%+6X -2 S
h(X) X3+X2_-4X+2

= X3+ X% 4X+2,

=X°+2X —2=(X+1°-3

g1(X) =
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untersucht werden; da es nurfX = 1 verschwindet, ist die Eins eine
doppelte Nullstelle vory. Damit sind alle Nullstellen vorf(X) sowie
auch deren Vielfachheiten gefunden.

b) Ableitungen Uber einem beliebigen Korper

Auch wenn Ableitungen ursjinglich iber Grenzwerte definiert sind,
ist doch die Ableitung eines Polynoms rechnerisch gesehenein al-
gebraische Operation, die sich im Priniiper jedem beliebigendtper
oder sogar Ring: erklaren AR3t: Wir definierendie Ableitung eines
Polynoms

1

f = adXd+CLd_1Xd— +.-.. +CL1X+CL0 - k[X]

als das Polynom

F=da, X (d - ay  XTP+ - +ag € K[X].

Es ist klar, daf3 die so definierte AbbildukfX] — k[ X], die jedem
Polynom f € k[X] seine Ableitungf’ zuordnet,k-linear ist. Auch
die LEIBNIzsche Produktregelfg)’ = fq¢' + f¢' ist erfullt: Wegen der
Linearitat der Ableitung und der Lineaét beider Seiten der Formel
sowohlinf als auch iny geriigt es, diesiir X -Potenzen nachzurechnen,
und fur f = X", g = X" ist (fg)' = (n +m)X™"™ ! gleich

fg’ + f’g = X"mX™ X" = (m + n)X”er_1 .

Damit gelten digiblichen Ableitungsregeln auctirfdie formale Ablei-
tung von Polynomen aug X].

c) Die Charakteristik eines Korpers

Es gibt allerdings einen wesentlichen Unterschied: In dalysis folgt
durch eine einfache Anwendung des Mittelwertsatzes, daBlleitung
einer differenzierbaren Funktion genau dann identisclsclevindet,
wenn die Funktion konstant ist. Bei einer rein algebraiacBehand-
lung des Themasdnnen wir naiirlich nicht auf den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung zuirckgreifen, sondern éssen direkt nachrech-
nen, wann die Ableitung eines Polynoms gleich dem Nullpoiynst.
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Mit den obigen Bezeichnungen ist dies genau dann der Fafinvaée
Koeffizientenia, der Ableitung verschwinden. Bei den Faktoren dieses
Produkts handelt es sich um die Zald N, und das Krperelement,.

Falls der Grund@rperk die rationalen Zahlen erdlt, kbnnen wir auch

¢ als Element vonk auffassen und haben somit ein Produkt zweier
Korperelemente. Dieses verschwindet genau dann, wenn stamde
einer der beiden Faktoren verschwindet; die Ableitungastis genau
dann das Nullpolynom, wenm, = O fur alle: # 0, wenn das Polynom
also konstant ist.

Auch wennN, keine Teilmenge voi ist, mul3k als Korper zumindest
die Eins enthalten. Wirdmnen daher rekursiv eine AbbildupgronN,
nachk definieren durch die Vorgabes(0) = O undp(n + 1) =¢(n) +1
fur allen € N,. Diese Abbildungaft sich aufZ fortsetzen durch die
weitere Forderung(—n) = —p(n).

Da die Addition inN rekursiviiber Summen von Einsen definiert wird,
Uberlegt man sich schnell, daBrfzwei ganze Zahlen,b € Z qilt:
o(a +b) = p(a) + ¢(b). Da die Multiplikation inZ rekursiv definiert ist
uber die Addition, folgt daraus wiederum, dal3 audghd) = ©(a)p(b)
Ist; ¢ ist also mit Addition und Multiplikation ver#glich. (In der Alge-
bra sagt many sei ein Ringhomomorphismus.)

Falls p(n) nur fur n = 0 verschwindet, kanZ und damit auch) als
Teilmenge vonk aufgefald3t werden; andernfalls gibt es eine kleinste
natirliche Zahlp, so daf3p(p) = O ist. Dap(1) = 1% 0, istp > 2.

Ist a eine weitere ganze Zahl mii(a) = 0, so kbnnen wira mit Rest
durchp dividieren:a = pb+r mit 0 < r < p. Dabei ist

@(r) = p(a) — ¢(pd) = ¢(a) — p(p)p(b) = 0,
also ist auchr = 0, dennp ist die kleinste positive Zahl mip(p) = 0.
Somit verschwindep(p) genau @ir die Vielfachen vorm.

Schreiben wimp = ab als Produkt zweier natlicher Zahleru, b, so ist

0 = v(p) = p(a)p(b). Dap(a) undp(b) Korperelemente sind, muf3 daher
mindestens eines der beiden verschwinden; da beidadioaé Zahlen
und hichstens gleiclp sind, geht das nur, wenn eines gleich eins und
das andere gleichist. Somit istp eine Primzahl.
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Definition: Wir sagen, ein Krperk habe die Charakteristik null, wenn
die Abbildungy: Z — k injektiv ist. Andernfalls sagen wir, die Charak-
teristik vonk sei gleichp, wobeip die kleinste nairliche Zahl ist mit

o(p) = 0.

Die Charakteristik eines &pers ist somit entweder null oder eine Prim-
zahl. Wir schreiben char= 0 bzw.chark = p.

Offensichtlich bilden die rationalen, reellen und auch kdéexen Zahlen
Korper der Charakteristik null, und chgy = p.

Gehen wir zuiick zur Ableitung eines Polynoms! Das Produs} ist
gleich dem ink berechneten Produki(:)a,;, verschwindet also genau
dann, wenn mindestens einer der beiden Faktoren verscatviRir
einen Korper der Charakteristik null verschwinde:) nur fur i = O;
hier missen also alle, mit ¢ > 1 verschwindet, d.h. das Polynom ist
konstant.

Fur einen Korper der Charakteristi > 0 verschwindef(z) allerdings
auch fir alle Vielfachen vom, so dal3 die entsprechenden Koeffizienten
nicht verschwinden iiissen. Ein Polynoryi tiber einem Krper der Cha-
rakteristikp > 0 hat daher genau dann das Nullpolynom als Ableitung,
wenn es sich als Polynom iki” schreibenaf3t.

Wir wollen unsiiberlegen, dafd dies genau dann der Fall ist, wenn das
Polynom diep-te Potenz eines anderen Polynoms ist, dessen Koeffi-
zienten allerdings Kglicherweise in einem gReren Krper liegen.
Ausgangspunkt daf ist das folgende

Lemma: Ist k£ ein Korper der Charakteristik > 0, so gilt fir zwei Poly-
nomef,g € k[X] und zwei Elemente, b des Korpers die Gleichung
(af +bg)? =d’ f¥ +b”¢". Insbesondere ist

d d—1
(a/dX + ad_lX

d d—1
=ahX P +al_ Xl X 4 df.

+...+a1X+a0)p

Beweis:Nach dem binomischen Lehrsatz ist

p .
(af+bg)p:2<p>(af)l(bg)p—l mit (p) :p(p_z+1)

1 7 7]
i=0
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Furi = 0undi = pist (¥) = 1, fur alle anderen stehtp zwar im Zahler,
nicht aber im Nenner des obigen Bruchs. Dahe(§i$tdurchp teilbar,
die Multiplikation mit (?) ist also die Nullabbildung. Somit ist

(af +bg)’ = (af)’ + (bg)” =a” f* +b"g" .
Durch Anwendung auf die Summanden des Polynoms folgt damaus

duktiv auch die zweite Formel. .

Wir kdnnen dieses Lemma auch speziell auf eine Summe von lauter
Einsen anwenden; dann folgt

(1+...+1)p:g_p+.‘.,.+1zi:£|_+.‘.,.+l;

n mal n mal n mal

solche Summen sind also gleich ihgeten Potenz. Somit gilt

Kleiner Satz von Fermat: Fir jedes Elemeni € I ista” = a.
|

Speziell tir den KorperTF,, vereinfacht sich daher das obige Lemma zum
folgenden

Korollar: Fur ein Polynom mit Koeffizienten aus, ist
(0, X" +ay 1 X7+ 40, X +ag)”

d d—1
=ayzX p+ad_1X( )p+---+a1Xp+ao.

Der frandsische Mathematiker IERRE DE FERMAT
(1601-1665) wurde in Beaumont-de-Lomagne geboren.
Bekannt ist er heutzutage vor allerirfseine 1994
von ANDREW WILES bewiesene Vermutung, wonach die
Gleichungz™ + y™ = 2™ furn > 3 keine ganzzahlige
Losung mitcyz #Z 0 hat. DiesefgroRe” Satzes vorer-
MAT, von dem ERMAT lediglich in einer Randnotitz be-
hauptete, dal’ er ihn beweisdinke, erkart den Namen
der obigen Aussage. ObwohERMAT sich sein Leben
lang sehr mit Mathematik besaftigte und wesentliche
Beitrage zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie
und Analysis lieferte, war er hauptberuflich Jurist und
Chef der Byrse von Toulouse.
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d) Quadratfreie Zerlegung tber beliebigen Korpern

Falls ein Polynony durch das Quadraf eines anderen teilbar ist, gibt
es ein Polynony € k[ X] mit f = ng, und nach der Produktregel ist
' =2qg + ¢*g’ = q(2g9 + q¢'), d.h.q teilt auch ' und damit den ggT
von f und f'.

Ist umgekehrt ein irreduzibles Polynogme k[X] Teiler von f, etwa
f = qh, soistf’ = ¢'h+qh’ genau dann durapteilbar, wenny’ h durchg
teilbar ist. Dag irreduzibel ist, muf3 dann entwedgroderh durchg
teilbar sein. Vidreq ein Teiler vong’, so niiRteq” aus Gradginden das
Nullpolynom sein,g selbst also entweder konstant odeiiber einem
Korper positiver Charakteristik — einete Potenz. Beides ist durch
die Definition eines irreduziblen Polynoms ausgeschlasSemit muf3
dannh durch ¢ teilbar sein undf = gh durch¢®. Damit haben wir
bewiesen:

Lemma: Ein irreduzibles Polynony ist genau dann ein mindestens

quadratischer Faktor vofy wenn es den ggT voyi und f’ teilt. .

Genauer: Wenm in der Primfaktorzerlegung voifi in der Potenz®
auftritt, d.h.f = ¢°g mit ¢ { g, soistf’ = eq g +q°q .

Uber R wiirde daraus folgen, dayf_l die hochsteq-Potenz ist, die
f' teilt. Da wir aberilber einem beliebigen @&per arbeiten, énnte es
sein, daf? der erste Faktor verschwindet: Dies passiertgiaran, wenn
der Exponent durch die Charakteristij des Grundkrpers teilbar ist.
In diesem Fall istf’ = ¢°g mindestens durch® teilbar. Daf genau
durchgq® teilbar ist, folgt

Lemma: Ist f = u[] ¢ mit u € k™ die Zerlegung eines Polynoms
f € k[X] in irreduzible Faktoren, so ist der ggT vghund ' gleich

d - . _ e, —1 fallspte,
[lai mltdi_{e fallsp | e;

)
|

Nach dem Lemma ist zumindest klar, daR = f/ggT(f, f') ein
guadratfreies Polynom istamlich das Produkt aller jener Primfaktoren
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von f, deren Exponent nicht durgtteilbar ist. In Charakteristik null ist
alsof/ggT(f, f) einfach das Produkt deasitlichen irreduziblen Fak-
toren vonf. Diejenigen Faktoren, die mindestens quadratisch vorkom-
men, sind gleichzeitig Teiler des ggT,; das Prodgkter Faktoren, die
genau in der ersten Potenz vorkommen, ist Alg@gT(hy, 99T (f, f')).

Falls ggT(f, f') kleineren Grad alg hat, kbnnen wir rekursiv weiter-
machen und nach derselben Methode das Produkt aller Fakitden,
die in f; = ggT(f, f') genau mit Exponent eins vorkommen;firselbst
sind das quadratische Faktoren. Weiter geht esfmit ggT(f,, f5),
dessen Faktoren mit Exponent eins kubiscli euftretenusw.

Uber einem Krper der Charakteristik null liefert diese Vorgehenseeis
die gesamte quadratfreie Zerlegung; in positiver Charsstide kann es
allerdings vorkommen, daR ggfi,(f') = f ist. Da degf’ < degf, ist
dies genau dann der Fall, werfh = 0 ist. Dies ist in Charakteristik
Null genau dann der Fall, wenfikonstant ist; in Charakteristi > 0
verschwindet aber auch die Ableitung eines jeden Polynam&H.
Somit ist hierf’ = 0 genau dann, wenn alle jfivorkommendenx -
Potenzen einen durghteilbaren Exponenten haberiiiff € IF,[ X]ist
dann, wie wir oben gesehen haben,

f= adedp + a’(d—l)pX(d_l)p I apo +aq
= (adep * a(d—l)pX(d_l) toota, X+ aO)p ’

f istdann also dig-te Potenz eines anderen Polynoms, und wirien
den Algorithmus auf dieses anwenden. Im Endergebriissen dann
natirlich alle hier gefundenen Faktoren in diete Potenz gehoben
werden.

In anderen Krpern der Charakteristikist die Situation etwas kompli-
zierter: Dort nilssen wir zuachst Elementg, finden mitb} = a,,,; dann

ISt

1

f = (bdXd +bd_1Xd_ +.-.. +b1X+bo)p .

Solche Elemente iissen nicht existieren, es gibt aber eine grol3e Klasse
von Korpern, in denen sie stets existieren:
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Definition: Ein Korperk der Charakteristip > 0 heil3t vollkommen,
wenn die Abbildungs — k; z — zP surjektiv ist.

Man kann zeigen, daf3 jeder endlicheérider vollkommen ist: Im Krper
mit p" Elementen ist” = x furallex € F,., und damit istc die p-te

Potenz vony = 2" Ein Beispiel eines nicht vollkommenerbkpers
warelF (X), wo X offensichtlich nicht alg-te Potenz eines anderen
Korperelements geschrieben werden kann.

Uber einem vollkommenen#tper der Charakteristil > 0 kann man
also jedes Polynom, dessen Ableitung das Nullpolynom Istpde
Potenz eines anderen Polynoms schreiben und so, falls raanteln
Wurzeln auch effektiv berechnen kann, den Algorithmus aZiadyat-
freien Zerlegung durclihren. Insbesondere gibt es keinerlei Probleme
mit den KorpernF,, denn dort ist jedes Element seine eigente
Wurzel.

§3: Der Berlekamp-Algorithmus

Wir gehen aus von einexuadratfreienPolynomuber dem KrperF,

mit p Elementen, d.hf € F [ X]istein Produkt vorverschiedenere-

duziblen Polynomerfy, . . ., f. Durch quadratfreie Zerlegungft sich
jedes Faktorisierungsproblemliy[ X] auf diesen Fall zurckfuhren.

Um zu sehen, wie wir di¢; bestimmen Bnnen, nehmen wir z@chst
an, sie seien bereits bekannt. Wigben uns dann irgendwelche Zahlen
s1,---,Sy € F, und suchen ein Polynome F,[ X] mit

g=s;,modf, furallei=1,...,N.

Falls dies, paarweise verschieden sindyrinen wir den Faktoy, be-
stimmen als

fi=99T(g — s;, f) .

Nun kdnnen wir freilich nichtimmer erreichen, dal} dielle paarweise
verschieden sind: WeniV grof3er alsp ist, gibt es dazu einfach nicht
geriigend Elemente ifi,,. In diesem Fall ist gglf(— s;, f) das Produkt
aller f; mit s; = s,. Sofern nicht alles; gleich sind, ihrt das immerhin
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zu einer partiellen Faktorisierung vgi die wir dann mit einem neuen
Polynomg zu neuen Elementes) weiter zerlegen riasserusw.

Nach dem chinesischen Restesatz ist klar, dal3 es zu jeddrWfah
N Elementensy, ..., sy ein Polynomg gibt mit g = s, mod f,, denn
wegen der Quadratfreiheit vofisind die f; ja paarweise teilerfremd.
Das Problem ist nur, daf3 wir di§ erst berechnen wollen unddaher
nicht wie im Beweis des chinesischen Restesatzes kongnui@nnen.
Wir misseny also auch noch anders charakterisieren.

Nach dem kleinen Satz vonERMAT ist jedess, gleich seinerp-ten
Potenz, also ist

¢ =s=s,=gmodf, furi=1,...,N.
Da f das Produkt der paarweise teilerfremdemst, gilt daher auch
¢" =gmodf.

Falls umgekehrt ein Polynome F, [ X] diese Kongruenz eiilt, so ist
f ein Teiler vong” — g. Letzteres Polynomdnnen wir weiter zerlegen:

Lemma: a) Uber einem Krperk der Charakteristilo > 0 ist

p—1 p—1
XP—Xx=J[(X -5 und X" —1=T](X ).
i=0 J=1
b) Fur jedes Polynong € k[ X] ist
p—1 p—1
@ —g=[[o-5 und ¢ —1=T]s-1.
3=0 j=1

Beweis: a)Nach dem kleinen Satz voreRMAT sind alle: € ), Null-
stellen des Polynom&” — X, und da ein von null verschiedenes Poly-
nom vom Gradp nicht mehr alsp Nullstellen haben kann, gibt es
keine weiteren. Die Gleichheit beider Seiten folgt somradia, dall die
fuhrenden Koeffizienten beider Polynome eins sind.

b) Im Polynomringk[ X] ist, wie wir gerade gesehen habexi?y — X
gleich dem Produkt aller Polynom& (— 7). Diese Identit, genau wie
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die fur X?~* — 1, bleibt natirlich erhalten, wenn man auf beiden Seiten
fur X irgendein Polynom auk[ X] einsetzt.

Fir ein Polynomg € [ X] mit g* = g mod f ist f daher ein Teiler

von »
[[o-9.
7=0

jeder irreduzible Faktoyf; von f mufd daher genau eines der Polynome
g — j teilen. Somit gibt es zu jedem Faktfr ein Elements; € I, so
dal3g = s, modp.

Wenn wir uns auf Polynomgbeschanken, deren Grad kleiner istals der

von f, so istg durch die Zahlers,; eindeutig bestimmt, denn nach dem

chinesischen Restesatz unterscheiden sich zasihgen des Systems
g=s;modf, furi=1,...,N

um ein Vielfaches des Produkts dgér also ein Vielfaches vorf.

Die MengeV aller Polynomeg mit kleinerem Grad algf, fur die es

Elementes,, ..., sy € F, gibt, so dal die obigen Kongruenzen(gitf

sind, ist offensichtlich eiff -Vektorraum: fr eine Linearkombination
zweier Polynome aug sind solche Kongruenzen éth fur die entspre-
chenden Linearkombinationen der Die Abbildung

{V—>IFI])V
g (gmodf,...,g modfy)

ist nach dem chinesischen Restesatz ein Isomorphismud; isbitie
Dimension vonl” gleich der AnzahlV irreduzibler Faktoren vorf.

Wie die obige Diskussion zeigt, i$t auch der Vektorraum aller Poly-
nomeg mit kleinerem Grad alg, fur die g” = g mod f ist. In dieser
Form a3t sichV berechnen: Ist def) = d, so kdnnen wir jedeg € V
schreiben als

d—1 d—2
g=9gg 1 X “tag , X “+---+g X +g,
und
d—1 d—2
9" = a1 X 4 g, X T 4 g X7+ g,
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mit geeigneten Koeffizientep € F,.

Modulo f miissery undg” Ubereinstimmen. Um dies in eine Bedingung
an die Koeffizientery, zu Uibersetzen, dividieren wir die Potenz&r
mit Rest durchf:

d—1
X?=3 "b; X' modf.
3=0
Dann muf3 gelten
d—1d-1
Z XTmodf=Y"Y b,0,X = Zngj
=0 5=0

Koeffizientenvergleichiihrt auf das homogene lineare Gleichungssys-
tem

d—1

Zbijgi:gj furj =0,...,d—1.

=0

V' ist also auch beschreibbar als dérsungsraum dieses Gleichungs-
systems. Dieseil3t sich allein auf Grund der Kenntnis vgrexplizit
berechnen, und seine Dimension ist gleich der An2akiler irreduzib-

len Faktoren vory; insbesondere ist er also genau dann eindimensional,
wenn f irreduzibel ist.

Andernfalls wahlen wir irgendein Element € V und berechnen die
Polynome ggTq — A, f) fur alle A € F,. Falls wir dabeiN mal ein
nichtkonstantes Polynom bekommen, haben fviiaktorisiert. Wenn
wir weniger Faktoren bekommen, wareir tlas betrachtete Polynogm
einige der Wertes, gleich; wir bilden eine Liste der gefundenen (und
zumindest noch nicht in allerdlen irreduziblen) Faktoren,amhlen ein
vonv linear unabBngiges neues Polynome V und verfahren damit
genauso. Indem wirlir jedes nichtkonstante Polynom gg@T€ A, f)
den ggT mit den in der Liste stehenden Faktoren bildémnlken wir
die Listenelemente weiter zerlegen. Bei jeder gefunderenhegung
ersetzen wir das zerlegte Element durch seine Faktoreral®ale
Liste N Faktoren entélt, sind wir fertig.
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Falls die eamtlichen ggTh — A, /) immer noch nicht ausreichen, um
N Faktoren zu produzieren,imsen wir ein neues, vanund & linear
unablangiges Element volr wahlen und damit weitermachesw.

Das Verfahren mul3 gpestens mit deniV-ten Polynom enden, denn
dann haben wir eine Basis, . . ., g5 von V' durchprobiert. Htten wir
dann noch nicht alléV Faktoren isoliert, ral3te es (mindestens) zwei
Faktorenf; und f; geben, so dag mod f; fur alle Polynomey einer
Basis vonV gleich g mod f; ist und damit &@r alleg € V. Das ist
aber nicht ndglich, denn nach dem chinesischen Restesatza#rith
beispielsweise auch ein Elemenmit g mod f;, = 0 undg mod f; = 1.

Damit liefert uns dieser Algorithmus VOnERLEKAMP zusammen mit
der quadratfreien Zerlegungrfjedes Polynontiber[F,, eine Zerlegung

in irreduzible Faktoren. Mit einigen offensichtlichen Mfikiationen
schafft er dasselbe auchirfPolynomeiiber jedem der in dieser Vor-
lesung nicht behandelten anderen endlichénpérn, allerdings istiir
solche Korper gelegentlich ein alternativer Algorithmus vomaRALD
NIEDERREITEREeffizienter.

ELwYN BERLEKAMP wurde 1940 in Dover, Ohio ge-
boren. Er studierte Elektrotechnik am MIT, wo er 1964
mit einer Arbeit aus dem Gebiet der Kodierungsthe-
orie promovierte. Seine anschlieienden Arbeiten und
auch Positionen sowohl in der Wirtschaft als auch an
Universitaiten bewegen sich im Grenzgebiet zwischen
Mathematik, Elektrotechnik und Informatik; einen ge-
wissen Schwerpunkt bildenlBher und Zeitschriftenar-
tikel Uber die Mathematik von Spielen sowie Arbeiten
zur Informationstheorie. 2006 emeritierte er als Mathe-
matikprofessor in Berkeley. Seine dortige home page ist
math.berkeley.edu/~berlek/

Als Beispiel wollen wir f = X® +2X° +4x*+ x* - x> - X -1
auslF-[ X] faktorisieren. Wir setzen ein Polynom vom Grdghf mit
unbestimmten Koeffizienten an:

> G :=x -> add(glil*x~i, i=0..5);
G = x— > add(g,x",i = 0..5)

> G(X); 2 3 4 5
Got g1 X + g, X + g3 X +g, X +g5X
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Die siebte Potenz davon ist

> G(X"7); 7 14 21 28 35
Got g1 X + g X+ g3 X+ g, X +gs X

Um sie modulof auszudiicken, nilssen wir die Divisionsreste, bei
der Division vonx " durch f berechnen:

> for 1 to 5 do h[i] := Rem(X~(7%*i), f, X) mod 7; od;
hy =3X +6X°+6X +5
hy =4X° + X' +2X° +6X +6
hy = X°+4X*+6X°+6X°+2X +5
hy = X +6X +5X°+ X°+ X +2
hs = 2X° +4X"+6X° +4X°+2X +5
Damit kdnnen wirg” mod f explizit hinschreiben:

> G7 := sort(collect(expand(
> g0 + add(glil*h[i], i=1..5)), X), X);

5 4
G7:= (49, + g3+ 295 + g4) X~ + (694 + g5 + 4g3 + 4g5) X
3 2
+(5g4 + 695 + 391 + 693 + 29,) X~ + (g4 + 4gs + 6g; + 693) X
+(6g, + g4 + 691 + 293 + 295) X + 5g5 + g0 + 69, + 595 + 29, + 59,

Das soll gleichg sein, was auf ein lineares Gleichungssysté&mdie
sechs Variableg[:] fuhrt:

> LGS := seq(coeff(G7, X, i) = gl[i], i=0..5);
LGS = {5g5 + g0 + 69, + 53 + 29, + 59, = go,
69, + g4+ 691 *+ 293 + 295 = g5,
ga * 4gs + 69, + 693 = g,
54 * 695 + 391 + 693 + 29, = g3,
694 + gy + 493 + 495 = gy,
A9, + 93+ 295+ 94 = g5}
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Zur Losung eines Gleichungssysteater einem KrperF,, konnen wir
den Befehmsolve verwenden; sein erstes Argument ist eine Menge
von Gleichungen, das zweite, das auch fehlen kann, eine &eog
Variablen, und das dritte die PrimzahIDa wir hier naclallenVariablen
auflosen wollen, Bnnen wir auf das zweite Argument verzichten:

> msolve (LGS, 7);
9o=-21,95=-22,9,=3.22,93=5.22,9: = 6.22,9, =322

Das bedeutet folgendes: Di&ésungen hngen ab von zwei Parametern;
fur diese fihrt Maple die BezeichnungeZz1 und _Z2 ein, wobei der
Buchstabe,z* fur ganze Zahl stehen soll. Insbesondere ist also der
Losungsraum zweidimensional, das Polynbhat also zwei irreduzible
Faktoren. Wir Kknnen uns eine Basis de®tungsraums verschaffen,
indem wir fur das erste Basispolyno@l = 1 und_Z2 = 0 setzen und
fur das zweiteZ1 = 0 und_Z2 = 1. Mit dem Befehl

> assign(%);
konnen wir aus den obigen Gleichungen Zuweisungen machetheunmd
substituieren:

> G.1 := subs(Z1 =1, Z2 =0, G(X)) mod 7;
G1l=1

Das bringt offensichtlich nichts. Beim zweiten Versuch
> G2 := subs(Z1 =0, Z2 =1, G(X)) mod 7;
G2:=X+3X"+5X°+3X°+6X

haben wir mehr Glck und nilssen nundr alle i € ., die gioliten
gemeinsamen Teiler vad_2 — i und f berechnen:

> for i from O to 6 do Gecd(G2-i, f) mod 7; od;
X2+5X +2
1
X2 +2X%+6X +3
1

e
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Somitistf = (X3 +5X + 2)(X3 +2X°%+6X + 3) die Zerlegung vorf
in irreduzible Faktoren. Zur Vorsichttkinen wir das noch von Maple
verifizieren lassen:

> expand ((X~3+2*xX"2+6%X+3) * (X" 3+5xX+2)) mod 7;
X0+ 22X +4X*+ X°+6X°+6X +6

Da 6 =—1in[F, ist das in der Tat unser Ausgangspolyném

84: Faktorisierung Uber den ganzen Zahlen und Uber
endlichen Korpern

Wie bei der Berechnung des ggT zweier Polynome wollen wihdngs
der Faktorisierung den Umwaeiper endliche &rper benutzen, um das
Problem tir PolynomdiberZ zu l6sen. Allerdings kann es hieébfiger
passieren, dafd sich Ergebnigigerl , deutlich unterscheiden von denen
uberZ:

Zunachst einmal muld ein quadratfreies Polynom ALS] modulo p
nicht quadratfrei bleibenf = (X + 10)(X — 20) etwa ist modulo zwei
oder finf gleich X2 und modulo drei X + 1)°. Dieses Problem tritt
allerdings nur bei endlich vielen Primzahlen auf und kannmieden
werden: Istf € Z[ X] quadratfrei, seine Reduktioﬁ(p) € F,[X] aber

nicht, so habery"(p) und seine Ableitung einen gemeinsamen Faktor,
ihre Resultante verschwindet also. Da diese ResultantReliktion
modulop der Resultante vorf und f’ ist, bedeutet dies einfach, daR
ein Teiler detiberZ berechneten Resultante ist, und d&3tlIsich leicht
nachpiifen. Dazu nissen wir zwar eine Resultante berechnen, was wir
iIm vorigen Kapitel aus Effizienzgnden vermieden hatten, aber wie
wir bald sehen werden, ist das Problem der Faktorisierunglicle
komplexer als der &LIDische Algorithmus, so dal hier der Aufwand
fur die Resultantenberechnung nicht weiter ins Gewialit. f

Tatsachlich betrachtet man in der Algebra meist nicht die Rastgtvon
fundf’, sondern die sogenanriéskriminante

(_1)%d(d—1) / _
D(f) = Resc(f, f) mit d=degf,

n
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deren algebraische Eigenschaften etwas besser simdpraktische
Rechnungen ist der Unterschied hier aber unbedeutend,wiemrman
der SrLVESTER-Matrix von f und f’ leicht ansieht, ist die Resultante ei-
nes nichtkonstanten Polynoms durch eidéére Potenz desifirenden
Koeffizientena,, teilbar als nur die erste; die Primteiler von Resultante
und Diskriminante sind also dieselben.

Vermeidet man diese, bleilftauch modulg quadratfrei, jedochdnnen
sich die Zerlegungen inirreduzible Faktore@inX ] undF, [ X ] deutlich
unterscheiden:

Betrachten wir dazu als erstes Beispiel das Polydéh 1 ausZ[ X].
Es ist irreduzibel, da eine Zerlegung die ForM £ a)(X + a) haben
miiBte mita € Z, und inZ gibt es kein Element mit a® = —1.

Auchuber dem KrperF, muf3 eine eventuelle Faktorisierung die Form

(X — a)(X + a) haben mita® = —1; wir missen uns alstiberlegen,
wann das der Fall ist. Die elementare Zahlentheorie sagt uns

Lemma: Genau dann gibt es im endlicheiperF, ein Element mit
a’=—1, wennp = 2 oderp = 1 mod 4 ist.

Beweis:Fur p = 2 ist natirlich 1° = 1 = —1 die Losung. Er ungerade
p = 1 mod 4 schreiben wip = 4k + 1. Nach dem kleinen Satz von
FERMAT und der dritten binomischen Formel isirfallex € IE*‘;<

P 1= 1=+ )e® -1 =0,
das PonnomXp_1 — 1 hat somitp — 1 = 4k Nullstellen und zedillt
dahertiberF,, in Linearfaktoren. Damit gilt dasselbéif die beiden
FaktorenX " + 1; insbesondere gibt es also eire F, mit2** +1 = 0.

Fur a = 2" ist danna?® = z2* = —1.

Istp = 3 mod 4 unds’® = —1 fiir eina € F,, so ista* = 1. AuBerdem

ist nach dem kleinen Satz vorERMAT o~ = 1. Wegerp = 3 mod 4
iIstggT(4 p— 1) = 2, die Zwei ist also als Linearkombination von 4 und
p — 1 darstellbar. Damit ist auckf = 1, im Widerspruch zu Annahme
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a® = —1. Somit gibt esifir p = 3 mod 4 keine Elemente mit Quadral

in ]Fp. .

Damit ist X2 + 1 genau dann irreduzibéberIFp, wennp = 3 mod 4;
in allen anderen &llen zeréllt das Polynom in zwei Linearfaktoren.
Nach einem bérmhmten Satz von RICHLET Uber Primzahlen in arith-
metischen Progressionen bleik? + 1 damit nur modulo der &ifte
aller Primzahlen irreduzibel; insbesondere gibt es alsndinch viele
Primzahlen, modulo derer das Problem schlechte Redukéibn h

Noch schlimmer ist es bet* + 1: Auch dieses Polynom ist irreduzibel
UberZ: Da seine NuIIsteIIen}\/?(il =+ 4) nicht in Z liegen, gibt es
keinen linearen Faktor, undase

X'+ 1= (X*+aX +b)(X°+cX +d)
= X'+ (@+) X+ +d+ac) X’ + (ad +be)X +bd

eine Zerlegung in quadratische Faktoren, so zeigen diefikmziten
von X2 und der konstante Term, da= —a undb = d = +1 sein
muf3te. Die Produkte

(X2 +aX +D)X°—aX+1)=X"+(2-d)X°+1
und

(X°+aX —1D(X°—aX -1 =X"—(2+a)X°+1

zeigen aber, daf’ beides nar fi> = +2 zu einer Faktorisierungihren
konnte, was ir¥Z nicht erfillbar ist.

In den KorpernF, dagegen kann es sehr wohl Elemente geben, deren

Quadratt2 ist, und dann zeigen die obigen Formeln, d&f3+ 1 dort in
ein Produkt zweier quadratischer Polynome zerlegt werdemkAuch
wenn es ein Element € F, gibt mit a® = —1, konnen wirX* + 1 als

Produkt schreiben,amlich genau wie oben im Fall® + 1 als
X' +1=(X+a)(X° - a).

Somit istX* + 1 iiber dem rperF,, zumindest dann reduzibel, wenn
dort wenigstens eines der drei Elementeund+2 ein Quadratist. Um
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zu sehen, da* + 1 Uber jedem dieser &per zeréllt, missen wir uns
alsotberlegen, daf in keinem deibkperF, alle drei Elementdeine
Quadrate sind. Da2 = —1- 2 ist, folgt dies aus

Lemma: Sind im Korperl,, die beiden Elemente, b nicht als Quadrate
darstellbar, so isib ein Quadrat.

Beweis:Fur p = 2 ist jedes Element ein Quadrat und nicht zu beweisen.

Ansonsten betrachten wir die Abbildung ]F;f — IF; die jedes von
Null verschiedene Element vdf), auf sein Quadrat abbildetiiFzwei
Elementer,y € ]F;f ist offensichtlichy(x) = ¢(y) genau dann, wenn
x = ty ist. Daher besteht das Bild vqmaus%(p — 1) Elementen, und
genau die Hlfte der Elemente vo]ﬁ;f sind Quadrate. Ist keines, so ist
auchaz? fir keinz € F)* ein Quadrat, denn &reaz” = y°, sonst vire
aucha = yz 2 = (y/z)* ein Quadrat.

Da es%(p — 1) Quadrate und genauso viele Nichtquadrate galfitt $ich

somit jedes Nichtquadratalsb = az® schreiben mit einem geeigneten

Elementz € F,. Damitistab = a - az” = (az)® ein Quadrat.
| ]

Die Situation ist also deutlich schlechter als im Fall desIED ischen
Algorithmus, wo wir sicher sein konnten, dal3 eschstens endlich
viele Primzahlen gibt, modulo derer das Problem schlecletduktion
hat: Das Problem der Faktorisierung des Polyndfiis- 1 hat, wie wir
gerade gesehen haben, modelberPrimzahl schlechte Reduktion, und
auch beiX?+1 gibt es unendlich viele solche Primzahlen.

Aus diesem Grund empfiehlt siciirfdie Faktorisierung definitiv kein
Ansatz mit dem chinesischen Restesatz: Wenn wir die Faktouing
modulo verschiedener Primzahlen dukdinfen, kbnnen wir praktisch
sicher sein, dal? es darunter auch schlechte gibt, und meidewauch
die Ergebnisse modulo verschiedener Primzahlen entwéatddzusam-
menpassen, oder aber wir haben mehrere Faktoren gleichee$;rvon
denen wir nicht wissen, welche wir via chinesischen Retes#einan-
der kombinieren sollen. Es hat daher keinen ZweclaligfPrimzahlen
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zu wahlen und dann eineiRkfallstrategie iir schlechte Primzahlen zu
entwickeln.

Der Weguber endliche Krper verfolgt daher im Falle der Faktorisie-
rung eine andere Strategie als beimkEDischen Algorithmus: Wir
beschanken uns auf eine einzige Primzahl — uréatdig davon, ob
diese nun gut oder schlecht dafyeeignet ist.

Wir kennen bereits aus dem vorigen Kapitel Schrankerdie Koeffi-
zienten der Faktoren eines Polynoms; wimkten also eine Primzahl
wahlen, die gblRer ist als das Doppelte dieser Schranke und modulo
dieser rechnen.

Der Nachteil dabei ist, dal3 das Rechnen modulo einer Primaamnso
teurer wird, je goRRer die Primzahl ist: Die Kostetif Multiplikationen
wachsen quadratisch mit der Stellenzahl wptie Kosten@ir Divisionen
modulo p nach dem erweiterten UkLID ischen Algorithmus &nnen
sogar bis zu kubisch ansteigen.

Die Alternative bietet einir vollig andere Zwecke bewiesenes Resultat
des deutschen ZahlentheoretikersNHEL, das es erlaubt eine Fakto-
risierung modulg fortzusetzen zu einer Faktorisierung modulo jeder
beliebiger p-Potenz und, was ENSEL wirklich interessierte, zu den
sogenanntep-adischen Zahlen, mit denen wir uns in Rahmen dieser
Vorlesung allerdings nicht besattiigen werden.

85: Das Henselsche Lemma

Lemma: f, g, h seien Polynome aug[ X] derart, dal}f = gh modp;
dabei seiery modp undh modp teilerfremduberF [ X]. Dann gibt es
fur jede nafrliche Zahln Polynomey,,, h,, derart, dald

g,=gmodp, h,=hmodp und f=g,h, modp".

Beweisdurch vollsindige Induktion: Der Falh = 1 ist die Vorausset-
zung des Lemmas. Ist das Lemniga €inn bewiesen, machen wir den
Ansatz

Jns1 =g t0"g" und Ry =h, +p"h".
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Nach Induktionsvoraussetzung igt= g, h,, modp", die Differenz
f —g,h, istalso durctp™ teilbar und es gibt ein Polynorfi € Z[ X],
sodalf =g, h, +p" fist. Wir mdchten, daf

* * * * 2 +1
f=(g,+p"g )h, +p"h") = g h, +p"(9,h" +h,g ) +p”" modp"
wird. Da 2n > n + 1ist, kbnnen wir den letzten Summanden vergessen;
zu losen ist also die Kongruenz

f = guhn + 0" " = gohy +0"(gh" + Ryg") modp™™
oder
p"f =p"(g.h" +h,g") modp” .
Division durchp™ macht daraus
ff =g,k +h,g  modp oder f° =gh"+hg modp,

denng,, = g modp undh, = h modp. Die letztere Kongruenzdnnen

wir als Gleichung inF,[ X] auffassen und dortbsen, indem wir den
erweiterten BKLIDischen Algorithmus auf die Polynomgemod p und

h modp ausF [ X] anwenden: Da diese nach Voraussetzung teilerfremd
sind, kdnnen wir ihren ggT Eins und damit auch jedes andere Polynom
UberF, als Linearkombination der beiden darstellen. Da der Gradfvo
die Summe der Grade vgnundh ist und f* hochstens denselben Grad
wie f hat, kbnnen wir dann auch eine Darstellufg = gh™ + hg™

in F,[X] finden mit degy® < degg und degh” < degh. Ersetzen
wir ¢ und h* durch irgendwelche Regsentantanten gleichen Grades
ausZ[ X], erfulleng,,,, = g,,+p" ¢" undh,,,, = h,+p" h™* die Kongruenz

f =g, h, modulop™™.

KURT HENSEL wurde 1861 im damaligen #¢higsberg
geboren; als er neun Jahre alt war, zog die Familie nach
Berlin. Er studierte dort und in Bonn; 1884 promovierte
er in Berlin bei KRONECKER 1886 folgte die Habilita-
tion. Er blieb bis 1901 als Privatdozent in Berlin; 1901
bekam er einen Lehrstuhl in Marburg, den er bis zu
seiner Emeritierung 1930 innehatte. Er starb 1941 in
Marburg. Seine Arbeiten drehen sich hadgtdich um

die Zahlentheorie und die eng damit verwandte Arith-
metik von Funktionen&rpern. Bekannt wurde er vor
allem durch die Eirfhrung derp-adischen Zahlen. Er
ist Autor dreier Lehriicher.
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86: Der Algorithmus von Zassenhaus

Die Werkzeuge aus den vorigen Paragraphen erlauben ungirgem
sam eingesetzt, nun die Faktorisierung von Polynorfiesus Z[ X]
oderQ[X]. Das einzige, was wir noch nicht explizit formuliert haben
ist eine Schrankeif die Koeffizienten eines Faktors. Aus Kapitel B,
wissen wir, daf3idr einen Teiley € C[z] eines Polynomg < C[z] gilt:

b
HO) < (1, 5) | 2111

aq
wobeie den Grad vory bezeichnet und,, b, die fuhrenden Koeffizi-
enten vonf undg. Fur g, f € Z[X] mul3b, ein Teiler vona, sein, der
Quotientd, /a, hat also kchstens den Betrag eins. Der Gradines
Teilers kann bchstens gleich dem Grablvon f sein, also istifir jeden
Teilerg € Z[X]von f € Z[ X]
d
1) < (1) 1712

Nach ZAsseNHAUSgehen wir zur Faktorisierung eines Polynofnaus
Z[ X] oderQ[ X] nun folgendermal3en vor:

Erster Schritt: Berechne die quadratfreie Zerlegung voand ersetze

die quadratfreien Faktoren durch ihre primitiven Antegjje Dann gibt

es eine Konstante, so dallf = c[]i, gf ist. Falls f in Z[ X] liegt, ist

c eine ganze Zahl. eine Faktorisierung iZ[ X] mul3 auch: in seine
Primfaktoren zerlegt werdenirf eine Faktorisierung iQ[ X] kannc als
Einheit ausQ™ stehen bleiben. Die folgenden Schritte werden einzeln
auf jedes dey, angewandt, danach werden die Ergebnisse zusammen-
gesetzt zur Faktorisierung vgh Fur das Folgende seieines degy,.

Zweiter Schritt: Wir setzenL = ([fjggg]) lg|l, und M = 2L + 1. Dann
2
wahlen wir eine Primzahp, die weder denifhrenden Koeffizienten

noch die Diskriminante von teilt. Damit ist auchy mod p quadratfrei.
Dritter Schritt: Wir faktorisiereng mod p nach BERLEKAMP in [ X].

Vierter Schritt: Die Faktorisierung wird nach deneNseLschen Lemma
hochgehoben zu einer Faktorisierung modplofiir eine ndtrliche
Zahln mitp™ > M.
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Flnfter Schritt: Setzem = 1 und testeiir jeden der gefundenen Fak-
toren, ob er ein Teiler vop ist. Falls ja, kommt er in die List€, der
Faktoren vory, andernfalls in eine Listg,.

Sechster Schrittfalls die Listel, keine Eintage hat, endet der Algo-
rithmus undy ist das Produkt der Faktoren ads. Andernfalls setzen
wir m =m + 1 und testenir jedes Produkt aus verschiedenen Poly-
nomen aug’,, ob ihr Produkt module™ (mit Koeffizienten vom Betrag
hochstend.) ein Teiler vong ist. Falls ja, entfernen wir digx Faktoren
aus L, und fugen ihr Produkt in die List&; ein. Wiederhole diesen
Schritt.

Auch wenn der sechste Schritt wie eine Endlosschleife abs®ndet
der Algorithmus nalrlich nach endlich vielen Schritten, deu ist
eine endliche Liste und gpestens das Produkt aller Elemente 8ys
muf3 Teiler vory sein, da sein Produkt mit dem Produkt aller Elemente
von L, gleich g ist. Tat@chlich kann man schon abbrechen, wenn die
betrachteten Faktoren einero@eren Grad haben &lsjegg, denn falls

f reduzibel ist, gibt es einen Faktor, dérdinstens diesen Grad hat.

HANS JuLIUS ZASSENHAUSwurde 1912 in Koblenz ge-
boren, ging aber in Hamburg zur Schule und zur Univer-
sitat. Er promovierte 1934ber Permutationsgruppen;
seine Habilitation 1940 handelte voretRingen in po-
sitiver Charakteristik. Da er nicht der NSAAP beitreten
wollte, arbeitete er @hrend des Krieges als Meteo-
rologe bei der Marine; nach dem Krieg war er von 1949
bis 1959 Professor in Mor#éal, dannéinf Jahre lang in
Notre Dame und schlie3lich bis zu seiner Emeritierung
an der Ohio State University in Columbus. Dort starb
er 1991. Bekannt ist er vor alleriirfseine Arbeiten zur
Gruppentheorie und zur algorithmischen Zahlentheorie.

87:. Swinnerton-Dyer Polynome

Der potentiell problematischste Schritt des obigen Aliponus ist der
sechste: Vor allem, wenn wir auch Produkte von mehr als zaleidfen
betrachten rassen, kann dieser sehr teuer werden. Ein Beispiéirdaf
bieten die sogenanntemnVINERTON-DYER-Polynome: Zu paarweise
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verschiedenen Primzahlen, . . ., p,, gibt es genau ein Polynofivom
Grad 2' mit fuhrendem Koeffizienten eins, dessen Nullstellen genau die
2" Zahlen

/Py P Lt /D,

sind. Dieses Polynom hat folgende Eigenschaften:
1. Es hat ganzzahlige Koeffizienten.
2. EsistirreduzibeliberZ .

3. Modulo jeder Primzahi zerfallt es in Faktoren vom Gradichstens
Zweil.

Beweisenal3t sich das am besten mit Methoden der abstrakten Algebra,
wie sie in jeder Vorlesunglgebra | prasentiert werden. Da hier keine
Algebra | vorausgesetzt wird, sei nur kurz die ldee angeddeum den
kleinsten Teilkbrper vonC zu konstruieren, in dem alle Nullstellen vgn
liegen, kbonnen wir folgendermal3en vorgehen: Wir konstruieren als er
stes einen Krper Ky, der,/p; entrélt. Das ist einfach: Der Vektorraum
K, =Q® Q,/p; ist offensichtlich so ein Krper. Als rachstes konstru-
ieren wir einen Krper K, der sowohlk, als auch, /p, entralt. Dazu
konnen wir genauso vorgehen: Wir betrachten einfach dendmven-
sionalenk;-Vektorraumk, = K; & K;,/p,. Als VektorraumiiberQ

ist K, natrlich vierdimensional. Weiter geht es nii; = K, ® K,,/p3
uswbiskK, = K, ;® K, ,.,/p,. Als Q-Vektorraum hat dieser &tper

die Dimension 2.

Offensichtlich istk,, der kleinste Erweiterungskper vonQ, der alle
Quadratwurzeln dep, entralt. Er entlalt natirlich auch alle der oben
postulierten Nullstellen, und umgekehrt mul3 eidrger, der diese
entralt, auch alle, /p; enthalten, denngp; 1aldt sich als Summe zweier
solcher Nullstellen schreiberi,, ist also auch der kleinste dfper,
der alle diese Nullstellen eralt, der sogenann&erfallungslorper des
Polynoms.

In der Algebra ordnet man einem solchen Adungslorper die Gruppe
seiner Automorphismen zu, die sogenannte @s-Gruppe. lhre Ord-
nung ist die Vektorraumdimension de$iers, hier also'2 Da sie
offensichtlich die Abbildungen/p; — —,/p; enthalt, ist sie die von
diesen Automorphismen erzeugte elementarabelsche Gr&pp&/it
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die Nullstellenmenge voif als ganzes betrachtet fest, also nach dem
Wurzelsatz von ETE auch die Koeffizienten. Somit hat rationale
Koeffizienten, und da alle Nullstellen ganz sind (im Sinnealgebrai-
schen Zahlentheorie), liegen diese Koeffizienten sogér lul3erdem
operiert die @Lois-Gruppe transitiv auf der Nullstellenmenge vén
also istf irreduzibel inQ[X] und damit auct¥Z[ X].

Betrachten wirf modulo einer Primzahb, so kbnnen wir die analoge
Konstruktion durchifihren ausgehend vomakper I, anstelle vonQ.
Wahrend wir aber im Falle der rationalen Zahlen sicher seimten,
daf, /p; nicht bereits im KrperK, , liegt, ist dies hier nicht mehr der

Fall: Fir ungeradeg gibt es%(p+ 1) Quadrate ifir ,; dazu onnte auclp,

gehoren. Falls nicht, isk =¥, & F,,, /p; ein Korper mitp? Elementen.
Wie man in der Algebra lernt, gibt es aber bis auf Isomorphieainen
solchen Krper; K enthalt daher die Quadratwurzehiller Elemente
von F,, und somitalle Nullstellen von f modp. Spatestendiber K
zerfallt f modp also in Linearfaktoren, und da alle Koeffizienteritip
liegen, lassen sich je zwei Linearfaktoren, die nichfijj X] liegen,
zu einem quadratischen Faktor dljg X] zusammenfassen. Somit hat
f modp hochstens quadratische Faktoren.

(Fur eine audihrlichere und etwas elementarere Darstellung siehe etwa
§6.3.2 iIn MCHAEL KAPLAN: Computeralgebrégpringer,2005.)

Falls wir f nach dem oben angegebenen Algorithmus faktorisieren,
erhalten wir daher modulgeder Primzahl p mindestens 21 Fak-
toren. Diese lassen sidliber das lENSELsche Lemma liften zu Fak-
toreniiberZ, und wir missen alle Kombinationen aus mindestefis?2
Faktoren ausprobieren bis wir erkennen, dafseduzibel ist, also min-

destens 3 Moglichkeiten. fir n = 10 etwa istf ein Polynom vom
Grad 1024, dessen Manipulation durchaus im Rahmen daglitvh-
keiten eines heutigen Computeralgebrasystems liegt. DaprAbieren
von 2°° ~ 10"’ Moglichkeiteniiberfordert aber selbst heutige Super-
computer oder parallel arbeitende Cluster aus Millionem@omputern
ganz gewaltig: Der heutige Sicherheitsstandard der Kgrajzhie geht
davon aus, daR niemand in der Lage i$f°2oder sogar nur2°) Re-
chenoperationen in realistischer Zeit (d.h. wenigen Jgtaeszutdihren.



