
Kapitel 3
Modulare Methoden

§1: Rechnen mit homomorphen Bildern

In Kapitel I, §2, haben wir gesehen, daß selbst ein theoretisch so ein-
faches Verfahren wie der EUKLID ische Algorithmus schon bei zwei
relativ kleinen Polynomen mit ggT eins zu riesigen Zwischenergeb-
nissen f̈uhren kann. Diese Explosion der Zwischenergebnisse ist ein
wohlbekanntes Problem der Computeralgebra, das beileibe nicht nur
beim EUKLID ischen Algorithmus auftritt; es ist auch der Grund dafür,
daß in der Computeralgebra die Speichergröße oft wichtiger ist als die
Rechengeschwindigkeit.

Natürlich bem̈uhten sich Mathematiker, seitdem sie Computer für sym-
bolisches Rechnen benutzen, mit diesem Problem fertig zu werden,
und haben eine ganze Reihe von Ansätze entwickelt. Zwei relativ uni-
versell einsetzbare Verfahren sollen in diesem und dem nächsten Kapitel
vorgestellt werden.

Die Grundidee ist in beiden Fällen dieselbe: Wenn wir̈uberZ oderüber
einem PolynomringR[X] rechnen, kommen wir immer wieder an eine
Stelle, an der wir dividieren m̈ussen, und ab dann haben wir Nenner, die
in vielen interessanten Fällen leider sehr schnell größer werden.

Rechnen wir allerdings statt inZ modulo einer Primzahl, also im K̈or-
per Fp = Z/p = Z/(p), so erhalten wir auch als Zwischenergebnisse
Elemente ausFp statt ausQ, wir bleiben also immer inFp – es sei
denn, wir m̈ussen inZ durch ein Vielfaches vonp dividieren. Wenn wir
modulop rechnen, k̈onnen wir hoffen, daß das so berechnete Ergebnis
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gleich dem wirklich interessierenden Ergebnis modulop ist. Das muß
naẗurlich nicht der Fall sein; in solchen Fällen reden wir von schlechter
Reduktion, andernfalls von guter Reduktion modulop.

Im Falle guter Reduktion kennen wir das gesuchte Ergebnis modulo p.
Falls wir wissen, daß alle dort vorkommenden Zahlen betragsmäßig
kleiner sind alsp/2, reicht das, um das Ergebnis zu rekonstruieren, denn
zwischen−p/2 undp/2 gibt es keine zwei Zahlen, die dieselbe Rest-
klasse modulop haben. F̈ur die Anwendung modularer Methoden ist
es daher wesentlich, daß wir eine Schranke für den Betrag der vorkom-
menden Gr̈oßen haben.

Oft wird diese Schranke ziemlich groß sein, und dann wird auch das
Rechnen modulo einer Primzahl, die mehr als doppelt so groß sein muß,
schnell teuer.

Zur Lösung dieses Problems gibt es zwei Ansätze: Entweder wir rech-
nen modulo mehrerer Primzahlen und versuchen, die Ergebnisse ir-
gendwie zusammenzusetzen – darum geht es bei den modularen Metho-
den in diesem Kapitel. Alternativ können wir uns auf eine Primzahlp
beschr̈anken und dann versuchen, die Ergebnisse hochzuheben zu Ergeb-
nissen modulop2, p3, p4, . . . , bis wir über dem doppelten der Schranke
liegen. Mit diesen sogenanntenp-adischen Methoden werden wir uns
im nächsten Kapitel beschäftigen.

Auch wenn wir zum Rechnen in einem Polynomring für eine der Vari-
ablen einen Wert einsetzen, haben wir dieselben beiden Möglichkeiten:
Für nichtkonstante Polynome reicht es natürlich nie, nur einen Wert
einzusetzen, aber die wohlbekannten Interpolationsverfahren erlauben
uns, ein Polynom vom Grad höchstensd zu rekonstruieren, wenn wir sei-
nen Wert and+1 Stellen kennen – das ist hier die modulare Methode. Bei
derp-adischen Methode beachten wir, daß der Wert eines Polynomsan
der StelleX = c gerade das Polynom moduloX − c ist. Können wir da-
raus das Polynom modulo (X−c)2 und so weiter rekonstruieren, kennen
wir ein Polynom vom Gradd, sobald wir es modulo (X − c)d+1 kennen.

In diesem Kapitel geht es, wie gesagt, nur um modulare Methoden; im
nächsten Paragraphen wollen wir deren Grundlage möglichst allgemein
herleiten.
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§2: Der chinesische Restesatz

Um sowohlZ als auch Polynomringe in einer Veränderlichen zusam-
menzufassen und in einer verallgemeinerungsfähigen Weise zu behan-
deln, beginnen wir ganz abstrakt:

Wir gehen aus von einem RingR, wie üblich kommutativ und mit
Einselement, und IdealenIj ⊳ I für j = 1, . . . , r.

Definition: Die IdealeI1, . . . , Ir ⊳ R heißenpaarweise erzeugend,
wenn es f̈ur je zwei Indizesi 6= j Elementen(j)

i ∈ Ii undn(i)
j ∈ Ij gibt,

so daßn(j)
i + n(i)

j = 1 ist.

Für Ideale (m1), . . . , (mr) ⊳ Z ist jedes Element aus (mi) von der Form
ami mit a ∈ Z; diese Ideale sind also paarweise erzeugend, wenn es
a(j)

i ∈ Z gibt, so daß f̈ur i 6= j gilt: a(j)
i mi + a(i)

j mj = 1. Dann m̈ussen
mi undmj teilerfremd sein, denn jeder gemeinsame Teiler ist auch ein
Teiler der Eins. Sind umgekehrtmi undmj teilerfremd, so liefert uns der

erweiterte EUKLID ische Algorithmus ganze Zahlena(j)
i unda(i)

j derart,

daßa(j)
i mi + a(i)

j mj = 1 ist. Hier bedeutet paarweise erzeugend also
einfach, daß die Erzeugenden der Ideale paarweise teilerfremd sind.

Der chinesische Restesatz in seiner allgemeinsten Form besagt:

Satz: SindI1, . . . , Ir paarweise erzeugend, so ist

R/

r⋂

j=1

Ij
∼=

r⊕

j=1

R/Ij .

Zum Beweisbetrachten wir die Abbildung

Φ:





R →
r⊕

j=1

R/Ij

f 7→ (f + I1, . . . , f + Ir)

,

wobeif +Ij die Restklasse vonf moduloIj bezeichnet. Diese ist genau
dann das Nullelement vonR/Ij , wennf in Ij liegt; der Kern vonΦ ist
also der Durchschnitt der IdealeIj .
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Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, daßΦ surjektiv ist: Wir gehen
also aus von irgendwelchen Elementenf1, . . . , fr ∈ R und suchen ein
Elementf ∈ R derart, daß modulo jedem der IdealeIj die Elementef
undfj die gleiche Restklasse haben.

Diese k̈onnen wir uns wie im Beweis gegen Ende des letzten Kapitels
mit einer Verallgemeinerung der LAGRANGE-Formel zur Interpolation
verschaffen: Wir konstruieren uns für jedesj ein Elementej , das mo-
duloIj die Eins vonR/Ij ist und modulo der restlichenIi die Null von
R/Ii. Da die Ideale paarweise erzeugend sind, gibt es für i 6= j Elemente
n(j)

i ∈ Ii undn(i)
j ∈ Ij derart, daßnj

i + n(i)
j = 1 ist. Das Produkt

ej =
r∏

i=1
i 6=j

n
(j)
i

liegt somit in allen IdealenIi mit i 6= j, denn es ist ein Vielfaches von
n(j)

i . Außerdem ist

n
(j)
i = 1− n

(i)
j mit n

(i)
j ∈ Ij ;

moduloIj sind daher allen(j)
i gleich dem Einselement vonR/Ij. Damit

ist auchej als Produkt dieser Elemente moduloIj gleich eins. Setzen
wir nun

f =
r∑

j=1

fjej ,

so liegt

f − fjej =
r∑

i=1
i 6=j

fiei

in Ij , da alleei mit i 6= j dort liegen. ModuloIj ist f alsofjej , und
da ej moduloIj das Einselement ist, folgt, daßf und fj die gleiche
Restklasse inR/Ij haben. Dies zeigt die Surjektivität vonΦ, und da
wir den Kern bereits als Durchschnitt derIj identifiziert haben, folgt die
Behauptung aus dem Homomorphiesatz.

Speziell f̈urR = Z erhalten wir die traditionelle Version des chinesischen
Restesatzes:
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Satz: Sind m1, . . . ,mr paarweise teilerfremde natürliche Zahlen und
ist m das Produkt dermi, so ist

Z/m ∼=
r⊕

i=1

Z/mi .

Für beliebig vorgegebene ganze Zahlenxi gibt es stets einx ∈ Z, so
daßx ≡ xi modmi für allei; diese L̈osungx ist eindeutig modulom.

Die explizite Konstruktion vonx verwendet naẗurlich den erweiterten
EUKLID ischen Algorithmus: Im Falle von nur zwei Modulnm1,m2
liefert er ganze Zahlena1, a2, für diea1m1 + a2m2 = 1 ist. Dann ist

e1 = a2m2 = 1− a1m1 ≡
{

1 modm1

0 modm2

und

e2 = a1m1 = 1− a2m2 ≡
{

0 modm1

1 modm2

undx = e1x1 + e2x2 ist eine L̈osung.

Bei mehr als zwei Modulnmi kann man entweder die Konstruktion
aus dem Beweis des obigen Satzes nachmachen, oder aber schrittweise
vorgehen: Man konstruiert zunächst ein

x
(2) ≡

{
x1 modm1

x2 modm2

,

dann ein

x
(3) ≡

{
x

(2) modm1m2

x3 modm3

,

und so weiter.

Imitiert man die Konstruktion im obigen Beweis, berechnet man
zun̈achst f̈ur jedesj das Produkt

m̂j =
∏

i 6=j

mi
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und bestimmt dazu Elementeαj , βj ∈ R, für die giltαjmj + βjm̂j = 1 .
Dann ist

x =
r∑

i=1

βim̂iai ≡ βjm̂jaj = (1− αjmj)aj ≡ aj modmj .

Ein Nachteil dieser Vorgehensweise ist, daß der EUKLID ische Algorith-
mus hier einmal mehr angewendet werden muß und daß man schon von
Anfang an mit gr̈oßeren Zahlen rechnen muß.

Der chinesische Restesatz hat seinen Namen daher, daß angeblich chinesische Generäle
ihre Truppen in Zweier-, Dreier-, F̈unfer-, Siebenerreihenusw.antreten ließen und jeweils
nur die (i.a. unvollsẗandige) letzte Reihe abzählten. Aus den Ergebnissen ließ sich die
Gesamtzahl der Soldaten berechnen, wenn das Produkt der verschiedenen Reihenlängen
größer war als diese Anzahl.
Es ist zwar fraglich, ob es in China wirklich Generäle gab, die diesen Satz kannten und
anwendeten, aber Beispiele dazu finden sich bereits in einemchinesischen Lehrbuch des
dreizehnten Jahrhunderts, den 1247 erschienenenMathematischen Abhandlungen in neun
Bändenvon CH’ IN CHIU-SHAO (1202–1261). Dort geht es allerdings nicht um Soldaten,
sondern um Reisk̈orner.

Im Falle eines PolynomringsR[X] sind vor allem Ideale der Form
Ij = (X − xj) interessant; die Restklasse eines Polynomsf in R/Ij

ist dann umkehrbar eindeutig bestimmt durchf (xj). Gesucht ist daher
ein f ∈ R[X], so daßf (xj) für jedesj gleich einem vorgegebene
Wertxj ∈ R ist: Wir müssen also ein klassisches Interpolationsproblem
lösen.

§3: Modulare Berechnung der Resultante

Beginnen wir mit der Resultante zweier Polynome

f = adX
d + · · · + a1X + a0 und g = beX

e + · · · + b1X + b0

in einer Ver̈anderlichen mit ganzzahligen Koeffizienten. Ihre Resultante

ResY (f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ad . . . a0
...

. ..
ad . . . a0

be . . . b0
...

. ..
be . . . b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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ist als Determinante einer ganzzahligen Matrix selbst ganzzahlig, l̈aßt
sich aber schon für moderat große Graded und e nicht mehr mit ei-
nem realistischen Aufwand̈uber den LAPLACEschen Entwicklungssatz
berechnen. Die Berechnung nach Art des EUKLID ischen Algorithmus
in Q[X] aus Kapitel I,§6, erfordert deutlich weniger Rechenopera-
tionen, f̈uhrt allerdings meist relativ schnell zu rationalen Zahlenmit
riesigen Nennern. Wenn wir modulo einer Primzahlp rechnen, wenden
wir diesen Algorithmus inFp[X] an, und dort haben natürlich auch alle
Zwischenergebnisse Koeffizienten ausFp.

Sei alsop prim; wir betrachten

f
(p) = (ad modp)Xd + · · · + (a1 modp)X + (a0 modp) ∈ Fp[X]

und

g
(p) = (be modp)Xe + · · · + (b1 modp)X + (b0 modp) ∈ Fp[X] .

Wennad durchp teilbar ist, hatf (p) einen kleineren Grad alsf , und
wennbe durchp teilbar ist, hatg(p) einen kleineren Grad alsg. In beiden
Fällen hat die SYLVESTER-Matrix von f (p) undg(p) eine andere Gestalt
als die vonf undg; wir können daher nicht erwarten, daß ResX (f, g)
und ResX (f (p), g(p)) viel miteinander zu tun haben. In diesen Fällen
sagen wir, das Problem habe schlechte Reduktion beip.

Wenn p keinen der beiden führenden Koeffizienten teilt, ist auch
degf (p) = d und degg(p) = e; die Resultante der beiden Polynome
sieht also genauso aus wie die obige Determinante, nur daß wir alle Ein-
träge modulop betrachten. Da die Determinante ein Polynom in ihren
Einträgen ist, erhalten wir genau das gleiche Ergebnis, wenn wir sie
zun̈achst inZ berechnen und dann zur Restklasse modulop übergehen.
Somit ist

ResX (f (p)
, g

(p)) = ResX (f, g) modp

falls p kein Teiler vonad oderbe ist.

In diesen F̈allen sagen wir, das Problem habe gute Reduktion modulop.

Um die Resultante modular berechnen zu können, brauchen wir noch
eine obere Schranke für ihren Betrag.
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Betrachten wir zun̈achst die Determinante einer beliebigenr×r-Matrix
A = (aij). Für jeden Indexi sei eine Schrankebi gegeben derart, daß∣∣aij

∣∣ ≤ bi für allej. Dann ist

|detA| =

∣∣∣∣∣
∑

π∈Sr

sgnπ · a1π(1) · · · arπ(r)

∣∣∣∣∣ ≤
∑

π∈Sr

∣∣a1π(1)

∣∣ · · ·
∣∣arπ(r)

∣∣

≤
∑

π∈Sr

b1 · · · br = r! · b1 · · · br

Um dies auf den Fall einer Resultanten anzuwenden, brauchenwir
Schranken f̈ur die Koeffizienten eines Polynoms.

Definition: Die HöheH(P ) eines PolynomsP = cmXm + · · · c1X + c0
ausC[X] ist das Maximum der Beträge der Koeffizientenc0, . . . , cm.

Die erstene Spalten der Resultante vonf und g haben Koeffizienten
vonf als Eintr̈age; ihre Betr̈age sind kleiner oder gleich der HöheH(f )
von f . Die restlichend Zeilen enthalten Koeffizienten vong, deren
Betr̈age durchH(g) beschr̈ankt sind. Somit ist

|ResX (f, g)| ≤ (d + e)! · H(f )e · H(g)d .

Damit ist klar, wie wir die Resultante modular berechnen können:

1. Ansatz:Wir wählen eine Primzahlp > 2(d + e)! · H(f )e · H(g)d.
Da H(f ) ≥ |ad| und H(g) ≥ |be|, kannp für positived und e kein
Teiler vonad oderbe sein, es gibt also keine schlechte Reduktion. Wir
berechnen daher ResX (f (p), g(p)), und ResX (f, g) ist die einzige ganze
Zahl mit Betrag ḧochstens (d + e)! · H(f )e · H(g)d, die modulop diese
Restklasse hat.

2. Ansatz:Wir wählen verschiedene Primzahlenp1, . . . , pr, modulo de-
rer das Problem gute Reduktion hat und deren ProduktN größer ist
als 2(d + e)! · H(f )e · H(g)d. Für jede der Primzahlenpi berechnen
wir ResX (f (pi), g(pi)) und setzen die Ergebnisse nach dem chinesischen
Restesatz zusammen zu einer Restklasse moduloN . Wieder ist die Re-
sultante die einzige Zahl mit Betrag höchstens (d + e)! ·H(f )e ·H(g)d,
die moduloN diese Restklasse hat.
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Auch Resultanten von Polynomen in mehreren Veränderlichen lassen
sich modular berechnen: Seien etwaf, g ∈ Z[X,Y ] zwei Polynome
zweier Ver̈anderlichen, deren Resultante bezüglich Y wir berechnen
wollen. Dazu fassen wir bekanntlichf undg auf als Polynome inY mit
Koeffizienten ausZ[X], also

f = f (X,Y ) = ad(X)Y d + · · · + a1(X)Y + a0(X)

und
g = g(X,Y ) = be(X)Y e + · · · + b1(X)Y + b0(X) ;

die Resultante ist die Determinante der SYLVESTER-Matrix mit diesen
Koeffizienten als Eintr̈agen.

Setzen wir f̈ur X eine ganze Zahlc ein, werden

f (c, Y ) = ad(c)Y d + · · · + a1(c)Y + a0(c) ∈ Z[Y ]

und
g(c, Y ) = be(c)Y e + · · · + b1(c)Y + b0(c) ∈ Z[Y ]

zu Polynomen in einer Veränderlichen, deren Resultante
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ad(c) . . . a0(c)
. ..

...
ad(c) . . . a0(c)

be(c) . . . b0(c)
...

...
be(c) . . . b0(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wir nach obigem Algorithmus modular berechnen können.

Auch hier m̈ussen wir darauf achten, daß wir keine schlechte Reduktion
haben, daß der Grad vonf (c, Y ) also nicht kleiner wird als derY -Grad
von f und entsprechend für g. Der eingesetzte Wertc darf also weder
eine Nullstelle vonad noch eine vonbe sein.

Alsdann hat die SYLVESTER-Matrix vonf (c, Y ) undg(c, Y ) bez̈uglichY
dieselbe Gestalt wie die vonf undg, und wieder gilt: Zumindest vom
Ergebnis her ist es gleichgültig, ob wir zun̈achst die Resultante vonf
undg als Polynom ausZ[X] bestimmen und dann den Wertc einsetzen,
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oder ob wirc gleich in alle Eintr̈age einsetzen und dann die Resultante
als ganze Zahl berechnen:

ResY (f, g)(c) = ResY
(
f (c, Y ), g(c, Y )

)

falls ad(c) 6= 0 und be(c) 6= 0 .

Falls ResY (f, g) ∈ Z[X] den Gradn hat, ben̈otigen wir n + 1 solche
Wertec, um das Polynom durch Interpolation zu bestimmen. Für einen
Algorithmus zur Berechnung von ResY (f, g) fehlt also noch eine obere
Schranke f̈ur den Grad der Resultante.

Beginnen wir wieder mit der Determinante einer beliebigenr × r-
Matrix mit Polynomen inY als Eintr̈agen. Falls alle Einträge deri-
ten Zeile ḧochstens den Gradni haben, hat jedes der Produkte aus
dem LAPLACEschen Entwicklungssatz höchstens die Summe derni als
Grad, und da sich der Grad durch Addition nicht erhöhen kann, ist diese
Summe auch eine obere Schranke für den Grad der Determinante.

Hat also jeder der Koeffizientenai = ai(Y ) ∈ Z[Y ] höchstens den
Gradn und jeder der Koeffizientenbj höchstens den Gradm, so hat
die Resultante ḧochstens den Gradne + md. Wir können die Resultante
daher als Interpolationspolynom vom Grad höchstensne + md bestim-
men, wenn wir die Resultante vonf (c, Y ) undg(c, Y ) für ne + md + 1
verschiedene Wertec berechnen, wobei diese allesamt weder Nullstellen
vonad noch vonbe sein d̈urfen.

Resultanten von Polynomen in drei Veränderlichen kann man mit der
gleichen Strategie zurückführen auf solche in zwei Veränderlichen, sol-
che in vier auf solche in drei, und so weiter. Wenn man sichüberlegt,
wie viele Berechnungen von Resultanten ganzzahliger Polynome in ei-
ner Ver̈anderlichen hinter dieser Vorgehensweise stehen, mag diesals
eine sehr ineffiziente Methode erscheinen, aber GEORGEE. COLLINS hat
1971 die verschiedenen bekannten Methoden verglichen und kam zum
Schluß, daß dies die effizienteste Vorgehensweise ist; sie

GEORGEE. COLLINS: The Calculation of Multivariate Polyno-
mial Resultants,J. ACM.18 (1971), S. 515–532
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(DasJournal of the ACM(Association for Computing Machinery) ist
im Netz der Universiẗat Mannheim online verfügbar und steht auch als
Papierausgabe in der Bibliothek.)

Seit 1971 gab es natürlich viele Fortschritte in der Computeralgebra und
Verbesserungen an allen bekannten Verfahren, aber soweit ich weiß,
gab es nichts, was eine andere Vorgehensweise besser als diemodulare
Berechnung werden ließ.

§4: Die Landau-Mignotte-Schranke

Als nächstes Beispiel für die Anwendung modularer Methoden wollen
wir die Berechnung des größten gemeinsamen Teilers betrachten. Hier
wird sich herausstellen, daß die Identifikation der Stellenschlechter Re-
duktion sehr viel schwieriger ist als im Falle der Resultantenberechnung;
daher soll die modulare Berechnung des ggT auf mehrere Abschnitte
verteilt werden. Hier im ersten geht es um eine Schranke für die Koeffi-
zienten des ggT zweier ganzzahliger Polynome in einer Veränderlichen.
Da wir sp̈ater auch Schranken für die Koeffizienten der irreduziblen
Faktoren eines Polynoms benötigen werden, beginnen wir mit der all-
gemeineren Frage nach Schranken für beliebige Teiler.

f ∈ Z[X] sei also ein bekanntes Polynom mit ganzzahligen Koeffizi-
enten, undg ∈ Z[X] sei ein (im allgemeinen noch unbekannter) Teiler
von f . Wir wollen eine obere Schranke für die Koeffizienten vong
finden.

Dazu ordnen wir jedem Polynom

f =
d∑

k=0

akX
k ∈ C[X]

mit komplexen Koeffizientenak eine Reihe von Maßzahlen für die
Größe der Koeffizienten zu: Wir kennen bereits die Höhe

H(f ) =
d

max
k=0

|ak| ,

und unser Ziel ist es, für ein gegebenes Polynomf ∈ Z[X] die Höhe
seiner Teiler abzuschätzen. Auf dem Weg zu dieser Abschätzung werden
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uns noch eine Reihe anderer Größen n̈utzlich sein, darunter die L1- und
die L2-Norm

‖f‖1 =
d∑

k=0

|ak| und ‖f‖2 =

√√√√
d∑

k=0

ak ak =

√√√√
d∑

k=0

|ak|2 .

Für die drei bislang definierten Größen gilt

Lemma 1: H(f ) ≤ ‖f‖2 ≤ ‖f‖1 ≤
√

d + 1 ‖f‖2 ≤ (d + 1)H(f )

Beweis:Ist aν der betragsgr̈oßte Koeffizient vonf , so ist

H(f ) = |aν | =
√

|aν |2

offensichtlich kleiner oder gleich‖f‖2. Dies wiederum ist nach der Drei-
ecksungleichung kleiner oder gleich‖f‖1, denn schreiben wir inCd+1

den Koeffizientenvektor vonf als Summe von Vielfachen der Basisvek-
toren, d.h.




a0
a1
...

ad


 =




a0
0
...
0


 +




0
a1
...
0


 + · · · +




0
0
...

ad


 ,

so steht links ein Vektor der L̈ange‖f‖2, und rechts stehen Vektoren,
deren L̈angen sich zu‖f‖1 summieren.

Das n̈achste Ungleichheitszeichen ist die CAUCHY-SCHWARZsche Un-
gleichung, angewandt auf die Vektoren




|a0|
|a1|

...
|ad|


 und




1
1
...
1


 .

Das Skalarprodukt dieser beiden Vektoren ist die Summe der|ai|, also
die L1-Norm ‖f‖1; die Länge des ersten Vektors ist gleich‖f‖2, und
die des zweiten ist

√
d + 1.
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Schließlich ist noch

‖f‖2 =

√√√√
d∑

j=0

∣∣aj

∣∣2 ≤

√√√√
d∑

j=0

|aν |2 =
√

d + 1 |aν | =
√

d + 1H(f ) ;

multipliziert man diese Ungleichung mit
√

d + 1 folgt die letzte Unglei-
chung aus der Behauptung.

Es ist alles andere als offensichtlich, wie sich die drei bislang definier-
ten Maßzahlen f̈ur einen Teiler eines Polynoms durch die entsprechende
Größen f̈ur das Polynom selbst abschätzen lassen, denn̈uber die Ko-
effizienten eines Teilers können wir leider nur sehr wenig sagen.Über
seine Nullstellen allerdings schon: Die Nullstellen einesTeilers bilden
naẗurlich eine Teilmenge der Nullstellen des Polynoms. Also sollten wir
versuchen, auch die Nullstellen ins Spiel zu bringen.

Den Zusammenhang zwischen Nullstellen und Koeffizienten liefert uns
der Wurzelsatz von VIÈTE.

FRANÇOIS VIÈTE (1540–1603) studierte Jura an der
Universiẗat Poitiers, danach arbeitete er als Hauslehrer.
1573, ein Jahr nach dem Massaker an den Hugenotten,
berief ihn CHARLES IX (obwohl VIÈTE Hugenotte war)
in die bretonische Regierung; unter HENRI III wurde
er geheimer Staatsrat. 1584 wurde er auf Druck der
katholischen Liga vom Hofe verbannt und betrieb fünf
Jahre lang nur Mathematik. Unter HENRI IV arbeite-
te er wieder am Hof und knackte u.a. verschlüsselte
Botschaften an den spanischen König PHILIP II. In sei-
nem BuchIn artem analyticam isagogerechnete er als
erster systematisch mit symbolischen Größen.

Angenommen, wir haben ein Polynom

f = X
d + ad−1d

n−1 + ad−2X
d−2 + · · · + a2X

2 + a1X + a0 ,

mit höchstem Koeffizienten eins und mit (nicht notwendigerweisever-
schiedenen) Nullstellenz1, . . . , zd. Dann ist auch

f = (X − z1)(X − z2) · · · (X − zd) .
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Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich liefert

ad−1 = −(z1 + · · · + zd)

ad−2 =
∑

i<j

zizj

ad−3 = −
∑

i<j<k

zizjzk

...
...

a0 = (−1)dz1 · · · zd .

Allgemein ist ad−k bis aufs Vorzeichen gleich der Summe alle Pro-
dukte ausk Werten zi mit verschiedenem Index,ak also eine aus
d − k Wertenzi. Diese Summen bezeichnet man als dieelementarsym-
metrischen Funktionenin z1, . . . , zn und die obigen Gleichungen als
den Wurzelsatz von VIÈTE.

Um die Koeffizienten eines Polynoms durch die Nullstellen abscḧatzen
zu können, brauchen wir also obere Schranken für die Betr̈age der Pro-
dukte ausk Nullstellen. Naẗurlich ist jedes solche Produkt ein Teilpro-
dukt des Produktsz1 · · · zd aller Nullstellen, aber das führt zu keiner Ab-
scḧatzung, da unter den fehlenden Nullstellen auch welche seinkönnen,
deren Betrag kleiner als eins ist. Um eine obere Schranke für den Betrag
zu kommen, m̈ussen wir diese Nullstellen im Produktz1 · · · zd durch
Einsen ersetzen; dann können wir sicher sein, daß kein Produkt von
k Nullstellen einen gr̈oßeren Betrag hat als das so modifizierte Produkt.
DieseÜberlegungen f̈uhren auf die

Definition: DasMaßµ(f ) eines nichtkonstanten Polynoms

f = ad

d∏

j=1

(X − zj)

ist das Produkt der Beträge aller Nullstellen von Betrag größer eins mal
dem Betrag des führenden Koeffizientenad vonf :

µ(f ) = |ad|
d∏

j=1

max
(
1,

∣∣zj

∣∣) .
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Dieses Maß ist im allgemeinen nur schwer explizit berechenbar, da man
dazu die s̈amtlichen Nullstellen des Polynoms explizit kennen muß. Es
hat aber den großen Vorteil, daß für zwei Polynomef undg trivialer-
weise gilt

µ(f · g) = µ(f ) · µ(g) .

Auch können wir es nach dem Wurzelsatz von VIÈTE leicht für eine Ab-
scḧatzung der Koeffizienten verwenden:ak/ad ist bis aufs Vorzeichen
die Summe aller Produkte vond − k Nullstellen, und jedes einzelne
solche Produkt mal|ad| hat ḧochstens den Betragµ(f ). Die Anzahl
der Summanden ist die Anzahl von Möglichkeiten, ausd Indizes eine
k-elementige Teilmenge auszuwählen, also

(
d
k

)
. Damit folgt

Lemma 2: Für ein nichtkonstantes Polynomf =
d∑

k=0

akX
k ∈ C[X] ist

|ak| ≤
(

d

k

)
µ(f ) .

Der gr̈oßte unter den Binomialkoeffizienten
(

d
k

)
ist bekanntlich der mitt-

lerebzw.sind die beiden mittleren, und die Summe aller Binomialkoef-
fizienten

(
d

k

)
ist, wie die binomische Formel für (1+1)d zeigt, gleich 2d.

Damit folgt

Korollar: Für ein nichtkonstantes Polynomf ∈ C[X] ist

H(f ) ≤
(

d

[d/2]

)
µ(f ) und H(f ) ≤ ‖f‖1 ≤ 2d

µ(f ) .

Zur Abscḧatzung des Maßes durch eine Norm zeigen wir zunächst

Lemma 3: Für jedes Polynomf ∈ C[X] und jede komplexe Zahlz ist

‖(X − z)f‖2 = ‖(zX − 1)f‖2 .

Beweisdurch explizite Berechnung der beiden Seiten: Seif =
d∑

k=0
akXd.

Das Quadrat von‖(X − z)f‖2 =

∥∥∥∥adX
d+1 +

d∑
k=1

(zak − ak−1)Xk − a0z

∥∥∥∥
2
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ist die Summe aller Koeffizientenquadrate, also

ad ad +
d∑

k=1

(zak − ak−1) (zak − ak−1) + a0za0z

= |ad|
2 +

d∑

k=1

(
|ak|

2 |z|2 − 2Re(zakak−1) +
∣∣ak−1

∣∣2)
+ |a0|

2 |z|2

= (1 + |z|2)
d∑

k=0

|ak|
2 − 2

d∑

k=1

Re(zakak−1) .

Entsprechend ist (zX −1)f = adzXd+1 +
d∑

k=1
(zak−1 − ak)Xk − a0 und

auch‖(zX − 1)f‖2
2 wird zu

adz · adz +
d∑

k=1

(zak−1 − ak)(zak−1 − ak) + a0a0

= |zad|
2 +

d∑

k=1

(∣∣zak−1

∣∣2 − 2Re(zakak−1) + |ak|
2) + |a0|

2

= (1 + |z|2)
d∑

k=0

|ak|
2 − 2

d∑

k=1

Re(zakak−1) .

Für das Polynomf = ad

d∏

j=1

(X − zj) bedeutet dies, daß wir den Faktor

(X − zj) durch (zjX − 1) ersetzen k̈onnen, ohne daß sich die L2-
Norm ändert. Wenden wir dies an auf alle Faktoren (X − zj), für die∣∣zj

∣∣ > 1 ist, erhalten wir ein Polynom, dessen sämtliche Nullstellen
Betrag kleiner oder gleich eins haben, dennzjX − 1 verschwindet f̈ur
X = 1/zj , was f̈ur |z|j > 1 einen Betrag kleiner Eins hat. Das Maß
des modifizierten Polynoms ist also gleich dem Betrag des führenden
Koeffizienten, und dieser wiederum ist natürlich kleiner oder gleich
der L2-Norm. Andererseits ist das Maß des modifizierten Polynoms
gleich dem des ursprünglichen, denn f̈ur jeden Faktor (X − zj) wird
der führende Koeffizient bei der Modifikation mitzj multipliziert, was
denselben Betrag hat wiezj . Damit folgt:
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Lemma 4: Für ein nichtkonstantes Polynomf ∈ C[X] ist

µ(f ) ≤ ‖f‖2 .

Nach diesen Vorbereitungen können wir uns an die Abschätzung der
Koeffizienten eines Teilers machen. Sei dazu

g =
e∑

j=0

bjX
j Teiler von f =

d∑

i=0

aiX
i .

Da jede Nullstelle vong auch Nullstelle vonf ist, lassen sich die Maße
der beiden Polynome leicht vergleichen:

µ(g) ≤
∣∣∣∣
be

ad

∣∣∣∣ · µ(f ) .

Kombinieren wir dies mit dem Korollar zu Lemma 2 und mit Lemma4,
erhalten wir die LANDAU-MIGNOTTE-Schranke:

H(g) ≤
(

e

[e/2]

) ∣∣∣∣
be

ad

∣∣∣∣ ‖f‖2 und ‖g‖1 ≤ 2e

∣∣∣∣
be

ad

∣∣∣∣ ‖f‖2 .

Der ggT zweier Polynomef und g muß diese Abscḧatzung f̈ur beide
Polynome erf̈ullen, allerdings kennen wira priori weder den Grad noch
den f̈uhrenden Koeffizienten des ggT. Falls wir Polynome mit ganzzahli-
gen Koeffizienten betrachten und einen ggT inZ[X] suchen, wissen wir
nur, daß sein f̈uhrender Koeffizient die führenden Koeffizienten sowohl
von f als auch vong teilen muß, und daß sein Grad natürlich we-
der den vonf noch den vong übersteigen kann. Damit erhalten wir die
LANDAU-MIGNOTTE-Schranke f̈ur den ggT zweier Polynome: Schreiben
wir f undg wie oben, so ist f̈ur f, g ∈ Z[X]

H
(
ggT(f, g)

)
≤ ‖ggT(f, g)‖1

≤ LM(f, g) =
def

2min(d,e) ggT(ad, be) min

(‖f‖2

|ad|
,
‖g‖2

|be|

)
.

MAURICE MIGNOTTE arbeitet am Institut de Recherche Mathématique Avanćee der Uni-
versiẗat Straßburg; sein Hauptforschungsgebiet sind diophantische Gleichungen. Er ist
Autor mehrerer Lehrb̈ucher, unter anderem aus dem Gebiet der Computeralgebra.
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EDMUND GEORGHERMANN LANDAU (1877–1938) wur-
de in Berlin geboren und studierte an der dortigen Uni-
versiẗat, wo er auch von 1899 bis 1909 lehrte. Dann
bekam er einen Ruf an die damals führende deutsche
Mathematikfakulẗat in Göttingen. 1933 verlor er seinen
dortigen Lehrstuhl, denn die Studenten boykottierten
seine Vorlesungen, da sie meinten, sie könnten Mathe-
matik unm̈oglich bei einem j̈udischen Professor lernen.
LANDAUs zahlreiche Publikationen beschäftigen sich
vor allem mit der Zahlentheorie,̈uber die er auch ein
bedeutendes Lehrbuch schrieb. Sehr bekannt sind ins-
besondere seine Arbeitenüber Primzahlverteilung.

Als Beispiel betrachten wir noch einmal die beiden Polynomeaus Kapi-
tel 1,§2.

f = X
8 + X

6 − 3X
4 − 3X

3 + 8X2 + 2X − 5

hat die L2-Norm

‖f‖2 =
√

12 + 12 + 32 + 32 + 82 + 22 + 52 =
√

113

und den f̈uhrenden Koeffizienten eins; für

g = 3X6 + 5X4 − 4X
2 − 9X + 21

haben wir f̈uhrenden Koeffizienten drei und

‖g‖2 =
√

32 + 52 + 42 + 92 + 212 =
√

572 = 2
√

143 .

Da 32 · 113 > 900 gr̈oßer ist als 22 · 143 < 600, ist die LANDAU-
MIGNOTTE-Schranke f̈ur diese beiden Polynome

LM(f, g) = 26 · 2
3

√
143≈ 510,2191249 .

Da die Koeffizienten des ggT ganze Zahlen sind, kann der Betrag eines
jeden Koeffizienten also höchstens gleich 510 sein.

§5: Gute und schlechte Reduktion beim ggT

Nachdem wir eine obere Schranke für die Koeffizienten des größten
gemeinsamen Teilers zweier Polynome ausZ[X] gefunden haben, stellt
sich als n̈achstes die Frage, bei welchen Primzahlen wir gute Reduktion
haben.
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Angenommen,f undg ausZ[X] sind zwei Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten. Ihr ggTh ∈ Z[X] ist bis auf eine Einheit eindeutig
bestimmt, also bis aufs Vorzeichen. Sein Grad seid.

Nun seip eine Primzahl undf (p), g(p) ∈ Fp[X] seien die Polynome, die
ausf undg entstehen, wenn wir alle Koeffizienten modulop reduzieren.
Wann wissen wir, daß auch deren ggT inFp[X] den Gradd hat?

Ist f = hf1, g = hg1, und sindh(p), f (p)
1 , g(p)

1 die Reduktionen vonh, f1

undg1 modulop, so ist offensichtlichf (p) = h(p)f (p)
1 undg(p) = h(p)g(p)

1 .
Somit isth(p) auf jeden Fall ein gemeinsamer Teiler vonf (p) undg(p),
muß also deren größten gemeinsamen Teiler teilen. Daraus folgt nun
aber nicht, daß dessen Grad mindestens gleichd sein muß, denn wenn
der führende Koeffizient vonh durchp teilbar ist, hath(p) kleineren Grad
alsh. Ein Beispiel daf̈ur können wir uns leicht mit Maple konstruieren:

> h := 3*X+1: f1 := (X^3 - X^2 + 2): g1 := (X^2+X+1):

> f := expand(h*f1); g := expand(h*g1);

f := 3X4 − 2X
3 + 6X − X

2 + 2

g := 3X3 + 4X2 + 4X + 1

> gcd(f, g);

3X + 1

> Gcd(f, g) mod 3;

1

Das KommandoGcd mit großemG ist die
”
träge“ Form desgcd-

Kommandos, die erst vommod-Operator ausgewertet wird, so daß
die ggT-Berechnung̈uberF3 erfolgt. Im vorliegenden Beispiel freilich
hätten wir auch mitgcd dasselbe Ergebnis bekommen, denn hier ist
h modp der ggT vonf (p) undg(p). Wir werden gleich sehen, daß dies
nicht immer so sein muß.

Zunächst aber wollen wir uns̈uberlegen, wann der Grad vonh modp
kleiner ist als der vonh. Das ist offensichtlich dann und nur dann
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der Fall, wenn der f̈uhrende Koeffizient vonh durchp teilbar ist. Da
wir h erst ausrechnen wollen, hat dieses Kriterium freilich keinen großen
praktischen Nutzen.

Nun ist aberf = hf1 und g = hg1; der führende Koeffizient vonf
bzw.g ist also das Produkt der führenden Koeffizienten vonh und von
f1 bzw.g1. Wenn daher der führende Koeffizient vonh durchp teilbar
ist, so gilt dasselbe auch für die führenden Koeffizienten vonf und
von g. Die Umkehrung dieser Aussage gilt natürlich nicht, aber da wir
eine große Auswahl an Primzahlen haben, stört uns das nicht weiter.
Wir können also festhalten:

Lemma: Falls für die beiden Polynomef, g ∈ Z[X] die Primzahlp
nicht beide f̈uhrende Koeffizienten teilt, hat der ggT vonf (p) undg(p)

in Fp[X] mindestens denselben Grad wieh = ggT(f, g) ∈ Z[X] und ist

ein Vielfaches vonh(p)p.

Falls er unter diesen Bedingungen größeren Grad alsh(p) hat, m̈ussen
f (p)/h(p) = (f/h)(p) undg(p)/h(p) = (g/h)(p) einen gemeinsamen Faktor
positiven Grades haben, d.h.

ResX (f (p)
/h

(p)
, g

(p)
/h

(p)) = ResX (f/h, g/h) modp

muß verschwinden, Fallsp keinen der f̈uhrenden Koeffizienten von
f und g teilt, teilt es auch keinen der führenden Koeffizienten von
f/h und g/h, so daß diese Resultante gleich ResX (f/h, g/h) modp
ist, d.h.p muß Teiler dieser Resultanten sein. Da wirh nicht kennen,
können wir sie nicht ausrechnen; aber wir wissen nun, daß höchstens
für endlich viele Primzahlenp der ggT vonf (p) undg(p) etwas anderes
als ggT(f, g) modp sein kann.

Damit können wir das bisherige Ergebnis dieses Paragraphen für Zwecke
der ggT-Berechnung inZ[X] folgendermaßen zusammenfassen:

Satz: Für zwei Polynomef, g ∈ Z[X] mit ggT(f, g) = h und ihre
Reduktionenf (p), g(p) ∈ Fp[X] mit ggT(f (p), g(p)) = h∗ gilt:
a) Falls p nicht die f̈uhrenden Koeffizienten von sowohlf als auchg
teilt, ist die Reduktionh(p) vonh ein Teiler vonh∗ und degh∗ ≥ degh.
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b) Es gibt ḧochstens endlich viele Primzahlenp, für dieh(p) nicht gleich
dem ggT vonf (p) undg(p) ist.

Nun haben wir nur noch eine Schwierigkeit: DaFp ein Körper ist, k̈onnen
wir den modulop berechneten ggT stets so normieren, daß er führenden
Koeffizienten eins hat. F̈ur Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten ist
das nicht m̈oglich: Der ggT von

f = (2X +1)2 = 4X2 +4X +1 und g = (2X +1)(2X−1) = 4X2−1

isth = 2X+1, was wir inZ[X] nicht zuX+ 1
2 kürzen k̈onnen. Berechnen

wir dagegen inF5[X] den ggT der beiden Reduktionen modulo fünf, so
ist X + 3 ein genauso akzeptables Ergebnis wie 2(X + 3) = 2X + 1 oder
3(X + 3) = 3X + 4 oder 4(X + 3) = 4X + 2. Welches dieser Polynome
sollen wir nachZ[X] hochheben?

Wir wissen, daß der führende Koeffizient des ggT inZ[X] den führen-
den Koeffizienten beider Polynome teilen muß; er muß daher ein Teiler
des ggTc dieser beiden f̈uhrenden Koeffizienten sein. Wie wir am obi-
gen Beispiel sehen, ist er freilich im Allgemeinen nicht gleich diesem
ggT. Wenn wir von zwei primitiven Polynomen ausgehen, können wir
trotzdem den modulop berechneten ggT so liften, daß erc als führenden
Koeffizienten hat; im obigen Beispiel bekämen wir also das Polynom
4X + 2.

Da wir von zwei primitiven Polynomenf undg ausgehen, muß nach den
Ergebnissen aus Kapitel I,§4 auch deren ggTh primitiv sein. Wennh
den echten Teilerc0 vonc als führenden Koeffizienten hat, so isth̃ = c

c0
h

ein Polynom mit f̈uhrendem Koeffizientenc, das modulop ein ggT von
f modp undg modp ist. Sein primitiver Anteil ist der korrekte ggTh;
im obigen Beispiel ist das 2X + 1.

§6: Die modulare Berechnung des ggT

Nach vielen Vorbereitungen sind wir nun endlich in der Lage,einen
Algorithmus zur modularen Berechnung des ggT inZ[X] oder Q[X]
zu formulieren. Wesentlich ist für beide F̈alle nur die Berechnung des
ggT zweier primitiver Polynome ausZ[X]: Zwei Polynome ausQ[X]
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lassen sich stets schreiben alsλf undµg mit λ, µ ∈ Q
× und primitiven

Polynomenf, g ∈ Z[X], und sie haben denselben ggT wief undg. Für
Polynome ausZ[X] sindλ, µ ∈ Z die Inhalte, und der ggT inZ[X] ist
ggT(λ, µ) · ggT(f, g); für Polynome ausQ[X] kommt es auf nicht auf
Konstanten an, und wir k̈onnen ggT(f, g) als ggT nehmen.

Seien nun alsof, g ∈ Z[X] primitive Polynome.

a)Wir arbeiten nur mit Primzahlen, die nicht die führenden Koeffizienten
sowohl vonf als auch vong teilen. Wie wir in§5 gesehen haben, hat
dann der ggThp von f (p) undg(p) mindestens denselben Grad hat wie
ggT(f, g) und es gibt nur endlich viele Primzahlen, für die sich die
beiden Grade unterscheiden. Für alle anderenp ist hp = ggT(f, g)(p).

b) Diese endlich vielen Primzahlen, für die das Problemhp größeren
Grad hat, lassen sich nicht schona priori ausschließen. Wir k̈onnen
sie aber anhand zweier Kriterien nachträglich erkennen: Falls wir eine
Primzahl q (die nicht beide f̈uhrende Koeffizienten teilt) finden, für
die deghq < deghp ist, muß das Problem beip schlechte Reduktion
haben. Wenn wir mehrere Primzahlen haben, die uns modulare ggTs
desselben Grads liefern, so können wir diese nach dem chinesischen
Restesatz zusammensetzen. Falls wir hier keine Lösung finden, bei der
sämtliche Koeffizienten einen Betrag unterhalb der LANDAU-MIGNOTTE-
Schranke liegen, oder wenn wir eine solche Lösung finden, diese aber
kein gemeinsamer Teiler vonf undg ist, dann waren alle betrachteten
Primzahlen schlecht.

Um dieÜbersicht zu behalten fassen wir bei der Rechnung alle bereits
betrachteten Primzahlen zusammen zu einer MengeP und wir berech-
nen auch in jedem Schritt das ProduktN aller Elemente vonP, die wir
noch nicht als schlecht erkannt haben. Falls sie wirklich nicht schlecht
sind, kennen wir den ggT moduloN .

Diese Ideen f̈uhren zu folgendem Rechengang zur modularen Berech-
nung des ggT zweier primitiver Polynome ausZ[X]:

1. Schritt (Initialisierung):Berechne den ggTc der führenden Koeffi-
zienten vonf undg sowie die LANDAU-MIGNOTTE-Schranke LM(f, g)
und setzeM = 2c

[
LM(f, g)

]
+ 1. Setze außerdemP = ∅ undN = 1.
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Da der Betrag eines jeden Koeffizienten des ggT höchstens gleich[
LM(f, g)

]
ist und wir ḧochstens dasc-fache dieses ggT berechnen,

kennen wie die Koeffizienten inZ, sobald wir sie moduloM kennen.

2. Schritt:Wähle eine zuf̈allige Primzahlp /∈ P, die nicht die f̈uhrenden
Koeffizienten von sowohlf als auchg teilt, ersetzeP durchP∪{p} und
berechne inFp[X] den ggThp vonf (p) undg(p); dieser sei so normiert,
daß sein ḧochster Koeffizient gleich eins ist. Fallshp = 1 ist, endet der
Algorithmus und ggT(f, g) = 1. Andernfalls wirdN = p gesetzt und ein
Polynomh ∈ Z[X] berechnet, dessen Reduktion modulop gleichchp

ist.

3. Schritt:FallsN ≥ M ist, ändere man die Koeffizienten vonh modu-
lo N nötigenfalls so ab, daß ihre Beträge ḧochstens gleichc LM(f, g)
sind. Falls das nicht m̈oglich ist, haben wir bislang modulo lauter
schlechter Primzahlen gerechnet, können also alle bisherigen Ergeb-
nisse vergessen und gehen zurück zum zweiten Schritt.

Andernfalls wird h durch seinen primitiven Anteil ersetzt und wir
überpr̈ufen, obh sowohlf als auchg teilt. Falls ja, isth der gesuchte ggT,
und der Algorithmus endet; andernfalls müssen wir ebenfalls zurück zum
zweiten Schritt und dort von Neuem anfangen.

4. Schritt: Im Fall N < M wählen wir eine zuf̈allige Primzahlp /∈ P,
die nicht die f̈uhrenden Koeffizienten von sowohlf als auchg teilt,
ersetzenP durchP ∪ {p} und berechnen inFp[X] den ggThp von

f (p) und g(p). Falls dieser gleich eins ist, endet der Algorithmus und
ggT(f, g) = 1. Falls sein Grad größer als der vonh ist, war p eine
schlechte Primzahl; wir vergessenhp und gehen zur̈uck an den Anfang
des vierten Schritts, d.h. wir wiederholen die Rechnung miteiner neuen
Primzahl,

Falls der Grad vonhp kleiner ist als der vonh, waren alle bisher be-
trachteten Primzahlen mit der eventuellen Ausnahme vonp schlecht; wir
setzenN deshalb zur̈uck aufp und konstruieren ein Polynomh ∈ Z[X],
dessen Reduktion modulop gleichchp ist.

Ist schließlich degh = deghp, so konstruieren wir nach dem chinesi-
schen Restesatz ein neues Polynomh, das moduloN gleich dem altenh
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und modulop gleich chp ist. Danach geht es weiter mit dem dritten
Schritt.

Der Algorithmus muß enden, da es nur endlich viele Primzahlen p
gibt, für die der inFp[X] berechnete ggT nicht einfach die Reduk-
tion von ggT(f, g) modulop ist, und nach endlich vielen Durchläufen
sind gen̈ugend viele gute Primzahlen zusammengekommen, daß ihr Pro-
dukt die ZahlM übersteigt. Da der ggT inFp[X] f ür Primzahlen, die
nicht beide f̈uhrende Koeffizienten teilen, höchstens ḧoheren Grad als
ggT(f, g) haben kann, ist auch klar, daß der Algorithmus mit einem
korrekten Ergebnis abbricht.

Betrachten wir dazu ein Beispiel:

> f := X^6-124*X^5-125*X^4-2*X^3+248*X^2+249*X+125:

> g := X^5+127*X^4+124*X^3-255*X^2-381*X-378:

Eine einfache, aber langweilige Rechnung zeigt, daß die LANDAU-
MIGNOTTE-Schranke vonf undg ungef̈ahr den Wert 13199,21452 hat;
wegen m̈oglicher Rundungsfehler sollten wir zur Sicherheit vielleicht
besser von 13200 ausgehen. Die Zahl, modulo derer wir die Koeffizien-
ten mindestens kennen müssen, ist somitM = 26401.

Als erste Primzahl ẅahlen wir zum Beispielp = 107 und berechnen

> Gcd(f, g) mod 107;

X
3 + 90X2 + 90X + 89

Damit istP = {107} undN = 107< M . Also wählen wir eine weitere
Primzahl, etwap = 271:

> Gcd(f, g) mod 271;

X
3 + 127X2 + 127X + 126

Auch dieser modulare ggT hat Grad drei, wir können die beiden also
zusammensetzen, indem wir den chinesischen Restesatz auf die Koeffi-
zienten anwenden:

> chrem([90, 127], [107, 271]);

5547
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> chrem([89, 126], [107, 271]);

5546

Damit ist alsoh = X3 + 5547X2 + 5547X + 5546,P = {107, 271} und
N = 107× 271 = 28997.

Dies ist gr̈oßer alsM , und alle Koeffizienten vonh liegen unterhalb
der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke, also m̈ussen wir untersuchen, obh
Teiler vonf und vong ist:

> rem(f, X^3 + 5547*X^2 + 5547*X + 5546, X);

967384732340761X2 + 967384732340761X + 967384732340761

Offensichtlich nicht; somit sind 107 und 271 für dieses Problem
schlechte Primzahlen. Versuchen wir unser Glück als n̈achstes mit
p = 367:

> Gcd(f, g) mod 367; X
2 + X + 1

Also wird P = {107, 271, 367} und N = 367; wir erwarten, daß der
gesuchte ggT modulo 367 gleichX2 + X + 1 ist. Um von 367 aus̈uber
die SchrankeM zu kommen reicht eine relativ kleine Primzahl, z.B.
p = 73.

> Gcd(f, g) mod 73;

X
3 + 22X2 + 22X + 21

Dieser ggT hat zu großen Grad, also ist auch 73 schlecht für uns. Wir
lassen daherN = 367 und haben nunP = {73, 107, 271, 367}.

Die nächste Primzahl nach 73 ist 79.

> Gcd(f, g) mod 79;

X
2 + X + 1

Wieder erhalten wir ein quadratisches Polynom, also setzenwir

N = 367× 79 = 44503, P = {73, 79, 107, 271, 367}
und naẗurlich h = X2 + X + 1. DaN > M ist und alle Koeffizienten
von h unter der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke liegen, m̈ussen wir nun
testen, obh Teiler vonf und vong ist:

> rem(f, X^2+X+1, X);
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0

> rem(g, X^2+X+1, X);
0

Damit ist ggT(f, g) = X2 + X + 1.

Bei diesem Beispiel habe ich natürlich absichtlich m̈oglichst viele
schlechte Primzahlen verwendet; wählt man seine Primzahlen wirklich
zufällig, wird man nur selten eine erwischen.

Auch für das Beispiel aus Kapitel I,§2 mit

f = X
8 + X

6 − 3X
4 − 3X

3 + 8X2 + 2X − 5

und
g = 3X6 + 5X4 − 4X

2 − 9X + 21

können wir den ggT nach der modularen Methode ausrechnen: In§4
hatten wir bereits die LANDAU-MIGNOTTE-Schranke

LM(f, g) = 26 · 2
3

√
143≈ 510,2191249

berechnet; da der ggT der führenden Koeffizienten gleich eins ist, reicht
es also, den ggT modulo 1021 zu kennen. Da dies eine Primzahl ist,
die gut in ein Maschinenwort paßt, können wir als erstes die modulare
Berechnung nur mitp = 1021 durchf̈uhren:

> f := X^8+X^6-3*X^4-3*X^3+8*X^2+2*X-5 mod p;

f := X
8 + X

6 + 1018∗ X
4 + 1018∗ X

3 + 8∗ X
2 + 2∗ X + 1016

> g := 3*X^6 + 5*X^4 - 4*X^2 - 9*X + 21 mod p;

g := 3X6 + 5X4 + 1017X2 + 1012X + 21

> r2 := Rem(f, g, X) mod p;

r2 := 907X4 + 227X2 + 340

> r3 := Rem(g, r2, X) mod p;

r3 := 77X2 + 1012X + 181
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> r4 := Rem(r2, r3, X) mod p;

r4 := 405X + 581

> r5 := Rem(r3, r4, X) mod p;

r5 := 956

> r6 := Rem(r4, r5, X) mod p;

r6 := 0

Somit ist 956 ein ggT inF1021[X], und damit naẗurlich auch die Eins.
Nach dem, was wir in diesem Paragraphen gesehen haben, folgtdaraus,
daß auch der ggT vonf undg in Z[X] gleich eins ist.

Vergleicht man mit dem Rechengang in Kapitel I§2, hat sich abgesehen
von den modularen Polynomdivisionen nichts wesentliches geändert,
jedoch sind die Zwischenergebnisse erheblich angenehmer geworden.

Die Resultante vonf undg ist in diesem Fall 260708 = 22 ·7 ·9311; f̈ur
diese Primzahlen gibt uns Maple

ggT(f (2)
, g

(2)) = X
2 + X + 1, ggT(f (7)

, g
(7)) = X + 3

und ggT(f (9311)
, g

(9311)) = X − 820 ;

für alle anderen Primzahlenp ist ggT(f (p), g(p)) = 1.

§7: Polynome in mehreren Veränderlichen

Wie wir aus Kapitel II wissen, ist auch der Polynomring in mehreren
Veränderlichen̈uber den ganzen Zahlen oderüber einem K̈orper fakto-
riell; somit existieren auch dort größte gemeinsame Teiler. Im vorigen
Paragraphen haben wir gesehen, wie sich diese im Falle einerVeränder-
lichen berechnen lassen; hier soll nun im wesentlichen die gleiche
Technik angewendet werden, um die ggT-Bestimmung für Polynome
in n Veränderlichen zur̈uckzuf̈uhren auf die inn − 1 Ver̈anderlichen.

Wir betrachten also zwei Polynomef, g in n ≥ 2 Ver̈anderlichen
X1, . . . ,Xn über einem K̈orper oder̈uber faktoriellen Ringk; wichtig
sind vor allem die F̈allek = Z,k = Q undk = Fp. Wie beim GAUSSschen
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Lemma betrachten wir die Polynome ausRn = k[X1, . . . ,Xn] als
Polynome in der einer VeränderlichenXn über dem Polynomring
Rn−1 = k[X1, . . . ,Xn−1], schreiben alsoRn = Rn−1[Xn]. Durch
ggT-Berechnungen inRn−1 können wir diese Polynome zerlegen in
ihre Inhalte und primitiven Anteile; der ggT der Inhalte läßt sich wieder
in Rn−1 berechnen.

Bleibt noch der ggT der primitiven Anteile; diese seienf undg, jeweils
aufgefaßt als Polynome inXn mit Koeffizienten ausRn−1. Um deren
ggT zu berechnen, könnten wir den EUKLID ischen Algorithmus̈uber
dem Quotientenk̈orper vonRn−1 anwenden, allerdings steigen hier die
Grade von Z̈ahler und Nenner der Koeffizienten sowiederenKoeffizi-
enten im allgemeinen so stark an, daß dies nur bei wenigen Variablen
und sehr kleinen Graden praktisch durchführbar ist. Daher m̈ussen wir
auch hier wieder nach Alternativen suchen.

Im vorigen Paragraphen hatten wir, um die Explosion der Koeffizi-
enten beim EUKLID ischen Algorithmus inQ[X] zu vermeiden, den
Umwegüber die ganzen Zahlen modulo einer Primzahlp genommen,
also zun̈achst einen ggT (oder mehrere) in KörpernFp[X] berechnet.
Wie wir uns schon in den ersten beiden Paragraphenüberlegt haben,
können wir genauso auch die Variablenanzahl reduzieren, indem wir für
eine der Variablen Werte einsetzen, z.B. für Xn−1. Wir betrachten also
anstelle eines Polynomsf ∈ Rn = Rn−1[Xn] das Polynom

f
(c) = f (X1, . . . ,Xn−2, c,Xn) ∈ k[X1, . . . ,Xn−2,Xn] = Rn−2[Xn] ,

in dem f̈urXn−1 der Wertc eingesetzt wird; jeder Koeffizientaj ∈ Rn−1
wird also ersetzt durchaj(X1, . . . ,Xn−2, c) ∈ Rn−2. Auch hier stellt

sich die Frage, was der ggT vonf (c) undg(c) mit dem vonf undg zu
tun hat.

Ist h ∈ Rn−1[X] ein Teiler vonf , etwaf = qh, so istf (c) = q(c)h(c),
d.h. auchh(c) ist ein Teiler vonf (c). Dieser Teiler k̈onnte aber einen
kleineren Grad haben alsh; dies passiert offensichtlich genau dann,
wenn der f̈uhrende Koeffizient vonh durch Einsetzen vonXn−1 = c
zum Nullpolynom ausRn−2 wird. Da der f̈uhrende Koeffizient vonf
das Produkt der führenden Koeffizienten vonh undq ist, gilt dann das-
selbe auch f̈ur den f̈uhrenden Koeffizienten vonf ; wir können dieses
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Problem also vermeiden, indem wirc so ẅahlen, daß der führende Ko-
effizient vonf durch Einsetzen vonXn−1 = c nicht zum Nullpolynom
wird. Wenn wir das f̈ur f oder g sicherstellen, wissen wir daher, daß
ggT(f, g)(c) ein Teiler vonf (c) undg(c), also auch von ggT(f (c), g(c)) ist,
und daß beide größte gemeinsame Teiler denselben Grad inXn haben.
Da die f̈uhrenden Koeffizienten vonf und g als Polynome inXn−1
geschrieben werden können, gibt es nur endlich viele Werte vonc, die
wir vermeiden m̈ussen, und diese lassen sich einfach identifizieren.

Auch dann wissen wir allerdings nur, daßh(c) = ggT(f, g)(c) ein Teiler
von ggT(f (c), g(c)) ist.h(c) ist genau dann ein echter Teiler, wennf (c)/h(c)

und g(c)/h(c) einen gemeinsamen Faktor haben, der keine Einheit ist,
wenn also die Resultante vonf (c)/h(c) undg(c)/h(c) bez̈uglichXn ver-
schwindet. Bezeichneth den ggT vonf undg, so entsteht diese Resul-
tante im Falle, daßkeinerder führenden Koeffizienten vonf oderg an
der StelleXn−1 = c verschwindet, aus ResXn

(f/h, g/h) ∈ Rn−1 durch
Einsetzen vonXn−1 = c. Da diese Resultante als Polynom inXn−1
geschrieben werden kann, gibt es daher wieder höchstens endlich viele
Werte vonc, für die dies der Fall ist. Da wirh nicht kennen, k̈onnen wir
diese Werte allerdings nicht im voraus identifizieren – ganzanalog zur
Situation bei der modularen Berechnung des ggT inZ[X].

Als nächstes stellt sich das Problem, was wir aus der Kenntnis von
ggT(f (c), g(c)) für ggT(f, g) folgern k̈onnen. Offensichtlich nicht son-
derlich viel, denn wenn wir ein Polynom nur an einer StelleXn−1 = c
kennen, gibt uns das noch kaum Information. Wenn wir allerdings ein
Polynom vom Gradd in Xn−1 and + 1 verschiedenen Punkten kennen,
dann kennen wir es vollständig.

Die theoretisch einfachste Konstruktion des Polynoms aus seinen Funk-
tionswerten and + 1 verschiedenen Stellen geht auf JOSEPH-LOUIS

COMTE DE LAGRANGE zurück und benutzt dieselbe Strategie, die wir
vom chinesischen Restesatz her kennen: IstR ein Integriẗatsbereich und
suchen wir ein Polynomh ∈ R[X] vom Gradd, das an den Stellen
ci ∈ R für i = 0, . . . , d die Wertehi ∈ R annimmt, so konstruieren
wir zunächst Polynomeαi mit αi(ci) = 1 undαi(cj) = 0 für j 6= i. Das
Verschwinden an den Stellencj können wir erreichen, indem wir die
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Linearfaktoren (X−cj) für j 6= i miteinander multiplizieren. Um an der
Stelleci den Wert eins zu erhalten, müssen wir allerdings noch durch
das Produkt der (ci − cj) dividieren, und damit kommen wir eventuell
ausR hinaus und m̈ussen im Quotientenkörper rechnen. Mit den so
definierten Polynomen

αi(X) =

∏
j 6=i(X − cj)

∏
j 6=i(ci − cj)

ist das Interpolationspolynom dannf (X) =
d∑

i=1

αi(X)hi .

(Das Interpolationsverfahren von LAGRANGE ist zwar einfach zu ver-
stehen und f̈uhrt auf eine elegante Formel, es gibt jedoch effizientere
Verfahren, die auch hier anwendbar sind, z.B. das von ISAAC NEWTON.
Für Einzelheiten sei auf die Numerik-Vorlesung verwiesen.)

Die Nenner in der LAGRANGEschen (oder auch NEWTONschen) Inter-
polationsformel sẗoren uns nicht besonders, da wir ja spezialisieren,
indem wir für Xn−1 jeweils Konstanten einsetzen, dieci liegen also
alle im Ring k der Konstanten. Falls es sich dabei um einen Körper
handelt, haben wir̈uberhaupt keine Probleme mit den Divisionen; im
wohl wichtigsten Fall, daß wir̈uber den ganzen Zahlen arbeiten, erhalten
wir zwar Interpolationspolynome mit rationalen Koeffizienten, k̈onnen
diese aber zerlegen in einen konstanten Faktor mal einem ganzzahligen
Polynom mit teilerfremden Koeffizienten, das für die Berechnung des
ggT zweier primitiver ganzzahliger Polynome an Stelle des Interpola-
tionspolynoms verwendet werden kann.

JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736–1813) wurde als GIU-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und stu-
dierte dort zun̈achst Latein. Erst eine alte Arbeit von
HALLEY über algebraische Methoden in der Optik weck-
te sein Interesse an der Mathematik, woraus ein aus-
gedehnter Briefwechsel mit EULER entstand. In einem
Brief vom 12. August 1755 berichtete er diesem unter
anderem̈uber seine Methode zur Berechnung von Maxi-
ma und Minima; 1756 wurde er, auf EULERs Vorschlag,
Mitglied der Berliner Akademie; zehn Jahre später zog
er nach Berlin und wurde dort EULERs Nachfolger
als mathematischer Direktor der dortigen Akademie
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1787 wechselte er an die Pariser Académie des Sciences, wo er bis zu seinem Tod blieb und
unter anderem an der Einführung des metrischen Systems beteiligt war. Seine Arbeiten
umspannen weite Teile der Analysis, Algebra und Geometrie.

Damit ergibt sich folgender Algorithmus zur Zurückführung des ggT
zweier Polynome inn Veränderlichen auf die Berechnung von ggTs von
Polynomen inn − 1 Ver̈anderlichen:

Wir gehen aus von zwei PolynomenF,G ∈ Rn = k[X1, . . . ,Xn], mit
k = Z, Q oderFp (oder sonst einem faktoriellen Ring,über dem wir den
ggT zweier Polynome in einer Veränderlichen berechnen können).

1. Schritt (Initialisierung):Schreibe

F =
d∑

i=0

ai(X1, . . . ,Xn−1)Xi

n und

G =
e∑

j=0

bj(X1, . . . ,Xn−1)Xj

n ,

wobei die f̈uhrenden Koeffizientenad und be nicht identisch ver-
schwinden sollen. Weiter seiC = ∅ die Menge aller bislang betrach-
teten Spezialisierungen undM = ∅ die Teilmenge der nach unserem
jeweiligen Erkenntnisstand

”
guten“ Spezialisierungen.

Als nächstes werden die InhalteI(F ) undI(G) vonF undG bez̈uglich
obiger Darstellung berechnet, d.h.I(F ) ist der ggT derai(X1, . . . ,Xn−1)
undI(G) der vonb0(X1, . . . ,Xn−1) bisbe(X1, . . . ,Xn−1). Beides kann
bestimmt werden durch eine Folge von ggT-Berechnungen inn−1 Ver-
änderlichen, ebenso auch der ggTI0 dieser beiden Inhalte. Weiter seien
f = F/I(F ) undg = G/I(G) die primitiven Anteile vonF undG. Der
ggT vonF undG ist I0 mal dem in den folgenden Schritten berechneten
ggT vonf undg.

2. Schritt:Wähle so lange ein neues zufälliges Elementc ∈ krC und er-
setzeC durchC∪{c}, bisad(X1, . . . ,Xn−2, c) undbe(X1, . . . ,Xn−2, c)
nicht beide gleich dem Nullpolynom sind. (Meist wird dies bereits beim
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ersten Versuch der Fall sein.) Berechne dann den ggThc von

f
(c) =

d∑

i=0

ai(X1, . . . ,Xn−2, c)Xi

n und

g
(c) =

e∑

j=0

bj(X1, . . . ,Xn−2, c)Xj

n .

Falls hc = 1, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis ggT(f, g) = 1.
Andernfalls wirdM = {c} undN = degXn

hc undm wird eins mehr
als das Maximum der Grade derai und derbj in der VariablenXn−1.

3. Schritt: Falls die Elementanzahl #M von M gleich m ist, wird
das Interpolationspolynomh ∈ k[X1, . . . ,Xn] berechnet, das für jedes
c ∈ M die Gleichung

h(X1, . . . ,Xn−1, c,Xn) = hc(X1, . . . ,Xn−2,Xn)

erfüllt. Falls h sowohlf als auchg teilt, isth = ggT(f, g) und der Algo-
rithmus endet mit diesem Ergebnis. Andernfalls waren alle bisherigen
Spezialisierungen schlecht, und wir müssen von Neuem mit Schritt 2
beginnen.

4. Schritt:Falls #M < m, wählen wir ein zuf̈alligesc ∈ k r C solange,
bis ad(X1, . . . ,Xn−2, c) und be(X1, . . . ,Xn−2, c) nicht beide gleich
dem Nullpolynom sind. Wir berechnen wieder den ggThc von

f
(c) =

d∑

i=0

ai(X1, . . . ,Xn−2, c)Xi

n und

g
(c) =

e∑

j=0

bj(X1, . . . ,Xn−2, c)Xj

n .

Fallshc = 1, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis ggT(f, g) = 1.

Falls degXn
hc > N ist, haben wir ein schlechtesc geẅahlt und gehen

zurück zum Anfang des vierten Schritts.

Falls degXn
hc < N ist, waren alle zuvor betrachteten Werte vonc

schlecht; wir setzenM = {c} undN = degXn
hc.



Kap. 3: Modulare Methoden 

Falls schließlich degXn
hc = N ist, ersetzen wirM durchM ∪ {c},

und es geht weiter mit Schritt 3.

Da es nur endlich viele schlechte Werte für c gibt, muß der Algorithmus
nach endlich vielen Schritten enden.

Als Beispiel wollen wir den ggT der beiden Polynome

f = X
3 + X

2
Y + X

2
Z + XY Z + Y

2
Z + Y Z

2

und

g = X
3 + X

2
Y + X

2
Z + XY

2 + XZ
2 + Y

3 + Y
2
Z + Y Z

2 + Z
3

ausZ[X,Y,Z] berechnen. Wir fassen Sie zunächst auf als Polynome in
Z mit Koeffizienten ausZ[X,Y ]:

f = Y Z
2 + (X2 + XY + Y

2)Z + X
3 + X

2
Y

und

g = Z
3 + (X + Y )Z2 + (X2 + Y

2)Z + X
3 + X

2
Y + XY

2 + Y
3

Der führende Koeffizient vonf ist Y , der vong ist eins. Wie man leicht
sieht, sind beide Polynome bereits primitiv.

Der höchsteY -Grad eines Koeffizienten ist drei; wir brauchen daher
vier zuf̈allig geẅahlte Spezialisierungen. Der Einfachheit und vor allem
derÜbersichtlichkeit halber seien hierfür die (nicht gerade

”
zufälligen“)

Wertec = 1, 2, 3 und 4 geẅahlt.

Für c = 1 ist

f (X, 1, Z) = Z
2 + (X2 + X + 1)Z + X

3 + X
2

und

g(X, 1, Z) = Z
3 + (X + 1)Z2 + (X2 + 1)Z + X

3 + X
2 + X + 1 ;

wir müssen den ggT dieser beiden Polynome berechnen.

Dies leistet der entsprechende Algorithmus für Polynome in zwei
Veränderlichen; da die Polynome wieder primitiv sind und der höchste
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X-Grad eines Koeffizienten gleich drei ist, müssen wir vier Spezialisie-
rungen f̈urX betrachten. Auch diese seien zufälligerweise gerade 1, 2, 3
und 4. Wir erhalten folgende Ergebnisse:

d f (d, 1, Z) g(d, 1, Z) ggT

1 Z2 + 3Z + 2 Z3 + 2Z2 + 2Z + 4 Z + 2
2 Z2 + 7Z + 12 Z3 + 3Z2 + 5Z + 15 Z + 3
3 Z2 + 13Z + 36 Z3 + 4Z2 + 10Z + 40 Z + 4
4 Z2 + 21Z + 80 Z3 + 5Z2 + 17Z + 85 Z + 5

Auch ohne Interpolationsformel sehen wir, daß

h1(X,Z) = X + 1 +Z

das Interpolationspolynom ist. Division zeigt, daß

f (X, 1, Z)
h1(X,Z)

= X
2 + Z und

g(X, 1, Z)
h1(X,Z)

= X
2 + Z

2 + 1

beides Polynome sind; somit ist

ggT
(
f (X, 1, Z), g(X, 1, Z)

)
= X + 1 +Z .

Als nächstes setzen wirc = 2 für Y ein; wir erhalten

f (X, 2, Z) = 2Z2 + (X2 + 2X + 4)Z + X
3 + 2X2

und

g(X, 2, Z) = Z
3 + (X + 2)Z2 + (X2 + 4)Z + X

3 + 2X2 + 4X + 8

und spezialisieren darin wiederX zu 1, 2, 3, 4:

d f (d, 2, Z) g(d, 2, Z) ggT

1 2Z2 + 7Z + 3 Z3 + 3Z2 + 5Z + 15 Z + 3
2 2Z2 + 12Z + 16 Z3 + 4Z2 + 8Z + 32 Z + 4
3 2Z2 + 19Z + 45 Z3 + 5Z2 + 13Z + 65 Z + 5
4 2Z2 + 28Z + 96 Z3 + 6Z2 + 20Z + 120 Z + 6

Hier ist unser ggT-Kandidat somith2(X,Z) = X + 2 +Z, und wieder
zeigt Division, daß dies tatsächlich ein Teiler beider Polynome und somit
deren ggT ist.



Kap. 3: Modulare Methoden 

Für c = 3 ist

f (X, 3, Z) = 3Z2 + (X2 + 3X + 9)Z + X
3 + 3X2

und
g(X, 3, Z) = Z

3 + 4Z2 + 10Z + 40 .

Die Spezialisierungen inX und ihre gr̈oßten gemeinsamen Teiler sind

d f (d, 3, Z) g(d, 3, Z) ggT

1 3Z2 + 13Z + 4 Z3 + 4Z2 + 10Z + 40 Z + 4
2 3Z2 + 19Z + 20 Z3 + 5Z2 + 13Z + 65 Z + 5
3 3Z2 + 27Z + 54 Z3 + 6Z2 + 18Z + 108 Z + 6
4 3Z2 + 37Z + 112 Z3 + 7Z2 + 25Z + 175 Z + 7

Hier ist entsprechendh3(X,Z) = X + 3 +Z.

Für c = 4 schließlich erhalten wir

f (X, 4, Z) = 4Z2 + (X2 + 4X + 16)Z + X
3 + 4X2

und

g(X, 4, Z) = Z
3 + (X + 4)Z2 + (X2 + 16)Z + X

3 + 4X2 + 16X + 64 .

Die Spezialisierungen inX und ihre gr̈oßten gemeinsamen Teiler sind

d f (d, 4, Z) g(d, 4, Z) ggT

1 4Z2 + 21Z + 5 Z3 + 5Z2 + 17Z + 85 Z + 5
2 4Z2 + 28Z + 24 Z3 + 6Z2 + 20Z + 120 Z + 6
3 4Z2 + 37Z + 63 Z3 + 7Z2 + 25Z + 175 Z + 7
4 4Z2 + 48Z + 128 Z3 + 8Z2 + 32Z + 256 Z + 8

Dies führt aufh4(X,Z) = X + 4 +Z.

Auch das Polynomh(X,Y,Z) mit h(X, c, Z) = hc(X,Z) für die Werte
c = 1, 2, 3, 4 läßt sich ohne Interpolationsformel leicht erraten: Offen-
sichtlich ist

h(X,Y,Z) = X + Y + Z .

Division zeigt, daß

f

h
= X

2 + Y Z und
g

h
= X

2 + Y
2 + Z

2
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ist; somit ist
ggT(f, g) = h = X + Y + Z .

Dieses Ergebnis ḧatten wir naẗurlich schon sehr viel fr̈uher erraten
können, und in der Tat wird der Algorithmus oft so implementiert, daß
man bereits nach eigentlich zu wenigen Spezialisierungen interpoliert
und nachpr̈uft, ob man einen gemeinsamen Teiler gefunden hat; wenn
ja, ist dies der ggT. Falls nein, läßt sich aber noch nicht schließen, daß
alle bisherigen Spezialisierungen schlecht waren; vielleicht waren auch
nur die Grade einiger Koeffizienten zu klein, was sich nur durch weitere
Spezialisierungen und Interpolationen feststellen läßt.


