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Aufgabe 1: (8 Punkte)Bestimmen Sie Real- und Imagin�arteil einer komplexen Zahl mita) z2 = 1 + 2i b) z3 = 10 + 9
√

−3

Lösung:a) Sei z = x+ iy. Dann ist z2 = (x2 −y2)+2xy · i; somit m�ussen wir reelle Zahlen x, y �ndenmit xy = 1 und x2 − y2 = 1. Einsetzen von y = 1/x in die zweite Glei
hung f�uhrt auf
x2 −

1

x2
= 1 oder x4 − x2 − 1 = 0 .Dies ist eine quadratis
he Glei
hung f�ur x2; in der gewohnten Weise l�ost man sie underh�alt x2 = 1

2
± 1

2

√
5. Damit ist y2 = x2 − 1 = −1

2
± 1

2

√
5. Da wir reelle L�osungen x und ysu
hen, ist jeweils nur das positive Vorzei
hen sinnvoll; somit ist

x =

√
1

2
+

1

2

√
5 und y =

√
−

1

2
+

1

2

√
5eine L�osung.b) Wir versu
hen unser Gl�u
k mit einem Ansatz der Form z = a+b
√

−3 mit a, b ∈ Z. Dannist
z3 = a3 + 3a2b

√
−3 − 9ab2 − 3b3

√
−3 = (a3 − 9ab2) + (3a2b − 3b3)

√
−3 .Wir su
hen also ganze Zahlen a, b mit

a(a2 − 9b2) = 10 und b(a2 − b2) = 3 .Wegen der zweiten Glei
hung kommen f�ur b ∈ Z nur die Werte ±1 und ±3 in Frage; f�ur
b = ±1 mu� a2 − 1 = ±3 sein, was f�ur b = 1 und a = ±2 erf�ullbar ist. Einsetzen in dieerste Glei
hung f�uhrt auf ±2(4−9) = 10, was mit dem Minuszei
hen au
h tats�a
hli
h gilt.Also ist a = −2 und b = 1 eine L�osung, d.h. z = −2 +

√
3 · i.
) Wie k�onnen Sie daraus die s�amtli
hen L�osungen dieser Glei
hungen bestimmen? (Even-tuell notwendige Re
hnungen m�ussen ni
ht dur
hgef�uhrt werden.)

Lösung: Bei a) ist die zweite L�osung nat�urli
h einfa
h −z; Real- und Imagin�arteil sindalso −x und −y. Bei b) gibt es zwei weitere L�osungen, n�amli
h zρ und z�ρ, wobei ρ eineprimitive dritte Einheitswurzel ist, d.h. ρ und �ρ sind −1
2
± 1

2

√
−3.

Aufgabe 2: (12 Punkte)a) Das Polynom x2 + ax + b mit a, b ∈ Z vers
hwinde f�ur x =
√

3. Wel
he M�ogli
hkeitengibt es f�ur a und b ?
Lösung: Bezei
hnet x2 die zweite L�osung, so sind na
h dem Wurzelsatz von Vi�ete sowohl
x2

√
3 = b als au
h x2 +

√
3 = −a ganze Zahlen. Daher mu� x2 = b

√

3
ein ganzzahligesVielfa
hes von 1/

√
3 sein. Weiter mu� au
h

−a =
√

3 +
b√
3

=
√

3 +
b

2

√
3 =

(
1 +

b

3

)√
3



eine ganze Zahl sein; das ist wegen der Irrationalit�at von √
3 nur m�ogli
h, wenn die Klam-mer vers
hwindet, d.h. b = −3 und a = 0. Somit ist x2 = −
√

3.b) Das Polynom f(x) = x12 + a11x11 + · · · + a1x + a0 mit ai aus Z habe zehn ganzzahligeNullstellen; die elfte ist √3. Was ist die zw�olfte?
Lösung: In der Faktorisierung von f f�uhren die zehn ganzzahligen Nullstellen zu linearenFaktoren der Form x − ci; da √

3 wegen ihrer Irrationalit�at keine Nullstelle eines linearenPolynoms aus Z[x] sein kann, kommt zu diesen zehn linearen Faktoren no
h ein quadrati-s
her. Da f den f�uhrenden KoeÆzienten eins hat, ist dieser von der Form x2 + ax + b mit
a, b ∈ Z und hat √3 als Nullstelle. Wie wir in a) gesehen haben, ist dann −

√
3 die zweiteNullstelle dieses Faktors und damit au
h die zw�olfte Nullstelle von f.
) Finden Sie die s�amtli
hen Nullstellen des Polynoms g = x4 + x3 − 5x2 − 3x + 6 !

Lösung: Na
h Vi�ete ist das Produkt aller Nullstellen glei
h se
hs, also probieren wir dieTeiler von se
hs aus: g(1) = 0, g(−1) = 4, g(2) = 4, g(−2) = 0, g(3) = 60, g(−3) = 24.Da 1 und −2 Nullstellen sind, ist das Produkt der beiden verbleibenden glei
h −3, ±6kommen somit ni
ht in Frage und m�ussen daher au
h ni
ht getestet werden. Die beidenverbleibenden Nullstellen sind somit ni
ht ganzzahlig, haben des Produkt drei und ihreSumme ergibt zusammen mit 1 und −2 den Wert −1, ist also Null. Dies geht nur, wenndie no
h fehlenden Nullstellen ±
√

3 sind.
Aufgabe 3: (10 Punkte)a) Stellen Sie den gr�o�ten gemeinsamen Teiler von 299 und 247 als Linearkombination dieserZahlen dar!
Lösung: Wir bere
hnen den ggT na
h dem Erweiterten Euklidis
hen Algorithmus:

299 : 247 = 1 Rest 52 =⇒ 52 = 299 − 247

247; 52 = 4 Rest 39 =⇒ 39 = 247 − 4(295 − 247) = 5 · 247 − 4 · 299
52 : 39 = 1 Rest 13 =⇒ 13 = (299 − 247) − (5 · 247 − 4 · 299) = 5 · 299 − 6 · 247
39 : 13 = 3 Rest 0Der ggT ist also 13 = 5 · 299 − 6 · 247.b) Beweisen Sie, da� es h�o
hstens endli
h viele Primzahlen p gibt, f�ur die der ggT zweierPolynome f, g ∈ Z[X] einen anderen Grad hat als der ggT der beiden Polynome f mod pund g mod p in Fp[x] !

Lösung: Der Grad des modularen ggT kann nur dann kleiner sein als der des ggT in Z[x],wenn letzterer einen dur
h p teilbaren f�uhrenden KoeÆzienten hat. Dann m�ussen au
hdie f�uhrenden KoeÆzienten sowohl von f als au
h von g dur
h p teilbar sein; das ist f�urh�o
hstens endli
h viele Primzahlen der Fall.Wenn der modulare ggT einen h�oheren Grad hat als h = ggT(f, g), sind zwar die Polynome
f/h und g/h ∈ Z[x] teilerfremd, ni
ht aber ihre Reduktionen modulo p. Somit ist dieResultante von f/h und g/h zwar ni
ht Null, aber dur
h p teilbar. Da eine ganze Zahlunglei
h Null h�o
hstens endli
h viele Primteiler hat, gibt es au
h hier nur endli
h vieleM�ogli
hkeiten.
) Bere
hnen Sie f�ur eine feste, aber beliebige ganze Zahl a ∈ Z die Resultante der beidenPolynome f = 5x5 +4x4 +3x3 +2x2 +x+a und g = x, und interpretieren Sie das Ergebnis!



Lösung: Da f den Grad f�unf und g den Grad eins hat, stehen die KoeÆzienten von feinmal und die von g f�unfmal in den Zeilen der Sylvester-Matrix, die Resultante ist also
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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= −a ,wobei die Determinante hier na
h der letzten Zeile entwi
kelt wurde. Das Ergebnis be-deutet, da� f und g nur f�ur a = 0 einen gemeinsamen Faktor haben, was nat�urli
h au
hohne Resultante klar war.
Aufgabe 4: (15 Punkte)a) Die Landau-Mignotte-S
hranke des Polynoms f ∈ Z[x] sei M. Was bedeutet das f�ur dieFaktoren g ∈ Z[x] von f ?
Lösung: Jeder KoeÆzient eines Faktors g ∈ Z[x] von f hat h�o
hstens den Betrag M.b) Sei f = x4−2x3−2x+15. Die irreduziblen Faktoren von f mod 23 in F23[x] sind x2+19x+5und x2+2x+3. Was k�onnen Sie bereits ohne jede Re
hnung �uber die irreduziblen Faktorenvon f ∈ Z[x] und ihre Grade aussagen?
Lösung: Da der f�uhrende KoeÆzient eins von f ni
ht dur
h 23 teilbar ist, f�uhrt jederFaktor von f zu einem Faktor desselben Grads von f mod 23. Daher ist f entweder irre-duzibel oder das Produkt zweier quadratis
her Polynome, die modulo 23 glei
h den beidenangegebenen sind.
) Die Landau-Mignotte-S
hranke von f ist knapp 245; faktorisieren Sie f in Z[x]! Brau
henSie dazu unbedingt das Hensels
he Lemma?
Lösung: Falls f Produkt zweier quadratis
her Faktoren aus Z[x] ist, m�ussen diese beideden f�uhrenden KoeÆzienten eins (oder beide -1) haben. Au�erdem mu� das Produkt ihrerkonstanten Terme glei
h 15 sein, und modulo 23 sind sie drei und f�unf. Damit kommennur drei und f�unf in Frage. Somit ist

f = (x2 + ax + 5)(x2 + bx + 3) = x4 + (a + b)x3 + (8 + ab)x2 + (3a + 5b)x + 15mit a ≡ 19 mod 23 und b ≡ 2 mod 23. Der KoeÆzient von x2 zeigt, da� ab = −8 sein mu�;somit ist a = −4 und b = 2. Einsetzen zeigt, da� dann au
h alle anderen KoeÆzientenden ri
htigen Wert haben; somit ist
f = (x2 − 4x + 5)(x2 + 2x + 3) .d) Falls Sie bei 
) das Hensels
he Lemma ni
ht benutzt haben: Wel
hen Ansatz w�urdenSie ma
hen, um mit seiner Hilfe die Faktorisierung aus F23[x] zu einer Faktorisierungmodulo 232 ho
hzuheben? (Konkrete Re
hnungen m�ussen ni
ht ausgef�uhrt werden.)

Lösung: Der Ansatz w�are folgender: Wir setzen
g = x2 + 19x + 5, g1 = g + 23g̃ h = x2 + 2x + 3 und h1 = h + 23h̃ .



Dann multiplizieren wir gh aus und bere
hnen f − gh. Dies ist dur
h 23 teilbar, denn
f ≡ gh mod 23. Wir dividieren dur
h 23 und erhalten eine Glei
hung der Form

gh̃ + hg̃ ≡ f − gh

23
mod 23 .Da g und h teilerfremd sind, k�onnen wir entspre
hende Polynome g̃ und h̃ aus F23[x] �uberden erweiterten Euklidis
hen Algorithmus bestimmen; ersetzen wir sie dur
h Repr�asen-tanten aus Z[x], ist f ≡ g1h1 mod 232.

Aufgabe 5: (15 Punkte)a) Zeigen Sie, da� die Polynome f = 4y − 2x − 3 und g = y2 − 2y − 3 bez�ugli
h der lexiko-graphis
hen Ordnung eine Gr�obner-Basis des Ideals (f, g) in Q[x, y] bilden!
Lösung: Bez�ugli
h der lexikographis
hen Ordnung ist der f�uhrende Term von f glei
h
−2x, der von g ist y2. Das S-Polynom ist somit

S(f, g) = y2f + 2xg = 4y3 − 3y2 − 4xy − 6xmit f�uhrendem Term −4xy. Dieses Polynom dividieren wir dur
h f und g na
h dem Divi-sionsalgorithmus: Da der f�uhrende Term −2x von f ein Teiler von −4xy ist, subtrahierenwir als erstes 2yf = 4y2 − 4xy− 6y; wir erhalten 4y3 − 11y2 − 6x+ 6y als neues Polynom.Sein f�uhrender Term −6x ist das Dreifa
he dessen von f, also subtrahieren wir 3f underhalten 4y3 − 11y2 − 6y + 9. Nun haben wir ein Polynom, das nur no
h von y abh�angt;ab hier wird der Divisionsalgorithmus also zur gew�ohnli
hen Polynomdivision mir Restin Q[y]. Sie liefert das Ergebnis 4y−3 ohne Rest. Somit hat S(f, g) bei der Division dur
h
f, g den Rest Null; na
h Bu
hbergers Kriterium ist f, g daher eine Gr�obner-Basis.b) Ma
hen Sie daraus eine reduzierte Gr�obner-Basis!
Lösung: Von den f�uhrenden Termen von f und g teilt keiner den anderen; wir k�onnenalso keines der beiden Polynome eliminieren. Au�erdem ist kein Term von f dur
h denf�uhrenden Term y2 von g teilbar und kein Term von g dur
h den f�uhrenden Term −2xvon f; die Polynome k�onnen also ni
ht weiter vereinfa
ht werden. Somit m�ussen wir nurdie f�uhrenden KoeÆzienten auf Eins normieren; die reduzierte Gr�obner-Basis bestehtalso aus den beiden Polynomen

x − 2y +
3

2
und y2 − 2y − 3 .
) Bestimmen Sie {(x, y) ∈ Q2 | f(x, y) = g(x, y) = 0} !

Lösung: g = (y − 1)2 − 4 vers
hwindet f�ur y = 3 und y = −1. Da au
h f vers
hwindensoll, mu� jeweils x = 2y − 3
2
sein; die L�osungsmenge besteht also aus den beiden Punkten(

9
2
, 3

) und (
−7

2
,−1

).
Abgabe bis zum Dienstag, dem 13. Dezember 2011, um 14.30 Uhr


