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12. Übungsblatt Computeralgebra

Aufgabe 1: (5 Punkte)Das lineare Gleihungssystem ℓi(x1, . . . , xn) = bi f�ur i = 1, . . . ,m �uber dem K�orper k seieindeutig l�osbar.a) Zeigen Sie, da� jede minimale Gr�obner-Basis des Ideal I = (ℓ1 − b1, . . . , ℓm − bm) in
k[x1, . . . , xn] bez�uglih der lexikographishen Ordnung f�ur jedes i genau ein Polynom mitf�uhrendem Monom xi enth�alt.b) Wie sieht die reduzierte Gr�obner-Basis von I aus?) Zeigen Sie: Im Polynomring k[X] in einer Ver�anderlihen ist jede minimale Gr�obner-Basiseines Ideal reduziert.
Aufgabe 2: (4 Punkte)a) Finden Sie ein Polynom f ∈ R[x, y], das auf der Kurve
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}vershwindet! Ist K die gesamte Nullstellenmenge von f ?b) Finden Sie eine Menge von Polynomen, die die getwistete kubishe Kurve
C =

{
(t, t2, t3)

∣
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}
⊂ R3als gemeinsame Nullstellenmenge haben! Ist hier C die vollst�andige Nullstellenmenge?

Aufgabe 3: (6 Punkte)Das Ideal I in Q[x, y] werde erzeugt von f = x2 + 2y2 − 3 und g = x2 + xy + y2 − 3.a) Berehnen Sie die Durhshnitte I ∩ k[x] und I ∩ k[y] !b) Lassen sih diese auh durh Resultanten erzeugen?) Bestimmen Sie alle gemeinsamen Nullstellen von f und g in R2 !Gr�obner-Basen und Resultanten k�onnen Sie von einen Computeralgebrasystem be-rehnen lassen.
Aufgabe 4: (5 Punkte)a) Bestimmen Sie alle Nullstellen des Polynoms f(x, y) = x2y + xy2 ∈ F2[x, y] in F2

2
!b) Zeigen Sie, da� f�ur jeden unendlihen K�orper k und je zwei Polynome f, g ∈ k[x1, . . . , xn]gilt: Genau dann ist f = g, wenn die beiden Funktionen

F:{ kn → k

(a1, . . . , an) 7→ f(a1, . . . , an)
und G:{ kn → k

(a1, . . . , an) 7→ g(a1, . . . , an)�ubereinstimmen!) Finden Sie in F5[x, y] zwei Polynome f 6= g mit F = G, wobei F aber keine konstanteFunktion sein soll!
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