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11. Übungsblatt Computeralgebra

Aufgabe 1: (7 Punkte)Wir gehen aus von einem linearen Gleihungssystem
ℓi(x1, . . . , xn) = bi f�ur i = 1, . . . ,m�uber einem K�orper k und betrahten das Ideal I = (ℓ1 −b1, . . . , ℓm −bm) in k[x1, . . . , xn];dabei arbeiten wir mit der lexikographishen Ordnung. Zeigen Sie:a) I ist genau dann das Nullideal, wenn jedes n-Tupel aus kn eine L�osung des Gleihungs-systems ist.b) G sei eine Gr�obner-Basis von I. Das Gleihungssystem ist genau dann unl�osbar, wenn Gein Polynom vom Grad Null enth�alt.) Falls der Wert von xi durh das Gleihungssystem eindeutig bestimmt ist, enth�alt jedeGr�obner-Basis von I ein Polynom mit f�uhrendem Monom xi. Gilt auh die Umkehrung?d) Das lineare Gleihungssystem ist genau dann eindeutig l�osbar, wenn es eine Gr�obner-Basis von I gibt, die f�ur jedes i ein Polynom mit f�uhrendem Monom xi enth�alt.e) Geben Sie f�ur das lineare Gleihungssystem

x + y + z = 3, y + z = 2 und z = 1eine Gr�obner-Basis des zugeh�origen Ideals an, die nur aus Polynomen vom Grad zweibesteht!
Aufgabe 2: (3 Punkte)a) I sei ein Ideal im Polynomring k[x]. Zeigen Sie, da� eine endlihe Menge G ⊂ I genaudann eine Gr�obner-Basis ist, wenn der kleinste Grad eines Elements von G gleih demMinimum der Grade der Elemente von I ist.b) Im Falle von I = (f1, . . . , fm) ist G genau dann eine Gr�obner-Basis, wenn eines der fiein ggT der Polynome f1, . . . , fm ist.
Aufgabe 3: (2 Punkte)Bestimmen Sie in k[x, y] das S-Polynom S(f, g) der beiden Polynome (x+y)3 und (x−y)2bez�uglih der lexikographishen Monomordnung!
Aufgabe 4: (8 Punkte)a) Konstruieren Sie (ohne Verwendung eingebauter Kommandos eines Computeralgebra-systems) eine m�oglihst einfahe Gr�obner-Basis des Ideals

I =
(

x2 + y2 + z2 − 1, x2 + y2 + z2 − 2x, 2x − 3y − z)des Polynomrings k[x, y, z] bez�uglih der lexikographishen Ordnung! Sie sollten dazuzwar mit S-Polynomen arbeiten, aber niht streng dem Buhberger-Algorithmus folgen,sondern niht mehr ben�otigte Erzeugende so shnell wie m�oglih eliminieren.b) Bestimmen Sie die Menge aller Tripel (x, y, z), die Nullstellen aller Polynome aus I sind!) Interpretieren Sie das Ergebnis geometrish!
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