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Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und sdilméiglichst
geringer Verbgerung erscheinen. Es ist daher in seiner Qataitf
keinen Fall miteinem Lehrbuch zu vergleichen; insbesamsied Fehler
bei dieser Entstehensweise nicht nuagtich, sonderrsicher. Dabei
handelt es sich wohl leider nicht immer nur um harmlose Bpf#r,
sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagerelidana
Teile aus anderen SkripteaarfHoOrerkreise der verschiedensten Niveaus
ubernommen sind, ist die &entation auch teilweise ziemlich inho-
mogen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewisself3-Mi
trauen gegen seinen Inhalt gelesen werden. Falls Sie Fahéem,
teilen Sie mir dies bitte pedslich oder per e-mail (seiler@math.uni-
mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unaediich
finden, bin ich @r entsprechende Hinweise dankbar.

Falls geriigend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit
Listen mit Berichtigungen und Verbesserungen zusammigrstdn
der online Version werden riatich alle bekannten Fehler korrigiert.

Biographische Angaben von Mathematikern beruheif3tgnteils auf
den entsprechenden Artikeln imMacTutor History of Mathemat-
ics archive(www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/), von wo
auch die meisten abgedruckten Bilder stammen. Bei nocmdkre
Mathematikern bezog ich mich, soweibglich, auf deren eigenen In-
ternetauftritt.
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Kapitel 1
Nullstellen von Polynomgleichungen

80: Was ist Computeralgebra

Sobald kurz nach dem zweiten Weltkrieg die ersten Compundira-
versitaten auftauchten, wurden sie von Mathematikern nicht nor zu
numerischen Rechnen eingesetzt, sondern diuchlle anderen Arten
mathematischer Routinearbeiten, genau wie auch schiberfialle zur
Verfugung stehenden Mittel benutzt wurden: Beispielsweisestkan
lerte D.H. LEHMER bereits vor rund achtzig Jahren, lange vor den ersten
Computern, mit Fahrradketten Maschinen, die (gro3éjrhelhe Zahlen

in ihre Primfaktoren zerlegen konnten.

Computer manipulieren Bitfolgen; von den meisten Anwendaeurden
diese zur Zeit der ersten Computer zwar als Zahlen inteepteaber
wie wenig sfater selbst die Buchhalter bemerktetinken sie ndirlich
auch Informationen ganz anderer Art darstellen. Deshallm&m be-
reits auf den ersten Computern (deren Leistualgigikeit nach heutigen
Standards nicht einmal der eines programmierbaren Tasatlerers
entspricht) algebraische, zahlentheoretische und aralestakt ma-
thematische Berechnungen durchdet wurden. Programmiert wurde
meist in Assembler, da dieaggigen bhere Programmiersprachen der
damaligen ZeitfORTRAN, ALGOL 60, COBOL, . .) vor allem mit Blick
auf numerischdzw.,im Fall von COBOL, betriebswirtschaftliche An-
wendungen konzipiert worden waren.

Eine Ausnahme bildete die 1958 vooHN MCCARTHY entwickelte
ProgrammiersprachelSP, die speziell fir symbolische Manipulation
entwickelt wurde, vor allem solche im Bereich demistlichen Intel-
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ligenz. In dieser Sprache wurden Ende der Sechzigerjalererdten
Computeralgebrasysteme geschriebdACSYMA ab 1968 ebenfalls
am M.L.T. zurachst vor allemiir alle Arten von symbolischen Rechnun-
gen in Forschungsprojekten des M.I.REDUCEungeghr gleichzeitig
von ANTHONY C. HEARN vor allem fir Berechnungen in der Hochen-
ergiephysik.

Beide Systeme verbreiteten sich schnell an den Uniesitund wur-
den bald auch schornif eine Vielzahl anderer Anwendungen benutzt;
dies wiederumiihrte zur Weiterentwicklung der Systeme sowohl durch
die urspiinglichen Autoren als auch durch Benutzer, die neue Pakete
hinzufiigten, und estifrte auch dazu, dafld anderswo neue Computer-
algebrasysteme entwickelt wurden, wie beispielswéisple an der
University of Waterloo (einer der Partneruniveasgn von Mannheim).

Mit der zunehmenden Nachfrage lohnte es sich auch, deutliehr
Arbeit in die Entwicklung der Systeme zu stecken, so dal3 digen
Systeme oft nicht mehr inISP geschrieben waren, sondern in klas-
sischen Programmiersprachen WI®DULA oder Chbzw.spater C++,

die zwar fir das symbolische Rechnen einen erheblichdren Pro-
grammieraufwand erfordern al$SP, die dafir aber auch zu deutlich
schnelleren ProgrammeaHren.

Eine gewisse Zsur bedeutete das Auftreten vdmathematicaim
Jahr 1988. Dies ist das erste System, das von Anfang an rem ko
merziell entwickelt wurde. Der Firmengnder und Initiator $EVE
WoLFRAM kommt zwar aus dem Univeraiisbereich (bevor er seine
Firma giindete, forschte er amstitute for Advanced Studi@sPrince-
ton Uber zelluare Automaten), abdvlathematicawar von Anfang an
gedacht als ein Produkt, das an Naturwissenschaftlerniegee und
Mathematikewerkauftwerden sollte. Ein wesentlicher Aspekt, der aus
Sicht dieser Zielgruppe den Kauf vbathematicaattraktiv machte, ob-
wohl zumindest damals noch eine ganze Reihe anderer Syt maer
gegen nominale Gelhr ertéltlich waren, bestand in der dglichkeit,
auf einfache Weise Graphiken zu erzeugen. Bei den erstaerSgs
hatte dies nie eine Rolle gespielt, da Graphik damalsiinar teure
Plotter und (zumindest in Univeratsrechenzentrum) mit Wartezeiten
von rund einem Tag erstellt werden konnte. 1988 gab es bdp€is
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mit (damals noch sehr schwachen) graphiitfjen Bildschirmen, und
Visualisierung spielte pitzlich in allen Wissenschaften eine erheblich
grol3ere Rolle als zuvor.

Der Nachteil der ersteNlathematicaVersionen war eine im Vergleich
zur Konkurrenz ziemlich hohe Fehlerquote bei den mathesctadin
Berechnungen. (Perfekt ist in diesem Punkt auch heute raaoldom-
puteralgebrasystem.) Der grol3e Vorteil der einfachen ugzieg von
Graphiken sowie das sehr gute Begleitbuch vam& WOLFRAM,
das deutlichiber dem Qualétsniveau auch heuigblicher Software-
dokumentation liegt, bescherk¢athematicaeinen grof3en Erfolg. Da
auch Systeme wiIACSYMA und MAPLE mittlerweile in selbgindi-
ge Unternehmen ausgegliedert worden waréhyteé die Konkurrenz
am Markt schnell dazu, dal3 Graphik auch ein wesentlichetaBdeil
anderer Computeralgebrasysteme wurde undMathematicaetwas
vorsichtiger mit den Regeln der Mathematik umging; heuterschei-
den sich die beiden kommerziell dominanten Systeragle undMath-
ematicanicht mehr wesentlich in ihren Graphédtigkeiten und ihrer
(geringen, aber bemerkbarendtfigkeit mathematischer Fehler. Hinzu
kam der Markt der Sdiler und Studenten, so dal3 ein am Markt er-
folgreiches Computeralgebrasystem auch in der Lage sei®d, ohe
Grundaufgaben der Schulmathematik und der Mathematikdusig
zumindest der ersten Semester der gefragtesten Stiddigagu bsen.

Da die meisten, die mit dem Begrifomputeralgebraiberhaupt etwas
anfangen knnen, an Computeralgebrasysteme denken, hat sich dadurch
auf die Bedeutung des Wor@omputeralgebraverandert: Gemeinhin
versteht man darunter nicht mehr nur ein Programm, das sisobe
Berechnungen eraglicht, sondern eines, dager ernstzunehmende
Graphiki&higkeiten verfigt und viele @ngige Aufgabentypendosen
kann, ohne dal3 der Benutzer notwendigerweise verstehianesolche
Aufgaben bst.

Hier in der Vorlesung wird es in erster Linie um die Algoritem
gehen, die hinter solche System stehen, insbesondere,d#iresich
mit der klassischen Aufgabe des symbolischen Rechnensdagfaln
denUbungen wird es allerdings zumindest auch teilweise darefneng,
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Computeralgebrasysteme effizient einzusetzen auch zuaNsgerung
mathematischer Sachverhalte.

Mit vielen Fragestellungen der Computeralgebra wie etwa.dsung
von Polynomgleichungen oder Systemen solcher Gleichubgsciaf-
tigt sich auch die numerische Mathematik; um die untersiicieen
Ansatze beider Gebiete zu versteheriigsen wir uns die Unterschiede
zwischen numerischem Rechnen, exaktem Rechnen und sgatinerin
Rechnen klar machen.

Numerisches Rechnen gilt gemeinhin aas Rechnen mit reellen
Zahlen. Kurzes Nachdenken zeigt, dal3 wirkliches Rechnénemlien
Zahlen weder mit Papier und Bleistift noch per Computéghch ist:
Die MengeR der reellen Zahlen ist schliel3liciberabahlbar, aber
sowohl unsere Gehirne als auch unsere Computer sind endkctba-
tentypreal oderfloat oder aucldouble einer Programmiersprache kann
daher unmglich das Rechnen mit reellen Zahlen exakt wiedergeben.

Tatsachlich gerigt das Rechnen mit reellen Zahlen per Compubdigy
anderen Regeln als denen, die wir vondrger der reellen Zahlen
gewohnt sind. Zuachst einmal idissen wir uns notgedrungen auf eine
endliche Teilmenge voR beschanken; in der Numerik sind dies tradi-
tionellerweise die sogenannten Gleichtkommazahlen.

Eine Gleitkommazahl wird dargestellt in der Fozne +m - b=¢, wobei
die Mantissem zwischen 0 und 1 liegt und dé&xponent eine ganze
Zahl aus einem gewissen vorgegebenen Bereich ist. Die Basisn
heutigen Computern gleich zwei, in einigen alten Mainfr&oenputern
sowie in vielen Taschenrechnern wird auch 10 verwendet.

Praktisch alle heute gedachliche CPUSfr Computer richten sich beim
Format fir m und e nach dem IEEE-Standard 754 von 1985. Hier ist
b = 2, und einfach genaue Zahlen werden in einem Wort aus 32eBit g
speichert. Das erste dieser Bits stéhtdas Vorzeichen, nullir positive,
eins fur negative Zahlen. Danach folgen acht Rit ien Exponentea
und 23 Bit fur die Mantissen.

Die acht Exponentenbitdnnen interpretiert werden als eine ganze
Zahl n zwischen 0 und 255; wenn keinen der beiden Extremwerte
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0 und 255 annimmt, wird das Bitmuster interpretiert als dieittéom-
mazahl (Mantisse im Zweiersystem)

+1mq ... Myz X r Al

Die Zahlen, die in obiger Form dargestellt werdémken, liegen somit
zwischen 21%° ~ 1,175-10"*" und (2— 272%) - 2'%" ~ 3.403- 10,
Das fihrende Bit der Mantisse ist stets gleich eins (sogenammnteai-
sierte Darstellung) und wird deshalb gleich gar nicht dogespeichert.
Der Grund liegt natrlich darin, daf3 man eirihrendes Bit null durch
Erniedrigung des Exponenten zum Verschwinden bringen kaes
sei denn, man hat bereits den niedrigdyichen Exponenten = 0,
entsprechend = —127.

Fir n = 0 gilt daher eine andere Konvention: Jetzt wird die Zaldrint

pretiert als
—126.

£0,mq ... Myz X 2 ,
man hat somit einen (unter Numerikern nicht unumstritt¢némter-
laufbereichaus sogenanntesubnormalerZahlen, in dem mit immer
weniger geltenden Ziffern Zahlen auch noch positive Weigdalmunter
zu 272 x 27120 = 2719 1 1 401- 10~ * dargestellt werdendanen,
aufRerdem natlich die Null, bei der amtliche 32 Bit gleich null sind.

Auch der andere Extremwent = 255 hat eine Sonderbedeutung: Falls
alle 23 Mantissenbit gleich null sind, steht dies je nachzearhenbit
flr +o00, andernfalls fir NAN (not a number)d.h das Ergebnis einer
illegalen Rechenoperation wig—1 oder §/0. Das Ergebnis von/D
dagegen ist nicht NAN, sondermd, und—1/0 = —c0.

Doppeltgenaue Gleitkommazahlen werden entsprechencestatiy
hier stehen insgesamt 64 Bit zur églung, einesifr das Vorzeichen,
elf fir den Exponenten und 5@rfdie Mantisse. Durch die elf Exponen-
tenbit kbnnen ganze Zahlen zwischen null und 2047 dargestellt werde
abgesehen von den beiden Extraften entspricht dies dem Exponenten
e=n— 1023.

Der Exponent sorgt dafir, dal3 Zahlen aus einem relativ grof3en Bereich
dargestellt werdendnnen, er hat aber auch zur Folge, dal3 die Dichte
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der darstellbaren Zahlen in den verschiedeneaf3@nordnung stark
variiert: Am dichtesten liegen die Zahlen in der Umgebung Mell,
und mit steigendem Betrag werden die Abxle benachbarter Zahlen
immer giol3er.

Um dies anschaulich zu sehen, betrachten wir ein IBEH&iches
Gleitkommasystem mit nur sieben Bit, eineim flas Vorzeichen und je
drei fur Exponent und Mantisse. Das folgende Bild zeigt die Vientey
der so darstellbaren Zahlen (mit Ausnahme von NAN):

—00 L e B A4 LA 11 s s s s o0

Um ein Gefihl dafir zu bekommen, was diearfdas praktische Rech-
nen mit Gleitkommazahlen bedeutet, betrachten wir eirogyesl System
mit der uns besser vertrauten Dezimaldarstellung von Zatile die
es einen eigenen IEEE-Standard 854 von 1987 gibt), und zefanen
wir an, dald wir eine dreistellige dezimale Mantisse habehExponen-
ten zwischen -3 und 3. Da es bei einer von zwei verschiedeiasrs B
keine Moglichkeit gibt, bei einer normalisierten Mantisse dide&ffer
einzusparen, schreiben wir die Zahlen in der Fat@ym,m,mg - 10°.

Zunachst einmal ist klar, dal3 die Summe zweier Gleitkommamrahle
aus diesem System nicht immer als Gleitkommazahl im sellysa S
tem darstellbar ist: Ein einfaches Gegenbeispi@eaendie Addition der
groRten darstellbaren Zahla®9- 10° = 999 zu 5 = (6 - 10" Natiirlich

ist das Ergebnis 1004 nicht mehr im System darstellbar. B&E}
Standard sieht vor, daf3 in so einem Fall eaerflowBedingung gesetzt
wird und das Ergebnis gleichod wird. Wenn man (wie es die meisten
Compiler standardafig tun) dieoverflowBedingung ignoriert und mit
dem Ergebnis 4o weiter rechnet, kann dies zu akzeptablen Ergebnis-
sen fihren: Beispielsweise &e die Rundung von/1999 + 5) auf die
Null far viele Anwendungen kein gar zu grol3er Fehler, auch wenn es
dafir in unserem System die sehr viel genauere Darstell|@@6010 3

gibt. Spatestens wenn man das Ergebnis mit 999 multipliziert, um den
Wert von 999(999 + 5) zu berechnen, sind die Konsequenzen aber
katastrophal: Nun bekommen wir eine Null anstelle vo898@ - 10°.
Ahnlich sieht es auch aus, wenn wir anschlieRend 500 subteah
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oo — 500 =00, aber (999 + 5) 500 = 504 ist eine Zahl, die sich in
unserem System sogar exakt darstellen liel3e!

Auch ohne Bereichsberschreitung kann es Probleme geben: Beispiels-
weise ist

123 + Q0456 = Q123- 10° + 0,456- 10 * = 123 0456

mit einer nur dreistelligen Mantisse nicht exakt darstslliHier sieht

der Standard vor, dal3 das Ergebnis zu einer darstellbat@ng2eun-

det wird, wobei mehrere Rundungsvorschriften zur Auswashen.
Voreingestellt istiiblicherweise eine Rundung zuachsten Maschi-
nenzahl; wer etwas andere®amte, kann dies durch spezielle Bits in
einem Prozessorstatusregister spezifizieren. Im Beispigle man also
123+Q0456 = 123 oder (bei Rundung nach oben) 124 setzen und dabei
zwangsaufig einen Rundungsfehler machen.

Wegen solcher unvermeidlicher Rundungsfehler gilt dao2issivge-
setz selbst dann nicht, wenn es keine Bergiblesschreitung gibt: Bei
Rundung zur achsten Maschinenzahl ist beispielsweise

(0,456.10°+0,3-10 )+0,4-10 °=0,456.10°+0,4-10 = 0,456-10°,
aber
0,456.10°+(0,3-10 >+0,4-10 )= 0,456-10°+0,7-10 °= 0,457-10.

Ein mathematischer Algorithmus, dessen Korrektheit udteausset-
zung der Krperaxiomeiir R bewiesen wurde, muf3 daher bei Gleitkom-
marechnung kein korrektes oder auch nurarernd korrektes Ergebnis
mehr liefern — ein Problem, das keinesfalls nur theore@iddbdeutung
hat.

In der numerischen Mathematik ist dieses Probleminiah schon
seit Jahrzehnten bekannt; das erste Buch, das sich ae$Sichlidamit
besclaftigte, war

J.H. WILKINSON: Rounding errors in algebraic procesd&gntice Hall,
1963; Nachdruck bdbdover,1994.

Heute enthlt fastjedes Lehrbuch der Numerischen Mathematik entspre
chende Abschnitte; zweilgher in denen es speziell um diese Probleme,
ihr theoretisches Verdhdnis und praktische Algorithmen geht, sind
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FRANCOISE CHAITIN -CHATELIN, VALERIE FRAYSSE: Lectures on finite
precision computations, SIAM, 1996

sowie das sehr audhrlichen Buch

NICHOLAS J. HGHAM: Accuracy and stability of numerical algorithms,
SIAM, 1996.

Eine ausifihrliche und elementare Darstellung der IEEE-Arithmetik u
des Umgangs damit findet man in

MICHAEL L. OvERTON: Numerical Computing with IEEE Floating Point
Arithmetic — Including One Theorem, One Rule of Thumb and One
Hundred and One ExerciseS|AM, 2001.

Um zu sehen, wie sich Probleme mit Rundungsfehlern bei edggdthen
Fragestellungen auswirkeroknen, wollen wir zum Abschlul3 dieses
Paragraphen ein Beispiel ausi\RINSONS Buch betrachten. Er geht aus
vom Polynom zwanzigsten Grades

f@)=(@—LDx—2)(x—3)---(r — 18)(x — 19)(x — 20)

mit den Nullstellen 12,...,20. In ausmultiplizierter Form rde es
mehrere Zeilen beitigen: Der goRte Koeffizient, der von:?, hat
zwanzig Dezimalstellen, und die meisten anderen habent nieh
weniger.

Der Koeffizient vonz*? ist allerdings nocfiiberschaubar: Wie man sich
leicht Uberlegt, ist er gleich der negativen Summe der Zahlen vas ei
bis zwanzig, alse-210.

WILKINSON stdrt nun diesen Koeffizienten um einen kleinen Betrag und

berechnet die Nullstellen des so modifizierten Polynomsaghten wir

etwa die Nullstellen vog(z) = f(x) — 10~ %2 wir ersetzen inf also

den Koeffizienten-210 durch—210,000000001. Die neuen Nullstellen
sind, auf finf Nachkommastellen gerundet,

1,0000 2,0000 3,0000 4,0000 5,000Q

6,0000 7,0000 80001 89992 10,008
10957, 12,383+ 0,10867, 14,374+ 0,77316,

16,572+ 0,88332, 18670+ 0,35064, 20,039 .
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Durch kleinste Vediinderungen an einem einzigen Koeffizienten, wie sie
beispielsweise jederzeit durch Rundungen entstebandn, kann sich
also selbst das qualitative Biithdern: Hier etwa reduziert sich die An-
zahl der (fir viele Anwendungen einzig relevanten) reellen Nullstell
von zwanzig auf zwlf. Schon wenn wir vedl3liche Aussageiiber die
Anzahl reeller Nullstellen brauchenpknen wir uns also nicht allein
auf numerische Berechnungen verlassen, sondern braultbematve
Methoden wie zum Beispiel explizitedsungsformeln, mit denen wir
auch theoretisch arbeiteidknen.

81: Quadratische Erganzung

Um 830 legte der arabische GelehrtBlADSCHA FAR MUHAMMAD IBN
MuUSA AL-CHWARIZMI sein zweites Buchl-Kitab al-muchtasar fi hisab
al-dschabr wa-lI-muqgabal@Rechnen durch E&pnzung und Ausgleich)
vor; al-dschabrgab der Algebra ihren Namen undLACHWARIZMI
fuhrte zum Wort Algorithmus. Das Buch befaldte sich mit system
tischen losungsverfahreriif lineare und quadratische Gleichungen, die
auch geometrisch motiviert und veranschaulicht wurden.

Wenn wir beispielsweise die quadratische Gleichmﬁg ax = b geo-
metrisch interpretieren wollen, suchen wir nach einem Qataginer
unbekannten Seiteinhgex derart, dald die Bche des Quadrats zusam-
men mit der des Rechtecks mit Seitennda gleichb ist.

X X al2

Die linke Zeichnung zeigt dieses Quadrat undidb@r das Rechteck;
auf der rechten Seite ist dieaHlte des Rechtecks neben das Quadrat
gewandert, so dal3 abgesehen von dem kleinen Quadrat rdmmns o
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nun ein Quadrat mit Seitedahgex + 7 entstanden ist. Die GRe des
kleinen Quadrats ist bekannt: Seine Sedewgle ist3. Wir suchen somit
eine Zahl:c derart, dal3 das Quadrat mit Selmmjje:c + 3 die Flache
b+ “ hat; das Problem ist also Ziokgefihrt auf das Zlehen einer
Quadratwurzel

2
a a
= —— +1/b+ —.
YT 4
Dieses Verfahren war zumindest gruatiich in allen filhen Hochkul-
turen bekannt; die ersten bekannten Hinweise darauf findbrbereits

vor Uber vier Tausend Jahren bei den Babyloniern.

Wenn wir versuchen,ifr die Gleichungen:® + az® = b ahnlich zu
argumentieren, fssen wir ins Dreidimensionale gehen und auf den
Wirfel mit KantenBngex eine quadratischedble mit Basisquadrat
der Seiterdingex und Hohea stellen. Um sie so zu verteilen, dal3 wir
moglichst nahe an einen neueriviel kommen, nissen wir jeweils ein
Drittel davon auf drei der Seitedfthen des Wifels platzieren:

Leider fehlt hier nun nicht nur ein Ytfel der Kanterdnge3, sondern
auch noch drei quadratisch@8en der kbhe x auf Grundfachen mit
Seitenange 3. Wir konnen das Volumen des Wfels mit Seiterdnge
x + 3 also nicht einfach durch die bekanntendGena, b ausdiicken,
sondern haben auch noch einen Term mit der Unbekannten
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Trotzdem ist diese Ideditzlich, sogariir Gleichungen éheren Grades.
Die allgemeine Gleichung-ten Grades hat die Form

n—1

n
a,r +a, x ~+---+taxtay=0,

wobei wir natirlich voraussetzen, daf3, nicht verschwindet. Falls wir
uber einem Krper wieR oderC arbeiten, bnnen wir durchu,, divi-
dieren und erhalten die neue Gleichung

n n—1

x +c,_qx “+---+tcxrtcyg=0
mit hochstem Koeffizienten eins.

Geometrisch betrachtet wollen wir einerdimensionalen Hyperinfel
bekommen, dessen Seitanger + % sein sollte; rechnerisch bedeutet
dies, dal3 wir die neue Variable= x + % betrachten undberall in

der Gleichunge durchy — === ersetzen:

n n—1 n—2
r tc, 1T tc, o +---+tcxte

_ cn_1>” ( cn_1>”—2 < cn_1>
= — +c — +...+¢ — + c
<y n—1\Y n 1\ Y n 0

n
(e =Dy aa,
Cn—2 - ’
n
+ ...
2
="+ 2 (n_ 1)Cn—1 + +

Wir kommen also auf ein Polynom+ten Grades iny, das keinen Term
mit 4"~ * hat.

Im Fallen = 2 hat dieses Polynom die Forgﬁ+p, wir kdnnen also seine
Nullstellen einfach durch Wurzelziehen ermitteliwrkr > 2 haben wir
iImmerhin einen Term weniger als in der allgemeinen Gleighuiten
Grades und rirsssen sehen, ob uns das bei désling helfen kann.
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§2: Polynome in Computeralgebrasystemen

Die Elimination des zweittichsten Termsl3t sich éir Gleichungen nicht
allzu hohen Grades problemlos explizit durighfen, ist aber eine eher
unangenehme und ziemlich langweilige Rechnung. GeraderiGom-
puteralgebra sollte man so etwas besser einem Comigelassen.

Computeralgebrasysteme sind Programme, die gémaolche Zwecke
entwickelt wurden — auch wenn ihreakigkeiten heute meist weit
dariber hinausgehen. Hier soll beispielhaft das Computebadggystem
Maple betrachtet werden; in anderen Systemen werden dehefwar

im allgemeinen etwas anders ausseheniigezh der grundatzlichen
Fahigkeiten gibt es aber keine nennenswerten Unterschizidehier
abgedruckten Ein- und Ausgabezeilen sind im Stil gdassischen®
Maple worksheetsgehalten; die neueren \Versionen benutzen stan-
dardnalig eine Form mit zweidimensionaler Eingabe, fir die adet-P
tasten benutzt werdenimsen, was sich im Druck nur schwer darstellen
laft.

In Maple werden mathematische Auadke, die nur Grundrechenarten
enthalten, in deilblichen mathematischen Notation eingegeben, aller-
dings sollte das Multiplikationszeichennie weggelassen werden. (In
den neuemworksheet&ann es fehlen, wenn der entstehende Ausdruck
nicht als Variablenname oder Funktionsaufruf interpreti@rden kann.

So wird beispielsweised?als 2- a erkannt und: b — b a als Null; ohne
Zwischenéume ist abeib—ba die Differenz der beiden (verschiedenen)
Variablenab undba. Auch (@ +b)(a — b) fuhrt nicht aufa® — b, sondern
aufa(a—b)+b(a—>b), wobeia(a+b) undb(a— b) keine Multiplikationen,
sondern Anwendungen der Funktioneandb auf das Argument + b
sind. Wer nicht auf solche Feinheiten achtedamte, sollte besser stets
das Multiplikationszeichen mit eingebeniyidie Exponentiation wird
das Zeicherr verwendet, fir Zuweisungen=. Als Variablen lonnen
(unter anderem) alle mit einem Buchstaben beginnenderefradgs
Buchstaben und Ziffern verwendet werden; abgeschlosseheivi Be-
fehl im allgemeinen mit einem Strichpunkt. In den newarrksheets
fuhrt~ dazu, dal3 diedchsten Zeichen im Exponenten geschrieben wer-
den; zum Verlassen des Exponenten dient die Pfeiltaste remttts.
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Entsprechendes giltif /, was in den Nenneiihrt.
Die Definition eines Polynoms vom Grad drei kann somit in dsni-
>P :=x73 + axx™2 + bxx + c;
eingegeben werden. Maple quittiert diesen Befehl mit desgaibe
3 2
P=x"+tax tbx+c

Wie wir bald sehen werden, ist das nicht immdinschenswert; Zwi-
schenergebnisséknen in der Computeralgebra oft sehr umfangreich
sein und mehrere Bildschirmseiten in Anspruch nehmens dadl Aus-
gabe des Ergebnisses nicht @angcht ist, mul3 der Befehl einfach mit
einem Doppelpunkt anstelle eines Semikolons abgeschogs@en.

Um den gquadratischen Term vdn zu eliminieren, nissen wir das
Polynom in der neuen Variablg = x + 3 schreiben; dies leistet der
Substitutionsbefehl

> Q := subs(x =y - a/3, P);
0 (12 oo 5 (s )

Einige altere Computeralgebrasysteme wie beispielsw&EB®UCE

hatten gleich ausmultipliziert; die meisten heute @efohlichen Sys-
teme verzichten darauf, sofern es nicht explizit verlangi viDer Befehl

zum Ausmultiplizieren heil3#xpand:

> expand(Q); 3 yCLZ 2&3 bCL

— ? + E + by — E +c
Das Ergebnis sieht ziemlich nach Kraut undden aus, allerdings war
das auch nicht anders zu erwarten: Zwar betrachtep als die Variable
dieses Polynoms und b, ¢ als Parameter, abeirfMaple sinda, b, ¢, «

undy gleichberechtigte Variablen.

Wenn wir einen Ausdrucl als Polynom iny dargestellt sehen wollen,
missen wir den Befehkollect(f, y) eingeben; zum Sortieren
der Terme vonf nach Potenzen vop dient sort(f, y). Fur ein
ubersichtliches Ergebnis sollten wir hier gleich beidewemden. Da
wir dem letzten Ergebnis keinen Namen gegeben habéssem wir
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auch noch eine neue Variable kennen lerrfétuezeichnet in Maple
stets das Ergebnis der letzten Ausgabe; daneben gibt esjdtahdie
vorletzte und,%% fur die drittletzte.

Damit ist klar, wie es weitergeht:
> R := sort(collect(%, y), y);

Ro= e __a? b ua 24q° e ba
Y 3 7)YV

Somit haben wir ein Polynom der Foryﬁ + py + g gefunden; mit dem
Befehl coeff (£, y“"n) odercoeff(f, y, n) kdnnen wirp und q
noch isolieren, wobeiilr ¢ natirlich nur die zweite Form in Frage
kommt. Alternativ &3t sichg auch isolieren, indem wiy einfach auf
Null setzen:

> p := coeff(R, y); q := subs(y=0, R);

p::——%§-+b
_t
=777 3

Wir kdnnen das Ergebnisif ¢ auch noch etwas sortierter darstellen:

> sort(q, [a, b, cl);
2a°  ab
— — — +¢

27 3

83: Kubische Gleichungen

Unser rachstes Ziel ist es, die Gleichung

3
y +py+q=0

explizit zu Ibsen. Auch wenn die Griechen geometrische Konstruktio-
nen (jenseits von Zirkel und Lineal) kannten, mit denen sisun-
gen kubischer Gleichungen konstruieren konnten, sollteoeh bis ins

16. Jahrhundert dauern, bevor eine explizitesiingsformel gefunden
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war — ein Zeichen daf, dafld der Bbsungsansatz nicht gerade offen-
sichtlich ist.

Der Trick, der schliel3lich zum Erfolgihrte, ist folgender: Wir schreiben
die Variabley als Summe zweier neuer Variablerundv und machen
dadurch das Problem auf den ersten Blick nur schwierigattefgrseits

ist diese Summendarstellung adich alles andere als eindeutig; wir
konnen daher hoffen, dal3 es auch dann naa$ubhgen gibt, wenn wir
anu und v zusatzliche Forderungen stellen und dadurch das Problem
vielleicht vereinfachen.

Einsetzen vony = u + v fuhrt auf die Bedingung
(u+v)3+p(u+v)+q=u3+3u2'0+3uvz+vs+p(u+v)+q =0.
Dies kbnnen wir auch anders zusammenfassen als
(u”+0” +q)+ (Buv +p)(u+v) =0,

und natirlich verschwindet diese Summe insbesondere dann, wenn be
de Summanden einzeln verschwinden. Falls es uns also getingi
Zahlenu, v zu finden mit

W= —q und 3w =-—p,
haben wir eine bsung gefunden.

Zwei solche Zahlem, v erfullen erst recht die schéchere Bedingung

3
3 3 3 3 p
+v° =—q und T = -,
u +tov q U - v 57
wir kennen also die Summe und das Produkt ihrer dritten Reten
Damit kennen wir aber auctt undv®:

Haben zwei Zahlen, £ das Produkt und die Summae, so sindh und
k die beiden Nullstellen der Gleichung

(z—h)(z—k)=z2—(h+k)z+hk=zz—sz+r=0;
falls wir » unds kennen, erhalten wit und also einfach als dsungen
einer quadratischen Gleichung:
2

S S S
= _ 4+ - — = _
h 5 7 r und k > 7
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oder umgekehrt.

In unserem Fall ist daher

q2

3
L=y f+%:_@+¢<z>z+<2f
2 27 2 2 3

wa =g () (5)

wobei es auf die Reihenfolge rlich nicht ankommit.

Somit kennen wir:® und v, Fur « und v selbst gibt es dann jeweils
drei Moglichkeiten, Allerdings tihren nicht alle neun Kombinationen
dieser Moglichkeiten zu Ibsungen, dennif eine Losung mul? ja die

Bedingung 3v = —p erfuillt sein, nicht nur® - v*

1 3
= —2—7p .
Dies lal3t sich am besten dadurch gdwleisten, dal3 willlr v irgendeine

der drei Kubikwurzeln vor.® nehmen und dann= —p/3u setzen. Die
drei Losungen der kubischen Gleichuﬁﬁ py + ¢ = 0 sind also

vmu-g mwsi2e )

wobei furu nacheinander jede der drei Kubikwurzeln eingesetzt werden
mul3. (Es spielt keine Rolle, welche der beiden Quadratvimunzsg
nehmen, denn ersetzen wir die eine durch die andere, veh@uoisvir
dadurch einfaclh undwv.)

Da selbst von den drei Kubikwurzeln einer reellen Zahl naeekeell

Ist, missen wir zur Bestimmung aller drebkungen einer kubischen
Gleichungimmer auch mit komplexen Zahlen rechnen, selbst wenn
sowohl Koeffizienten als auchdsungen allesamt reell sind.

Betrachten wir dazu als einfaches Beispiel die Gleichung
(r— D@ —2)@—3)=2"—62°+11x — 6
sie hat nach Konstruktion die dredsungen 12 und 3.

Falls wir das nicht wil3ten, vilrden wir als erstes durch die Substitution
y = x — 2 den quadratischen Term eliminieren. Einsetzenweny + 2
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Die erste losung einer kubischen Gleichung geht wohl
aus LIPIONE DEL FERRO(1465-1526) zuirck, der von
1496 bis zu seinem Tod an der UniveasiBologna
lehrte. 1515 fand er eine Methode, um die Nullstellen
von z2 + px = ¢ fur positive Werte vonp und ¢ zu
bestimmen (Negative Zahlen waren damals in Europa
noch nicht im Gebrauch). Er v@ifentlichte diese je-
doch nie, so dal3 IICOLOFONTANA (1499-1557, oberes
Bild), genannt ARTAGLIA (der Stotterer), dieselbe Me-
thode 1535 noch einmal entdeckte und gleichzeitig auch
noch eine Modifikation, um einen leicht verschiedenen
Typ kubischer Gleichungen zwden. BRTAGLIA war
mathematischer Autodidakt, war aber schnell als Fach-
mann anerkannt und konnte seinen Lebensunterhalt als
Mathematiklehrer in Verona und Venedig verdienen.

Die Losung allgemeiner kubischer Gleichungen geht
auf den Mathematiker, Arzt und NaturforschelRG
LAMO CARDANO (1501-1576, mittleres Bild) zuck,
dem TARTAGLIA nach langem Dingen und unter dem
Siegel der Verschwiegenheit seine Methode mitgeteilt
hatte. LobDoviCcO FERRARI (1522-1565) kam 14ahrig

als Diener zu @RDANO; als dieser merkte, dalERRARI
schreiben konnte, machte er ihn zu seinem Séakret
1540 fand ERRARI die Losungsmethoddif biquadra-
tische Gleichungen; 1545 @fentlichte G\RDANO in
seinem BuchArs magnadie Losungsmethoderiif ku-
bische und biquadratische Gleichungen.

liefert

(y+2) — 6y +2) +11(y+2)— 6
= 46+ 12y +8— 6y — 24y — 24+ 1y +22—6=1" —y,
wir missen also zuichst die Gleichung/3 — y = 0 losen. Hierzu
brauchen wir selbstvei@dlich keine bsungstheorie kubischer Glei-

chungen: Ausklammern vanund die dritte binomische Formel zeigen
sofort, dal3

v —y=yl — 1) =y + Ly - 1)

genau an den Stellem= —1,0, 1 verschwindet, und da = y + 2 ist,
hat die Ausgangsgleichung di@sungenc = 1, 2, 3.
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Wenden wir trotzdem unseredsungsformel an: Bei dieser Gleichung
istp = —1undg =0, also

fur die rein imagi@re Kubikwurzel. Das zugéhige v mul3 die Glei-
chunguv = % erfullen, also istv = —u und wir erhalten als erstedsung
y=u+v=0.

Die beiden anderen Kubikwurzeln erhalten wir, indem wir chelle
Kubikwurzel mit einer der beiden komplexen dritten Einkemirzeln
multiplizieren, d.h. also mit

i Ve o 1 VB
P=72772 P=7%27 72
Im ersten Fall ist
VA1, VB 1
U\ PT R T2 2 6
und
1 -2 _-2B8-v3i)_ 1 V3
V= — =—zt—1,
3u 3+\ﬁ32 32+ (V3 2 6
wir erhalten somit die sungy = u +v = —1.
Die dritte Kubikwurzel
w= ___—éz' _1‘_@ —}—éi
“\V 373 2° 2 |72 6
schlief3lich fihrt auf
I _ 2(3+/31) _1, XC-
3u 3-+3i R+H32 2 6

und liefert so die bsungy = u +v = 1.
Etwas komplizierter wird es bei der Gleichung

22— T7r+6=0.
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Da sie keinen:®>-Term hat, knnen wir gleichp = —7 undqg = 6 in die
Formel einsetzen und erhalten

: /978 3&/ 10 .
= -3+ = —3+ .
u \/ 3 >7 3 9 V3i

Was nun? Wenn wir einen Ansatz der Founs r +4is machen, kommen
wir auf ein System von zwei kubischen Gleichungen in zwei énb
kannten, also ein schwierigeres Problem als unsere Ausghaghung.
Wir konnen auch Maple nach dem Wert dieser Kubikwurzel fragen:
Die imagirare Einheit wird dort als grof3e$ eingegeben und Wurzeln
(abgesehen von der auch algrt darstellbaren Quadratwurzel) durch
Potenzen mit gebrochenem Exponenten; wir tippen also

> (-3 + 10/9%sqrt(3)*I)~(1/3);

(3)
(—3 + E)I\@)

9

und erhalten unsere Eingabe unausgerechnéckuMit dem Befehl
evalc kbnnen wir Maple veranlassen, das Ergebnis — fafigich — in
der Forma + bi darzustellen:

> evalc(%);

} (3)a(3) 51(%) _} 10v3 T
%7 9 21 COoS 31arcta 1207 + 3
L.205)a(8)91(E) (ainf 2t T
+9z7 9 21 <sm< 3arctar< >7 >+3>

Dieses Ergebnis ist offensichtlich noch nicht in der bégghichen Weise

dargestellt; mit dem Kommandeimplify konnen wir Maple dazu
Uberreden, sich etwas mehiile zu geben:
> u := simplify (%) ;
1 1 103\
= =V7 —— - |+ =
u 3\/_\/§<cos< 3arctan< > ) 3)

. 1 10v/3 T\
+ Sin <3 arctan< 57 >+3> Z)
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Maple arbeitet hier also mit der Polarkoordinatendansbejlkomplexer
Zahlen: Jede komplexe Zahlalit sich darstellen in der Form

z = |z| (cosp +isiny) ,
und

Yz =3/]7|(cosg +ising).
Leider gibt es keine einfache Formel, die Sinus und Kosioasivdurch
cosy und sinp ausdiickt. Aus den Additionstheoremeiiknen wir uns
natirlich leicht Formeln @ir cos 3v und sin 3v verschaffen; wenn wir
das nicht selbst ausrechnen wollen, tut es Maipteihs:

> expand(cos(3*alpha)) ;
4 cos@)?’ — 3cosq)

Um z = cos% zu berechnen, iissen wir also die kubische Gleichung

A — 3z = cosy losen, was uns wiederum auf die Berechnung einer
Kubikwurzel fuhrtusw.

Trotzdem ist die obige Darstellung debsung nicht %llig nutzlos:
Sie gibt uns immerhin Formelnif den Real- und den Imagirteil
der Losung, und diese Formelidknen wir numerisch auswerten. Der
Maple-Befehl daiir heil3tevalf, wobei dasf fur floating pointsteht,
d.h. also @ir Gleitkommaarithmetik.

> evalf(u);
1.000000001 + 154700539

Wie jedes numerische Ergebnis stimmt diese Zahlithah nur rahe-
rungsweise, und zumindest in diesem Fall ist die Hypothaeg&g es sich
beim Realteil um eine durch Rundungsfehler &sthte Eins handeln
kann, einéJberlegung wert. Falls dem so sein sollte, ist

Ccos —}arctan E)\/é +z _i_ §
3 27 3) V3/7 VT’

und daraus folgt daniaber die Beziehung sfr + co€ o = 1, da

. 1 10 U 3 4 2\/7
+ _ / _ _
Sin (——3 arctan(—n\/é) —) =44/1— = —i[——:l:—
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und

u=1+ — VA§VG; glf? —-1j:22§§z

ist. Bislang war alles noch Spekulatlon; nun kommt die Probe
2v3 8 10
( + 3fz> =1+2V3i—-4F 5\@' =3+ 3\@1',

alsoistu =1+ %ﬁz Das zugetirigew ist

7 7 7(3—2V39) 1_2@.
3u_ 3+2/3i FP+2.3 3

Damit ist die erste bsungx = v + v = 2 gefunden. Die beiden an-
deren sind nun (etwas langwierige) Routingken also beruhigt Maple
Uberlassen werden. Wir verwenden dabei den Bedehl.c, der eine
komplexe Zahl — sofern agglich — auf die Fornmu + ¢b bringt und den
Befehlconjugate, der die konjugiert komplexe Zahl berechnet:

’U:

> rho := -1/2 + sqrt(3)/2*I' u := 1 + 2/3%sqrt(3)*I;
= — Iv3
P 2 2\[
=1+= 1\/§
> evalc(uxrho + 7/(3*u*rho));
-3

> evalc(uxconjugate(rho) + 7/(3*u*conjugate(rho)));
1

Obwohl die drei bsungen 12 und —3 unserer Gleichung allesamt
ganzzahlig sind, konnten wir dies also durch blof3es Eiegdatzunsere
Formel nicht erkennen und konnten insbesondere die Kubgabunur
durch Erraten und Nachigien in einer einfachen Form darstellen.

Wenn wir eine reelle Kubikwurzel finderdknen, ist die Situation auch
nicht unbedingt viel besser. Betrachten wir etwa die Glengh

22— 3:%+92x+13=0.
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Hier setzen wirr = y + 1 und erhalten die neue Gleichung
(y+1) -3+ 1) +9@ +1)+13
=+ 3 +3y+1 3@ +2y+1)+9y+9+13
= ys + 6ry +20=0

mit p = 6 undg = 20. Damitisty = 2 undZ = 10, also

u= 3\/—10 +4/100 + 8 = 3\/—10 +4/108 = 3\/—10 +6v/3
Da 108 gblier ist als flO)2 = 100, gibt es eine positive reelle Wurzel,
wir rechnen zuachst mit dieser und erhalten als ersiesung
2

p 3
—yu——=1-10+6/3— .
. 3u V/—10+6/3

Damit haben wir im Prinzip einedsung gefunden, die auch Maple nicht
weiter vereinfachen kann:

>u := (-10 + 6*sqrt(3))~(1/3); simplify(u - 2/u);

u:=(—10+ 6\/53)(%)
(—10 +6/3)(3) _ 2
(—10 + 6/3)(3)

Wenn wir das allerdings numerisch auswerter@ndgt sich wieder die
Hypothese auf, dal’ hier tatshlich etwas sehr viel einfacheres steht:

> evalf (%) ;
—1.999999986

Einsetzen vory = —2 in unsere kubische Gleichung zeigt in der Tat,
dafid
(—2°+6.(~-2)+20=-8-12+20=0

ist. Aber warum ist

5 2
\/—10+6V/3 — =2,
Y —-10+6/3
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und wie, vor allem, kann man das der linken Seite ansehen?

Wie die Erfahrung der Computeralgebra zeigt, kann es exdodwierig
sein, auch nur zu entscheiden, ob zwei Wurzeldiddr gleich sind;
direkte allgemeine Verfahren dazu gibt es nicht. Unserengbgibt uns
daher zwar immer drei Wurzelausitke, die losungen der gegebenen
Gleichung sind, aber dies&knen fir Zahlen stehen, die sich auch sehr
viel einfacher ausdicken lassen.

Im vorliegenden Fall, wo die numerische Berechnung einendtung
nahelegt, knnen wir wieder versuchen, diese zu beweisen: Aus der
vermuteten Gleichung

w—2=_2 folgt uw®—2=—2u.
u
Quadratische Ednzung macht daraus{1)? = 3, alsoist: = —1++/3.
Die dritte Potenz davon ist
(-1+v3)°’=-1+3vV3-3-3+3/3=-10+6V3,
also ist tatachlichu = —1 ++/3 und

2 Y- 2(-1—+/3)

AT (L+VACL- V3
:—1+\/§+2+_22\/§:_2_

Nachdem wiru in einfacher Form ausgeiickt haben, lassen sich nun
auch die anderen beider@ungen berechnen:

wp= (—1+/3). —1+2\/§z' _ (1—\@);(3—\/5)2'
und
up= (—1+v3)- —1—2\61' _ (1—\/§)—2(3—\@)i
Damit ist
2 _41-v3-B-v3)) _ 41— v3)- B3
up  (1— 3P+ (83— V3 16— 8v/3

_(A-Vv3)-(B-V3)i)@2+V3) _ —(1+V3) - (3+V3)i
2(2-V3)(2+V73) 2
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also

yzzup—u—zp e \/§)-;(3—\/§)i+(1+\/§);(3+\/§)i =1+3.

_ 2
Entsprechend folgj; = up — —=1— 3i.
up

Die Mathematiker desiihfzehnten und sechzehnten Jahrhunderts, auf
die die Losungsformeliir kubische Gleichungen zirkgeht, hatten
natirlich weder Computer noch Taschenrechner; auch kanrdemes-

er Dezimalbiche noch komplexe Zahlen. Trotzdem konnten sie er-
staunlich gut mit der bsungsformel umgehen. §3.2 des Buchs

TEO MORA: Solving Polynomial Equation Systems |: The Kronecker-
Duval PhilosophyCambridge University Pres2003

sind zwei Beispieleiir ihre Vorgehensweise zu finden:

Bei der Gleichung:3 + 3z — 14 =0istp = 3 undqg = —14, also

u=\3/7+\/72+1 =\/7+5V2.

Der numerische Bherungswert,214213562iir diese (reelle) Wurzel
hilft uns nicht weiter. Wenn wir aber auf gut @&k versuchen, eine
Wurzel zu finden, die sich auch in der Foum bv/2 mit ganzen Zahlen
a undb schreibendf3t, Dann ist

(a+bv2)’ = a® +3a°bV/2 + 6ab” + 26°V2 = 7+ 5/2,

also
+6ab°=7 und Ib+2°=5.

Damit haben wir, wie schon oben dint, ein System voawei ku-
bischen Gleichungen anstelle von einer, jetzt allerdingfien wir nur
nach ganzzahligendsungen. Aus der ersten Gleichungnken wira
ausklammern und erhaltera® + 66°) = 7. Somit mufk ein Teiler von
sieben sein, d.lu = +1 odera = £7. Die negativen Zahlen scheiden
aus, da die Klammer nicht negativ werden kann, und auel? ist nicht
moglich, denn dann ére die linke Seite mindestens gleich Wenn es
eine ganzzahlige dsung gibt, mul3 daher = 1 sein; durch Einsetzen
folgt, dafd dann mib = +1 die erste Gleichung in der Tat &lif ist. Die
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zweite Gleichung(3a® + 2b%) = 5 zeigt, daR auch positiv sein muf
unda = b = 1 beide Gleichungen afiit. Somit ist

u=\/7+5/2=1+2

fur die reelle unter den drei Kubikwurzeln. Da wir eine Gleing mit
reellen Koeffizienten haben, mul3 auch das zageke v reell sein und
kann genauso wie bestimmt werden:

v=\3/7—5\/§=1—\/§ und z=u+v=2.

Damit war die Gleichungifr die Zwecke des sechzehnten Jahrhunderts
gelost, denn da es noch keine komplexen Zahlen gab, suchte aich n
mand nach komplexendsungen.

Wir interessieren und (zumindest gelegentlich) augh Komplexe
Zahlen; die beiden noch fehlendeiidungen &knnen wir nun entweder
berechnen algp + vp? undup® + vp, oder aber wir dividieren die Glei-
chung durchr — 2 und erhalten das quadratische Polynf?rﬁ 2 +7
mit den Nullstellen—1 + /6.

Bei Gleichungen mit drei reellen Nullstelleitrt die Losungsformel,
wie wir oben gesehen habammeribers Komplexe, aber auch damit
wurden QRDANO und seine Zeitgenossen fertig.dWA betrachtet als
Beispiel dafir die Gleichunge® — 21z — 20 = 0. Hier ist

u=\3/10+\/102—73=\3/10+\/%=\?/10—9\/—_3.

v/—3 war fur CARDANO im Gegensatz zu/2 keine Zahl; trotzdem
rechnete er damit als mit einem abstrakten Symbolaj&er Regel

V3.V 3=-3.

Wenn wir wieder auf unser @Gtk vertrauen und einen Ansatz der Form
u = a + b/—3 machen, kommen wir auf das Gleichungssystem

> —9b>=10 und 3°Hh—3°=9.

Ausklammern voru bzw.b und Kirzen der zweiten Gleichung durch
drei fuhrt auf

a(a® —9%%) =10 und b(a® —b%)=3.
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Wenn es ganzzahligedsungen gibt, mul3 wegen der zweiten Gleichung
b= +1 oderb = +3 sein.b = +1 fihrt aufa® — 1 = +3, alsob = 1 und

a = +2; fur b = £3 laldt sich kein ganzzahligesfinden. Einsetzen in
die erste Gleichung zeigt, daf3= —2,b = 1 das Systemoist, also ist
—2++v/—3 eine der drei Wurzeln. Die anderebrinten wir finden, indem
wir das Problem durch Abdividieren auf eine quadratischeicBung
reduzieren; alternativ — und das war wohl die Methode deddhthun-
derts — kbnnen wir die Einsclémkung aufheben, dafd und b ganze
Zahlen sein rassen und auch Bche mit kleinen Nennern zulassen.

Der kleinstndgliche Nenner ist zwel; der Ansatz
a b 3
(E + é‘/_3> =10+9/-3

fuhrt auf die Gleichungem(a® — 9%) = 80 undb(a® — b%) = 24,
wobei mindestens eine der Zahlerund b ungerade sein muf3, da wir
ansonsten nichts neues bekommen. Da rechts jeweils gedenZ
stehen, sieht man leicht, dal3 dann beide Zahlen ungeradengssen;
damit bleiben alsalfr a nur die Moglichkeiternn = +£1 oder+5 und firb
entsprechent = +1 oder+3. Einsetzen zeigt, da wir mit=5,6 =1
unda = —1,b = —3 Losungen bekommen. Die drei Kubikwurzeln von
—10 + 9/—3 sind somit

_2+V73 §+%¢_—3 und _%_gw_—s.
Zu jedem dieser drei dglichen Werte vorn, miissen wir jene Zahb
finden, fir die uv = %1 = 7 ist; in allen drei Rllen erfalt man den
Summanderny = 7/u dadurch, dal3 man einfach das Vorzeichen des
Koeffizienten vony/—3 andert. Die drei mit so groRem Aufwand er-
mittelten Losungen der kubischen Gleichung sind also einfach die drei
ganzen Zahlen

(—2+vV-3)+(-2—-V-3)=—4,
<g+%\/—_3>+<g—%\/—_3> = 5 und
SECHEES
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Wie die Beispiele in diesem Paragraphen zeigen, haben wr &eak-
ten Losen kubischer Gleichungen nach der hier betrachtetendfoifin
mit komplizierten Ausdicken zu tun, von denen sich nachher (nach teil-
weise recht trickreichen Aidszen) herausstellt, dal? sie sich éatsdich
sehrviel einfacher darstellen lassen. Dies ist ein allgeasd”roblem der
der Computeralgebra, zu dem es leider keine allgemetseihg gibt:
Wie D. RCHARDSON 1968 gezeigt hat, kann es keinen Algorithmus
geben, der von zwei beliebigen reellen Austken entscheidet, ob sie
gleich sind oder nicht. Dabei reicht es schon, wenn wir nusdiiicke
betrachten, die aus ganzen Zahlen, den Grundrechenagejrils-
und der Betragsfunktion sowie der Zahlaufgebaut werdendanen.
Wir werden allerdings auch sehen, dal3 wviir fvichtige Teilmengen
von R solche Algorithmen haben.

Dies gilt insbesondere im Falle aller in diesem Paragrapluégetrete-
nen Ausdiicke; wir werden im Laufe der Vorlesung noch mehrere Strate-
gien kennenlernen, wie wir zumindest bei den hier betraehtBeispie-

len die Losungen erheblich einfacher und schneller gefunddteh als
Uber die allgemeine dsungsformel.

84: Biquadratische Gleichungen

Vorher wollen wir aber noch Gleichungen vom Grad vier bditan.
Auch sie lassen sich adigen: Hier eliminiert man den kubischen Term
von

x4+ax3+bx2+cac+d= 0

durch die Substitutiop = x + %; dies tihrt auf eine Gleichung der Form
y Sy +r=0.

Zu deren lBsung benutzen wir einen anderen Trick als im kubischen
Fall: Wir versuchen, die Quadrate der Nullstellen durcleeyaeignete
Verschiebung zu &isungen einer quadratischen Gleichung zu machen,
die wir dann mit der bekannterdsungsformel aufisen knnen.

Wir nehmen also an, wirdtten eine bsungz dieser Gleichung und
betrachten daztiif eine zuéchst noch beliebige Zahldie Zahlz* + .
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Daz* + pz® + gz + r verschwindet, ist* = —pz® — gz — r, also
(,z*2+u)2 =2 2u = (2u—p)zz—qz+u2—7".
Falls rechts das Quadrat eines linearen Polynemist steht, ist
(,22+u)2 = (sz+t)2 — = +(sz +1),
wir missen also nur die beiden quadratischen Gleichungen
z2$(sz+t)+u: 0
|6sen, um die bsungen der biquadratischen Gleichung zu finden.

Natirlich ist die rechte Seite (2— p),z2 —qz+ u? — rim allgemeinen
kein Quadrat eines linearen Polynomsgjmwir konnen aber hoffen, dal3
es zumindestir gewisse spezielle Werte der bislang noch vitlichen
Konstanteu eines ist.

Ein quadratisches Polynomz2 + Bz + v ist genau dann Quadrat ei-
nes linearen, wenn die beiden Nullstellen der quadratris&leichung
a22+ﬁz+’y = 0 Ubereinstimmen. Diese Nullstelledhnen wir einfach
berechnen:

2, B & 5 q

27+ —z+—-—=0=2=——=+ :
Q a 20 do? o

Die Ausgangsgleichung ist genau dann das Quadrat einesdim@oly-
noms, wenn beidedsungerubereinstimmen, wenn also der Ausdruck
unter der Wurzel verschwindet. Bringen wir diesen auf dengtaen-
ner, kommen wir auf die Bedingungf — 4oy = 0. In unserem Fall ist
a = (2u — p), B = —q und~ = u® — r; wir erhalten also die Bedingung

q2 —4(2u — p)(y2 —7r)= —8u° + 4pu2 + 8ru + q2 —4pr =0.

Dies ist eine kubische Gleichungrfu, die wir mit der Methode aus
dem vorigen Abschnitidsen bnnen. Ist., eine der [dsungen, so steht
in der Gleichung

(= +ug)” = (2ug — p)2° — gz +ug — .

rechts das Quadrat eines linearen Polynoms,inlas wir — da wir
alle Koeffizienten kennen — problemlos hinschreibénrken. Diesiihrt
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dann nach Wurzelziehen zu zwei quadratischen Gleichurigenderen
Wurzeln die Nullstellen der biquadratischen Gleichunglsin

Es ware nicht schwer, mit Hilfe derdsungsformeliir kubische Glei-
chungen, eine explizite Formelif die vier Losungen hinzuschreiben;
sie ist allerdings erstens deutlidmiger und zweitendif die praktische
Berechnung reeller Nullstellen mindestens genauso pradtiech wie
die fur kubische Gleichungen.

85: Gleichungen hoheren Grades

Nach der (mehr oder weniger) erfolgreichen Asiling der kubischen
und biquadratischen Gleichungen in der erstéiftel des sechzehnten
Jahrhunderts beséftigten sich nairlich viele Mathematiker mit dem
nachsten Fall, der Gleichungriften Grades. Hier gab es jedadter 250
Jahre lang keinerlei Fortschritt, bis zu Beginn des neumzghlahrhun-
derts ABEL glaubte, eine bisung gefunden zu haben. Er entdeckte dann
aber recht schnell seinen Fehler und bewies stattdesseh d8R es
unnglichist, die Losungen einer allgemeinen Gleichuiigften (oder
hoheren) Grades durch Grundrechenarten und Wurzeln auis&ar.

Die Grundidee seines Beweises liegtin der Betrachtung yom&etrien
innerhalb der bsungsmenge: Man betrachtet die Menge aller Permuta-
tionen der Nullstellenmenge, die durch Abbildungei© — C erreicht
werden kbnnen, wobejp sowohl mit der Addition als auch der Multip-
likation vertraglich sein muf3. AEL zeigt, dal? diese Permutationeir f
allgemeine Gleichungen vom Gradfger vier eine (in heutiger Termi-
nologie) nichtaufbsbareGruppe bilden und dafl3 es aus diesem Grund
keine Losungsformel geben kann, in der nur Grundrechenarten und
Wurzeln vorkommen. Der Beweis ist so umfangreich, dal3 esg@umen

mit den daiir notwendigen Definitionen undd&en) typischerweise den
grol3ten Teil der Vorlesunglgebra | einnimmt;Uber Einzelheiten kann
daher hier nichts weiter gesagt werden. Interessentemfiigen fast
jedem Algebralehrbuch im Kapitéiber GiLois-Theorie. Ein kurzes,
gut lesbares Buch, das sich ganz darauf konzentriertwst et

EMIL ARTIN: Galoissche Theorie, 1959 (Neuauflage 2004eitsch
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Der norwegische Mathematikerilé HENRIK ABEL
(1802-1829) ist trotz seinenifinen Todes (an Tuberku-
lose) Initiator vieler Entwicklungen der Mathematik des
neunzehnten Jahrhunderts; Begriffe wie abelsche Grup-
pen, abelsche Integrale, abelsche Funktionen, abelsche
Varietaten, die auch in der heutigen Mathematik noch
allgegenvartig sind, verdeutlichen seinen Einflul3. Zu
seinem 200. Geburtstag stiftete die norwegische Regierung
einen ABEL-Preisesiir Mathematik mit gleicher Ausstat-
tung und Vergabebedingungen wie die Nobelpreise; er-
ster Preistiiger war 2003EAN-PIERRE SERRE (*1926)

vom College de Francdif seine Arbeiteriiber algebra-
ische Geometrie, Topologie und Zahlentheorie.

Der ABELsche Satz besagt selbstvarsilich nicht, dal3 Gleichungen
hoheren als vierten Grademlosbarseien; er sagt nur, dal3 es all-
gemeinemicht moglich ist, die losungen durch Wurzelausaike in
den Koeffizienten darzustelleniiFeine allgemeine &sungsformel muf3
man also aulRer Wurzeln und Grundrechenarten noch weitaigiénen
zulassen. Beispielsweise fanden sowoBRMITE als auch RONECKER
1858 Losungsformelniir Gleichungeniinften Grades mit sogenannten
elliptischen Modulfunktionen; 187®ste dRDAN damit Gleichungen
beliebigen Grades.

86: Der Wurzelsatz von Viete

In einem Grol3teil dieser Vorlesung wird es um Methoden gethes
man trotz des Fehlens brauchbarésungsformeln Aussagéiber die
Nullstellen von Polynomgleichungeiheren Grades machen kann. Die
folgende Methodelithrt nur in speziellen &len, dann aber mit sehr
geringem Aufwand zu Nullstellen:

Angenommen, wir haben ein Polynom

n n—1 n—2 2
flx)=ax" +a, 1 “+a, ,x “+---+ax” tax+ag,

mit (nicht notwendigerweise verschiedenen) Nullstellgn.. ., z,,.
Dann ist auchf(x) = (z — z))(z — 2,) - - - (x — 2,,). Ausmultiplizieren
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und Koeffizientenvergleich liefert uns die Gleichungen

= (et 2,)

Qo = E 22,

1<J

a,_3=— E Z,szzk

i<j<k

ag=(—1)"2 -2, .

Allgemein ista,, .. bis aufs Vorzeichen gleich der Summe alle Produkte
ausr Wertenz, mit verschiedenem Index. Diese Summen bezeichnet
man als dieelementarsymmetrischen Funktionare,, ..., z, und die
obigen Gleichungen als den Wurzelsatz vaai.

FRANCOIS VIETE (1540-1603) studierte Jura an der
Universitt Poitiers, danach arbeitete er als Hauslehrer.
1573, ein Jahr nach dem Massaker an den Hugenotten,
berief ihn GIARLES IX (obwohl VIETE Hugenotte war)

in die Regierung der Bretagne; untegekkRi 11l wurde

er geheimer Staatsrat. 1584 wurde er auf Druck der
katholischen Liga vom Hofe verbannt und besitigte

sich funf Jahre lang nur mit Mathematik. UnteieN

RI IV arbeitete er wieder am Hof und knackte u.a.
verschiisselte Botschaften an den spanischaimilf
PHILIP II. In seinem BucHhn artem analyticam isagoge
rechnete er als erster systematisch mit symbolischen
GrolRen.

Fir eine quadratische Gleichuné + px + ¢ = 0 besagt er einfach, dal3
die Summe der tisungen gleich-p und das Produkt gleich ist. Das
hatten wir bereits in bei derdsung kubischer Gleichungen ausgenutzt,
um zwei Zahlen mit vorgegebenen Wertém Summe und Produkt zu
berechnen.

Diese Summen, die sogenannten elementarsymmetrisch&tidaan,
sind fur »-Werte im mittleren Bereich recht umfangreich, die beiden
Faller = 0 undr = n — 1 kbnnen aber gelegentlich ganitalich sein,
um Losungen zu erraten:
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Falls wir aus irgendeinem Grund erwarten, dal3 alle Nulstejanz-
zahlig sind, folgt aus der Tatsache, daf? ihr Produkt gleieh)(q, ist,
dal’ sie allesamt Teiler van, sein nussen. Aul3erdem ist ihre Summe
gleich—a,, ;.

Bei der Gleichungf(z) = z° — 7z + 6 = 0 etwa, die uns i§3 so viele
Schwierigkeiten machte, ist das Produkt aller Nullsteligeich —6;
falls sie alle ganzzahlig sind, kommen also nut, +2, +3 und £6

in Frage. Aus diesen acht Zahlenigsen wir drei (nicht notwendiger-
weise verschiedene) auallen mit Produkt-6 und Summe null. Das
geht offensichtlich nur mit 122 und—3; Einsetzen zeigt, daf’ dies auch
tatsachlich Nullstellen sind.

Man beachte, dalR dieses Einsetzen unbedingt notwendiBaster
Gleichung g(z) = z° — 6z + 6 = 0 hatten wir genauso vorgehen
konnen und waren auf dieselben drei Kandidaten gekommen, aber
g(1) = Lg(2) = 2 undg(—3) = —3. Hier fuhrt aber die bBsungs-
formel aus§3 relativ schnell ans Ziel: Einsetzen der Paramgter—6
undgq = 6 in die Losungsformeliihrt zurachst auf

2 3
3 q 1q p 3 3 3
= —=+ — +— = —3+ —_8=xN-2=_—

fur die reelle Wurzel; die erstedsung ist also

xlzu—@ —\[Z—E —¥2- V4.

FUr die zweite und dritte &isung niissen wir mitup bzw.up anstelle
von v arbeiten und erhalten

v, = — 32 ép:_?ﬁp—m— und
ﬁp_f_—fp—ﬂp,

was nach Einsetzen vgn= —1 + 31/3i undp = —3 — /3 auf die
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beiden komplexen&sungen

xz/gzw<liﬁi) - 3\/21<1:F\/§i>

272 272
_Y2+3Va  V3(V2-¥4).
R 2 ‘

fuhrt. Natirlich erfullen auch diese Zahlen den Satz vorg}£, jedoch
nitzt uns dieser nichts, um sie zu erraten.

Auch die ebenfalls aui3 bekannte Gleichung(x) = 12 —212-20=0
laRt sich nach \ETE leicht losen: Hier ist das Produkt aller Null-
stellen gleich 20;falls sie alle ganzzahlig sind, kommen also nur
+1,+2 4+4,4£5 +10 und 20 in Frage. Aus diesen 2 Zahlen
mussen wir drei (nicht notwendigerweise verschiedene) abkm mit
Produkt 20 und Summe null. Das geht offensichtlich nur #ilt —4
und 5, und wieder zeigt Einsetzen, dal3 dies auchdhteh Nullstellen
sind.

Betrachten wir als @&chstes Beispiel das Polynom
flx) =2+ 140> — 520" — 142 +51

mit a; = 51 = 3. 17. Da das Produkt aller Nullstellen diesen Wert
haben muf3, kommen — falidle Nullstellen ganzzahlig sind if diese

nur die Werte+1, £3, +17 und +51 in Frage. Vdre eine der Null-
stellend+51, mil3ten alle anderen den Betrag eins haben und die Summe
konnte nicht gleich-14 sein. Daher mul} eine Nullstelle Betrag drei und
eine Betrag 17 haben, die beiden anderen Betrag eins. Rrogiuknd
Summe—14 erzwingt dabei offensichtlich, dal3 sowohl +1 als audh
Nullstellen sind, aul3erdem17 und +3. Einsetzen zeigt, dal} alle vier
auch tatachlich Nullstellen sind.

Beim Polynom
f(x) = 2° +272° — 318" — 5400:° — 10176:° + 27648 + 32768

schlief3lich istay = 32768 = 2°: hier wissen wir also nur, daf’ — sofern
alle Nullstellen ganzzahlig sind — jede Nullstelle die Faoti" haben
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mul3, wobei die Summe aller Exponenten gleich 15 sein muf3 iend d
Anzahl der negativen Vorzeichen gerade. Einsetzen zaét, d

-1, 2, -4, -8 16, -32
die Nullstellen sind.

Man beachte, daf} diese Vorgehensweise nur funktioniemnveas
Polynom lochsten Koeffizienten eins hat; andernfalls ist das Produkt
der Nullstellen gleich dem Quotienten aus konstantem Kaefften

und fuhrendem Koeffizienten mat(1)"



Kapitel 2
Der Euklidische Algorithmus

Angenommen, wir suchen die gemeinsamen Nullstellen zweondy-
nome in derselben Vanderlichenz. Dann lonnen wir nairlich ver-
suchen, zuachst die Nullstellen eines der beiden Polynome zu finden
und dann durch Einsetzen Ziberpiifen, welche davon auch Null-
stellen des zweiten sind. Im Extremfall gibt es keinerlengessame
Nullstellen, und wir niissen trotzdem zié@chst alle Nullstellen eines
Polynoms von raglicherweise hohem Grad berechnen.

Die bessere Alternative besteht darin, sichahst zuiberlegen, daf3
es zu zwei Polynomeinber einem Krper (und auch noch unter deutlich
schwacheren Voraussetzungen an die Koeffizienten) stets eni@en
gemeinsamen Teiler gibt, dessen Nullstellen genau die igsaraen
Nullstellen der beiden Polynome sind. Wenn sich dieséBtg gemein-
same Teller effizient berechnealdt, missen wir nur noch seine Null-
stellen bestimmen, was aus Graigigiien meist erheblich einfacher sein
durfte.

Die Existenz des @fidten gemeinsamen Teilers zweier Polynome be-
weist der BKLIDische Algorithmus, der gleichzeitig auch zu dessen
Berechnung eingesetzt werden kann. Seine Anwendung aulfadyn
nom und dessen Ableitung wird uns auf die sogenannte quaeat
Zerlegung eines PolynomgHren und damit auf einen ersten Schritt zur
Zerlegung eines Polynoms in irreduzible Faktoren.

Wir werden allerdings sehen, daf? dexteiD ische Algorithmus in seiner
einfachsten Form zu sehr ilipersichtlichen und schwer handhabbaren
Zwischenergebnisseiliren kann. Durch geeignete Modifikationaft
sich seine Effizienz ganz deutlich steigern. Diese Modiftkegn fihren
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uns allerdings in andere Zahlbereiche; um hier nicht wiatles neu be-
weisen zu riissen, wollen wir uns daher nicht darauf beaatken, den
EukLIDischen Algorithmus ir Polynome mit rationalen oder reellen
Koeffizienten zu betrachten, sondern gleich am Anfang eligebaai-
sche Struktur definieren, die alles bietet, wiaisden EKLIDischen Al-
gorithmus beitigt wird, den BUKLID ischen Ring. Wenn wir dann afer
grofdte gemeinsame Teiler anderer Objekte suché@ssen wir uns nur
nochtberlegen, ob wir uns in einenuELID ischen Ring befinden; falls
ja, konnen wir alle Konstruktionen unca&e einfactibernehmen.

81: Euklidische Ringe

Wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden, beruht dekltb ische
Algorithmus wesentlich auf der Division mit Rest. EivE.IDischer
Ring soll daher definiertwerden als eine algebraische &iruk der Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation und Division mit Reslurchgeiihrt
werden knnen und depgewohnten* Regeln géigen. Konkret heif3t
das folgendes:

Definition: a) Ein Ring ist eine Mengd& zusammen mit zwei Rechen-

operationen+* und,“ von R x R nachR, so dalf gilt:

1.) R bildet beiiglich,+* eine abelsche Gruppe, d.lurfdie Addition
gilt das Kommutativgesetf + g = g + f sowie das Assoziativgesetz
(f+g t+h=f+(g+h)farallef, g, h € R, es gibt ein Element
Oec R,sodalR 0+ = f+0=ffurallef € R,und zu jedeny € R
gibt es ein Element f € R, so dal}f + (—f) = Oist.

2.) Die Verknipfung,“: R x R — R erfullt das Assoziativgesetz
f(gh) = (fg)h,und es gibt ein Element4 R,sodall ¥ = f1=f.

3.) ,+und,“ erfullen die Distributivgesetzé¢(g + h) = fg + fh und
(f +9)h = fh+gh.

b) Ein Ring heilRkommutativfalls zusatzlich noch das Kommutativge-
setzfg = gf der Multiplikation gilt.

c) Ein Ring hei3tnullteilerfrei wenn gilt: Falls ein Produkfg = O ver-
schwindet, muld mindestens einer der beiden Faktgrergleich Null
sein. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring heiltegritatsbereich.
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Natiirlich ist jeder Korper ein Ring; fir einen Korper werden schliel3lich
genau dieselben Eigenschaften gefordert un@tzlish auch noch die
Kommutativiéit der Multiplikation sowie die Existenz multiplikativer
Inverser. Ein Krper ist somit insbesondere auch ein Intégsibereich.

Das bekannteste Beispiel eines Rings, der keampir ist, sind die
ganzen Zahlen; auch sie bilden einen Intégsibereich.

Auch die Menge

k[z] = {Z aixi

n < No, a,; - k}
i=0
aller Polynome mit Koeffizienten aus einendiperk ist ein Integritits-
bereich; ersetzt man derbiperk durch einen beliebigen kommutativen
Ring R, ist R[x] immerhin noch ein Ring. Maiiberlegt sich leicht, daf3

R[z] genau dann ein Integatsbereich ist, wenn audh einer ist.

Als Beispiel eines nichtkommutativen Ring&rinen wir die Menge
aller n x n-Matrizen Uber einem Krper betrachten; dieser Ring hat
auch Nullteiler, denn beispielsweise ist

1 0 O 0\ _/0 O
O 0 o 1/ \0 0/
obwohl keiner der beiden Faktoren die Nullmatrix ist.

Was uns nun noch fehlt, ist eine Division mit Redir Zahlena, b, ¢, r
ausN, ist die Aussage
a.b=qRestr

aquivalent zu den beiden Bedingungen
a=bg+r und 0<r<b.

Die erste dieser Bedingungerrnen wir in einem beliebigen Ring
hinschreiben, eine Kleinerrelation haben wir dort allegdi nicht. An-
dererseits brauchen wir aber etwas nach Art der zweitenngedn:
Falls der Divisionsrest nicht in irgendeiner Weise kleiaksrder Divisor
sein mul3, Bnnten wir einfachmmersagen: : b = 0 Resta, was nicht
sonderlich viel fitzt.
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Wir fordern deshalb die Existenz einer Funktien? ~. {0} — N, die
im Falle eines von Null verschiedenen Divisionsregtsfen Rest einen
kleineren Wert annimmt al€if den Divisor:

Definition: Ein EuKLIDischer Ring ist ein Integfdtsbereichk zusam-
men mit einer Abbildung: R \. {0} — N,, so dal gilt: Istf = gh, so
istv(f) > max(v(g), v(h)), und zu je zwei Elementefi g € R gibt es
Elementey, r € R mit

f=qq+r und r=0oderv(r) < v(g).

Wir schreiben auclf : g = ¢ Restr und bezeichnen als Divisionsrest
bei der Division vonf durchg.

Standardbeispiel sind auch hier wieder die ganzen Zahlenyinals »
einfach die Betragsfunktion nehmeirinen. Quotient und Divisions-
rest sind durch die Forderungr) < v(y) allerdings nicht eindeutig
festgelegt, beispielsweise ist im Sinne dieser Definition

11:3=3Rest2 und 11:3=4Restl.

Die Definition des BEKLIDischen Rings verlangt nur, dalResdestens
eine Darstellung gibt; Eindeutigkeit ist nicht gefordert.

Das fir uns im Augenblick wichtigste Beispiel ist der Polynongyit] x]
uber einem Krperk; hier zeigt die bekannte Polynomdivision mit Rest,
daf? die Bedingungen éiift sind beziglich der Abbildung

| Klx] N {0} — Ny
v f— Gradf

Hier ist es allerdings wichtig, dak ein Korper ist: Bei der Polynom-
division mit Rest niissen wir schliel3lich dielihrenden Koeffizienten
durcheinander dividieren, und dagre etwa im Polynomring[z] nicht
moglich.

Dies beweist freilich nicht, daR[z] keinEUKLID ischer Ring viare, denn
in der Definition war ja nur gefordert, dal? &8 frgendeineFunktionv

irgendeinDivisionsverfahren gibt; dessen Nichtexistenz ist sehnsr
Zu zeigen —es sei denn, eine der im folgenden hergeleitegem&chaf-
ten eines BKLIDischen Rings ist nicht eiiflt. Bei Z[z] ist dies, wie wir
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bald sehen werden, bei der linearen Kombinierbarkeit d&smgder Tat
der Fall, so dafZ[x] kein EUKLIDischer Ring sein kann.

Ein weiteres bekanntes Beispiel einaskEiDischen Rings ist der Ring
der Gaussschen Zahlen, d.h. die Menge aller komplexer Zahlen mit
ganzzahligem Real- und Imadgrieil; hier konnen wirv(x+iy) = :1:'2+y2
setzen. Da dieser Ring hier keine Rolle spielen wird, sezengn Beweis
verzichtet.

82: Der grofldte gemeinsame Teiler

Bevor wir uns mit der Berechnung desb@ten gemeinsamen Teilers
zweier Elemente einesUgLIDischen Rings besétftigen, nussen wir
zurachst definieren, was das sein soll. Da es bei der Divisiochdeinen
Nullteiler keinen eindeutigen Quotienten geben kann, l@sdken wir
uns auf Integriitsbereiche.

Definition: R sei ein Integriatsbereich.

a) Ein Elementh € R heil3t Teiler vonf € R, in Zeichenh|f, wenn es
eing € R gibt, so dal¥f = qh ist.

b) h € R heil3tgrofRter gemeinsamer Teildkurz ggT) der beiden
Elementef und g ausR, wennh Teiler von f und vong ist und wenn
fur jeden anderen gemeinsamen Teil@on f undg gilt: 7|h.

c) Zwei Elementef, g € R heil3enassoziiertwenn f Teiler vong und
g Teiler vonf ist.

d) Ein Elementu € R heil3tEinheit,falls es einv € R gibt mit uv = 1.
Die Menge aller Einheiten voR bezeichnen wir mifz ™.

In einem Korper ist nairlich jedes von null verschiedene Element Teiler
eines jeden anderen Elements und damit auch eine Einhé&itdage-
gen sindt1 die beiden einzigen Einheiten, und zwei ganze Zahlen sind
genau dann assoziiert, wenn sie sidtlstens im Vorzeichen unter-
scheiden.

Man beachte, dafd wir beim @Bten gemeinsamen Teiler dj&roRe”
Uber Teilbarkeit definieren; von daher ist aul3er 2 au€hein giol3ter
gemeinsamer Teiler von 8 und 10. Insbesonder@list’ grol3te gemein-
same Teiler also im allgemeinen nicht eindeutig bestimmas uns bei
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seiner Berechnung in Polynomringen noch einiges an Praiesohaf-
fen wird.

In einem Polynomringiber einem Integritsbereich ist der Grad des
Produkts zweier Polynome gleich der Summe der Grade deofeakt
da das konstante Polynom eins Grad null hat, muf3 daher jedeiEi
Grad null haben; die Einheiten vdtjx] sind also genau die Einheiten
von R. Speziell fir Polynomringeaiber Korpern sind dies genau die von
null verschiedenen Konstanten.

Damit wissen wir auch, wann zwei Polynome assoziiert sind:

Lemma: Zwei von null verschiedene Elemenfeg eines Integrits-
bereichs sind genau dann assoziiert, wenn es eine Eunlgdit, so dal3

f =ugist.

Beweis:Eine Einheitu € R hat nach Definition ein Inverses * € R,
und ausf = ug folgt ¢ = «~*f. Somit ist f Teiler vong und g Teiler
von f; die beiden Elemente sind also assoziiert.

Sind umgekehrf, g € R~ {0} assoziiert, so gibt es Elementev € R
derart, dally = uf und f = wvg ist. Damit istg = uf = uwvg und
f =wvg = vuf, also (1— uv)g = 0 und (1— vu)f = 0. Da wir in
einem Integriatsbereich sind und, g nicht verschwinden, muf3 somit

uwv = vu =1 sein, d.huz undv sind Einheiten. .

Damit sind also zwei Polynomi@er einem Krper genau dann assozi-
lert, wenn sie sich nur um eine von null verschiedene mikagive
Konstante unterscheiden. Nur bis auf eine solche Konskimieen wir
auch den gil3ten gemeinsamen Teiler zweier Polynome bestimmen,
denn allgemein gilt:

Lemma: Der giol3te gemeinsame Teiler zweier Polynome ist bis bis auf
Assoziiertheit eindeutig. Sind also und & zwei giol3te gemeinsame
Teiler der beiden Element¢ und g, so sindh und h assoziiert; ist
umgekehrth ein gro3ter gemeinsamer Teiler vofiund g und isth
assoziiert zuh, so ist auchh ein grol3ter gemeinsamer Teiler voh
undg.
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Beweis Sindh undh grofRte gemeinsame Teiler, so sind sie insbesondere
gemeinsame Teiler und damit Teiler eines jededl3¢gg gemeinsamen
Teilers. Somit nissem: und i einander teilen, sind also assoziiert. Ist
h ein giol3ter gemeinsamer Teiler uhdassoziiert zuh, so teilth jedes
Vielfache vonh, ist also auch ein gemeinsamer Teiler, undhdaden
gemeinsamen Teiler teilt, gilt dasselbe augh/f. Somit ist auchh ein

grofdter gemeinsamer Teiler.
|

§3: Berechnung des grof3ten gemeinsamen Teilers

Hier kommen wir endlich zum &LID ischen Algorithmus.

Bei EUKLID, in Proposition 2 des siebten Buchs seimentewird er
so beschrieben (nach ddbersetzung von (EMENS THAER in Oswalds
Klassiker der exakten Wissenschaften, Band 235):

Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind
ihr grol3tes gemeinsames Malf3 zu finden.

Die zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander
sind, seien ABI'’A. Man soll das gil3te gemeinsame Mal}
von AB, T'A finden.

A B

r A

WennTA hier AB mif3t — sich selbst mif3t es auch — dann
ist T’A gemeinsames Mafd vdm\, AB. Und es ist klar, dal3
es auch das gfdte ist, denn keine Zahl @eerl’A kannTA
messen.

WennT'A aber AB nicht mif3t, und man nimmt bei ABA
abwechselnd immer das kleinere vonogeren weg, dann
muf3 (schlief3lich) eine Zalilbrig bleiben, die die vorange-
hende mil3t. Die Einheit kannamlich nichttbrig bleiben;
sonst nil3ten ABT'A gegeneinander prim sein, gegen die
Voraussetzung. Also mul3 eine Zaltdrig bleiben, die die vo-
rangehende miRLA lasse, indem es BE mif3t, EA, kleiner
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als sich selbstibrig; und EA lasse, indem e8Z mif3t, ZI,
kleiner als sich selbstbrig; undl'Z messe AE.

A E B

r Zz A

H

Dal'Z AE mil3tund AEAZ, mul3'Z auchAZ messen; es mil3t
aber auch sich selbst, muf also auch das GRzmessen.

I'’A mif3t aber BE; also mif3f'Z auch BE; es mif3t aber auch
EA, muld also auch das Ganze BA messen. Und es mif3t auch
I'A; I'Z mi3t also AB und’A; also istl'Z gemeinsames Mal3
von AB, T'A. Ich behaupte, dal3 es auch das(ije ist. Ware
namlichI'Z nicht das gbf3te gemeinsame Mald von AB),

so niifl3te irgendeine Zahl gRerI'Z die Zahlen AB und’A
messen. Dies geschehe; die Zahl sei H. Da H dakmalie
undI’A BE mif3t, naf3e H auch BE; es soll aber auch das Ganze
BA messen, fdte also auch den Rest AE messen. AE mif3t
aberAZ; also muf3te H auchAZ messen; es soll aber auch
das Ganzé\I' messen, riafldte also auch den Rdsf messen,

als giblRere Zahl die kleinere; dies ist ubglich. Also kann
keine Zahl gboRRerl'Z die Zahlen AB und’A messen]'Z ist
also das gifdste gemeinsame Mal? von AR); dies hatte man
beweisen sollen.

Es ist nicht ganz sicher, obUELID wirklich gelebt hat;

das nebenstehende Bild aus dem 18. Jahrhundert ist mit
Sicherheit reine PhantasieuiE.ID ist vor allem bekan-

nt als Autor defElementein denen er u.a. die Geomet-
rie seiner Zeit systematisch darstellte und (in gewisser
Weise) auf wenige Definitionen sowie die bemten
funf Postulate zuirckfuhrte. Diese Elemente entstanden
um 300 v. Chr. und waren zwar nicht der erste, aber doch
der erfolgreichste Versuch einer solchen Zusammenfas-
sung. BKLID arbeitete wohl am Museion in Alexan-
drien; au3er den Elementen schrieb er noch ein Buch
uber Optik und weitere, teilweise verschollenigcBer.
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Was hier als erstasberrascht, ist die Besdmkung auf nicht zueinan-
der teilerfremde Zahlen. Der Grund dafiegt darin, dal3 die klassische
griechische Philosophie und Mathematik die Eins nicht ablde-
trachtete: Zahlen begannen erst bei der Zwei, und auch Neang@ten
mindestens zwei Elemente haben. Auch bei den Aristotais&yllo-
gismen mul3te sich ein &dikat auf mindestens zweielementige Klassen
beziehen: Die oft als klassischer Syllogismus zitiertel@&heise

Alle Menschen sind sterblich
SOKRATES st ein Mensch
Also ist SOKRATES sterblich

ware von ARISTOTELEShicht anerkannt worden, denn es gab schliel3lich
nur einen ®KRATES. Erst bei seinen Nachfolgern, den Peripatetikern,
setzte sich langsam auch die Eins als Zahl durch; ihr ZedtggsEKLID
macht noch brav eine Fallunterscheidung: In Propositiamfittelbar
vor der hier abgedruckten Proposition Zhft er praktisch dieselbe
Konstruktion durchifr teilerfremde Zahlen.

Als zweites &llt auf, dal3 BKLID seine Konstruktion rein geomet-
risch durchiihrt; wenn er von einer Strecke eine andere Streckagitbtr
solange es geht, ist das adich in unserer heutigen arithmetischen
Sprache gerade die Konstruktion des Divisionsrests bddgsion der
beiden StreckeAhgen durcheinander.

Die wesentliche Operation beimuELIDischen Algorithmus ist somit
die Division mit Rest, und die haben wir (nach Definition) edgm
EukLIDischen Ring. Tagachlich funktioniert der so modifizierteUx-
LIDische Algorithmus in jedem @LIDischen Ring und berechnet dort
den gbliten gemeinsamen Teiler.

In heutiger Sprache ausgédkt beruht der BkLIDische Algorithmus

auf folgenden beiden Tatsachen:

1. Wenn wir zwei Elementg, g eines BEKLIDischen Rings mit Rest
durcheinander dividieren, so igt: g = ¢ Restr aquivalent zu jeder
der beiden Gleichungen

f=qg+r und r=f—qgq.
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Diese zeigen, dal} jeder gemeinsame Teiler yyamd g auch ein

gemeinsamer Teiler vop und r ist und umgekehrt. Die beiden
Paare (, g) und (g, ) haben also dieselben gemeinsamen Teiler und
damit auch denselbend@psten gemeinsamen Teiler:

99T(f,9) = 99T, 7).

2. ggT(f,0) = f, denn jedes Element eines Integtgbereichs teilt die
Null.

Aus diesen beiden Beobachtungen folgt nun leicht

Satz:Ineinem BUKLIDischen Ring gibtes zu je zwei Elementéy € R

stets einen @f3ten gemeinsamen Teiler. Dieser kann nach folgendem

Algorithmus berechnet werden:

Schritt O: Setzery = fundr, =g

Schritti, 2 > 1: Fallsr, = O ist, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis
99T(f,g) = r,_q;, andernfalls wirdr,_; mit Rest durchr, dividiert,
wobeir,,, der Divisionsrest sei.

Der Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten unéelieden
grol3ten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Wir Uiberlegen uns als erstes, dal¥#en Schritt tir; > 1 stets
a9T(f,9) = 99T(,_4,7;) ist. Hiri = 1 gilt dies nach der Konstruktion
Im nullten Schritt. Falls es imi-ten Schritt tir ein: > 1 gilt und
der Algorithmus nicht mit demi-ten Schritt abbricht, wird dort,,
als Rest bei der Division von,_; durchr, berechnet; wie wir oben
gesehen haben, ist somit ggl(,.,) = 99T(",_4,7;), und das ist nach
Induktionsvoraussetzung gleich dem ggT voandg.

Falls der Algorithmus imi-ten Schritt abbricht, istdort = 0. Aul3erdem
ist dort wie in jedem anderen Schritt auch g¢l{) = gg9T(,_41,7,).
Somit istr,_, der ggT vonf undg.

Schlief3lich mul3 noch gezeigt werden, daf3 der Algorithmak radlich
vielen Schritten abbricht. Dazu dient die FunktienNach Definition
eines BKLID ischen Rings ist imi-ten Schritt entweder(r,) < v(r;_4)
oderr; = 0. Dav nur natirliche Zahlen und die Null als Werte an-
nimmt und es keine unendliche absteigende Folge solchdeZ giibt,
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muf3 nach endlich vielen Schrittefy = 0 sein, womit der Algorithmus
abbricht.

Als erstes Beispiel wollen wir denUkLiD ischen Algorithmus anwenden
auf zwei ganze Zahlen: Um den ggT von 200 und 148 zu Berechnen,
missen wir als erstes 200 durch 148 dividieren:

200: 148 =1 Rest 52
Als nachstes wird 148 durch 52 dividiert:
148 : 52 = 2 Rest 44
Weiter geht es mit der Division von 52 durch 44:
52:44 =1Rest8
Im nachsten Schritt dividieren wir
44 :8 =5Rest4
und kommen schlief3lich mit
8:4=2Rest0

zu einer Division,die aufgeht. Somit haben 200 und 148 déifdtgn
gemeinsamen Teiler vier.

Als zweites Beispiel wollen wir den gRten gemeinsamen Teiler der
beiden Polynome

f=x8+x6—3x4—3x3+8x2+2x—5

und
g:3x6+5x4—4x2—9:1:+21

ausQ[z] berechnen. Da Polynomdivision aufwendiger ist als digebi
Rechnungen, wollen wir die Rechenarbeit von Maple erledlgssen.
Wir brauchen dazu im wesentlichen nur den Befelh(f, g, x),

der den Rest bei der Division vgfidurchg berechnet, wobef und g

als Polynome in: aufgefal3t werden. Falls uns auch der Quotient inter-
essiert, Bnnen wir den durchuo (£, g, x) berechnen lassen. Alter-
nativ konnen wir aber auch dem Befetdm noch ein viertes Argument
geben: Die Eingabeen(f, g, x, ’q’) fuhrt auf dasselbe Ergebnis
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wie rem(f, g, x), weist aber zu#zlich noch der Variableg den
Wert des Quotienten zu. Dasnul3 dabei in Hochkommata stehen, weil
auf der linken Seite einer Zuweisung eine Variable stehef.rialls
der Quotient etwa das Polynomﬁ + x + 1 ware und die Variablg aus
einer vorigen Rechnung den Wert 3 hatte, wirderem(f, g, x, q)
versuchen, die Zuweisung— 3 := 2%+ +1 auszufihren, was niitrlich
Unsinn ist und auf eine Fehlermeldurighft. Die Hochkommata ing’
sorgen ddir, daf’ unabfingig von einem etwaigen vorigen Wert wpim
jedem Fall nur der Variablenname&erwendet wird, so dal’ die sinnvolle
Anweisungq = o+l ausgdihrt wird.

>f :=x"8 + x76 - 3xx74 - 3*%x"3 + 8*%x"2 + 2%x - b;
f::x8+x6—3x4—3x3+8332+2$—5
3*x"6 + b*x74 - 4xx72 - 9%xx + 21;
g::3x6+5x4—4x2—9x+21

>g:

54 1, 1
r2: _§§ +§x 3
x 2
3 9
> r3 := rem(g, r2, x);
r3::——%%;x2——9x4-%§;
> r4 := rem(r2, r3, x);
T4::233159U—-102500
6591 2197
> r5 := rem(r3, r4, x);
oE 1288744821
"~ 543589225
> r6 := rem(r4, r5, x);
r6 =0
Der ggT vonf und g ist somitrg = 2524821 Da der ggT nur bis auf

eine multiplikative Konstante bestimmt isyknen wir freilich genauso
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gut sagen, der ggT vofi und g sei eins. In der Tat liefert uns Maple
auch diese Antwort, wenn wir direkt nach dem ggT yound g fragen:

> ged(f, g);
1

Die Frage ist nun: Nssen wir wirklich mit so riesigen Bchen wierg
rechnen, um auf diese einfache Antwort zu kommen?

Da der gbf3te gemeinsame Teiler ohnehin nur bis auf eine multiplika-
tive Konstante bestimmt ist, bé&side ein einfacher Ausweg darin, vor
jeder Polynomdivision den Dividenden mit einer geeignéfenstan-
ten zu multiplizieren um so sicherzustellen, daf3 beim Dareh keine
Nenner auftreten. Bei der Division eines Polynoms vom Gratlirch

ein Polynom vom Graan < n wird bis zun — m + 1 mal durch den
fuhrenden Koeffizienten des Divisors dividiert; wir missen als den
Dividenden vorher mit”~™** multiplizieren. Im obigen Beispielirt

das auf folgende Rechnung:

> r2 := rem(3°3*f, g, x);
12 = —15:" + 322 — 9

> r3 := rem((-15)"3%g, r2, x);
r3 := 15795 + 3037% — 59535
> r4 := rem(15795°3*r2, r3, x);

rd ;= 1254542875143 750- 1654608338437500

> r5 := rem(1254542875143750"2*r3, r4d, x);
r5 :=12593338795500743100931141992187500

Verglichen mitder Gol3e der Ausgangsdaten und des Ergebnisses entste-
hen auch hier wieder riesige Zahlen. Das ist leider kein@falt: Auch

wenn es sich hier um ein (vondNALD E. KNUTH fr sein BuchThe

Art of Computer Programmingibschnitt 4.6.1) konstruiertes beson-
ders extremes Beispiel handelt, zeigt die Erfahrung, dalesvibeim
EukLiDischen Algorithmus tir Polynomeliber den rationalen Zahlen

oft mit einer Explosion der Koeffizienten zu tun haben, diké&mner
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Weise der Komplexit des Ergebnisses entspricht. Wenn wir den Algo-
rithmus ernsthaft auf gfiere Polynome anwenden wollen, sollten wir
nach Wegen suchen, um dieses Problem zu umschiffen.

Solche Wege gibt es in der Tatirfihr Verstindnis ist allerdings einiges
mehr an Theorie erforderlich alsif den hier behandelten einfachen
EukLIDischen Algorithmus.

84: Der erweiterte Euklidische Algorithmus

Zur Bestimmung des ggT zweier Elemente einegliD ischen Ringsk
berechnen wir eine Reihe von Elementenwobeir, undr; die Aus-
gangsdaten sind und alle weiterendurch Division mit Rest ermittelt
werden:

r,_q.7; =q; Restr,,4

Damit istr,,; = r,_; — ¢;r,; als Linearkombination seiner beiden Vor-
gangerr; undr,_; mit Koeffizienten ausk darstellbar, die wiederum
R-Linearkombinationerhrer Vorganger sindusw.Wenn wir alle diese
Darstellungen ineinander einsetzen, erhaltenyvachliefilich als Lin-
earkombination der Ausgangselemente. Dies gilt insbesenidr das
letzte nichtverschwindende, den ggT. Der ggT zweier Elemenfeg
eines BKLID ischen Rings ist somit darstellbar &sLinearkombination
von f undg.

Algorithmisch sieht dies folgendermalen aus:

Schritt 0: Setzerg=f,r, =g, 09=6;=1unda; = 3,=0.Miti =1
ist dann
r,_1=a; a+0,_1b und r,=a,a+3b.

Diese Relationen werden in jedem der folgenden Schritteltern

Schritt 4, « > 1. Fallsr; = 0 ist, endet der Algorithmus mit
99T(f,9) =71 =a,_1f +5;_19 .

Andernfalls dividiere mam, _, mit Rest durch-; mit dem Ergebnis

Tio1 = QT T
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Dann ist
Tivr = =7 ¥ 11 = —q;(oy [+ 5;9) + (o, _of +5;_19)
= (0,1 — qo)) f+(Bi1 — 489

man setze also

Qg =0y —qo, und B =081 —q,5; .

Da die Schritte hier einfach Erweiterungen der entspreddeischritte
des klassischendkLID ischen Algorithmus sind, ist klar, daf3 auch dieser
Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht und E&igebnis
den ggT liefert. Da die beiden Relationen aus Schritt O iralleiteren
Schritten erhalten bleiben, ist auch klar, dal3 dieser ggTEade als
Linearkombination dargestellt ist.

Obwohl es keinerlei Anhaltspunkt daf gibt, dal3 diese Erweiterung
EUKLID bekannt gewesen seirbknte, bezeichnet man sie als dan
weitertenEUKLID ischen Algorithmus, Vor allem in der fradgischen
Literatur wird die Darstellung des ggT als Linearkombioatauch als
Identitat von BEzouT bezeichnet, da dieser sie 1766 in einem Lehrbuch
beschrieb und als erster auch auf Polynome anwandi&Zdhlen ist die
Erweiterung jedoch bereits 1624 zu finden in der zweiten Aefldes
BuchsProblemes plaisants etatectables qui se fonts par les nombres
von BACHET DE MEzIRIAC. (Eine vereinfachte Ausgabe dieses Buchs
von 1874 wurde 1993 bei Blanchard neu aufgelegt; sie ist anthe
verfugbar unteenum.cnam.fr/DET/8PY45.html.)

CLAUDE GASPAR BACHET SIEUR DE MEZIRIAC (1581-
1638) verbrachte den @i8ten Teil seines Lebens in sei-
nem Geburtsort Bourg-en-Bresse. Er studierte zwar bei
den Jesuitenin Lyon und Milano und trat 1601 in den Or-
den ein, trat aber bereits 1602 wegen Krankheit wieder
aus und kehrte nach Bourg figk. Sein Buch erschien
erstmals 1612, Am bekanntesten itdBIET fir seine
lateinischeJbersetzung dekrithmetikavon DIOPHAN-

TOS. In einem Exemplar davon schriele®RMAT seine
Vermutung an den Rand. Auch Gedichte voscBET
sind erhalten. 1635 wurde er Mitglied der frésischen
Akademie der Wissenschaften.
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ETIENNE BEzouT (1730-1783) wurde in Nemours in
der lle-de-France geboren, wo seine Vorfahren Ma-
gistrate waren. Er ging stattdessen an die Akademie
der Wissenschaften; seine Hauptbégtung war die
Zusammenstellung von LeHibhern fir die Militaraus-
bildung. Im 1766 erschienenen dritten Band (von vier)
seinesCours de Matématiquesa I'usage des Gardes
du Pavillon et de la Marinést die Identitit von BEzouT
dargestellt. Seine iBher waren so erfolgreich, dal3
sie ins Englischeibersetzt und z.B. in Harvard als
Lehrbicher benutzt wurden. Heute ist er vor allem
bekannt durch seinen Beweis, dal} sich zwei Kurven der
Graden und m in hochstenshm Punkten schneiden
kdnnen.

Als Beispiel wollen wir den ggT von 200 und 148 als Linearkanation
darstellen. Der Rechengang istindith genau derselbe wie &8, nur
dafld wir jetzt noch in jedem Schritt den Divisionsrest alszgahlige
Linearkombination von 200 und 148 darstellen.

Im nullten Schritt haben wir 200 und 148 als die trivialendéankombi-
nationen

200=1-200+0-148 und 148=0200+1-148.

Im ersten Schritt dividieren wir, da 148 nicht verschwin@&0 mit Rest
durch 148:

200=1-148+52—=52=1-200—1-148

Da auch 527 0 ist, dividieren wir im zweiten Schritt 148 durch 52 mit
Ergebnis 148 = 252 + 44, d.h.

44 =148—2-(1-200—1-148)=3-148—2-200
Auch 44= 0, wir dividieren also weiter: 52 =144 + 8 und
8=52—-44=(1-200—1-148)— (3-148— 2-200)
=3-200—4-148.
Im nachsten Schritt erhalten wir 44 =8 + 4 und
4=44—-5-8=(3-148—2-200)—5-(3-200—4-148)
=23-148—-17-200.
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Bei der Division von acht durch vier schliel3lich erhalterr Wivisi-
onsrest Null; damit ist vier der ggT von 148 und 200 und kann in
der angegebenen Weise linear kombiniert werden. Diesetdlaryg

ist freilich nicht eindeutig: Beispielsweiséknen wir beliebige Viel-
fache der trivialen Darstellung 200148 — 148- 200 = O der Null
addieren. Ta#chlich kbnnen wir diese auch noch durch den ggjifaen

zu 50- 148 — 36- 200 = 0; wir haben alsaif jede ganze Zaht eine
Darstellung 1 = (23 + 56) - 148— (17 + 36k) - 200.

Wir konnen den erweitertendgLID ischen Algorithmus ndilich auch
auf die beiden Polynomgundg aus dem vorigen Paragraphen anwen-
den, allerdings ist das Ergebnis alles andere alérsch = af + (g,
wobei o ein Polynom vom Gradiinf und 5 eines vom Grad sieben
ist. Der Hauptnenner der Koeffizienten ist in beideddlén 130 354.
Wir konnen den Algorithmus allerdings verwenden, um ein negstiv
Resultat zu beweisen:

Lemma: Der RingZ[x] aller Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten
ist nicht EUKLID isch.

Beweis: Wir wissen zwar noch nicht, dal3 zwei beliebige Elemente
von Z[z] auch inZ[x] einen gblRten gemeinsamen Teiler haben, es
ist aber klar, dal3 der gRte gemeinsame Teiler der beiden Polyname
und 2 existiert und eins ist: Die einzigen Teiler von 2 siatl und+2,

und +2 sind keine Teiler vonc. Ware Z[z] ein EUKLIDischer Ring,
gabe es also Polynome, 5 € Z[x], so dal3ax + 23 = 1 ware. Der
konstante Koeffizient vonx + 273 ist aber das Doppelte des konstanten
Koeffizienten vongs, also eine gerade Zahl. Somit kann es keine solche

Darstellung geben. .

(In Q[x] gibt es selbstverandlich so eine Darstellung: 1 =@ + % - 2.
Allerdings ist dort 2 ohnehin ein Teiler van)

85: Die endlichen Primkorper

Die Explosion der Koeffizienten bei der Rechnung3hangt nailrlich
damit zusammen, dal3 wir mit rationalen Zahlen gerechnedrhélber
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einem endlichen Krper gibt es nur endlich viele &4lichkeiten tr
jeden Koeffizienten, er kann also nicht unbegrenzt wachsen.

In der Computeralgebraihrt man deshalb Probleme mit ganzzahligen
Koeffizienten gerne ziick auf solcheliber endlichen Krpern, und
auch das gngigste Verfahren zur effizienten Berechnung déftgn
gemeinsamen Teilers zweier Polynome verwendet diesee§ieat

Fur eine zusammengesetzte Zah# pq mit p, ¢ > 1 bilden die Zahlen
modulon offensichtlich keinen Krper, denmp modn undg modn sind
beide von Null verschieden, aber ihr Prodpktmodn = n modn =0
verschwindet. Daher éissen wir uns auf Primzahlen besihiken, und
hier gilt

Satz:Fr jede Primzahp ist die MengeF,, = {0,1,...,p — 1} mit den
Operationen

a®b=(@+b)modp und a®b=(a-b) modp

ein Korper. Alle vier Grundrechenarten i, konnen algorithmisch
ausgeiinrt werden.

Beweis:Es ist klar, daf? alle die Addition betreffendetperaxiome
sowie die Distributivgesetze éiift sind und dald sich Addition, Sub-
traktion und Multiplikation problemlos durciifiren lassen. Auch mit
Assoziativ- und Kommutativgesetz der Multiplikation géx keinerlei
Probleme, und néatlichist 1 € F,, Neutralelement bemlich der Multi-
plikation. Bis hierher ist es auclbilig egal, obp eine Primzahl ist oder
nicht.

Zu zeigen bleibt die Existenz von multiplikativen Inversen

Seien als® € F,, \ {0}. Dannist 1< b < p — 1, d.h.b ist teilerfremd
zup, da die Primzahp keine echten Teiler hat. Derd@fte gemeinsame
Teiler vonb und p ist also die Eins, und mit Hilfe des erweiterten
EukLIDischen Algorithmus &nnen wir sie darstellen als ganzzahlige
Linearkombination vorb undp:

l=ab+pPBp mit «,f3 € Z.

Somit istab = 1 modp, d.h.a modp ist ein multiplikatives Inverses
vona und &3t sich mit Hilfe des erweiterterJkELID ischen Algorithmus
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auch effektiv berechnen. Damibknen alle Quotienten algorithmisch
berechnet werden, deanb = a - b~ .

|
Im folgenden werden wir auf die Symbote und @ verzichten und
Addition sowie Multiplikation auch if¥,, einfach mit dem gedhnlichen
Plus- und Malzeichen schreiben.

DaT, ein Korper ist, bilden die PolynomigberlF, einen BEJKLIDischen
Ring, wir kdnnen also mit dem ELIDischen Algorithmus difdte
gemeinsame Teiler berechnen. Das Problem explodiereruidfixen-
ten, mit dem wir ing3 zu kampfen hatten, existiert hier nicht, denn jedes
Divisionsergebnis ist einfach wieder ein Element #gnalso eine ganze
Zahl zwischen O ung — 1.

Zur lllustration betrachten wir die beiden Polynome §8diber dem
Korper mit elf Elementen. Der Operatasd sorgt dafir, dal? Maple
etwas modulo dem zweiten Argument des Operators betrachitet
erhalten also

> f mod 11;
PP+’ +8  +8:° + 8+ 20 +6
> g mod 11;
6 4 2
3xr +5r + 7z +2r+10

Bei der Berechnung von Quotienten und Divisionsresiameth wir al-
lerdings nicht einfachrem(f, g, x) mod 11 schreiben, denn dann
wirde ja erst modulo 11 reduziert, wenn der Rest beiie#sQ berech-
net wurde. Um dies zu vermeiden, bietet Maple die Operatoean
undquo auch in einer tigen FornRem bzw.Quo an: Diese Operatoren

fuhren zu keiner Polynomdividision, sondern bleiben einfatausgew-
ertet stehen:

> Rem(f, g, x);
Rem@® +2° — 32% — 3:° +82° + 20 — 5,3:° + 52" — 40® — 9z + 21 1)

Wendet man darauf nun allerdings den Operaiod p an, so sorgt
dieser dafr, dal3 die Polynomdivision modujodurchgeiihrt und der
Divisionsrest au§, [z] zurickgegeben wird:
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> r2 := Rem(f, g, x) mod 11;
r2 =8 +55° +7

> r3 := sort(Rem(g, r2, x) mod 11, x);
r3:= 5" + 21 +4
> r4 := sort(Rem(r2, r3, x) mod 11, x);
r4 = 1Qr + 10
> r5 := Rem(r3, r4, x) mod 11;
r5:=7
> r6 := Rem(r4, r5, x) mod 11;
r6 =0

Der ggT vonf mod 11 undg mod 11 ist somit gleich der Konstanten
sieben und damit ist auch die Eins ein ggT, denn der ggT imrféohy
ring Uber einem Krper ist nur bis auf eine multiplikative Konstante
bestimmt.

Folgt damit, daf3 auch die Ausgangspolynofnend g ausZ[z] teiler-
fremd sind? Mit unseren derzeitigen Kenntnissénriken wir das nicht
sagen, denn bislang wissen war ja noch nicht einmal, obd&s:rgrof3te
gemeinsame Teiler gibt. Um zu sehen, dal3 es durchaus Umtsdsec
zwischen ganzzahligen Polynomen und soldhieer endlichen Brpern
gibt, wollen wir die Rechnung auch modulo sieben duntinén:

> f mod 7;
Pt v 4 P 20 42
> g mod 7;
32° + 52 + 3% + 5
> r2 := Remn(f, g, x) mod 7;

r2:x4+¢3+2

> r3 := sort(Rem(g, r2, x) mod 7, X);

r3 = 4952 + 5z
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> rd4 := sort(Rem(r2, r3, x) mod 7, x);
r4d =3c+2
> r5 := Rem(r3, r4, x) mod 7;
r5:=0

Hier ist der ggT also das lineare Polynom 82 oder, wenn wir durch
drei dividierenx + 3.

§6: Faktorielle Ringe

Wenn wir gibl3te gemeinsame TeildirfPolynome mit rationalen Koef-
fizienten in Verbindung bringen wollen mit solcheir Polynomeiber
endlichen Korpern, kommen eigentlich nur Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten als Bindeglied in Frage: Durch Multiplikationit dem
Hauptnenner &nnen wir die Koeffizienten eines rationalen Polynoms
ganzzahlig machen, und das entstehende Polyn@nmén wir dann
modulo einer Primzahi betrachten.

Das so erhaltene Polynom muf3 nicht unbedingt viel mit dem- Aus
gangspolynom zu tun haben: Falls wir modulo einer Primzabh+
nen, die deniihrenden Koeffizienten teilt, unterscheiden sich sellest di
Grade, und wenn wir eine Primzahl nehmen,alle Koeffizienten teilt,
erhalten wir einfach das Nullpolynom.

Wir missen uns daher genaloerlegen, womit wir erweitern und modulo
welcher Primzahlen wir reduzieren, und vor allentiggen wir auch
etwas mehr wissedber den Polynomring/[x]: Bislang wissen wir
schlief3lich nur, dal’ éeein EUKLID ischer Ring ist,

Definition: a) Ein Elementf eines Integrétsbereichg? heildtirreduz-
ibel, falls gilt: f ist keine Einheit, und isf = gh das Produkt zweier
Elemente au$?, so mulyy oderh eine Einheit sein.

b) Ein IntegritatsbereichR heil3tfaktoriell oderZPE-Ring, wenn gilt:
Jedes Elemenff € R lafit sich bis auf Reihenfolge und Assozi-
iertheit eindeutig schreiben als Prodykt « [ ], p;* mit einer Einheit

(3

u € R™, irreduziblen Elementep; € R und natirlichen Zahlere,.
(ZPE stent fir Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)
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Lemma: In einem faktoriellen RingR gibt es zu je zwei Elementen
f,g € R einen gbten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Sind f = u[];-;p;* undg = UH;”:lqjj mit u,v € R* und
p;,q; irreduzibel die Zerlegungen voii und g in Primfaktoren, so
konnen wir, indem wir dtigenfalls Exponenten null eiiahren, 0.B.d.A.
annehmen, dafd = m ist undp, = ¢, fur alle ;. Dann ist offenbar
15, %) ein ggT vonf undg, dennh = []i-, p* ist genau dann

Teiler vonf, wenna, < e, fur allez, und Teiler vory, wenna, < d,.

|
Wie wir bald sehen werden, bedeutet dies keineswegs, daRfpdo-
rielle Ring EUKLID isch ware. Umgekehtrt gilt allerdings

Satz: Jeder BKLIDische Ring ist faktoriell.

Beweis:Wir missen zeigen, dal? jedes Elemgnt 0 ausR bis auf Rei-
henfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt ausretngheit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschriebetewdann.
Wir beginnen damit, dal’ sichiiberhaupt so darstelleaf}t.

Dazu benutzen wir die Funktiom R ~ {0} — N, des BJKLIDischen
RingsR und beweisen induktiv, daBif N € Nyalle f Z Omitv(f) < N
in der gewinschten Weise darstellbar sind.

Istv(f) = 0, so istf eine Einheit: Bei der Division 1 f = g Restr ist
namlich entweder = 0 oder aber(r) < v(f) = 0. Letzteres ist nicht
moglich, also istyf = 1 und f eine Einheit. Diese kann als sich selbst
mal dem leeren Produkt von Potenzen irreduzibler Elemergelgieben
werden.

Fur N > 1 unterscheiden wir zweidHe: Ist f irreduzibel, so istf = f
eine Darstellung der gaimschten Form, und wir sind fertig.

Andernfalls B3t sichf = gh als Produkt zweier Elemente schreiben,
die beide keine Einheiten sind. Nach Definition eines<EDischen
Rings sind danm(g), v(h) < v(f). Wir wollen unstuiberlegen, dal3 sie
tatsachlich sogar echt kleiner sind.

Dazu dividieren wirg mit Rest durchf; das Ergebnis sei Restr, d.h.
g =qf+rmitr = 0oder/(r) < v(f). Warer = 0, wareg ein Vielfaches
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von f, es @abe also eint € R mit g = uf = u(gh) = (uh)g. Damit ware
uh = 1, alsoh eine Einheit, im Widerspruch zur Annahme. Somit ist
v(r) < v(f). AulRerdem isy ein Teiler vonr = g — qf = g(1 — qh),
also muf3 geltemr(g) < v(r) < v(f).

Genauso folgt die strikte Ungleichumngh) < v(f).

Nach Induktionsvoraussetzung lassen sich dghand i als Produkte
von Einheiten und Potenzen irreduzibler Elemente schneiloed damit
laldt sich auclf = gh so darstellen.

Als nachstes rassen wir unsiberlegen, dafl? diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentlicliésiittel
hierzu ist die folgende Zwischenbehauptung:

Falls ein irreduzibles Elementein Produktf g teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

ZumBeweidetrachten wir den ggT vofiundp. Dieser istinsbesondere
ein Teiler vonp, also bis auf Assoziiertheit entwedeoder 1. Im ersten
Fall istp Teiler von f, und wir sind fertig; andernfallsdanen wir

l=ap+pf

als Linearkombination vom und f schreiben. Multiplikation mitg
macht daraug = apf + 3fg, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchteilbar: Beiapf ist das klar, und bef f g folgt es
daraus, dal3 nach Voraussetzpragn Teiler vonf g ist. Also istp Teiler
von g, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

n
Falls ein irreduzibles Elemeni € R ein Produkt]] f; teilt, teilt es
mindestens einen der Faktoren. =1

Um den Beweis des Satzes zu beenden, zeigen wir induktivfidald
jedesN € N, alle Elemente mit/(f) < N eine bis auf Reihenfolge
und EinheitereindeutigePrimfaktorzerlegung haben.

Fir N = 0 haben wir oben gesehen, dAfine Einheit sein muf3, und
hier ist die Zerlegung = f eindeutig.
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Fur N > 1 betrachten wir ein Element
n m d
f= UHP? = UHQJ'J
i=1 j=1

mit zwei Zerlegungen, wobei wir annehmedrien, dal3 alle;, f; > 1
sind. Dann istp, trivialerweise Teiler des ersten Produkts, also auch
des zweiten. Wegen der Zwischenbehauptungzeittaher mindestens
eines der Elementg, d.h.p; = wg; ist bis auf eine Einheiw gleichg;.
Da p, keine Einheit ist, ist/(f/p,) < v(f); nach Induktionsannahme
hat alsof /p, = =/(wq;) eine bis auf Reihenfolge und Einheiten ein-
deutige Zerlegung in irreduzible Elemente. Damit hat auctiese
Eigenschatft. .

Als nachstes wollen wir Produktzerlegungen@fz] vergleichen mit
solchen inZ[z]. Das entsprechende Argument vomuss wird uns
auch ritzlich sein fir den Beweis der Faktoriadit von Polynomringen in
mehreren Vainderlichen; wir fassen es daher gleich etwas allgemeiner.

Dazu brauchen wir als erste@rfeinen beliebigen Integétsbereich
eine Entsprechundif die rationalen Zahlen, den sogenannten Quotien-
tenkorper, der genauso konstruiert wird wie die rationalen @aldus
den ganzen:

Wir betrachtendir einen Integritsbereich auf der Menge aller Paare
(f,g) mit f,g € Rundg # 0 dieAquivalenzrelation

(fag)N(ras)ﬁfszgr;
die Aquivalenzklasse vonf{ g) bezeichnen wir als deBruch i

g
Verknipfungen zwischen diesen iBthen werden nach ddiblichen
Regeln der Bruchrechnung definiert:

+
£+i:f8 "9 und ii:ﬁ
g S gs g s g8
Dies ist wohldefiniert, denn sindf(g) ~ (f, g)und @, s) ~ (r,5), so
st - - ~ ~
~ “ 4 e ~ ~
£+§:f8”rg und i-Z:Q
g S gs g s gs
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Wegenfj = fg undrs = 7s ist
(f5+7G) - gs = f3gs +TGgs = fgs5 +Fsgj
=ggss +rs599 = (gs +ry)gs

und (f7)(gs) = fgf's = gigrs = (gr)(§5), d.h. auch die Ergebnisse sind
aquivalent.

Man rechnet leicht nach (wie b)), daR dieséquivalenzklassen einen
Ring bilden mit‘—l) als Null und% als Eins; er ist sogar eindper, denn

far f,g # 0 istZ ein multiplikatives Inverses Z’él, da(fg, fg) ~ (1,1).

Identifizieren wir schliel3lich ein Elemerfte R mit dem Bruch{, SO
konnen wirR in den Korper K einbetten.

Definition: Der so konstruierte &rperK heil3t Quotiententrper vonR,
in ZeichenK = QuotR.

Das Standardbeispiel ist @lich Q = QuotZ, aber auch der Quotien-
tenkorperk(x) = Quotk[x] eines Polynomringsiber einem Krperk
e

ist wichtig: k£(z) heil3t rationaler Funktioneikper in einer Veinder-
lichenliberk. Seine Elemente sind rationale Funktionen:jl.h. Quo-
tienten von Polynomen im, wobei der Nenner natlich nicht das Null-
polynom sein darf.

Fir Polynome, die statiber einem Krper nuriiber einem faktoriellen
Ring definiert sind, sind die beiden folgenden Begriffe sgbsentlich:

Definition: a) Der Inhalt eines Polynomg = a,z" +--- + a5 € R[]
ist der gof3te gemeinsame Teilé(f) seiner Koeffizientem,.
b) f heildtprimitiv, wenn diea, zueinander teilerfremd sind.

Indem wir die éimtlichen Koeffizienten eines Polynoms durch deren
gemeinsamen ggT dividieren sehen wir, daf3 sich jedes PolgoeR| x]

als Produkt seines Inhalts mit einem primitiven Polynonreitden &l3t.
Diese Zerlegung bleibt bei der Multiplikation zweier Podyne erhalten:

Lemma: R sei ein faktorieller Ring. &r zwei Polynome

_ n n—1
f=a,x +a, x ~+---t+tax+ag
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und
-1

g=b, x" +b x4 +bx+b,

ausR[z]ist I(fg) = I(f) - I(g). Insbesondere ist das Produkt zweier
primitiver Polynome wieder primitiv.

Beweis:Wir schreibenf = I(f) - f" undg = I(g) - g* mit primitiven
Polynomenf™ und ¢*; dann istfg = I(f) - I(g) - (f*¢"). Falls f*¢*
wieder ein primitives Polynom ist, folgt, dal§fg) = I(f) - I(g) sein
mulf3.

Es genigt daher, zu zeigen, dal’ das Produkt zweier primitiverriRohe
wieder primitiv ist. Sei

n+ n+m—1

— m .
f9=cham® "t Cpa 1 teet Tt

danniste, = > ab;.

i,j miti+j=r
Angenommen, diese Koeffizientephaben einen gemeinsamen Teiler,
der keine Einheit ist. Wegen der Faktoriatitvon R gibt es dann auch

ein irreduzibles Element, das alle Koeffizienten,. teilt.

Insbesondere ist ein Teiler voncy = agby; dap irreduzibel ist, mul3
mindestens einer der beiden Faktorgnb, durchp teilbar sein. Da es
im Lemma nicht auf die Reihenfolge vgiund g ankommt, Kknnen wir
0.B.d.A. annehmen, daf} Vielfaches voryp ist.

Da f ein primitives Polynom ist, kann nicht jeder Koeffizientdurchp
teilbar sein;v sei der kleinste Index, so daf} kein Vielfaches vorp
ist. Genauso gibt es auch einen kleinsten Index O, fur denb, nicht

durchp teilbar ist. In
Cprv = Z a;b;

1,7 mit i+j=p+v
istdann der Summandg,b,, nicht durchy teilbar, denniir jeden anderen
Summanden,b; istentwedei < v oder;j < u, sodald mindestens einer
der Faktoren und damit auch das Produkt dyre¢gilbar ist. Insgesamt
ist daherc,,,,, nicht durchp teilbar, im Widerspruch zur Annahme.

Somit muldf g ein primitives Polynom sein.
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Satz von Gaul: R sei ein faktorieller Ring und< = QuotR. Falls
sich ein Polynomf € R[z] in K[x] als Produkt zweier Polynome
g,h € KJx] schreiben &l3t, gibt es eim\ € K, so dallg = A¢g und
h=A"thin R[z] liegen undf =G - h.

Beweis:Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Vielfache alle
Koeffizienten kbnnen wir aus einem Polynom mit Koeffizienten ds
eines mit Koeffizienten auB machen. Dieses wiederum ist gleich sei-
nem Inhalt mal einem primitiven Polynom. Sonaf3t sich jedes Poly-
nom ausK[x] schreiben als Produkt eines Elements vomit einem
primitiven Polynom ausz[x]. FUr g undh seien dies die Zerlegungen

g=cg- und h=dh".

Dann istf = (cd)g”h", und nach dem Lemma igt 4" ein primitives
Polynom. Daher liegtd = I(f) in R, und wir kbnnen beispielsweise

g =I(P)g" undh = h* setzen.

Korollar: Ein primitives Polynomf € R[z] ist genau dann irreduzibel

in R[z], wenn es inK[x] irreduzibel ist. .

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) leistete wesent-
liche Beittage zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Differentialgeometrie und Kartographie,
zur Fehlerrechnung und Statistik, zur Astronomie und
Geophysikusw.Als Direktor der Gttinger Sternwarte
baute er zusammen mit dem Physiker Weber den er-
sten Telegraphen. Er leitete die erste Vermessung und
Kartierung des Kinigreichs Hannover, was sowohl seine
Methode der kleinsten Quadrate als auch sEime-
orema egregiummotivierte, und zeitweise auch den
Witwenfond der Universiét Gottingen. Seine hierbei
gewonnene Erfahrung nutzte ér ferfolgreiche Speku-
lationen mit Aktien.

Aus dem Satz von @ussfolgt induktiv sofort, dal3 seine Aussage auf
fur Produkte von mehr als zwei Polynomen gilt, und daraud folg

Satz: Der Polynomringiber einem faktoriellen Ring ist faktoriell.
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Beweis:Wir missen zeigen, dal3 sich jedés R[x] bis auf Reihen-
folge und Einheiten eindeutig als Produkt von Potenzerdirzéler
Elemente aus[x] und einer Einheit schreibera®t. Dazu schreiben
wir f = I(f) - f* mit einem primitiven Polynony™ ¢ R[z] und zer-
legen zu@dchst den Inhalt(f) in R. Da R nach Voraussetzung faktoriell
Ist, ist diese Zerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge unti&ten inR,
und wie wir aus§2 wissen, sind die Einheiten vaR[x] gleich denen
von R.

Als nachstes zerlegen wir das primitive Polyngiiiber dem Quotien-
tenkorper K von R; dies ist noglich, daK[z] als BukLIDischer Ring
faktoriellist. Jedes der irreduziblen Polynomedie in dieser Zerlegung
vorkommen, &Rt sich schreiben alg = \;p, mit einem)\;, € K™ und
einem primitiven Polynonp, € R[z]. Wir kdnnen daher annehmen,
dafR3 in der Zerlegung vofi nur primitive Polynome au®[x] auftreten
sowie eine Einheit auk’. Diese muf3, dg™ Koeffizienten aud? hat und
ein Produkt primitiver Polynome primitiv ist, if liegen; da auchy™
primitiv ist, muf3 sie dort sogar eine Einheit sein.

Kombinieren wir diese Primzerlegung vgii mit der Primzerlegung
des Inhalts, haben wir eine Primzerlegung vogefunden; sie ist (bis
auf Reihenfolge und Einheiten) eindeutig, da entsprectenid die

Zerlegung des Inhalts, die Zerlegung vphsowie die Zerlegung eines

Polynoms in Inhalt und primitiven Anteil gilt.
|

Da wir einen Polynomrind?[x4, . . ., z, ] in n Veranderlichen als Poly-
nomringR[z, ..., x,_4]l[x,] In einer Veanderlicheriiber dem Poly-
nomring R[z4, ..., z,_1] in n — 1 Veranderlichen auffasserdknen,

folgt induktiv sofort:

Satz: Der PolynomringR[ x4, . .., x,,] in n Veranderlicheriiber einem
faktoriellen RingR ist selbst faktoriell. Insbesondere siAfk, . .., x,,]
sowiek[zq,...,x,] fur jeden Korperk faktoriell.

Damit wissen wir also, daf3 auch Polynome in mehrereanéerlichen
uberZ odertiber einem Krper in Produkte irreduzibler Polynome zer-
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legt werden Bnnen; insbesondere existieren daher auch in dieser Ringen
grofdte gemeinsame Teiler.

Der Beweis des obigen Satzes ist allerdings nicht konstrukir wer-
den im rachsten Kapitel noch viel Arbeit investiereriigsen, bevor wir
PolynometiberZ, Q, F,, oder anderen 8rpern, in denen wir rechnen
konnen, wirklich in ihre irreduziblen Faktoren zerlegémken.

87: Resultanten

Wir wissen inzwischen, dald es auchZfw] grofdte gemeinsame Teiler
gibt, und wir wissen auch, dal3 wir diber den BKLID ischen Algorith-
mus inQ[x] berechnen &nnen. Wir wissen allerdings auch, dal? der E
KLID ische Algorithmus if)[z] bei der praktischen Durctihrung seine
Tlucken hat und wollen daher eine Alternative finden, die dtatien
den BUKLIDIschen Algorithmus in einem oder mehreren Polynomrin-
gen uiber endlichen Krpern benutzt. Hier haben wir allerdings auch
Beispiele gesehen, wonach der ggT zweier PolynomeZjup nicht
einmal denselben Grad hat wie der der beiden Reduktionenlmed
ner vorgegebenen Primzahl; insbesondéralen Polynome, die iA[ ]
und damit auch irf)[x] teilerfremd sind, modulo gewisser Primzahlen
gemeinsame Teiler positiven Grades haben.

Um dieses Panomen genauer zu untersuchen, wollen wir in diesem
Paragraphen Kriterien daf entwickeln, dal3 zwei Polynome einen
grofdten gemeinsamen Teiler vom Grataben.

Was wir auf einfache Weise erhalten, ist ein Kriteriumidatial? der
ggT mindestenslen Grad{ hat. Wieublich betrachten wir das Problem
gleich iber einem beliebigen faktoriellen Rig das wird uns s@ter
auch rutzlich sein fir die Losung nichtlinearer Gleichungssysteme.

n n—1
f=a,x ta, x “+---t+tax+ag

und
-1

g=b 2" +b 1z " +---+bx+b

seien also zwei Polynoniger R[x] und nehmen an, es gebe ein Poly-
nomh € R[z] vom Grad mindesteng > 1, das sowohl als auchy
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teilt. Dann ist
fg _ 1. :Q.f
non 9T

ein gemeinsames Vielfaches vgnuindg, dessen Grad
degf + degg — degh = n +m — degh
hochstens gleich + m — d.

Haben umgekehrff und ¢ ein gemeinsames Vielfaches vom Grad
hochstens: + m — d, so hat auch ihr kleinstes gemeinsames Vielfa-
chesS hochstens den Grad + m — d. (Ein kleinstes gemeinsames

Vielfaches existiert, da mik auchR[z] faktoriell ist.)

Zu S gibt es einerseits Polynome v € R[x], fur die S = uf = vg
Ist, andererseits igt alskleinsteggemeinsames Vielfaches vgrund g
Teiler von fg, es gibt also ein Polynom € R[x] mit fg = Sh. Fur
dieses ist

_fg . ovg _ _fg _ uf _
hv—S v=f S—f und hu—S u=gro =9,
es teilt also sowohlf als auchg und sein Grad: + m — degsS ist

mindestengl. Damit ist gezeigt:

Lemma: Zwei Polynomef, g € R[x] haben genau dann einen gemein-
samen Teiler vom Grad mindestediswenn es nichtverschwindende
Polynomeu, v € R[x] gibt mitdegu < degg—dunddeg < degf—d,

so daluf =wvg ist. .
Diese Bedingung schreiben wir umin ein lineares Gleichaygfem fir

die Koeffizienten vornu undv: Da degu < degg — d = m — d ist und
degv < degf — d =n — d, lassen sich die beiden Polynome schreiben
als

m—d —d—1

— m
U= U,,_4T tu,_ 1% +---tur tug

und ] -
V=0, T HU, g T v g,
Die Koeffizienten vorr” in uf undvg sind

Z a;u; und Z bv;,

4,7 mit i+j=r 4,7 mit i+j=r
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f und g haben daher genau dann einen gemeinsamen Teiler vom Grad
mindestensg/, wenn es nicht allesamt verschwindendé& perelemente

Ugy -« -, Uy g UNAuyg, ... v, _ 4 gibt, so dald
Z a;u; — Z bv; =0 furr=0,...,n+m—d
i,j mit i+j=r i,j mit i+j=r

ist. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem aws+1— d
Gleichungenifir dien + m + 2 — 2d Unbekannten,, ..., u,,_, und
Vo, - - -, U, g €S hat genau dann eine nichttrivialédung, wenn seine
Matrix kleineren Rang als + m + 2 — 2d hat. Rir d = 1, wenn die
Matrix quadratisch ist, bedeutet dies einfach, dal} ihreeDa&nhante
verschwindet;iird > 1 missen wird Determinanten von quadratischen
Untermatrizen betrachten

Ausgeschrieben wird dieses Gleichungssystem, wenn widemt Ko-
effizienten von:™ "~ anfangen, zu

ApUp, g

-b,,v,_4=0
Qp Uy, _gta, v, g 1—0b v, 4—b v, 4 1=0
Up Uy g ¥ Oy Uy g 1T AUy, g 2
—b,,_ 2V, g — b1V, _g-10,,Vp_g—2 =0
ags + aqUy + asuq + azug — bgvg — byv, — byvg — bgug =0
agly + aquq + asug — bgvy — bjvg — bovg =0
aguq + aqug — bgvy — byvg =0

aouo — bOUO = O

Natirlich andert sich nichts an der nichttrivialenogbarkeit oder
Unldsbarkeit dieses Gleichungssystems, wenn wir ansteliediablen

v; die Variablen—v; betrachten, womit alle Minuszeichen im obigen
Glelchungssystem zu Pluszeichen werden; aul3erdem hathes der
groRerenUbersichtlichkeit wegen — eingélgert, die Transponierte
der Matrix des Gleichungssystems zu betrachten. Dibst fauf die



Kap. 2: Der Euklidische Algorithmus 66

(n+t+m+2—2d) x (n+m+1— d)-Matrix

( a, Qn_q1 Gn_ > ... G Qg 0 0 0
O a, a, 41 ... a aq ag o ... O
0 0 a,, az Gy aq ag 0
0 0 0 a, Qn_q G, o G, 3 ... ag |,
b,, b,,_1 b, > b, b bo o ... O
O b, b, b b, by bo 0
\ 0 0 o ... 0 o, b,41 b, bo )

in derm + 1 — d Zeilen aus Koeffizienten voifi stehen unch + 1 — d
Zeilen aus Koeffizienten voa.

Fur d = 1 ist diese Matrix quadratisch; man bezeichnet sie als
SyLVESTER-Matrix und ihre Determinante als diResultanteRes(f, g)

der beiden Polynomg¢ undg. Falls man, etwa bei sgperen Anwendun-
gen auf Polynome mehrerer \@&derlicher, auf die Variablehinweisen
mochte, schreibt man auch Ré€g, g). Die beiden Polynom¢g und g
haben somit genau dann einen gemeinsamen Faktor posithagies;
wenn Resf, g) verschwindet.

JAMES JOSEPHSYLVESTER (1814-1897) wurde geboren
als AMES JOsSEPH erst als sein Bruder nach USA
auswanderte und dazu einen dreiteiligen Namen brauch-
te, erweiterte er aus Solidattauch seinem Namen.
1837 bestand er das liehtigte Tripos-Examen der
Universiéit Cambridge als Zweitbester, bekam aber
keinen akademischen Abschluf3, da er als Jude den
dazu vorgeschriebenen Eid auf die 39 Glaubensartikel
der Church of England nicht leisten konnte. Trotzdem
wurde er Professor am University College in London;
seine akademischen Grade bekam er erst 1841 aus

Dublin, wo die Vorschriften gerade mititRRksicht auf
die Kathollken gandert worden waren. #Wrend seiner weiterenaligkeit an sowohl

amerikanischen als auch englischen Univatsih bescaftigte er sich mit Matrizen, fand
die Diskriminante kubischer Gleichungen und entwickeliehadie allgemeine Theorie
der Diskriminanten. In seiner Zeit an der Johns Hopkins Brsity in Baltimore giindete
er das American Journal of Mathematics, das noch heute enitidhtigste mathematische
Fachzeitschrift Amerikas ist.
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Fird > 1 betrachtenwiriirj =n+m+1—d,... , n+t+m+2—2d jene
quadratische Matri}/;, die aus den ersten+m+2—d Spalten sowie der
j-ten Spalte der obigen Matrix besteht. Offensichtlich badtere genau
dann einen kleineren Rang als- m + 1 — d, wenn alled MatrizenM;
singuhr sind, wenn also deren Determinanten verschwinden.

Sowohl die Resultante als auch die Determinantenidgisind Poly-
nome in den Koeffizienten vofiund g; wir haben daher den

Satz: Zwei Polynomef, g € R[ X] Uber dem faktoriellen Ringg haben
genau dann einen gemeinsamen Faktor vom Grad mindesterenn
gewisse Polynome in ihren Koeffizienten verschwinden. éssbdere
gibt es genau dann einen gemeinsamen Faktor positiven §nadan

die Resultante der beiden Polynome verschwindet.
|

Die Resultante zweier Polynome der Grade 30 und 40 ist eine 7@
Determinante — nichts, was man mit den aus der Linearen Adgeb
bekannten Algorithmen leicht und schnell ausrechn@&mike. Im Au-
genblick braucht uns das noch nicht sonderlich @mknern, da ungir
den Algorithmus zur modularen Berechnung des ggT die blofsdhz
der Resultante gémgt. Sgater, wenn wir Resultanten ernsthaft anwen-
den, werden wir sehen, dal3 sie sich erheblich effizientezcheen
lassen als andere Determinanten vergleichbaréB&rDer Grund dér
liegt — wie eigentlich fast zu erwarten war — in der engen 8eang
zwischen Resultante unddstem gemeinsamen Teiler, die auch eine
Beziehung zwischen Resultantenberechnung und.ieischem Algo-
rithmus liefert.

Fir die ggT-Berechnung [ ] (und damit aucli)[x]) sind Resultanten
aus folgendem Grundif uns wichtig: Angenommery, und g ausZ[z]
sind zwei Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten. Ihr dg& Z[x]
Ist bis auf eine Einheit eindeutig bestimmt, also bis aufsz&@hen.
Sein Grad seil.

Nun seip eine Primzahl untf_,gTE [F,[z] seien die Polynome, die aus
f und g entstehen, wenn wir alle Koeffizienten modulaeduzieren.
Wann wissen wir, da3 auch deren ggTFif{z] den Gradd hat?
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Ist f = hf, 9 = hgy,und sindh, f;, g; die Reduktionen voh, f; undg,
modulop, so ist offensichtlichf = hf; undg = hg;. Somit isth auf
jeden Fall ein gemeinsamer Teiler vérund g, muf3 also deren gfiten
gemeinsamen Teiler teilen. Daraus folgt nun aber nichtdéaBen Grad
mindestens gleictisein mul3, denn wenn dertfrende Koeffizient voh
durchp teilbar ist, hat kleineren Grad als. Ein Beispiel daifir konnen
wir uns leicht mit Maple konstruieren:

>h = 3*xx+1: f1 := (x"3 - x72 + 2): gl := (x"2+x+1):

> f := expand(h*f1); g := expand(h*gl);
fi=3z" 20 +6r — 2t 42
g223x3+4x2+4x+1
> ged(f, g);
3r+1
> Ged(f, g) mod 3;
1

Das KommandoGed mit grof3emaG ist die ,trage” Form desgcd-
Kommandos, die erst vomod-Operator ausgewertet wird, so dal3
die ggT-Berechnungber; erfolgt. Im vorliegenden Beispiel freilich
hatten wir auch mitgcd dasselbe Ergebnis bekommen, denn hier ist
h modp der ggT vonf undg. Wir werden gleich sehen, daf3 dies nicht
immer so sein muf3.

Zunachst aber wollen wir ungberlegen, wie wir ausschlie3etrknen,
daf’ der Grad voh modp kleiner ist als der voi. Das ist offensichtlich
dann und nur dann der Fall, wenn déhfende Koeffizient voh durchp
teilbar ist. Da wirh erst ausrechnen wollen, hat dieses Kriterium freilich
keinen grof3en praktischen Nutzen.

Nun ist aberf = hf; undg = hg,, der fuhrende Koeffizient vory
bzw.g ist also das Produkt deiifirenden Koeffizienten vol und von
f1 bzw.g;. Wenn daher dertihrende Koeffizient voih durchyp teilbar
ist, so gilt dasselbe aucliif die fuhrenden Koeffizienten vori und
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von g. Die Umkehrung dieser Aussage gilt adich nicht, aber da wir
eine grolRe Auswahl an Primzahlen habeirtstins das nicht weiter.
Wir konnen also festhalten:

Lemma: Falls fur die beiden Polynom¢, g € Z[x] die Primzahlp
nicht beide fihrende Koeffizienten teilt, hat der ggT vgmrmod p und
g modp in F [x] mindestens denselben Grad viie= ggT(f, g) € Z[x]

und ist ein Vielfaches voh modp. .

Falls unter diesen Bedingungen der ggTFif{z] denselben Grad hat
wie der inZ[z], ist somith modp ein ggT inFF,[z]. Wann das der Fall
ist, sagen uns die Resultariew.die Determinanten der MatrizeW

Angenommen, der ggft von f undg in Z[x] hat den Gradl > 0. Dann
habenf undg keinen gemeinsamen Teiler vom Grad mindesteny;
folglich ist im Falled = O die Resultante eine von Null verschiedene
ganze Zahl undifr d > 0 hat mindestens eine der Matrizéii; eine
von null verschiedene Determinante.

Nun betrachten wir dasselbe ProbléerF,. Da die Resultante und
die Determinanten de¥/; Polynome in den Koeffizienten der beiden
Ausgangspolynome sindiifirt inre Berechnungiber F, zum selben
Ergebnis wie die Berechnunigber Z mit anschlieender Reduktion
modulo p. Somit gibt es modulg genau dann einen gemeinsamen
Teiler positiven Grades, wenn die Resultante duyrtilbar ist, und es
gibt einen gemeinsamen Teiler vom Gréd 1 mit d > 0, wenn die
Determinanteraller Matrizen M, durchp teilbar sind. Da eine ganze
Zahl nur endlich viele Teiler hat, gibt e®thstens endlich viele solche
Primzahlen.

Damit konnen wir das bisherige Ergebnis dieses Paragrajpin@miecke
der ggT-Berechnung ii[z] folgendermal3en zusammenfassen:

Satz: Fur zwei Polynomef,g € Z[x] mit ggT(f,g9) = h und ihre
Reduktionenf, g € F,[«] mit ggT(f,g) = A" gilt:

a) Falls p nicht die Uhrenden Koeffizienten von sowolfilals auchg
teilt, ist die Reduktior, von h ein Teiler vonh™ und degh” > degh.
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b) Es gibt lochstens endlich viele Primzahlenfur die 1 nicht gleich
dem ggT vonf undg ist.

Nun haben wir nur noch eine Schwierigkeit: Baein Korper ist, kbonnen
wir den modulg berechneten ggT stets so normieren, dalerenden
Koeffizienten eins hat.ilir Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten ist
das nicht ndglich: Der ggT von

f=@r+1 =4 +4x+1 und g=Qr+1)(2x—1)=4&" -1

Isth = 2x + 1, was wir inZ[x] nicht zux + % kiirzen ldnnen. Berechnen
wir dagegen irf;[«] den ggT der beiden Reduktionen modulmf, so
ist z + 3 ein genauso akzeptables Ergebnis wie2Q@) = 2¢ + 1 oder
3(z+3) = 3cr+4 oder4f+3) = 4+ 2. Welches dieser Polynome sollen
wir nachZ[x] hochheben?

Wir wissen, dal’ deiiihrende Koeffizient des ggT ] x] den fuhrenden
Koeffizienten beider Polynome teilen mul3; er mufd daher eierlges
ggT c dieser beidenifhrenden Koeffizienten sein. Wie wir am obigen
Beispiel sehen, ist er freilich im Allgemeinen nicht glediesem ggT.
Wenn wir von zwei primitiven Polynomen ausgeheanken wir trotz-
dem den modul@ berechneten ggT so liften, dal3 €als fuhrenden
Koeffizienten hat; im obigen Beispiel b@&ken wir also das Polynom
4o + 2.

Da wir von zwei primitiven Polynomerf und g ausgehen, muf3 nach
den Ergebnissen ay® auch deren ggT primitiv sein. Wennh den
echten Teilerc, von c als fuhrenden Koeffizienten hat, so ist= oh
ein Polynom mit fihrendem Koeffizienten das modulg ein ggT von
f modp undg modp ist. Sein primitiver Anteil ist der korrekte ggf;
im obigen Beispiel ist dasa2+ 1.

§8: Die Landau-Mignotte-Schranke

In gewisser Weise leistet der vorige Paragraph das genagen@s
dessen, was wir wollen: Wir wollen die schwierig zu berectdsn
grofdten gemeinsamen Teiler #[x] zurickfuhren auf die leichter zu
berechnendeiiber endlichen Krpern; stattdessen haben wir den ggT
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der modulop reduzierten Polynome zickgetihrt auf den inZ[x]
berechneten. Leider gibt es zu einem Polynigme F [x] unendlich
viele Polynomeh € Z[x], die modulop gleich i sind.

Trotzdem knnen wir die obigen Resultate zur Berechnung von ggTs
in Z[x] verwendenfalls wir eine Schrankeifr die Betage der Koef-
fizienten des ggT finden: Wenn wir wissen, dal} alle Koeffizenton

h ganze Zahlen vom Betragdbhstens\/ sind und wir eine Primzahl

p > 2M + 1 betrachten, so igt durchh mod p eindeutig bestimmt. Da
wir tatsachlich, wie wir gerade gesehen haben, nichtiften, sondern
ch,, und dabei auch ein Vielfaches von ggT¢) bekommen knnen mit
einem Faktor, der nur durch den ggter fuhrenden Koeffizienten von

f undg beschankt ist, nissen wir sogar fordern, daf3®> 2cM + 1 ist.

Sofern wir eine solche Schrank® fur den ggT zweier Polynome
f,g € Z[x] haben, Kbnnen wir also eine Primzapl> 2c¢M + 1 wahlen,
die nicht beideiihrende Koeffizienten teilt, und den ggTe F [x] von

f modp und g modp berechnen. Zi gibt es lochstens ein Polynom
h € Z[x], so dal%h modp = hist. Falls es keines gibt, wissen wir, daf3
eine der endlich vielen Ausnahmeprimzahlen ist; anddatalssen wir
testen, ol Teiler vonf undg ist. Wenn ja, haben wir einen ggT vgn
undg gefunden, andernfalls folgt wieder, daBine Ausnahmeprimzahl
war.

Im letzteren Fall Missen wir die Rechnung mit einer neuen Primzahl
wiederholen; da es nur endlich viele Ausnahmeprimzahlbety gann
uns das bchstens endlich viele Male passieren.

Tatsachlich werden wir diesen Algorithmus imberrachsten Para-
graphen noch etwas optimieren; aber damitileerhaupt funktioniert,
brauchen wir auf jeden Fall eine Schranke die Koeffizienten.

Eine solche Schranke brauchen wir auch iatmsten Kapitelir die
Faktorisierung von Polynomen; deshalb fragen wir allgemegleich
nach einer Schrankéif die Koeffizienten eines beliebigen Teilers eines
vorgegebenen Polynonfse Z[x].

f € Z[x] sei also ein bekanntes Polynom mit ganzzahligen Koeffizien
ten, undg € Z[x] sei ein (im allgemeinen noch unbekannter) Teiler
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von f. Wir wollen eine obere Schrankéirf die Koeffizienten vory
finden.

Dazu ordnen wir jedem Polynom

d
f= Zakxk € Clx]
k=0

mit komplexen Koeffizienteru, eine Reihe von Malf3zahleruif die
Grol3e der Koeffizienten zu: Am wichtigsten ist dich

d
H(f) = maxjay| ,

die sogenannteohedes Polynoms. Unser Ziel ist esiyfein gegebenes
Polynomf € Z[x] die Hohe seiner Teiler abzusatzen. Auf dem Weg
zu dieser Abscaitzung werden uns noch eine Reihe anderdif3én
nutzlich sein, darunter die't und die 1*-Norm

d d d
=) lagl und (1 fll,= 4| D @@= 4| D lagl
k=0 k=0 k=0
Fur die drei bislang definierten Gi8en gilt

Lemma 1: H(f) < [[fll; < [Iflly £ Vd+1|[[fl; < (d+ 1)H(f)

Beweis:Ist a,, der betragsgifdte Koeffizient vory, so ist

H(f) = |a,| = \/|a,|?

offensichtlich kleiner oder gleiclj f||,. Dies wiederum ist nach der
Dreiecksungleichung kleiner oder gleidly||,;, denn schreiben wir

in C™** den Koeffizientenvektor vori als Summe von Vielfachen der
Basisvektoren, d.h.

ag ap O O
aq 0 aq 0

= + +...+ ’
a 0 0 aq

so steht links ein Vektor derdnge|| f
deren langen sich zy| ||, summieren.

», und rechts stehen Vektoren,
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Das rachste Ungleichheitszeichen ist dieUCHY-SCHWARzsche Un-
gleichung, angewandt auf die Vektoren

G/O 1
a 1

! und |
a/d 1

und das letzte schliel3lich ist klar, denn

d d
0= 4 Y i) < 4| o, [P = Vd+1]a,| = VA+1H().
j=0 j=0

Es ist alles andere als offensichtlich, wie sich die drdalig definierten
Mal3zahlen iir einen Teiler eines Polynoms durch die entsprechende
GrolRen fir das Polynom selbst absdhen lassen, deniber die Ko-
effizienten eines Teilerstkinen wir leider nur sehr wenig sagésber
seine Nullstellen allerdings schon: Die Nullstellen eiitegers bilden
natirlich eine Teilmenge der Nullstellen des Polynoms. Alstteo

wir versuchen, auch die Nullstellen ins Spiel zu bringem desam-
menhang zwischen Nullstellen und Koeffizienten liefert aies aus
Kapitel 1,56 bekannte Wurzelsatz vonafte, der die Koeffizienten,
eines Polynoms

d

d d—1

T tag_qx +...+a0:H(x_zi)
=1

durch die Nullstellery, ausdiickt: Bis aufs Vorzeichen ist, die Summe
aller Produkte aus jeweils — k derz,.

Um die Koeffizienten eines Polynoms durch die Nullstellesctzen
zu kdnnen, brauchen wir also obere Schrankiardie Betage der Pro-
dukte aus: Nullstellen. Natirlich ist jedes solche Produkt ein Teilpro-
dukt des Produkts, - - - z; aller Nullstellen, aber dagihrt zu keiner Ab-
schatzung, da unter den fehlenden Nullstellen auch welchekéginen,
deren Betrag kleiner als eins ist. Um eine obere Schrdinkeein Betrag
zu kommen, rissen wir diese Nullstellen im Produk{- - - z,; durch
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Einsen ersetzen; danrolknen wir sicher sein, daf3 kein Produkt von
k Nullstellen einen gil3eren Betrag hat als das so modifizierte Produkt.
DieseUberlegungeniihren auf die

Definition: DasMal u(f) eines nichtkonstanten Polynoms

d
f=aq H(x — 2;)
J=1

ist das Produkt der Beige aller Nullstellen von Betrag@er eins mal
dem Betrag dedihrenden Koeffizientea, von f:

d
u(f) = lagl [ max((1, |z;]) -

J=1

Dieses Mal3 ist im allgemeinen nur schwer explizit berechgra man
dazu die amtlichen Nullstellen des Polynoms explizit kennen muf3. Es
hat aber den grol3en Vorteil, dailr zwei Polynomef und g trivialer-
weise gilt

plf - g) = u(f) - n(g) .

Auch kdnnen wir es nach dem Wurzelsatz vorgYE leicht fiir eine Ab-
schatzung der Koeffizienten verwendaer),; ist bis aufs Vorzeichen die
Summe aller Produkte vah— k£ Nullstellen, und jedes einzelne solche
Produkt hat bchstens den Betrag f). Die Anzahl der Summanden ist
die Anzahl von Mglichkeiten, ausi Indizes einek-elementige Teil-
menge auszuahlen, alsd?). Damit folgt

Lemma 2: Fir ein nichtkonstantes Polynofn=>» a z’ ist

k=0
ol < ()t

Der giiRte unter den Binomialkoeffizientéf)) ist bekanntlich der mit-
tlerebzw.sind die beiden mittleren, und die Summe aller Binomialkoef
fizienten(?) ist, wie die binomische Formelif (1 + 1Y zeigt, gleich 2.
Damit folgt
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Korollar: Fur ein nichtkonstantes Polynofne C[x] ist

d
H) < () ) und 50 < 171 < 200

Zur Absclatzung des Mal3es durch eine Norm zeigen wirdninst
Lemma 3: Fur jedes Polynonf € C[z] und jede komplexe Zahl ist

Gz = 2)fllz = [[zz = DfIl; -
d d

Beweigdurch explizite Berechnung der beiden Seiten:[Sei) " a,x".
k=0
d
age™™ + Y (2ay — ay_1)a" — ag2
k=1
Ist die Summe aller Koeffizientenquadrate, also

d

ag Qg+ Z(zakz — ay_1) (zay, — a_1) + agzagz
k=1
d

2 2, 2 . 2 2
= |ay] "'Z(Wk‘ 2] _Zme(zakak:—l)+‘akz—1‘ )+ lagl” |2

k=1 d d
2 2 _
= (1+]2] )Z |ay|” — 22%3(2%%—1) :
k=0 k=1

Das Quadrat vofi(z — z) f||, = ‘

2

2
|

Entsprechend istz¢ — 1)f = a zz™™" + i(zak_l — a;)z" — ay und
auch||(zz — 1)f||5 wird zu k=1
d
agZ - Tgz+ > _(Fay_1 — a;)(205 1 — Ty) + agy

——
2 2 - 2 2
= |zag|” + Z("Z&k—l‘ — 2Re(zay,a;,_q) + |ag|") + |ag|
k=1 . .
2 2 _
= (L+[21)) lagl” = 2> Re(za,a@;_4) -
k=0 k=1

d

Fur das Polynony = adH(x — z;) bedeutet dies, dal3 wir den Faktor
j=1

(z — 2;) durch ¢;z — 1) ersetzen &nnen, ohne dal sich digdNorm



Kap. 2: Der Euklidische Algorithmus 76

andert. Wenden wir dies an auf alle Faktorer-¢,), fir die|z;| > 1ist,
erhalten wir ein Polynom, dessearstliche NuIIsteIIen Betrag kleiner
oder gleich eins haben, deBpr — 1 verschwindetiirz = 1/z;, was fir
|z| > 1 einen Betrag kleiner Eins hat. Das Malf3 des mod|f|2|ertey|-PoI
noms ist also gleich dem Betrag désfenden Koeffizienten, und dieser
wiederum ist nairlich kleiner oder gleich der 3-=Norm. Andererseits
ist das Mal3 des modifizierten Polynoms gleich dem des inggichen,
denn fir jeden Faktor«{ — z;) wird der fuhrende Koeffizient bei der
Modifikation mit z; multipliziert, was denselben Betrag hat wig.
Damit folgt:

Lemma4: Fir ein nichtkonstantes Polynofne Clz]ist u(f) < || f|l,.

Nach diesen Vorbereitungeroknen wir uns an die Abséktrzung der
Koeffizienten eines Teilers machen. Sei dazu

e d
g=> b’ Teilervon f=) a;z".
j=0 =0

Da jede Nullstelle voy auch Nullstelle vory ist, lassen sich die Mal3e
der beiden Polynome leicht vergleichen:

- u(f)

Kombinieren wir dies mit dem Korollar zu Lemma 2 und mit Lem#na
erhalten wir die lANDAU-MIGNOTTE-Schranke:

b
HO) < ((,0y) | =1,

Der ggT zweier Polynomg und g mul3 diese Abscitzung fir beide
Polynome erifillen, allerdings kennen wa priori weder den Grad noch
denihrenden Koeffizienten des ggT. Falls wir Polynome mit gahliz
gen Koeffizienten betrachten und einen ggZ[r] suchen, wissen wir
nur, dai3 seinifthrender Koeffizient dielihrenden Koeffizienten sowohl
von f als auch vory teilen muf3, und dal3 sein Grad adich wed-
er den vonf noch den vory ubersteigen kann. Damit erhalten wir die

u(g) <

und lgll; <2°
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LANDAU-MIGNOTTE-Schrankeifir den ggT zweier Polynome: Schreiben
wir f undg wie oben, so istiir f, g € Z[x]

H(99T(f,9)) < |l9g9T(f. 9)ll;

in(d,e ] f g
< LM(f,9) d=f2m'”( )QQT(ad,be)m|n<H ”2,—“b“2> .
y lag| "~ [bc]

EDMUND GEORGHERMANN LANDAU (1877-1938) wur-
de in Berlin geboren und studierte an der dortigen Uni-
versifat, wo er auch von 1899 bis 1909 lehrte. Dann
bekam er einen Ruf an die damalshfende deutsche
Mathematikfakult in Gottingen. 1933 verlor er seinen
dortigen Lehrstuhl, denn die Studenten boykottierten
seine Vorlesungen, da sie meinten, simkten Mathe-
matik unnoglich bei einemijdischen Professor lernen.
LANDAUS zahlreiche Publikationen besdtigen sich
vor allem mit der Zahlentheorigiber die er auch ein
bedeutendes Lehrbuch schrieb. Sehr bekannt sind ins-
besondere seine Arbeitéber Primzahlverteilung.

MAURICE MIGNOTTE arbeitet am Institut de Recherche Mathatique Avanee der Uni-
versi@t StralRburg; sein Hauptforschungsgebiet sind dioplamissleichungen. Er ist
Autor mehrerer Lehriicher, unter anderem aus dem Gebiet der Computeralgebra.

Als Beispiel betrachten wir noch einmal die beiden Polyn@ms$3.
f:x8+x6—3x4—3x3+8:1:2+2:1:—5
hat die 1-Norm
Ifll,=V12+12+32+32+ 8 +22+5 = /113
und den Bihrenden Koeffizienten eingjif
g=32°+5z" — 42° — 9 + 21
haben wir fihrenden Koeffizienten drei und
lgll, = V32 +52+ 42+ 9 +212 = /572 = 2/143.

Da ¥ - 113 > 900 goRer ist als 2- 143 < 600, ist die ANDAU-
MIGNOTTE-Schranke ifir diese beiden Polynome

LM(f,q) =2°- 2\/14?,% 5102191249 .
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Da die Koeffizienten des ggT ganze Zahlen sind, kann der §eires
jeden Koeffizienten alsodthstens gleich 510 sein. Da dightenden
Koeffizienten vonf und g ggT eins haben, wissen wir aul3erdem, daf3
auch der thrende Koeffizient von gg¥( g) gleich eins ist.

Wir suchen daher eine Primzghl> 2- 510+ 1, d.hp > 2- 510:
> p := nextprime(2*510);
p:=1021
> f = x78+x76-3*%x74-3*%x"3+8*x"2+2*x-5 mod p;
f=a®+2°+1018« 2" + 1018% 2° + 8% 2° + 25 + 1016
> g = 3%x"6 + b*x"4 - 4*xx"2 - 9*x + 21 mod p;
g:=32°+5:" +1017%° + 10120 + 21
> r2 := Rem(f, g, x) mod p;
r2 = 907" + 2271° + 340
> r3 := Rem(g, r2, x) mod p;
r3:= 77 + 1012 + 181
> r4 := Rem(r2, r3, x) mod p;
r4 ;= 405 + 581
> r5 := Rem(r3, r4, x) mod p;
r5 = 956
> r6 := Rem(r4, r5, x) mod p;
r6 =0

Somit ist 956 ein ggT irF;y,4[«], und damit nalrlich auch die Eins.
Nach dem, was wir in diesem Paragraphen gesehen habernjdotgts,
dafl’ auch der ggT vofiundg in Z[x] gleich eins ist.

Vergleicht man mit dem Rechengang §B8, hat sich abgesehen von
den modularen Polynomdivisionen nichts wesentliché@sdert, jedoch
sind die Zwischenergebnisse erheblich angenehmer geworde
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89: Der chinesische Restesatz

Zu Beginn des vorigen Paragraphen haben wir uns kberlegt, wie
man grundatzlich mit Hilfe der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke und des
modularen ggT dil3te gemeinsame Teliler #[x] berechnen kann. Bei
nicht allzu gro3er BNDAU-MIGNOTTE-Schranke ist dies wahrscheinlich
die schnellste Art und Weise, den ggT zu berechnen.

Bei grof3er [ANDAU-MIGNOTTE-Schrankel/ wird allerdings eine Prim-
zahlp > 2M + 1 nicht mehr in ein Maschinenwort passen, so dal} alle
Rechnungen in Langzahlarithmetik und damit recht langassgetihrt
werden niissen.

Der Ausweg besteht darin, nicht modulo einer, sondern lglgiodulo
mehrerer Primzahlen zu rechnen. Die Idee dazu ist einfaemniWir
beispielsweise ein Zahl sowohl modulo zwei als auch modiuid ken-
nen, kennen wir sie auch modulo zehn. Entsprechendeslgéinagin:

Chinesischer RestesatzSindm, n zwei zueinander teilerfremde und
a,b zwei beliebige Elemente einesJE.IDischen Ringsk, so gibt es
Elementer € R mit

r=amodm und r=bmodn.
r ist modulomn eindeutig bestimmit.

Beweis: Ausgangspunkt ist der erweitertesiE iDische Algorithmus:
Dam undn teilerfremd sind, liefert er uns zwei Elementes € R, so
dai

am+ pfn=9gT(n,n) =1

ist. Somit ist

l—am=[fn= { 0 modm

1 modn

1 modm
0 modn

und 1—6n=amz{

a modm
b modn

Fir jede andere @isungs ist r — s sowohl durchm als auch durch
teilbar; da beide teilerfremd sind, also dureim. Umgekehrt ist klar,
daR fir jedesA € R auchr + Amn eine Losung ist. Die allgemeine

also bstr = fna + amb = { das Problem.
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Losung ist somit = (Ga + Am)n + (ab — An)m; insbesondere ist sie

eindeutig modulovm.
|

Bei der Losung eines Systems

r=a;, modm, fur:=1...,N
konnen wir rekursiv vorgehen: Widsen die ersten beiden Kongruenzen
r = a; modm4 undr = a, modm, wie gerade besprochen; das Ergeb-
nis ist eindeutig modulen,m,. Ist r, eine feste Bsung, sodft sind
die samtlichen losung dieser beiden Kongruenzen gerade dsuihgen
der einen Kongruenz

r =r, modmym,.

Da diem, paarweise teilerfremd sind, ist auehym, teilerfremd zun.
Mit dem erweiterten BkLID ischen Algorithmus &nnen wir daher wie
oben das System

r =r, modm;m, und r = az;modm,
l6sen und zusammenfassen in einer Kongruenz
r = rz modm;myms
und so weiter, bis wir schlie3lich ein gefunden haben, das modulo

allerm, den geviinschten Wert hat und das modulo dem Produkt atler
eindeutig bestimmt ist.

Alternativ lal3t sich die Bsung auch in einer geschlossenen Formel
darstellen, allerdings um den Preis ein€rmaligen statt V — 1)-
maligen Anwendung des UKLIDischen Algorithmus und @f3eren
Zahlen schon von Beginn an: Um das System
r=a;, modm, fur ¢=1... N
zu losen, berechne man zarhst fir jedesi das Produkt
m; = Hmj

JF
der samtlichenubrigenm; und bestimme dazu Elemente, 5, € R,
fur die gilta;m,; + B;m,; = 1 Dann ist

N
r=>_B;im;a; = Bim;a; = (1— a;m;)a; = a; modm, .
j=1
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Natirlich wird » hier — wie auch bei den obigen Formel — ofbger sein
als das Produkt der;; um (in welchem Sinne auch immeyleine"
Losungen zu finden, @issen wir also noch modulo diesem Produkt
reduzieren.

Der chinesische Restesatz hat seinen Namen daher, daflieimgbinesische Genéle
ihre Truppen in Zweier-, Dreier-,ifer-, Siebenerreihamsw.antreten liel3en und jeweils
nur die (i.a. unvollsindige) letzte Reihe aBhlten. Aus den Ergebnissen liel3 sich die
Gesamtzahl der Soldaten berechnen, wenn das Produkt dehiestenen Reiheinhgen
groRer war als diese Anzahl.

Es ist zwar fraglich, ob es in China wirklich Geadr gab, die diesen Satz kannten und
anwendeten, aber Beispiele dazu finden sich bereits in ethé@mesischen Lehrbuch des
dreizehnten Jahrhunderts, den 1247 erschiendtaghematischen Abhandlungen in neun
Bandenvon GH’'IN CHIU-SHAO (1202-1261). Dort geht es allerdings nicht um Soldaten,
sondern um Reigkner.

810: Die modulare Berechnung des ggT

Nach vielen Vorbereitungen sind wir nun endlich in der Lag@en
Algorithmus zur modularen Berechnung des ggTZn] oder Q[x]
zu formulieren. Wesentlich istif beide Rlle nur die Berechnung des
ggT zweier primitiver Polynome aug[x]: Zwei Polynome aug)[x]
lassen sich stets schreiben Ajsund g mit A, 1 € Q™ und primitiven
Polynomenf, g € Z[z], und sie haben denselben ggT wieindg. Fur
Polynome auZ[x] sind A\, . € Z die Inhalte, und der ggT i#[z] ist

Seien alsdf, g € Z[x] primitive Polynome.

a) Wir arbeiten nur mit Primzahlen, die nicht diéirenden Koeffizien-
ten sowohl vorf als auch vory teilen. Nach dem Satz am Ende v§h
wissen wir dann, daf3 der ggil, von f modp undg modp mindestens
denselben Grad hat wie ggfl;(g) und daf’ es nur endlich viele Primzah-
len gibt, fur die sich die beiden Grade unterscheiddir.dlle anderep

ist h,, = ggT(f, g) modp.

b) Die endlich vielen,schlechten” Primzahlenf die h,, gro3eren
Grad hat, lassen sich nicht schanpriori ausschliel3en. Wir dnnen
sie aber anhand zweier Kriterien nadgtich erkennen: Falls wir eine
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Primzahlg (die nicht beide iihrende Koeffizienten teilt) findeniiif die
degh, < degh, ist, mu3p eine schlechte Primzahl sein. Wenn wir
mehrere Primzahlen haben, die uns modulare ggTs desseltaals G
liefern, so lonnen wir diese nach dem chinesischen Restesatz zusam-
mensetzen. Falls wir hier keinedkung finden, bei derastliche Ko-
effizienten einen Betrag unterhalb desNDAU-MIGNOTTE-Schranke
liegen, oder wenn wir eine solchésung finden, diese aber kein gemein-
samer Teiler vory und g ist, dann waren alle betrachteten Primzahlen
schlecht.

Um die Ubersicht zu behalten fassen wir bei der Rechnung alletserei
betrachteten Primzahlen zusammen zu einer M@nhgead wir berech-
nen auch in jedem Schritt das Prodiktaller Elemente vorP, die wir
noch nicht als schlecht erkannt haben. Falls sie wirklicdinihschlecht
sind, kennen wir den ggT moduly.

Diese Ideeniihren zu folgendem Rechengang:

1. Schritt (Initialisierung):Berechne den ggt der fuhrenden Koef-
fizienten vonf undg sowie die LANDAU-MIGNOTTE-Schranke LM, g)
und setzel/ = 2¢[LM( f, g)| + 1. Setze auBerde® = () und N = 1.

Da der Betrag eines jeden Koeffizienten des gg@thstens gleich
[LM(f, g)] ist und wir ichstens das-fache dieses ggT berechnen,
kennen wie die Koeffizienten i, sobald wir sie moduld/ kennen.

2. Schritt:Wahle eine zuillige Primzahp ¢ P, die nicht die @ihrenden
Koeffizienten von sowohf als auclhy teilt, ersetzé® durchPuU{p} und
berechne ir¥, [z] den ggTh, von f modp undg mod p; dieser sei so
normiert, dald seindcthster Koeffizient gleich eins ist. Fav’o% = 1ist,
endet der Algorithmus und ggf(g) = 1. Andernfalls wirdN = p ge-
setzt und ein Polynorh € Z[x] berechnet, dessen Reduktion modulo
gleichch,, ist.

3. Schritt:Falls N > M ist, andere man die Koeffizienten vérmodu-

lo N notigenfalls so ab, dal3 ihre Batge lochstens gleicla LM( £, g)
sind. Falls das nicht dyglich ist, haben wir bislang modulo lauter
schlechter Primzahlen gerechnenken also alle bisherigen Ergeb-
nisse vergessen und gehenimk zum zweiten Schritt.



83 Computeralgebra ws 2011

Andernfalls wird A durch seinen primitiven Anteil ersetzt und wir
uberpiifen, obh sowohlf als auchy teilt. Falls ja, isth der gesuchte ggT,
und der Algorithmus endet; andernfall§issen wir ebenfalls ziick zum
zweiten Schritt und dort von Neuem anfangen.

4. Schritt:Im Fall N < M wahlen wir eine zullige Primzahlp ¢ P,

die nicht die fihrenden Koeffizienten von sowolfl als auchg teilt,
ersetzer? durch? U {p} und berechnen ii¥ [z] den ggTh, von

f modpundg modp. Falls dieser gleich eins ist, endet der Algorithmus
und ggT(f, g) = 1. Falls sein Grad @fer als der vor ist, warp eine
schlechte Primzahl; wir vergessip und gehen ziirck an den Anfang
des vierten Schritts, d.h. wir wiederholen die Rechnungeimigér neuen
Primzahl,

Falls der Grad vorh,, kleiner ist als der vork, waren alle bisher be-
trachteten Primzahlen mit der eventuellen Ausnahmepsmilecht; wir
setzenV deshalb zuick aufp und konstruieren ein Polynome Z[x],
dessen Reduktion moduiogleichch,, ist.

Ist schlieBlich de@ = degh,,, so konstruieren wir nach dem chinesi-
schen Restesatz ein neues Polyrigmas modulaV gleich dem altert
und modulop gleich ch,, ist. Danach geht es weiter mit dem dritten
Schritt.

Der Algorithmus muf3 enden, da es nur endlich viele schidehtezah-

lenp gibt, fur die der inF,[z] berechnete ggT nicht einfach die Reduk-
tion von ggT(f, g) modulop ist, und nach endlich vielen Durchifen

sind geriigend viele gute Primzahlen zusammengekommen, daf3 ihr Pro-
dukt die ZahlM Ubersteigt. Da der ggT ifi [x] fur Primzahlen, die
nicht beide @ihrende Koeffizienten teilenglohstens @heren Grad als
ggT(f, g) haben kann, ist auch klar, dal3 der Algorithmus mit einem
korrekten Ergebnis abbricht.

Betrachten wir dazu ein Beispiel:
> f 1= x76-124%x75-125*%x"4-2%x"3+248*%x"2+249*x+125:
> g = x"b+127*x74+124*xx"~3-255%x"2-381*x-378:

Eine einfache, aber langweilige Rechnung zeigt, dafl} dieDhuU-
MIGNOTTE-Schranke vory und g ungethr den Wert 13199,21452 hat;
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wegen ndglicher Rundungsfehler sollten wir zur Sicherheit vield
besser von 13200 ausgehen. Die Zahl, modulo derer wir diffiKiea-
ten mindestens kenneniassen, ist somid/ = 26401.

Als erste Primzahl &hlen wir zum Beispieb = 107 und berechnen
> Ged(f, g) mod 107;
2 +90z” + 9Qr + 89

Damitist? = {107} und NV = 107 < M. Also wahlen wir eine weitere
Primzahl, etwap = 271

> Ged(f, g) mod 271;
22+ 127 + 127 + 126
Auch dieser modulare ggT hat Grad drei, wirinen die beiden also
zusammensetzen, indem wir den chinesischen Restesatredbef-
fizienten anwenden:
> chrem([90, 127], [107, 271]1);
5547

> chrem([89, 126], [107, 271]1);
5546

Damit ist alsoh = z° + 5547 + 5547 + 5546, P = {107,271} und
N =107x 271 = 28997.

Dies ist gol3er alsM, und alle Koeffizienten vor liegen unterhalb
der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke, also iissen wir untersuchen, db
Teiler von f und vong ist:

> rem(f, x~3 + 5547*x"2 + 5547*xx + 5546, x);
06738473234076% + 967384732340761+ 967384732340761

Offensichtlich nicht; somit sind 107 und 27%1irf dieses Problem
schlechte Primzahlen. Versuchen wir unseric¢gl als rachstes mit
p = 367:

> Ged(f, d 367;
cd(f, g) mo P+l
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Also wird P = {107,271,367} und N = 367; wir erwarten, dal3 der
gesuchte ggT modulo 367 gleieh+z + 1 ist. Um von 367 augber die
Schrankel/ zu kommen reicht eine relativ kleine Primzahl, zpB= 73.

> Gecd(f, g) mod 73;
2>+ 225"+ 22¢ + 21

Dieser ggT hat zu grof3en Grad, also ist auch 73 schléchirfs. Wir
lassen dahelN = 367 und haben nuR = {73,107,271 367}.
Die nachste Primzahl nach 73 ist 79.

> Gecd(f, g) mod 79;

B+l
Wieder erhalten wir ein quadratisches Polynom, also setzen
N =367x 79 = 44503 P ={73,79 107,271 367}

und natirlich » = 2°+x+1.DaN > M istund alle Koeffizienten voh
unter der IANDAU-MIGNOTTE-Schranke liegen, fissen wir nun testen,
ob h Teiler von f und vong ist:

> rem(f, x"2+x+1, x);
> rem(g, x"2+x+1, x);

Damit ist ggT(f, g) = 2° + z + 1.

Bei diesem Beispiel habe ich nalich absichtlich ndglichst viele
schlechte Primzahlen verwendetit man seine Primzahlen wirklich
zufallig, wird man nur selten eine erwischen.

§811: Polynome in mehreren Veranderlichen

Wie wir ausg6 wissen, ist auch der Polynomring in mehrererévieler-
lichentber den ganzen Zahlen oddyer einem Krper faktoriell; somit
existieren auch dort gf3te gemeinsame Teiler. Im vorigen Paragraphen
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haben wir gesehen, wie sich diese im Falle eineéNderlichen berech-
nen lassen; hier soll nun im wesentlichen die gleiche Técangewen-
det werden, um die ggT-Bestimmurig fPolynome im Veranderlichen
zurickzufihren auf die im — 1 Veranderlichen.

Wir betrachten also zwei Polynomgg in n > 2 Veranderlichen
xq,...,x, Uber einem Krper odertiber faktoriellen Ringk; wichtig
sindvorallemdie Bllek = Z, k = Qundk = F,. Wie beim Gwssschen
Lemma betrachten wir die Polynome a5, = k[z{,...,z,] als
Polynome in der einer Vanderlichenx, uber dem RingR, | =
k[zq,...,x,_1],schreibenals®, = R, _4[x,]. DurchggT-Berechnungen
in R,,_, kdnnen wir diese Polynome zerlegen in ihre Inhalte und prim-
itiven Anteile; der ggT der Inhalté3t sich wieder irR,,_; berechnen.

Bleibt noch der ggT der primitiven Anteile; diese seieandg, jeweils
aufgefal3t als Polynome i), mit Koeffizienten aus?,, ;. UmderenggT

zu berechnen, dnnten wir den BEKLIDischen Algorithmudiber dem
Quotientenkrpervonk,, _; anwenden, allerdings steigen hier die Grade
von Zahler und Nenner der Koeffizienten sowderenKoeffizienten im
allgemeinen so stark an, dal3 dies nur bei wenigen Variabidrsahr
kleinen Graden praktisch durdltfrbar ist. Daher inssen wir auch hier
wieder nach Alternativen suchen.

In Kapitel Il hatten wir, um die Explosion der Koeffizienteritm Eu-
KLIDischen Algorithmus inQ[z] zu vermeiden, den Umwegber die
ganzen Zahlen modulo einer Primzalgenommen, also zé@chst einen
ggT inF [x] berechnet. Formaldnnen wir das auch so ausidken, dafd
wir auf die Koeffizienten die Abbildung

{Z—>]Fp
©p:
a — a modp

angewendet haben. Entsprecherchiken wir im PolynomringR,, 4
noch einmal eine Variable auszeichnen, efiya,, und fur diese einen
festen Wert € k einsetzen, d.h. wir wenden auf alle Koeffizienten die
Abbildung

. Rn—l - Rn—Z
Pe-
a(Tqy .o T2y Tpy1) — ATy, ..., Tpy_9,C)
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an. Die entstehenden Polynomiendg ausR,, ,[x] haben wieder ins-
gesamt, — 1 Variable, wir konnen ihren ggT also mit dem Algorithmus
fur Polynome imm — 1 Variablen berechnen.

Auch hier stellt sich die Frage, was der ggT vérund g mit dem
von f und g zu tun hat. Im folgenden bezeichnefiir jedes Polynom
h € R, _4[z,] das Polynom au$?,,_,[x], das durch Anwendung von
v, auf die Koeffizienten voih entsteht.

Ist h € R, ,[z] ein Teiler vonf, etwa f = ¢h, so istf = gh, d.h.
auchh ist ein Teiler vonf. Dieser Teiler knnte aber einen kleineren
Grad haben al#; dies passiert offensichtlich genau dann, wenn der
fuhrende Koeffizient vorh im Kern vony,. liegt, durch Einsetzen von
x, 4 = c also zur Null wird. Da derithrende Koeffizient vorf das
Produkt der fihrenden Koeffizienten volaundg ist, gilt dann dasselbe
auch fir den fihrenden Koeffizienten voft wir konnen dieses Problem
also vermeiden, indem wir so wahlen, dal3 deriihrende Koeffizient
von f durchp, nicht auf die Null abgebildet wird. Wenn wir dairff
oder g sicherstellen, wissen wir daher, dg8T(f, ¢) ein Teiler vonf
undg, also auch von ggTf g) ist, und daR beide gRte gemeinsame
Teiler denselben Grad in, haben. Da dietfhrenden Koeffizienten von
f undg als Polynome inc,,_, geschrieben werderdknen, gibt es nur
endlich viele Werte vom, die wir vermeiden rassen, und diese lassen
sich einfach identifizieren.

Auch dann wissen wir allerdings nur, da&3= ggT(f, g) ein Teiler
von ggT(f,q) ist. h ist genau dann ein echter Teiler, wefiph und
g/h einen gemeinsamen Faktor haben, der keine Einheit ist, wenn
also die Resultante vorf/h und g/h beziglich =, verschwindet.
Bezeichneth den ggT vonf und g, so entsteht diese Resultante aus
Res, (f/h,g/h) € R,,_; durch Anwendung vorp,.; da diese Resul-
tante als Polynom im,,_; geschrieben werden kann, gibt es also wieder
hochstens endlich viele Werte venfur die dies der Fall ist. Da wik
nicht kennen, &nnen wir diese Werte allerdings nicht im voraus identi-
fizieren — ganz analog zur Situation bei der modularen Benaot) des
ggT inZ[zx].

Als nachstes stellt sich das Problem, was wir aus der Kenntnis von
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ggT(f, 9) fur ggT(f, g) folgern kbnnen. Offensichtlich nicht sonderlich
viel, denn wenn wir ein Polynom nur an einer Stetle ; = ¢ kennen,
gibt uns das noch kaum Information. Wenn wir allerdings eatyRom
vom Gradd in xz,,_; and + 1 verschiedenen Punkten kennen, dann
kennen wir es vollgtndig.

Die einfachste Konstruktion des Polynoms aus seinen Foumitrerten
and + 1 verschiedenen Stellen geht aols&PHLouls COMTE DE LA-
GRANGE zuriick und benutzt dieselbe Strategie, die wir vom chinesi-
schen Restesatz her kennen:Rstin Integritatsbereich und suchen wir
ein Polynomh € R[z] vom Gradd, das an den Stellen, € R fur

i =0,...,d die Werteh, € R annimmt, so konstruieren wir zaohst
Polynomen,; mit a;(c;) = 1 unde,(c;) = O furj 7. Das Verschwinden
an den Steller:; konnen wir erreichen, indem wir die Linearfaktoren
(z — ¢;) fur j # < miteinander multiplizieren. Um an der Stetleden
Wert eins zu erhalten, iissen wir allerdings noch durch das Produkt
der ; — c;) dividieren, und damit kommen wir eventuell agshin-
aus und riissen im Quotienterkper rechnen. Mit den so definierten

Polynomen
[z —¢))

Hj;/i(ci - Cj)

ist das Interpolationspolynom dann

a;(z) =

d
f@) =) a;(@)h; .
=1

(Das Interpolationsverfanren Vom&RANGE ist zwar einfach zu ver-
stehen undifhrt auf eine elegante Formel, es gibt jedoch effizientere
Verfahren, die auch hier anwendbar sind, z.B. das saad NEWTON.

Fur Einzelheiten sei auf die Numerik-Vorlesung verwiesen.)

Die Nenner in der BGRANGESchen (oder auch ®BWTONschen) Inter-
polationsformel siren uns nicht besonders, da wir ja spezialisieren,
indem wir fur x,,_, jeweils Konstanten einsetzen, dig liegen also
alle im Ring k£ der Konstanten. Falls es sich dabei um einarger
handelt, haben wiiilberhaupt keine Probleme mit den Divisionen; im
wohl wichtigsten Fall, dal’ wiiber den ganzen Zahlen arbeiten, erhalten
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wir zwar Interpolationspolynome mit rationalen Koeffizien, kbnnen
diese aber zerlegen in einen konstanten Faktor mal einerzghligen
Polynom mit teilerfremden Koeffizienten, dd& fdie Berechnung des
ggT zweier primitiver ganzzahliger Polynome an Stelle adsrpola-
tionspolynoms verwendet werden kann.

JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736—1813) wurde alsiG-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zuachst Latein. Erst eine alte Arbeit von
HALLEY Uber algebraische Methoden in der Optik weck-
te sein Interesse an der Mathematik, woraus ein aus-
gedehnter Briefwechsel mitUeER entstand. In einem
Brief vom 12. August 1755 berichtete er diesem unter
anderenuber seine Methode zur Berechnung von Max-
ima und Minima; 1756 wurde er, autieEERS Vorschlag,
Mitglied der Berliner Akademie; zehn Jahreasgr zog
er nach Berlin und wurde dort EERS Nachfolger

: als mathematischer Direktor der dortigen Akademie
1787 wechselte er an die Pariser Aeade des Sciences, wo er bis zu seinem Tod blieb und
unter anderem an der Eiitirung des metrischen Systems beteiligt war. Seine Arbeite
umspannen weite Teile der Analysis, Algebra und Geometrie.

Damit ergibt sich folgender Algorithmus zur dwgkfuhrung des ggT
zweier Polynome im Veranderlichen auf die Berechnung von ggTs von
Polynomen i — 1 Veranderlichen:

Wir gehen aus von zwei Polynomén G € R, = k[z4,...,x,], mit
k =7Z,Q oderF, (oder sonst einem faktoriellen Ringher dem wir den
ggT zweier Polynome in einer \@nderlichen berechnehknen).

1. Schritt (Initialisierung):Schreibe

d e
F = Zai(xl, oz, Pz, und G = Z bi(wyg, ... T, )T,
i=0 =0

wobei die fihrenden Koeffizienter, und b, nicht identisch ver-
schwinden sollen. Weiter s€i = () die Menge aller bislang betrach-
teten Spezialisierungen untt = () die Teilmenge der nach unserem
jeweiligen Erkenntnisstangyuten® Spezialisierungen.

Als nachstes werden die Inhalt¢F’) und I(G) von F und G beZiglich
obiger Darstellung berechnet, dIi{F’) istder ggT den,; (x4, ..., 2, _1)
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und [(G) der vonby(z4, ..., z,_41) biISb.(z4,...,x,_1). Beides kann
bestimmt werden durch eine Folge von ggT-Berechnungemii Ver-
anderlichen, ebenso auch der ghyldieser beiden Inhalte. Weiter seien
f=F/I(F)undg = G/I(G) die primitiven Anteile von/ undG. Der
ggT vonF undG ist I, mal dem in den folgenden Schritten berechneten
ggT vonf undg.

2. Schritt: Wahle so lange ein neues ailiges Element: € k ~. C und
ersetz& durchCU{c}, bisa (xy,...,z, _,,cyundb (rq,...,x, 5,¢)
nicht beide gleich dem Nullpolynom sind. (Meist wird diegdits beim
ersten Versuch der Fall sein.) Berechne dann denfgg/in

d e
T = Z ai(xla sy L2, C)Jf; und g= Z bj(xb ey T2y C)xiz .
i=0 =0
Fallsh. = 1, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis ggf) = 1.
Andernfalls wird M = {c} und N = deg, h.undm wird eins mehr
als das Maximum der Grade derund derb; in der Variablenz,, ;.

3. Schritt: Falls die Elementanzahl ¥ von M gleich m ist, wird
das Interpolationspolynom € k[x,,...,z,] berechnet, dasif jedes
¢ € M die Gleichung

Mz, ..., z,_1,¢,2,) = h(xq,...,2,,_2,2,)

erfullt. Falls h sowohl f als auchy teilt, isth = ggT(f, g) und der Algo-
rithmus endet mit diesem Ergebnis. Andernfalls waren aladrigen
Spezialisierungen schlecht, und wiiissen von Neuem mit Schritt 2
beginnen.

4. Schritt:Falls #M < m, wahlen wir ein zudlligesc € k ~. C solange,
bisa,(xq,...,2,_»c)undb, (z4,...,z,_»,c)nicht beide gleich dem
Nullpolynom sind. Wir berechnen wieder den ggJvon

d

e
f = Z ai(xb sy L2, C)x; und g= Z bj(xb sy 2, C)xiz '

i=0 §=0
Fallsh,. = 1, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis gg{) = 1.

Falls deg h, > N ist, haben wir ein schlechtesgewahlt und gehen
zurick zum Anfang des vierten Schritts.
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Falls deg h. < N ist, waren alle zuvor betrachteten Werte von
schlecht; wir setzeM = {c} und N = deg, h,.

Falls schlie3lich deg h, = N ist, ersetzen wiM durchM U {c}, und
es geht weiter mit Schritt 3.
Da es nur endlich viele schlechte Werie & gibt, muf3 der Algorithmus
nach endlich vielen Schritten enden.
Als Beispiel wollen wir den ggT der beiden Polynome

f =a¢3+.fczy+.fcz,z+a:yz+y2z+yz2

und 3 2 2 2 2, 3, 2 2, 3
g=x trxytx ztaxy txz ty tyztyz +z

ausZ[z,y, z] berechnen. Wir fassen Sie zghst auf als Polynome in
z mit Koeffizienten au[z, y]:

foyt+ @ +ay+y)z+a’+a’y

und
g=2 @+ )+ @+ )z’ +aly +ay’ +y°

Der fuhrende Koeffizient vorf ist y, der vong ist eins. Wie man leicht
sieht, sind beide Polynome bereits primitiv.

Der hochstey-Grad eines Koeffizienten ist drei; wir brauchen daher
vier zufallig gewahlte Spezialisierungen. Der Einfachheit und vor allem
derUbersichtlichkeit halber seien hiérfdie (nicht geradgzufalligen®)
Wertec = 1, 2, 3 und 4 geahlt.

Furc = 1ist
flz,1,2) =22+(x2+x+1)z+x3+x2
und
g(x, 1, 2) =23+(x+1)22+(:U2+1)z+x3+x2+x+1;
wir missen den ggT dieser beiden Polynome berechnen.

Dies leistet der entsprechende Algorithmus folynome in zwei
Veranderlichen; da die Polynome wieder primitiv sind und di&cltiste
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x-Grad eines Koeffizienten gleich drei ist,ussen wir vier Spezial-
isierungen @ir x betrachten. Auch diese seien allijerweise gerade
1,2,3 und 4. Wir erhalten folgende Ergebnisse:

d fd, 1, 2) 9(d, 1, 2) ggT

1 4342 S22 422+ 4 z+2
2 P+ Tz+12 2 +3°45,+15  z+3
3 22+13%+36 2 +42+10:+40 2+4
4  22+21:+80 22+5:2+17:+85 2+5

Auch ohne Interpolationsformel sehen wir, daf
hi(x,z) =x+1+z2
das Interpolationspolynom ist. Division zeigt, dal3

f(l’,l,z) =.CCZ+
hl(CL',Z)

beides Polynome sind; somit ist
99T(f(z,1,2), 9(z,1,2)) =x+1+z.

g(x7 172) _ 2 2

nd ———=a"+2"+1
N ey T

Als nachstes setzen wir= 2 fur y ein; wir erhalten
f(z,2,2) = 222+(x2+21:+4)z+x3+2:1:2
und
g(x, 2, 2) =23+(x+2)22+(x2+4)z+x3+23:2+4x+8
und spezialisieren darin wiederzu 1 2, 3, 4:

d f(d, 2, z) 9(d, 2, 2) agT

1 22 +72+3 2 +32+5,+15 Z+3
2 2:°+12:+16 2 +4°+8,+32 z+4
3 2°2+19+45  P+52413:465  2+5
4  2:°+28:+96 22 +622+420:+120 2 +6

Hier ist unser ggT-Kandidat sontit(x, 2) = x + 2 +2, und wieder zeigt
Division, dal3 dies taichlich ein Teiler beider Polynome und somit
deren ggT ist.
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Furc = 3 ist
f(x,3,2) = 3% + (xz +3r +9)z +2°+32°

und
g(x,3,2) = 22 +4°+10:+40.

Die Spezialisierungen im und ihre gdf3ten gemeinsamen Teiler sind

d f(d, 3, 2) 9(d, 3, 2) ggT

1 3% +13:+4 P42 +10:+40 2+ 4
2 3%+ 19 + 20 2452413465  z+5
3 32 +27:+54  2+6:°+18:+108 ~+6
4  3P+37:+112 P +T7+25:+4175 2 +7

Hier ist entsprechenkbly(z, 2) = x + 3 + 2.
Fur ¢ = 4 schlie3lich erhalten wir
f(x,4,2) = 427 + (xz +4x +16): + 2>+ 4s”
und
_ 3 2 2 3 2
g(x,4,2)=2z"+(x+4)z" + (" +16)z+2” +42” + 16z + 64.
Die Spezialisierungen im und ihre gdf3ten gemeinsamen Teiler sind

d f(d,4,2) 9(d, 4, z) agT

1 4% +212+5 2 +52417:+85  2+5
2 42 +28:+24 2 +62°+20:+120 z+6
3 4% +37:+63 S +T2+25:+175 2 +7
4 42 +48:+128 P +82+32+256 2+8

Dies fuhrt aufh,(z,2) =x + 4 + 2.

Auch das Polynonk(x, y, z) mit h(z, ¢, 2) = h (x,2) furc =1,2,3,4
lal3t sich ohne Interpolationsformel leicht erraten: Offemsich ist

Mz,y,z)=z+y+z.
Division zeigt, dal3

/ =x2+yz und

2 2 2
= +y + 2
h

> @
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Ist; somit ist

99T(f,9)=h=a+y+z.
Dieses Ergebnis &tten wir naiirlich schon sehr viel frther erraten
konnen, und in der Tat wird der Algorithmus oft so implementtidal
man bereits nach eigentlich zu wenigen Spezialisierungmgoliert
und nachpift, ob man einen gemeinsamen Teiler gefunden hat; wenn
ja, ist dies der ggT. Falls neirafBt sich aber noch nicht schlie3en, dal3
alle bisherigen Spezialisierungen schlecht waren; vaitavaren auch
nur die Grade einiger Koeffizienten zu klein, was sich nuctuwreitere
Spezialisierungen und Interpolationen feststelédst |



Kapitel 3
Faktorisierung von Polynomen

Die Losung sowohl einzelner Polynomgleichungen als auch von Sys
temen solcher Gleichungen wird mit steigendem Grad derriéohe
sehr schnell sehr viel schwieriger; falls man einzelne adyrfome in
Faktoren zerlegen kann, ist es meist effizienten, mit diesarbeiten —
obwohl die Anzahl der betrachteteéalfe bei Systemen von hinreichend
vielen Polynomgleichungen auch da ziemlich grol3 werdemkan

Wie wir aus Kapitel 236 wissen, &3t sich jedes Polynoiriber einem
faktoriellen Ring als Produkt irreduzibler Polynome sabea. Wir soll-

ten daher bei der Suche nach den Nullstellen eines Polynondslast

einmal versuchen, esinirreduzible Faktoren zu zerleganudrauchen
wir allerdings neue Methoden, denn der Beweis vowss ist nicht

konstruktiv.

Der erste zumindest im Prinzip konstruktive BewéisPolynomdiber
den ganzen Zahlen geht #iak auf KRONECKER wirklich effiziente Ver-
fahren gibt es erst seit der zweitedlHe des zwanzigsten Jahrhunderts.

Auch sie schlagen wie der modulare Algorithmus zur ggT-Bleneing
den Umweglber endliche Wrper ein, funktionieren allerdings dort
nur fur Polynome ohne mehrfache Nullstellen, so dal? wirazinst die
mehrfachen Nullstellen eliminierenimsen.

Der Aufbau dieses Kapitels ist daher folgender: Als ersétiglchten wir
den klassischen Algorithmus VOrrRRNECKER danach besditigen wir
uns mit der sogenannten quadratfreien Faktorisierunghdiie wir auf
Polynome ohne mehrfache Nullstellen kommen. Ad&imstes geht es
um den Faktorisierung von Polynoméber endlichen Brpern, und im
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Rest des Kapitels dann darum, wie diese Faktorisierungdedaben
werden kannir PolynomeiberZ und damit aucli.

81: Der Algorithmus von Kronecker

KRONECKER fuihrt das Problem der Faktorisierung eines Polynoms
UberZ zurick auf die Faktorisierung ganzer Zahlen. Ausgangspunkt
ist die folgende triviale Beobachtung: Angenommen, wirdrainZ[ z]

eine Zerlegung' = gh. Fur jede ganze Zahil ist dannf(a) = g(a)h(a).
Somitistg(a) fur jedesa € Z ein Teiler vonf(a).

Ein Polynom vom Graa ist eindeutig bestimmt durch seine Werte an
n+1verschiedenen Stelley, . . ., a,, und kann mit Hilfe wohlbekannter
Interpolationsformeln leicht aus den+ 1 Paarer(ai, g(ai)) bestimmt
werden; die mglichen Wertg(a,) wiederum sind Teiler def(a;).

Daher berechnet RONECKER auf der Suche nach einem Teiler vom
Gradn fur n + 1 beliebig gevahlte ganzzahlige Werte,, . .., a,, die
Funktionswertef (ag), - - ., f(a,,), und konstruiertir jedes { + 1)-tupel
(by, - - -, b,) ganzer Zahlen mii, | f(a;) ein Interpolationspolynom mit
9(a;) = b,. Falls keines der Polynome Teiler vghist, hat f keinen
Teiler vom Gradn, andernfalls wird einer gefunden.

LEOPOLDKRONECKER(1823-1891) ist heute zwar Vie-
len nur im Zusammenhang mit demRENECKERJ
bekannt, er war aber einer der bedeutendsten deutschen
Mathematiker seiner Zeit. Seine Arbeiten befaldten sich
mit Algebra, Zahlentheorie und Analysis, wobei er ins-
besondere die Verbindungen zwischen der Analysis und
den beiden anderen Gebieten erforschte. Bekannt ist
auch seine Ablehnung jeglicher mathematischer Metho-
den, die, wie die Mengenlehre oder Teile der Analysis,
unendliche Konstruktionen verwenden. Er war deshalb
mit vielen anderen bedeutenden Mathematikern seiner
Zeit verfeindet, z.B. mit GNTOR und mit WEIERSTRASS

Uber den Grad: eines potentiellen Teilers ist riatich a priori nichts
bekannt; wir wissen nur eines: Wenn es einen nichttrividleter gibt,
dann gibt es auch einen, dessen Gradhstens gleich der &ifte des
Grads vory ist. Im Extremfall missen daher alle diese Grade ausprobiert
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werden bis sich dann @glicherweise herausstellt, dgf3rreduzibel ist.
Falls dann noch einige der Zahlgfita,) viele Teiler haben,df3t sich
leicht vorstellen, daf3 der Aufwand scham §ehr moderate Grade vgn
astronomisch wird. Zum @tk gibt es deutlich effizientere Alternativen,
so dal3 der Algorithmus vonRONECKERIN der Praxis nie eingesetzt
wird.

Als Beispiel wollen wir versuchen, das Polynom
f=8r" —16¢° — 202° + 15" + 13° + 92° + 10z + 2

in Z[x] zu faktorisieren. Falls alle Nullstellen ganzzahlig sinadissen
die linearen Faktoren von der Form-{ a) sein, wobet: den konstanten
Term teilt; wegen

f(=2)=-1254 f(-1)=-1, f(1)=21 und f(2)=238
gibt es keinen Faktor dieser Art.

Dies bedeutet freilich nicht, dal3 es keine lineare Faktaidt ein
solcher Faktor &nnte ja auch die Formb{ + ¢) haben. Um solche
Faktoren mit KRONECKERs Methode zu finden, assen wir die Funktion
an zwei Stellen mit raglichst einfachen Funktionswerten betrachten;
dazu bieten siclry = —1 mit f(xy) = —1 undz; = 0 mit f(xz,) = 2 an.
FUr einen Teiley € Z[z] von f mul3 dahep(zy) = £1 undg(x;) = £1
oder=+2 sein.

Tatsachlich kdnnen wir uns auf Polynome mj(z,) = 1 beschainken,
denng ist genau dann ein Teiler, wenn auely einer ist, und wenn
das eine Polynom an der Stellel den Wert 1 hat, ist das andere
dort gleich—1. Wir miissen also die Interpolationspolynome zu den
vier Wertepaarer((—1, 1), (0, yo)) mit yo € {—2,—1,1,2} konstru-
leren und testen, ob sig teilen. Der Maple-Befehl zur Konstruktion
des Interpolationspolynoms durch die Punktg, {;) bis (x,,,y,,) ist
interp([x1l, ..., xnl], [y1, ..., ynl, x); wir schreiben also

> for yO in [-2, -1, 1, 2] do
> g := interp([-1, 0], [1, yOl, x);
> if rem(f, g, x) = 0 then print(g) fi od:

1
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Die einzige,Losung” die wir bekommen, ist das konstante Polynom 1,
das naiirlich auf keine Faktorisierungihrt. Somit gibt es keine linearen
Faktoren.

Auf der Suche nach quadratischen Faktoren brauchen win eiageren
Interpolationspunkt; dg (1) = 21 nur zwei Primteiler hat, bietet sich
x = 1an, wo ein Teiler vorf einen der acht Werte 1, 3, +7 oder+21
haben muf3. Nun iissen also schonx8 = 32 Interpolationspolynome
konstruiert und durchprobiert werden:

> for yO in [-2, -1, 1, 2] do

> for y1 in [-21, -7, -3, -1, 1, 3, 7, 21] do

> g := interp([-1, 0, 11, [1, yO, yi1l, x);

> if rem(f, g, x) = 0 then print(g) fi od od:

1
Es gibt also auch keine quadratischen Teiler.

Fur kubische Faktoren brauchen wir einen weiteren Intetfpmiapunk.
Wir kennen bereits die beiden Funktionswernt€2) = —238 und
f(—2) = —1254; Versuche mit anderen betragskleineWerten liefern
nichtbesseres. Da 238 =727 nur drei Primteiler hat, 1254 =2-11-19
aber vier, versuchen wir unseriigk mit dem Punkt (2—238), wobei
wir nun fur ¢g(2) schon 16 Werte betrachteniissen, insgesamt also
4 x 8 x 16 = 512 Interpolationspolynome:
for yO in [-2, -1, 1, 2] do
for y1 in [-21, -7, -3, -1, 1, 3, 7, 21] do
for y2 in [-238, -119, -34, -17, -14, -7, -2, -1,

1, 2, 7, 14, 17, 34, 119, 238] do
g := interp([-1, O, 1, 2], [1, yO, y1, y2], x);
if rem(f, g, x) = 0 then print(g) fi od od od:

1
2%+ 37 +5x+1

Somit gibt es bis aufs Vorzeichen genau einen kubischeroFaktd
die Zerlegung vory ist

f=(=22°+ 32" + 50 + 1)(—4a* + 20° + 3% + 2)
= (22° — 32° — 5z — 1)(da* — 22° — 32" — 2).

VVVVVYV



99 Computeralgebra ws 2011

82: Die quadratfreie Zerlegung eines Polynoms

Wir betrachten ein Polynon tiber einem Krperk. Da der Polynom-
ring k[x] faktoriell ist, zer&llt f dort in ein Produkt aus einer Einheit
u € k™ und Potenzen irreduzibler Polynome aiis]:

Falls allee; = 1 und kein zwei, zueinander assoziiert sind, bezeich-
nen wir f als quadratfrei. Ziel der quadratfreien Zerlegung ist @s, e
beliebiges Polynonf in der Form

f:ngj

J=1
zu schreiben, wobei dig; paarweise teilerfremde quadratfreie Poly-
nome sind. Vergleichen wir mit der obigen Darstellung untheehbssi-

gen wir fur den Augenblick die Einheit, so folgt, dalyy; das Produkt
allerg; mite, = j ist.

a) Quadratfreie Zerlegung tber den reellen Zahlen

Wenn ein Polynomf € R[x] eine mehrfache Nullstelle hat, ver-
schwindet dort auch die Ableitung’. Allgemeiner gilt, daR iir ein
Polynomh € R[z], dessere-te Potenzf teilt, zumindest*~* auch die
Ableitung f’ teilen muR, denn isf = h°g, so ist

/

f — 6he—lhlg + heg/ — he—l(eh/g + hg’) .

Falls f genaudurchh® teilbar ist, ist aucty’ genau durch®* teilbar,
denn ware es sogar durch® teilbar, so viare aucheh® *h'g durchh®
teilbar, so daf& ein Teiler vong ware.

Damit ist ggT(f, f') = [1i=, f7* " und

f T
hi1= — = :
L7 9gT(f, /) qu
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ist das Produkt aller irreduzibler Faktoren vprAlle irreduziblen Fak-
toren vonf, die dort mindestens in der zweiten Potenz vorkommen, sind
auch Teiler vonf’, also ist

- h’l
917 99T, )

das Produkt aller irreduzibler Faktoren vgh die dort genau in der
ersten Potenz vorkommen.

In 1 = f/hy kommen alle irreduziblen Faktoren vghmit einem um
eins verminderten Exponenten vor; insbesondere sind a&soite, = 1
verschwunden. Wenden wir darauf dieselbe Konstruktioredmalten
wir die Zerlegung ggTf,, f1) = H;":l jraxei=20) ynd

h2 = gT(fl, 1) qu

ist das Produkt aller irreduzibler Faktoren vgp also das Produkt
aller Faktoren vory, die mit einem Exponenten von mindestens zwei
vorkommen. Damit ist

h2
99T, /1)
das Produkt aller Faktoren, diefrmit Multiplizit at genau zwei vorkom-
men.

9o =

Nach dem gleichen Schemannen wir, fallsf,(x) nicht konstant ist,

weitermachen und rekursiaf: > 3 definieren

fi1 h; fi1

h; = ;o gi(x) = : und fi(x) =
99T(fi—1, i1 99T, fi_1) hi

bis wir fur ein konstanteg; erhalten. Dann hat jedes Polynamnur

einfache Nullstellen, und diese Nullstellen sind genau-tizehen Null-

stellen des Ausgangspolynoryis

Bis auf eine eventuell notwendige Konstanist damitf das Produkt der
Polynomegj?, und falls wir alle Nullstellen der Polynonge bestimmen
konnen, kennen wir alle Nullstellen vgh
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Als Beispiel betrachten wir das Polynom
fl@)=z"—Bx°+6x—2 mit f(z)=42> — 100 +6.
Wir berechnen zuichst den ggT vorf und £

5 9
(:134—5:1:'2+6x—2) : (4:1:3—1011:+6):% Rest — §x2+§x—2
3 52 9 8 72 6 6
— +6): [ -2+ -2 =—Zgp— = — —x+ —
(42~ — 10z + 6) ( ST 5T 2) AT Rest T

52,9 \.( 6 ,6)\_125 25
2t T o '\ 725" " 25) T 127 3

SomitistderggT gleich- 2%(:15—1); da es auf Konstanten nichtankommt,
rechnen wir besser mii(— 1).

Eigentlich sind wir damit schon fertig: Der ggT hat nur diafache
Nullstellex = 1, also haff (x) an der Stelle eins eine doppelte Nullstelle,
und alles andere sind einfache Nullstellen. Da

(' -5 +62—-2): (@ -1V =2"+22 — 2
ist, haben wir die quadratfreie Zerlegung
f@) =@ +22—-2) (x —1Y.
Zur lllustration kKdnnen wir aber auch strikt nach Schema weiterrechnen.
Dann brauchen wir alsathstes
f ot 5% + 60 — 2 3 2
h, = = =x +tax" —4dx+2,
YoggT(, f) z—1
das Polynom das an jeder Nullstelle vf(r) eine einfache Nullstelle
hat. Sodann brauchen wir den ggT vier(z) und f'(x); da wir schon
wissen, daf¥ und f’ auRer der Eins keine gemeinsame Nullstelle haben,

mul3 das{ — 1) sein. Somit ist

3, 2
>+ —4x+2 2

g1 = p— =x +2:1:—2:(x+1)2—3
das Polynom, das genau bei den einfachen Nullstellen frorer-

schwindet, also bei-1 + /3. Als nachstes muR
flz) _ 2 — 52 + 61 — 2
hq(x) a3+ — Ay +2

=xr—-1

g1(z) =
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untersucht werden; da es nurfz = 1 verschwindet, ist die Eins eine
doppelte Nullstelle vory. Damit sind alle Nullstellen vorf(x) sowie
auch deren Vielfachheiten gefunden.

b) Ableitungen Uber einem beliebigen Korper

Auch wenn Ableitungen ursfinglich iber Grenzwerte definiert sind,
ist doch die Ableitung eines Polynoms rechnerisch gesehenein al-
gebraische Operation, die sich im Priniiper jedem beliebigendtper
oder sogar Ring er&ken Alt.

Wir beschénken uns hier auf Polynonider einem Krperk und defi-
nieren die Ableitung eines Polynoms

n—1

f=a,x" +a, ;2" ~+---+ax+ay € k[z]

als das Polynom
f'= nanxn_l +(n — 1)an_1xn_2 +..-+aq € k[x].

Es ist klar, daf die so definierte Abbilduag§z] — k[x], die jedem
Polynom f € k[z] seine Ableitungf’ zuordnet,k-linear ist. Auch
die LEIBNIzsche Produktregelfg) = fg’ + fq' ist erfullt: Wegen der
Linearitat der Ableitung und der Lineaédt beider Seiten der Formel
sowohlinf als auch iry gerigt es, diesiir z-Potenzen nachzurechnen,
und fur £ = 2™, g = 2™ ist (fg)’ = (n +m)z""™™ * gleich

n—1 n+m—1

fg +fg= 2 "ma" "™ = (m +n)x
Damit gelten dietblichen Ableitungsregeln auchirf die formale
Ableitung von Polynomen auq z].

c) Die Charakteristik eines Korpers

Es gibt allerdings einen wesentlichen Unterschied: In dalysis folgt
durch eine einfache Anwendung des Mittelwertsatzes, daRhleitung
einer differenzierbaren Funktion genau dann identisclsclevindet,
wenn die Funktion konstant ist. Bei einer rein algebraiacBehand-
lung des Themasdanen wir naiirlich nicht auf den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung zuirckgreifen, sondern éssen direkt nachrech-
nen, wann die Ableitung eines Polynoms gleich dem Nullpoiynst.
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Mit den obigen Bezeichnungen ist dies genau dann der Fafinvaée
Koeffizientenia, der Ableitung verschwinden. Bei den Faktoren dieses
Produkts handelt es sich um die Zald N, und das Krperelement,.

Falls der Grund@rperk die rationalen Zahlen erdlt, kbnnen wir auch

¢ als Element vonk auffassen und haben somit ein Produkt zweier
Korperelemente. Dieses verschwindet genau dann, wenn stamde
einer der beiden Faktoren verschwindet; die Ableitungastis genau
dann das Nullpolynom, wenm, = O fur alle: # 0, wenn das Polynom
also konstant ist.

Auch wennN, keine Teilmenge voi ist, mul3k als Korper zumindest
die Eins enthalten. Wirdmnen daher rekursiv eine AbbildupgronN,
nachk definieren durch die Vorgabes(0) = O undp(n + 1) =¢(n) +1
fur allen € N,. Diese Abbildungaft sich aufZ fortsetzen durch die
weitere Forderung(—n) = —p(n).

Da die Addition inN rekursiviiber Summen von Einsen definiert wird,
Uberlegt man sich schnell, daBrfzwei ganze Zahlen,b € Z qilt:
o(a +b) = p(a) + ¢(b). Da die Multiplikation inZ rekursiv definiert ist
uber die Addition, folgt daraus wiederum, dal3 audghd) = ©(a)p(b)
Ist; ¢ ist also mit Addition und Multiplikation ver#glich. (In der Alge-
bra sagt many sei ein Ringhomomorphismus.)

Falls p(n) nur fur n = 0 verschwindet, kanZ und damit auch) als
Teilmenge vonk aufgefald3t werden; andernfalls gibt es eine kleinste
natirliche Zahlp, so daf3p(p) = O ist. Dap(1) = 1% 0, istp > 2.

Ist a eine weitere ganze Zahl mii(a) = 0, so kbnnen wira mit Rest
durchp dividieren:a = pb+r mit 0 < r < p. Dabei ist

@(r) = p(a) — ¢(pd) = ¢(a) — p(p)p(b) = 0,
also ist auchr = 0, dennp ist die kleinste positive Zahl mip(p) = 0.
Somit verschwindep(p) genau @ir die Vielfachen vorm.

Schreiben wimp = ab als Produkt zweier natlicher Zahleru, b, so ist

0 = v(p) = p(a)p(b). Dap(a) undp(b) Korperelemente sind, muf3 daher
mindestens eines der beiden verschwinden; da beidadioaé Zahlen
und hichstens gleiclp sind, geht das nur, wenn eines gleich eins und
das andere gleichist. Somit istp eine Primzahl.
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Definition: Wir sagen, ein Krperk habe die Charakteristik null, wenn
die Abbildungy: Z — k injektiv ist. Andernfalls sagen wir, die Charak-
teristik vonk sei gleichp, wobeip die kleinste nairliche Zahl ist mit

o(p) = 0.

Die Charakteristik eines&pers ist somit entweder null oder eine Prim-
zahl. Wir schreiben char= 0 bzw.chark = p.

Offensichtlich bilden die rationalen, reellen und auch kdéexen Zahlen
Korper der Charakteristik null, und chgy = p.

Gehen wir zuiick zur Ableitung eines Polynoms! Das Produd} ist
gleich dem ink berechneten Produki(i)a,, verschwindet also genau
dann, wenn mindestens einer der beiden Faktoren verschtviAa
einen Korper der Charakteristik null verschwinde:) nur fur i = O;
hier missen also alle; mit ¢« > 1 verschwindet, d.h. das Polynom ist
konstant.

Fur einen Korper der Charakteristik > 0 verschwindety(z) allerdings
auch fir alle Vielfachen vorp, so dal3 die entsprechenden Koeffizien-
ten nicht verschwinden assen. Ein Polynony tUber einem Krper
der Charakteristip > 0 hat daher genau dann das Nullpolynom als
Ableitung, wenn es sich als Polynomiifi schreibenaf3t.

Wir wollen unsiberlegen, dal3 dies genau dann der Fall ist, wenn das
Polynom diep-te Potenz eines anderen Polynoms ist, dessen Koef-
fizienten allerdings figlicherweise in einem @gfReren Krper liegen.
Ausgangspunkt déf ist das folgende

Lemma: Ist £ ein Korper der Charakteristik > 0, so gilt fur zwei
Polynomef, g € k[x]und zwei Elemente, b des Korpers die Gleichung
(af +bg)’ =ad’ f¥ +b”¢". Insbesondere ist

p (n=Lp,

n n—1 p_ _p_np PP, P
(@, +a,_qx ~+ --tajxtag) =a,x " ta, qx +ayx tag .

Beweis:Nach dem binomischen Lehrsatz ist

p .
(af+bg)p:2<p>(af)l(bg)p—l mit (p) :p(p_z+1)

1 7 7]
i=0
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Furi = 0undi = pist (¥) = 1, fur alle anderen stehtp zwar im Zahler,
nicht aber im Nenner des obigen Bruchs. Dahe(§i$tdurchp teilbar,
die Multiplikation mit (?) ist also die Nullabbildung. Somit ist

(af +bg)” = (af)” + (bg)" =a” f" +b"g" .

Durch Anwendung auf die Summanden des Polynoms folgt damaus

duktiv auch die zweite Formel. .

Wir konnen dieses Lemma auch speziell auf eine Summe von lauter
Einsen anwenden; dann folgt

(1+...+1)p:g_p+.‘.,.+1zi:£|_+.‘.,.+l;

n mal n mal n mal

solche Summen sind also gleich ihgeten Potenz. Somit gilt

Kleiner Satz von Fermat: Fur jedes Element € I, ist a’ = a.
|

Speziell tir den KorperTF,, vereinfacht sich daher das obige Lemma zum
folgenden

Korollar: Fur ein Polynom mit Koeffizienten aus, ist

(n=Dp

n n—1 P _ np D
(a,z +a, _x  ~+ --+axtag) =a,x " +a, T +aqxr +ag .

Der frandsische Mathematiker IERRE DE FERMAT
(1601-1665) wurde in Beaumont-de-Lomagne geboren.
Bekannt ist er heutzutage vor allerirfseine 1994
von ANDREW WILES bewiesene Vermutung, wonach die
Gleichungz™ + y™ = 2™ furn > 3 keine ganzzahlige
Losung mitcyz #Z 0 hat. DiesefgroRe” Satzes vorer-
MAT, von dem ERMAT lediglich in einer Randnotitz be-
hauptete, dal’ er ihn beweisdinke, erkart den Namen
der obigen Aussage. ObwohERMAT sich sein Leben
lang sehr mit Mathematik besaftigte und wesentliche
Beitrage zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie
und Analysis lieferte, war er hauptberuflich Jurist und
Chef der Byrse von Toulouse.
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d) Quadratfreie Zerlegung tber beliebigen Korpern

Falls ein Polynony durch das Quadraf eines anderen teilbar ist, gibt
es ein Polynony € k[x] mit f = ng, und nach der Produktregel ist
"= 2qg + ¢*g’ = q(2g + q¢'), d.h.q teilt auch ' und damit den ggT
von f und f'.

Ist umgekehrt ein irreduzibles Polynogne k[x] Teiler von f, etwa
f = qh, soistf’ = ¢'h+qh’ genau dann durapteilbar, wenny’ h durchg
teilbar ist. Dag irreduzibel ist, muf3 dann entwedgroderh durchg
teilbar sein. Vidreq ein Teiler vong’, so niiRteq” aus Gradginden das
Nullpolynom sein,g selbst also entweder konstant odeiiber einem
Korper positiver Charakteristik — einete Potenz. Beides ist durch
die Definition eines irreduziblen Polynoms ausgeschlasSemit muf3
dannh durch ¢ teilbar sein undf = gh durch¢®. Damit haben wir
bewiesen:

Lemma: Ein irreduzibles Polynony ist genau dann ein mindestens

quadratischer Faktor vofy wenn es den ggT voyi und f” teilt. .

Genauer: Wenm in der Primfaktorzerlegung voifi in der Potenz®
auftritt, d.h.f = ¢°g mit ¢ { g, soistf’ = eq g +q°q .

Uber R wiirde daraus folgen, dayf_l die hochsteq-Potenz ist, die
f' teilt. Da wir aberilber einem beliebigen @&per arbeiten, énnte es
sein, daf? der erste Faktor verschwindet: Dies passiertgiaran, wenn
der Exponent durch die Charakteristij des Grundkrpers teilbar ist.
In diesem Fall istf’ = ¢°g mindestens durch® teilbar. Daf genau
durchgq® teilbar ist, folgt

Lemma: Ist f = u[] ¢ mit u € k™ die Zerlegung eines Polynoms
f € k[x] in irreduzible Faktoren, so ist der ggT vghund f’ gleich

di - . _ | e, —1 fallspte,
[lai mltdi_{e fallsp | e;

)
|

Nach dem Lemma ist zumindest klar, daR = f/ggT(f, f') ein
guadratfreies Polynom istamlich das Produkt aller jener Primfaktoren
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von f, deren Exponent nicht durgtteilbar ist. In Charakteristik null ist
alsof/ggT(f, f) einfach das Produkt deasitlichen irreduziblen Fak-
toren vonf. Diejenigen Faktoren, die mindestens quadratisch vorkom-
men, sind gleichzeitig Teiler des ggT,; das Prodgkter Faktoren, die
genau in der ersten Potenz vorkommen, ist Alg@gT(hy, 99T (f, f')).

Falls ggT(f, f') kleineren Grad alg hat, khnnen wir rekursiv weiter-
machen und nach derselben Methode das Produkt aller Fakiiden,
die in f; = ggT(#, f') genau mit Exponent eins vorkommen;firselbst
sind das quadratische Faktoren. Weiter geht esfmit ggT(f,, f5),
dessen Faktoren mit Exponent eins kubiscli euftretenusw.

Uber einem Krper der Charakteristik null liefert diese Vorgehenseeis
die gesamte quadratfreie Zerlegung; in positiver Charsstiie kann es
allerdings vorkommen, daR ggfi,(f') = f ist. Da degf’ < degf, ist
dies genau dann der Fall, werfh = 0 ist. Dies ist in Charakteristik
Null genau dann der Fall, wenfikonstant ist; in Charakteristii > 0
verschwindet aber auch die Ableitung eines jeden Polynonis iSomit

ist hier ' = 0 genau dann, wenn alle jiivorkommenden:-Potenzen
einen durctp teilbaren Exponenten haberutf € F [z] ist dann, wie
wir oben gesehen haben,

— np
f=an,r " ag, 1,7

f istdann also dig-te Potenz eines anderen Polynoms, und wirien
den Algorithmus auf dieses anwenden. Im Endergebriissen dann
natirlich alle hier gefundenen Faktoren in diete Potenz gehoben
werden.

In anderen Krpern der Charakteristi ist die Situation etwas kom-
plizierter: Dort nissen wir zuachst Elementé, finden mitb? = a,
dann ist

P

1

f=(bya" +b,_a" "+ bz +b)”

Solche Elemente iissen nicht existieren, es gibt aber eine grol3e Klasse
von Korpern, in denen sie stets existieren:
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Definition: Ein Korperk der Charakteristip > 0 heil3t vollkommen,
wenn die Abbildungs — k; z — zP surjektiv ist.

Man kann zeigen, daf3 jeder endlicheérider vollkommen ist: Im Krper
mit p" Elementen ist” = x furallex € F,., und damit istc die p-te

n—1
Potenz vony = 2 . Ein Beispiel eines nicht vollkommenerbipers
ware F,(z), wo z offensichtlich nicht alsp-te Potenz eines anderen
Korperelements geschrieben werden kann.

Uber einem vollkommenen#tper der Charakteristil > 0 kann man
also jedes Polynom, dessen Ableitung das Nullpolynom Istpde
Potenz eines anderen Polynoms schreiben und so, falls raanteln
Wurzeln auch effektiv berechnen kann, den Algorithmus aZiadyat-
freien Zerlegung durclihren. Insbesondere gibt es keinerlei Probleme
mit den KorpernF,, denn dort ist jedes Element seine eigente
Wurzel.

§83: Der Berlekamp-Algorithmus

Wir gehen aus von einexuadratfreienPolynomuber dem KrperF,

mit p Elementen, d.hf € F [ X]ist ein Produkt vorverschiedenere-

duziblen Polynomerf,, . .., f. Durch quadratfreie Zerlegungft sich
jedes Faktorisierungsproblemiiy[ X] auf diesen Fall zurckfuhren.

Um zu sehen, wie wir di¢; bestimmen Bnnen, nehmen wir z@chst
an, sie seien bereits bekannt. Wigken uns dann irgendwelche Zahlen
s1,---,Sy € F, und suchen ein Polynome F,[ X] mit

g=s;,modf, furallei=1,...,N.

Falls dies, paarweise verschieden sindyrinen wir den Faktoy, be-
stimmen als

fi=99T(g — s;, f) .

Nun kdnnen wir freilich nichtimmer erreichen, dal3 dielle paarweise
verschieden sind: Weni¥ grof3er alsp ist, gibt es dazu einfach nicht
geriigend Elemente ifi,,. In diesem Fall ist gglf(— s;, f) das Produkt
aller f; mit s; = s,. Sofern nicht alles; gleich sind, fihrt das immerhin
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zu einer partiellen Faktorisierung vgi die wir dann mit einem neuen
Polynomg zu neuen Elementes) weiter zerlegen riasserusw.

Nach dem chinesischen Restesatz ist klar, dal3 es zu jeddrWfah
N Elementensy, ..., sy ein Polynomg gibt mit g = s, mod f,, denn
wegen der Quadratfreiheit vofisind die f; ja paarweise teilerfremd.
Das Problem ist nur, daf3 wir di§ erst berechnen wollen unddaher
nicht wie im Beweis des chinesischen Restesatzes kongnui@nnen.
Wir misseny also auch noch anders charakterisieren.

Nach dem kleinen Satz vonERMAT ist jedess, gleich seinerp-ten

Potenz, also ist
p_ P
g =S5;

Da f das Produkt der paarweise teilerfremdemst, gilt daher auch

=s, =gmodf, furi=1...,N.

¢" =gmodf.

Falls umgekehrt ein Polynome F [x] diese Kongruenz eidlt, so ist
f ein Teiler vong” — g. Letzteres Polynomdnnen wir weiter zerlegen:

Lemma: a) Uber einem Krperk der Charakteristilo > 0 ist

p—1

p—1
ZL‘p—ZL':H(ZL’—j) und xp_l—lzn(x—j).
1=0 j=1

b) Fir jedes Polynong € k[x] ist

p—1 p—1
. -1 .
9 —g9=1[g-5 und ¢ —1=]Jg-1.
j=0 j=1

Beweis: a)Nach dem kleinen Satz voreRMAT sind alle: € ), Null-
stellen des Polynoms’ — x, und da ein von null verschiedenes Polynom
vom Gradp nicht mehr al® Nullstellen haben kann, gibt es keine weite-
ren. Die Gleichheit beider Seiten folgt somit daraus, d&Jichrenden
Koeffizienten beider Polynome eins sind.

b) Im Polynomringk[z] ist, wie wir gerade gesehen habefi—x gleich
dem Produkt aller Polynome: (— 7). Diese ldentiat, genau wie dielir
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Pt 1, bleibt natirlich erhalten, wenn man auf beiden Seitén#

irgendein Polynom auk[z] einsetzt.
|

Fir ein Polynony € IF [«] mit g” = g mod f ist f daher ein Teiler von

[[o-9.
=0

jeder irreduzible Faktof; von f mufd daher genau eines der Polynome
g — j teilen. Somit gibt es zu jedem Faktgr ein Elements; € FF,,, so
dal3g = s, modp.

Wenn wir uns auf Polynomgbeschanken, deren Grad kleiner ist als der
von f, so istg durch die Zahlers,; eindeutig bestimmt, denn nach dem
chinesischen Restesatz unterscheiden sich zasihgen des Systems

g=s;,modf, furi=1...,N
um ein Vielfaches des Produkts dér also ein Vielfaches vorfi.

Die MengeV aller Polynomeg mit kleinerem Grad algf, fur die es

Elementes,, ..., sy € F, gibt, so dal die obigen Kongruenzen(gitf

sind, ist offensichtlich eiff -Vektorraum: fir eine Linearkombination
zweier Polynome aug sind solche Kongruenzen étk fir die entspre-
chenden Linearkombinationen der Die Abbildung

{V—>IFI])V
g (gmodf,...,g modfy)

Ist nach dem chinesischen Restesatz ein Isomorphismug; isbiiie
Dimension vonl” gleich der AnzahlV irreduzibler Faktoren vorf.

Wie die obige Diskussion zeigt, i3t auch der Vektorraum aller Poly-
nomeg mit kleinerem Grad alg, fur die g* = g mod f ist. In dieser
Form 3t sichV” berechnen: Ist def) = n, so kbnnen wir jedeg € V
schreiben als

_ n—1
g =9p_17 ta, x t---+gxtgy

und

g = gua@" P g, 2T 4 kg + g
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mit geeigneten Koeffizientep € F,.

Modulo f miissery undg” Ubereinstimmen. Um dies in eine Bedingung
an die Koeffizientery, zu Ubersetzen, dividieren wir die Potenze'
mit Rest durchf:

n—1
o Z bijxj mod f .
3=0
Dann mulf3 gelten
n—1n-—1
Zgzx modf =" b,g2’ ‘Zgj
=0 5=0

Koeffizientenvergleichidhrt auf das homogene lineare Gleichungssys-
tem

n—1

> bigi=g;, furj=0,....n-1.

=0

V ist also auch beschreibbar als dérsungsraum dieses Gleichungs-
systems. Dieseil3t sich allein auf Grund der Kenntnis vgrexplizit
berechnen, und seine Dimension ist gleich der AnZalder irreduzi-
blen Faktoren vorf; insbesondere ist er also genau dann eindimensional,
wenn f irreduzibel ist.

Andernfalls wahlen wir irgendein Element € V und berechnen die
Polynome ggTq — A, f) fur alle A € F,. Falls wir dabeiNV mal ein
nichtkonstantes Polynom bekommen, haben fviiaktorisiert. Wenn
wir weniger Faktoren bekommen, wareir tlas betrachtete Polynogm
einige der Wertes, gleich; wir bilden eine Liste der gefundenen (und
zumindest noch nicht in allerdlen irreduziblen) Faktoren,amhlen ein
vonv linear unabAngiges neues Polynome V und verfahren damit
genauso. Indem wirlir jedes nichtkonstante Polynom gg@T€ A, f)
den ggT mit den in der Liste stehenden Faktoren bildémnlken wir
die Listenelemente weiter zerlegen. Bei jeder gefunderenhegung
ersetzen wir das zerlegte Element durch seine Faktoreral®ale
Liste N Faktoren entélt, sind wir fertig.
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Falls die eamtlichen ggTh — A, /) immer noch nicht ausreichen, um
N Faktoren zu produzieren,imsen wir ein neues, vanund & linear
unablangiges Element volr wahlen und damit weitermachesw.

Das Verfahren mul3 gpestens mit deniV-ten Polynom enden, denn
dann haben wir eine Basis, . . ., g5 von V' durchprobiert. Htten wir
dann noch nicht alléV Faktoren isoliert, ral3te es (mindestens) zwei
Faktorenf; und f; geben, so dag mod f; fur alle Polynomey einer
Basis vonV gleich g mod f; ist und damit &@r alleg € V. Das ist
aber nicht ndglich, denn nach dem chinesischen Restesatza#rith
beispielsweise auch ein Elemenmit g mod f;, = 0 undg mod f; = 1.

Damit liefert uns dieser Algorithmus VOnERLEKAMP zusammen mit
der quadratfreien Zerlegungrfjedes Polynontiber[F,, eine Zerlegung
in irreduzible Faktoren. Mit einigen offensichtlichen Mfikiationen
schafft er dasselbe auchirfPolynometiber jedem der in dieser Vor-
lesung nicht behandelten anderen endlichénpérn, allerdings istiir
solche Korper gelegentlich ein alternativer Algorithmus vomaRALD
NIEDERREITEREffizienter.

ELwYN BERLEKAMP wurde 1940 in Dover, Ohio ge-
boren. Er studierte Elektrotechnik am MIT, wo er 1964
mit einer Arbeit aus dem Gebiet der Kodierungstheorie
promovierte. Seine anschlieRenden Arbeiten und auch
Positionen sowohl in der Wirtschaft als auch an Uni-
versititen bewegen sich im Grenzgebiet zwischen Ma-
thematik, Elektrotechnik und Informatik; einen gewis-
sen Schwerpunkt bilden iBher und Zeitschriftenar-
tikel Uber die Mathematik von Spielen sowie Arbeiten
zur Informationstheorie. 2006 emeritierte er als Mathe-
matikprofessor in Berkeley. Seine dortige home page ist
math.berkeley.edu/~berlek/

Als Beispiel wollen wir das Polynoryi = 2 +20° + At 4P —f -1

ausF-[x] faktorisieren. Wir setzen ein Polynom vom Graahf mit
unbestimmten Koeffizienten an:

> G :=x -> add(glil*x~i, i=0..5);
G = x— > add(g,x",i = 0..5)

> G(x); 2 3 4 5
JGot 1T+ 9o + g3 +guxr * gsw
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Die siebte Potenz davon ist

> G(x7); o T, 14 21 28 35
do T g1 T gok g3 gsT gsx

Um sie modulof auszudiicken, nilssen wir die Divisionsreste, bei
der Division vonz " durch f berechnen:

> for i to 5 do h[i] := Rem(x"(7*i), f, x) mod 7; od;
hy =32 +62°+62+5
hy =42’ +2*+2:° + 62+ 6
hy =2 +4a" +62° + 62"+ 20 +5
hy =2+ 62" + 52" + 2" g+ 2
he =22 + 4z +62° + 4a° + 20 + 5
Damit kdnnen wirg” mod f explizit hinschreiben:

> G7 := sort(collect(expand(
> g0 + add(glil*h[i], i=1..5)), %), x);

5 4
G7:= (49, + g3+ 295 + g4)x” + (694 + g, + 493 + 4gs)x
3 2
+(5g4 + 695 + 39, + 693 + 2g,)x” + (g4 + 4gs + 69, + 6g3)x
+(6g, + g4 + 691 + 293 + 2g5)x + 595 + g0 + 69, + 593 + 29, + 59,

Das soll gleichg sein, was auf ein lineares Gleichungssysté&mdie
sechs Variableg[:] fuhrt:

> LGS := seq(coeff(G7, x, i) = gl[i], i=0..5);
LGS = {5g5 + g0 + 69, + 53 + 29, + 59, = go,
69, + g4+ 691 *+ 293 + 295 = g5,
ga * 4gs + 69, + 693 = g,
54 * 695 + 391 + 693 + 29, = g3,
694 + gy + 493 + 495 = gy,
A9, + 93+ 295+ 94 = g5}
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Zur Losung eines Gleichungssysteater einem KrperF,, konnen wir
den Befehmsolve verwenden; sein erstes Argument ist eine Menge
von Gleichungen, das zweite, das auch fehlen kann, eine &eog
Variablen, und das dritte die PrimzahIDa wir hier naclallenVariablen
auflosen wollen, Bnnen wir auf das zweite Argument verzichten:

> msolve (LGS, 7);
9o=-21,95=_22,9,=3.22,93=5.22,9, =6_22,9, =322

Das bedeutet folgendes: Di&ésungen hngen ab von zwei Parametern;
fur diese fihrt Maple die BezeichnungeZz1 und _Z2 ein, wobei der
Buchstabe,z" fur ganze Zahl stehen soll. Insbesondere ist also der
Losungsraum zweidimensional, das Polynbhat also zwei irreduzible
Faktoren. Wir Knnen uns eine Basis de®tungsraums verschaffen,
indem wir fur das erste Basispolyno@1l = 1 und_Z2 = 0 setzen und

fur das zweiteZ1 = 0 und_Z2 = 1. Mit dem Befehl

> assign(%);

konnen wir aus obigen Gleichungen Zuweisungen machen una dan
substituieren:

> G.1 := subs(Z1 =1, Z2 =0, G(x)) mod 7;
G1l=1
Das bringt offensichtlich nichts. Beim zweiten Versuch
> G2 := subs(Z1 =0, Z2 =1, G(x)) mod 7;
G2:=1"+3" +52° + 327 + 62
haben wir mehr Glck und nilssen nundr alle i € T, die gioliten
gemeinsamen Teiler vad_2 — i und f berechnen:

> for i from 0 to 6 do gcd(G_Q—i, f) mod 7; od;
x +br+2
1
2>+ 257+ 62 +3

e
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Somit ist f = (2° + 5z + 2)(@° + 22% + 62 + 3) die Zerlegung vory
in irreduzible Faktoren. Zur Vorsichtdkinen wir das noch von Maple
verifizieren lassen:

> expand ((x"3+2*xx"2+6%x+3) * (x~3+5*x+2)) mod 7;
2207+ At + 2P+ 620 + B + 6

Da 6 =—1in[F, ist das in der Tat unser Ausgangspolyngm

84. Faktorisierung uber den ganzen Zahlen und tber
endlichen Korpern

Wie bei der Berechnung des ggT zweier Polynome wollen wihdogs
der Faktorisierung den Umwaegper endliche Krper benutzen, um das
Problem tir PolynomaiberZ zu ldsen. Allerdings kann es hieébfiger
passieren, daf sich ErgebnigiberF,, deutlich unterscheiden von denen
uberZ:

Zunachst einmal mul3 ein quadratfreies Polynom ZA{is] modulo p
nicht quadratfrei bleibenf = (x + 10)(x — 20) etwa ist modulo zwei
oder finf gleichz® und modulo drei £ + 1)°. Dieses Problem tritt al-
lerdings nur bei endlich vielen Primzahlen auf und kann wved®n
werden: Istf € Z[x] quadratfrei, seine Reduktiofi € F,[z] aber

nicht, so haberf und seine Ableitung einen gemeinsamen Faktor, ihre
Resultante verschwindet also. Da diese Resultante dielkdedumo-
dulo p der Resultante voifi und 7’ ist, bedeutet dies einfach, daf®in
Teiler deriuiberZ berechneten Resultante ist, und datlsich leicht
nachpiifen. Dazu nissen wir zwar eine Resultante berechnen, was wir
im vorigen Kapitel aus Effizienzgnden vermieden hatten, aber wie wir
bald sehen werden, ist das Problem der Faktorisierungicledkibm-
plexer als der BKLIDische Algorithmus, so dal3 hier der Aufwaridt f
die Resultantenberechnung nicht weiter ins Gewiaht. f

Tatsachlich betrachtet man in der Algebra meist nicht die Rastgtvon
fundf’, sondern die sogenanriéskriminante

. %n(n—l)
p(y= Y Res(r. 1),

n
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deren algebraische Eigenschaften etwas besser simdpraktische
Rechnungen ist der Unterschied hier aber unbedeutend,wiemrman
der S/LVESTER-Matrix von f und f’ leicht ansieht, ist die Resultante
durch eine bhere Potenz dedilirenden Koeffizienten,, teilbar als
nur die erste; die Primteiler von Resultante und Diskrimtaaind also
dieselben.

Vermeidet man diese, bleilftauch modul@ quadratfrei, jedochd&nnen
sich die Zerlegungen in irreduzible Faktorervifx] undF,[z] deutlich
unterscheiden:

Betrachten wir dazu als erstes Beispiel das Polym6m1 ausZ[z]. Es
Ist irreduzibel, da eine Zerlegung die Form- a)(z + a) haben niif3te
mit ¢ € Z, und inZ gibt es kein Elemeni mit a®=—1.

Auchuber dem KrperF, muf3 eine eventuelle Faktorisierung die Form

(z — a)(x +a) haben mit® = —1; wir miissen uns alsidberlegen, wann
das der Fall ist. Die elementare Zahlentheorie sagt uns:

Lemma: Genau dann gibt es im endlicheiperF, ein Element mit
2

a” = —1,wennp =2 oderp = 1 mod 4 ist.

Beweis:Fur p = 2 ist natirlich 1?=1=—1die Losung. irp = 1 mod
4 schreiben wip = 4k + 1. Nach dem kleinen Satz vorERMAT ist fur
allex € F

-1 ="+1)e" -1 =0,

das linksstehende Polynom hat ajse 1 = 4k Nullstellen und zedllt
damit iber I, in Linearfaktoren. Damit gilt dasselbéirf die beiden
rechtsstehenden Faktoren; insbesondere gibt es alse eirF,, mit

22* +1=0. Rira = 2" ist danna?® = 2% = —1.

Istp = 3 mod 4 unds’® = —1 fiir eina € F,, so ista* = 1. AuBerdem

ist nach dem kleinen Satz vorERMAT o~ = 1. Wegerp = 3 mod 4
istggT(4 p— 1) = 2 als Linearkombination von 2 und- 1 darstellbar,
also ist auchi® = 1, im Widerspruch zu Annahme = —1. Somit gibt

es inF, keine Elemente mit Quadratl.
|
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Damit istz® + 1 genau dann irreduzibéber[F,,, wennp = 3 mod 4;
in allen anderen &len zeréllt das Polynom in zwei Linearfaktoren.
Nach einem bérmhmten Satz von RICHLET Uber Primzahlen in arith-
metischen Progressionen bleiit+ 1 damit nur modulo der &ifte aller
Primzahlen irreduzibel.

Noch schlimmer ist es bei* + 1: Auch dieses Polynom ist irreduzibel
uberZ: Da seine NuIIsteIIen}\/?(il =+ 4) nicht in Z liegen, gibt es
keinen linearen Faktor, undase

:1:4+1:(:132+a:19+b)(:1:2+c:13+d)

=:U4+(a+c):c3+(b+d+ac):c2+(ad+bc)x+bd
eine Zerlegung in quadratische Faktoren, so zeigen diefikmeiten

vonz> und der konstante Term, dal® —a undb = d = 41 sein niifdte.
Die Produkte

(x2+ax+ 1)(:1:'2 —ax+1) :x4+(2—a2):1:2+ 1
und
(xz +ax — 1)(:132 —ar — 1) =2 - (2 +a2):132+ 1
zeigen aber, daR beides niir f* = 2 zu einer Faktorisierungihiren
konnte, was ir¥Z nicht erfillbar ist.
In den KorpernF,, dagegen kann es sehr wohl Elemente geben, deren

Quadratt2 ist, und dann zeigen die obigen Formeln, daf 1 dort in
ein Produkt zweier quadratischer Polynome zerlegt werd&mkAuch
wenn es ein Element € F, gibt mit a® = —1, kbnnen wirz”* + 1 als

Produkt schreiben,amlich genau wie oben im Falle + 1 als

2t 1= (x2+a)(x2—a).
Somit istz* + 1 tiber dem orperF,, zumindest dann reduzibel, wenn
dort wenigstens eines der drei Elementeund+2 ein Quadratist. Um
zu sehen, dag* + 1 tiber jedem dieser &per zerallt, miissen wir uns

alsoliberlegen, daf3 in keinem debkperF, alle drei Elementéeine
Quadrate sind. Da2 = —1- 2 ist, folgt dies aus

Lemma: Sind im KorperF, die beiden Elemente, b nicht als Quadrate
darstellbar, so isib ein Quadrat.
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Beweis:Fur p = 2 ist jedes Element ein Quadrat und nicht zu beweisen.
Ansonsten betrachten wir die AbbildungF, — F,’, die jedes von
Null verschiedene Element vdf), auf sein Quadrat abbildetiiFzwei

Elementer,y € ]F‘;< ist offensichtlichy(x) = ¢(y) genau dann, wenn
x = +y ist. Daher besteht das Bild chmaus%(p — 1) Elementen, und
genau die Hlfte der Elemente vo}’ﬁi;< sind Quadrate. Ist keines, so ist

auchaz” fur keinz € F ein Quadray?, denn sonst érea = y°z
selbst ein Quadrat.

Da es%(p — 1) Quadrate und genauso viele Nichtquadrate gt $ich

somit jedes Nichtquadratalsb = az® schreiben mit einem geeigneten
Elementz € F,. Damitistab = a - az® = (az)® ein Quadrat.

|
Die Situation ist also deutlich schlechter als im Fall desiED ischen
Algorithmus, wo wir sicher sein konnten, daf? @shstens endlich viele
schlechte Primzahlen gibt: Hiebknenalle Primzahlen schlecht sein
in dem Sinne, dal} ein irreduzibles Polynom dllis] modulo p reduz-
ibel wird, und oft wird zumindest die &lfte aller Primzahlen schlecht
sein. Der Ansatiiber den chinesischen Restesatz empfiehlt sich hier
also definitiv nicht: Wenn wir die Faktorisierung modulo sehieden-
er Primzahlen durclihren, kbnnen wir praktisch sicher sein, dal3 es
darunter auch schlechte gibt, und meist werden auch didoRigge mo-
dulo verschiedener Primzahlen entweder nicht zusammsepasder
aber wir haben mehrere Faktoren gleichen Grades, von deinaincht
wissen, welche wir via chinesischen Restesatz miteindqaiebinieren
sollen. Es hat daher keinen Zweck, alliy Primzahlen zu wahlen und
dann eine Rckfallstrategieir schlechte Primzahlen zu entwickeln.

Der Weguber endliche Krper verfolgt daher im Falle der Faktorisie-
rung eine andere Strategie als beimakEDischen Algorithmus: Wir
beschanken uns auf eine einzige Primzahl — uréatdig davon, ob
diese nun gut oder schlecht dafyeeignet ist.

Wir kennen bereits aus dem vorigen Kapitel Schrankendfe Koef-
fizienten der Faktoren eines Polynoms; wimkten also eine Primzahl
wahlen, die gbler ist als das Doppelte dieser Schranke und modulo
dieser rechnen.
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Der Nachteil dabei ist, dal3 das Rechnen modulo einer Primaaimso
teurer wird, je gol3er die Primzahl ist: Die Kosteirf Multiplikationen
wachsen quadratisch mit der Stellenzahl wotie Kosteniir Divisionen
modulo p nach dem erweiterten UgLID ischen Algorithmus &nnen
sogar bis zu kubisch ansteigen.

Die Alternative bietet einidr vollig andere Zwecke bewiesenes Resultat
des deutschen ZahlentheoretikersNSEL, das es erlaubt eine Fakto-
risierung modulg fortzusetzen zu einer Faktorisierung modulo jeder
beliebiger p-Potenz und, was ENSEL wirklich interessierte, zu den
sogenanntemp-adischen Zahlen, mit denen wir uns in Rahmen dieser
Vorlesung allerdings nicht besattiigen werden.

85: Das Henselsche Lemma

Lemma: f, g, h seien Polynome aug[x] derart, dal3f = gh modp;
dabei seiery mod p undk modp teilerfremduberF,[z]. Dann gibt es
fur jede nafrliche Zahln Polynomey,,, h,, derart, dald

g, =gmodp, h,=hmodp und f=g,h, modp".

Beweisdurch vollsindige Induktion: Der Falh = 1 ist die Vorausset-
zung des Lemmas. Ist das Lemnim €inn bewiesen, machen wir den
Ansatz

In+1 = In +png* und hn+1 = hn +pnh* .

Nach Induktionsvoraussetzung igt= g,,h,, modp™, die Differenz
f — g, h, istalso durchy™ teilbar und es gibt ein Polynorfi* € Z[z],
sodaRf =g, h, +p" f*ist. Wir mdchten, daf

n x N, * n * * n n+l
f=(9,+p"g )b, +p"h") = g h, +p"(g,h" +h,g") +p”" modp™”
wird. Da 2n > n+ 1 ist, kbnnen wir den letzten Summanden vergessen;
zu losen ist also die Kongruenz

f=gnhn +0"f = gphy +0"(g,h" + hy,g”) modp™™
oder .
p'f =p"(g,h" +h,g") modp" .
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Division durchp™ macht daraus
ff =g,k +h,g  modp oder f° =gh"+hg modp,

denng,, = g modp undh, = h modp. Die letztere Kongruenzdanen

wir als Gleichung inF [x] auffassen und dortoken, indem wir den
erweiterten BKLIDischen Algorithmus auf die Polynongemod p und

h mod p ausF,[z] anwenden: Da diese nach Voraussetzung teilerfremd
sind, kdnnen wir ihren ggT Eins und damit auch jedes andere Polynom
uberF, als Linearkombination der beiden darstellen. Da der Gradfvo
die Summe der Grade vgrundh ist und f* hochstens denselben Grad
wie f hat, kbnnen wir dann auch eine Darstellufg = gh™ + hg™

in F [«] finden mit degy™ < degg und degx” < degh. Ersetzen
wir ¢* und 2™ durch irgendwelche Reasentantanten gleichen Grades
ausZ[z], erfulleng, ,, = g,,+p" g  undh, ., = h, +p"h" die Kongruenz

f = g,,h,, modulop™**.

KURT HENSEL wurde 1861 im damaligen #¢higsberg
geboren; als er neun Jahre alt war, zog die Familie nach
Berlin. Er studierte dort und in Bonn; 1884 promovierte
er in Berlin bei KRONECKER 1886 folgte die Habilita-
tion. Er blieb bis 1901 als Privatdozent in Berlin; 1901
bekam er einen Lehrstuhl in Marburg, den er bis zu
seiner Emeritierung 1930 innehatte. Er starb 1941 in
Marburg. Seine Arbeiten drehen sich hadgtdich um

die Zahlentheorie und die eng damit verwandte Arith-
metik von Funktionen&rpern. Bekannt wurde er vor
allem durch die Eiriihrung dem-adischen Zahlen. Er
ist Autor dreier Lehriicher.

86: Der Algorithmus von Zassenhaus

Die Werkzeuge aus den vorigen Paragraphen erlauben ungirgem
sam eingesetzt, nun die Faktorisierung von Polynorfieaus Z[ x]
oderQ[x]. Das einzige, was wir noch nicht explizit formuliert haben
Ist eine Schrankdlf die Koeffizienten eines Faktors. Aus Kapitekg,
wissen wir, dal3ir einen Teilely € C[z] eines Polynomg € C[z] qilt:

e b,
HO) < ([, 5y) | 2161

aq
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wobeie den Grad vory bezeichnet und,, b, die fuhrenden Koeffizien-
ten vonf undg. Fur g, f € Z[z] muB3b, ein Teiler vona, sein, der
Quotientb, /a, hat also lbchstens den Betrag eins. Der Gradines
Teilers kann bchstens gleich dem Graklvon f sein, also istifir jeden
Teilerg € Z[x] von f € Z[x]

1) < (1) 191

Nach ZasseNHAUSgehen wir zur Faktorisierung eines Polynofnaus
Z[x] oderQ[z] nun folgendermalien vor:

Erster Schritt: Berechne die quadratfreie Zerlegung vband ersetze
die quadratfreien Faktoren durch ihre primitiven AntgileDann gibt es
eine Konstante, sodafyf = c[ [}, gf Ist. Fallsf in Z[x] liegt, istc eine
ganze Zahl. Br eine Faktorisierung ii[ ] mufd auchk:in seine Primfak-
toren zerlegt werden{if eine Faktorisierung iQ[z] kannc als Einheit
ausQ™ stehen bleiben. Die folgenden Schritte werden einzelnealeg
derg, angewandt, danach werden die Ergebnisse zusammengesetzt z
Faktorisierung vory. Fur das Folgende seieines degy,.

Zweiter Schritt: Wir setzenL = ([%dgggg]) lgll, und M = 2L + 1. Dann
wahlen wir eine Primzahp, die weder denifhrenden Koeffizienten
noch die Diskriminante von teilt. Damit ist auchy modp quadratfrei.

Dritter Schritt: Wir faktorisiereg mod p nach BEERLEKAMP in T [z].

Vierter Schritt: Die Faktorisierung wird nach denmeNseLschen Lemma
hochgehoben zu einer Faktorisierung modpfofiir eine ndtrliche
Zahln mitp"™ > M.

Flnfter Schritt: Setzem = 1 und testeiir jeden der gefundenen Fak-
toren, ob er ein Teiler vop ist. Falls ja, kommt er in die List&€, der
Faktoren vory, andernfalls in eine List&,.

Sechster Schrittfalls die Listel, keine Eintage hat, endet der Algo-
rithmus undg ist das Produkt der Faktoren ads. Andernfalls setzen
wir m =m + 1 und testenir jedes Produkt aus verschiedenen Poly-
nomen aug’,, ob ihr Produkt module™ (mit Koeffizienten vom Betrag
hochstend.) ein Teiler vong ist. Falls ja, entfernen wir digx Faktoren
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aus L, und fugen ihr Produkt in die List&; ein. Wiederhole diesen
Schritt.

Auch wenn der sechste Schritt wie eine Endlosschleife abssendet
der Algorithmus natrlich nach endlich vielen Schritten, derly ist
eine endliche Liste und spestens das Produkt aller Elemente 4ys
muf3 Teiler vory sein, da sein Produkt mit dem Produkt aller Elemente
von L, gleich g ist. Tat@chlich kann man schon abbrechen, wenn die
betrachteten Faktoren einero@eren Grad haben agsjegg, denn falls

f reduzibel ist, gibt es einen Faktor, dérdistens diesen Grad hat.

HANS JuLIlus ZAsSENHAUSwurde 1912 in Koblenz ge-
boren, ging aber in Hamburg zur Schule und zur Uni-
versiat. Er promovierte 1934 mit einer Arbeitber
Permutationsgruppen; seine Habilitation 1940 handelte
von LIE-Ringen in positiver Charakteristik. Da er nicht
der NSdAP beitreten wollte, arbeitete eélwwend des
Krieges als Meteorologe bei der Marine; nach dem
Krieg war er von 1949 bis 1959 Professor in Mdxdt;
dann finf Jahre lang in Notre Dame und schliel3lich bis
zu seiner Emeritierung an der Ohio State University in
Columbus. Dort starb er 1991. Bekannt ist er vor allem
fur seine Arbeiten zur Gruppentheorie und zur algorith-
mischen Zahlentheorie.

87: Berechnung von Resultanten und Diskriminanten

Im zweiten Schritt des Algorithmus vom&seENHAUSwahIten wir eine
Primzahl, die kein Teiler der Diskriminante des zu fakternsnden
Polynoms sein darf. Um dies zu testerijsaen wir die Diskriminante
berechnen oder — waiquivalent ist — die Resultante des Polynoms
und seiner Ableitung. i ein Polynom vom Grad zwanzig ist das eine
39 x 39-Determinante. Nach dennkLAcCEschen Entwicklungssatz ist
dies eine Summe von 3%t 2 - 10" Summanden, die jeweils Produkte
von 39 Zahlen sind. Eine solche Summe zu berechnen liegjensieits
der Moaglichkeiten heutiger Computer.

Tatsachlich verwendet nétlich niemand den Entwicklungssatz voa-L
GRANGE um eine Determinante zu berechnen — aul3er vielleicht bei
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einigen kleineren Spielzeugdeterminanten in Mathemktuduren. In
allen anderen &len wird man die Matrix durch Zeilen- und/oder Spal-
tenoperationen auf Dreiecksform bringen und dann die Detemte
einfach als Produkt der Diagonaleiadgre berechnen. Das daueit tie
SYLVESTER-Matrix zweier Polynome der Grade dreil3ig und vierzig auf
heutigen Computern weniger als eine halbe Minute.

Stellt man allerdings keine Matrix auf, sondern verlangt gmem Com-
puteralgebrasystem einfach, daf3 es die Resultante derbeaynome
berechnen soll, hat man das Ergebnis nach weniger als eiaknted der
Zeit. Einer der Sclilssel dazu ist wieder deiUELID ische Algorithmus.

Angenommen, wir haben zwei Polynoryigg in einer Variablen: Uber
einem faktoriellen RingR:

n n—1
f=a,x +a, x ~+---+ayxr+a, und

g:bmxm+bm_1xm_1+---+blx+bo mit n<m.

Falls f = ag konstant ist, alsa = 0, gibt es in der 8.VESTER-Matrix
null Zeilen aus Koeffizienten vop und m Zeilen aus Koeffizienten
von f; die Matrix ist also einfacl, mal derm x m-Einheitsmatrix und
die Resultante als ihre Determinantedgt.

Andernfalls dividieren wilg durch f und erhalten einen Reht
g. f=qResth oder h=g—qf.

Der zentrale Punkt beimUkLID ischen Algorithmus ist, dal3 die gemein-
samen Teiler vory und g genau dieselben sind wie die vgnund h.
Insbesondere haben algaind g genau dann einen gemeinsamen Tell-
er von positivem Grad, wenii und h einen haben, d.h. Re&f, g)
verschwindet genau dann, wenn RE5 h) verschwindet. Damit sollte
es also einen Zusammenhang zwischen den beiden Resuligatten,
und den nnen wir zur Berechnung von R&$, g) ausriitzen, denn
natirlich ist Res(f, h) kleiner und einfacher als Rg¥, g).

Uberlegen wir uns, was bei der Polynomdivision mit den Kaifiten
passiert.
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Wir berechnen eine Folge von Polynome§ = ¢,¢94,...,9, = h,
wobei g; aus seinem Vor@nger dadurch entsteht, dafd wir ein Vielfa-
ches von:’ f subtrahieren, wobeji = degg, — degf ist. Der maximale
Wert, denj annehmen kann, ist offenbar deg degf = m — n.

Die Zeilen der SLVESTER-Matrix sind Vektoren inR"*"™; die erstenn
sind die Koeffizientenvektoren von™ *f,.... zf, f, danach folgen
die vonz" g, ..., 2q,g.

Im ersten Divisionschritt subtrahieren wir vgnein \ﬁelfachesAa:jf
mit ; = m — n; damit subtrahieren wir auch von jeder Poteriz das
PolynomA\z™ f. Fir0< i < nund 0< j < m+nist0<i+j < m,

was wir subtrahieren entspricht auf dem Niveau der Koefiiervek-
toren also stets einem Vielfachen einer Zeile derv&STER-Matrix.
Damit andert sich nichts am Wert der Determinanten, wenn wir den
Koeffizientenvektor vory nacheinander durch denvag,...,g, = h
ersetzen.

Die Resultant@ndert sich also nicht, wenn wir in deYISYESTER-Matrix
jede Zeile mit Koeffizienten vonersetzt durch die entsprechende Zeilen
mit Koeffizienten vorh, wobeih als ein Polynom vom Graeh behandelt
wird, dessenifhrende Koeffizienten verschwinden.ist c x°+- - -+c,,

so ist also Reqf, g) gleich

a, Q1 Gn_ > ... G Qg 0 0 0

0 a, A, 1 a, Gy ag 0 0

0 0 a, ... Q3 G aq ag 0

0 0 0 Ap  Qp_1 Qp_» Ap_3 g | »
Cry C—1 Cip—d co € o 0 0

O ¢, ¢C,1 c3  C cq o 0

0 0 O ... 0 ¢, ¢n,.1 Cno o

wobei die Koeffizienten,,,, . . ., c.,, alle verschwinden.

Somit beginnt im unteren Teil der Matrix jede Zeile mit— s Nullen.
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In den erstenn — s Spalten der Matrix stehen daher nur noch Ko-
effizienten vonf: In der ersten ist dies ausschlie3lich dahifende
Koeffizienta,, von f in der ersten Zeile. Entwickeln wir nach der er-
sten Zeile, Bnnen wir also einfach die erste Zeile und die erste Zeile
streichen; die Determinante ist damnmal der Determinante débrig-
bleibenden Matrix. Diese hat (falls > s + 1) wieder dieselbe Gestalt,
wir konnen also wieder einen Faktar ausklammern und bekommen
eine Determinante mit einer Zeile und einer Spalte wenigpsv.; das
Ganze funktionierin — s mal, dann ist derifhrende Koeffizient vorn

in die erste Spalte gerutscht und dibriggebliebene Matrix ist die
SYLVESTER-Matrix von f undh — falls etwadibrigbleibt. Offensichtlich
bleibt genau dann nichtgorig, wennh das Nullpolynom ist: Dann sind
die unterenn Zeilen Null, d.h. die Resultante verschwindet.

AndernfallsistRes(f, g) = a,,' ° Res,(f, h), und da diese Formel auch
fur h = 0 gilt, haben wir gezeigt

Lemma: Hat f keinen gbl3eren Grad alg und isth der Divisionsrest
von g durch f, der den Grad habe, so ist Reg(g) = a.' ° Res(f, h).
|

Dies a3t sich nun nach Art desUELIDischen Algorithmus iterieren:
Berechnen wir wie dort die Folge der Reste= h der Division vong
durchf und dann (mity = g) weiterr,,, gleich dem Rest bei der Divi-
sion vonr; durchr;_,, so kbnnen wie die Berechnung von Ré€§, g)
durch Multiplikation mit Potenzen detihrenden Koeffizienten der Di-
visoren zuickfuhren auf die viel kleineren Resultanten Res, ;).
Sobaldr,,; eine Konstante ist, egal ob Null oder nicht, haben wir eire ex
plizite Formel und der Algorithmus endetiiden Fall, daf¥ groReren
Grad alsg hat brauchen wir noch

Lemma: Fur ein Polynom,f vom Gradn und ein Polynomg vom
Gradn ist Resff, g) = (—1)""" Resg, f).

Beweis:Wir missen in der @ VESTER-Matrix m Zeilen zu f mit den

n Zeilen zug vertauschen. Dies kann beispielsweise so realisiert wer-
den, dal3 wir die unterstg-Zeile nacheinander mit jeder de+Zeilen
vertauschen, bis sie naehVertauschungen schlief3lich unten steht. Dies
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mussen wir wiederholen, bis alleZeilen unten stehen, wir haben also
insgesamhm Zeilenvertauschungen. Soramdert sich das Vorzeichen

der Determinante um den Faktor1)""". .

88: Swinnerton-Dyer Polynome

Der potentiell problematischste Schritt des obigen Alyonus ist der
sechste: Vor allem, wenn wir auch Produkte von mehr als zaleidfen
betrachten riassen, kann dieser sehr teuer werden. Ein Beispiéirdaf
bieten die sogenanntenVBINERTON-DYER-Polynome: Zun paarweise
verschiedenen Primzahlen, . . ., p,, gibt es genau ein Polynoifivom
Grad 2" mit fuhrendem Koeffizienten eins, dessen Nullstellen genau die

2" Zahlen
i\/p_li\/p_zi---iw/pn

sind. Dieses Polynom hat folgende Eigenschaften:
1. Es hat ganzzahlige Koeffizienten.
2. EsistirreduzibeliberZ .

3. Modulo jeder Primzahi zerfallt es in Faktoren vom Gradichstens
Zweil.

Beweisenal3t sich das am besten mit Methoden der abstrakten Algebra,
wie sie in jeder Vorlesunglgebra | prasentiert werden. Da hier keine
Algebra | vorausgesetzt wird, sei nur kurz die ldee angeddeum den
kleinsten Teilkbrper vonC zu konstruieren, in dem alle Nullstellen vgén
liegen, kbnnen wir folgendermal3en vorgehen: Wir konstruieren als er
stes einen Krper Ky, der,/p; entrélt. Das ist einfach: Der Vektorraum
K, =Q® Q,/p; ist offensichtlich so ein Krper. Als rachstes konstru-
ieren wir einen Krper K,, der sowohlk; als auch, /p, entralt. Dazu
konnen wir genauso vorgehen: Wir betrachten einfach dendmven-
sionalenk;-Vektorraumk, = K; ® K;,/p,. Als VektorraumiiberQ

ist K, natrlich vierdimensional. Weiter geht es nii; = K, ® K,,/p3
uswbisK, = K, ;® K, 1,/p,-Als Q-Vektorraum hat dieser &per

die Dimension 2.

Die GaLoIs-Gruppe vork,, UberQ hat somit 2 Elemente; da sie offen-
sichtlich die Abbildungen/p; — —,/p; enthalt, ist sie die von diesen
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Automorphismen erzeugte elementarabelsche Gruppe(&idie Null-
stellenmenge vorfi als ganzes betrachtet fest, also nach dem Wurzelsatz
von VIETE auch die Koeffizienten. Somit hdtrationale Koeffizienten,
und da alle Nullstellen ganz sind (im Sinne der algebraisctehlen-
theorie), liegen diese sogar# Aul3erdem operiert die&&0I1s-Gruppe
transitiv auf der Nullstellenmenge vagi also istf irreduzibel inQ[x]

und damit aucltz[z].

Betrachten wirf modulo einer Primzahb, so kbnnen wir die analoge
Konstruktion durchifihren ausgehend vomakper IF,, anstelle vonQ.
Wahrend wir aber im Falle der rationalen Zahlen sicher seimten,
daf,/p; nicht bereits im Krper K, , liegt, ist dies hier nicht mehr der

Fall: Fir ungerades gibt es%(p+ 1) Quadrate if ,; dazu ldnnte auctp,

getoren. Falls nicht, iskK =F, & F,,,/p; ein Korper mitp? Elementen.
Wie man in der Algebra lernt, gibt es aber bis auf Isomorphieainen
solchen Krper; K enthalt daher die Quadratwurzehller Elemente
von IF,, und somitalle Nullstellen von f modp. Spatestendiber K
zerfallt f modp also in Linearfaktoren, und da alle Koeffizienteriip
liegen, lassen sich je zwei Linearfaktoren, die nichffifjz] liegen,
zu einem quadratischen Faktor diifx] zusammenfassen. Somit hat
f modp hochstens quadratische Faktoren.

(Fur eine audihrlichere und etwas elementarere Darstellung siehe etwa
§6.3.2 in MCHAEL KAPLAN: Computeralgebrégpringer,2005.)

Falls wir f nach dem oben angegebenen Algorithmus faktorisieren,
erhalten wir daher modulgeder Primzahl p mindestens 2! Fak-
toren. Diese lassen sidhber das HNSELsche Lemma liften zu Fak-
toreniiberZ, und wir miissen alle Kombinationen aus mindestefis?2
Faktoren ausprobieren bis wir erkennen, dafseduzibel ist, also min-

destens 3 Moglichkeiten. Fir n = 10 etwa istf ein Polynom vom
Grad 1024, dessen Manipulation durchaus im Rahmen daglith-
keiten eines heutigen Computeralgebrasystems liegt. DaprAbieren
von 2°° ~ 10"" Moglichkeiteniiberfordert aber selbst heutige Super-
computer oder parallel arbeitende Cluster aus Millionem@omputern
ganz gewaltig: Der heutige Sicherheitsstandard der Kgrajghie geht
davon aus, daR niemand in der Lage i$t®Zoder sogar nur2°) Re-
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chenoperationen in realistischer Zeit (d.h. wenigen Jglaeszufihren.

SIR HENRY PETER FRANCIS SWINNERTON-DYER, 16" Baronet, wurde 1927 geboren; er
studierte und lehrte an der Univegitvon Cambridge, wo er unter anderem Dean des Trin-
ity College, Master von St. Catherine College und Vizekander Universit war; heute

ist er Professor emeritus. Obwohl er hadgtsdich fir seine Beithge zur Zahlentheorie
bekannt ist, besditigte er sich zuachst mit Differentialgleichungen. Am bekanntesten
ist er durch die Vermutung voniBcH und SVINNERTON-DYER Uiber den Zusammenhang
zwischen der Arithmetik einer elliptischen Kurve und amialshen Eigenschaften von
deren(-Funktion.

89: Faktoren und Gittervektoren

In diesem Paragraphen soll eine Methode vorgestellt werdienfur
Polynome einer V@nderlicheniberZ (der@Q), aber leider auch nuiif
diese, eine Alternative zum stumpfsinnigen Ausprobiemerséchsten
Schritt des Algorithmus von ASSENHAUSDietet.

Sie wurde 1982 vorgestellt in

A.K. LENSTRA H.W. LENSTRA L. LOVASZz: Factoring Polynomials with
Rational Coefficientdylath. Ann.261(1982), 515-534

und wird nach den Initialen der drei Autoren kurz als LLL bieheet.

ARJEN K. LENSTRA wurde 1956 in Groningen geboren und studierte Mathematik an
der Universiait Amsterdam, wo er 1984ber das Thema Faktorisierung von Polynomen
promovierte. Danach arbeitete er Zwhst als Gastprofessor an der Informatikfaiudier
Universitt von Chicago, dann ab 1989 in einem Forschungszentrum gthcoBe. 1996
wurde er Vizepasident am Corporate Technology Office der City Bank in Nevk)eon
2000 bis 2006 auch Teilzeitprofessor an der Technischeredsitit Eindhoven. 2004
wechselte er von der City Bank zu Lucent Technology, die etliggen Bell Labs; seit
2006 ist er Professoilf Kryptologie an der Eidgéissischen Technischen Hochschule in
Lausanne. Seine Arbeiten befassen sich mit der Faktarigijaron Zahlen und Polynomen
sowie mit kryptographischen Verfahren und Attacken.

Sein Bruder HNDRIK W. LENSTRAwurde 1949 geboren. Auch er studierte an der Uni-
versitat Amsterdam, wo er 1977 bei dem Algebraischen Geometer ahkkdtheoretiker
FRANS OORT Uiber Zahllkrper mit EUKLID ischem Algorithmus promovierte und 1978 Pro-
fessor wurde. 1987 wechselte er nach Berkeley; von 1998ubs®iner Emeritierung in
Berkeley lehrte er sowohl in Berkeley als auch an der Unit@rkeiden, seither nur noch
in Leiden. Seine Arbeiten besaftigen sich haup#chlich mit der algorithmischen Seite
der Zahlentheorie; aul3eiirf den LLL-Algorithmus ist er vor allem bekanniirf seinen
Algorithmus zur Faktorisierung ganzer Zahlen mit elliptisn Kurven.
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LAszLO LovAsz wurde 1948 in Budapest geboren und promovierte 1971 an dtgeio
Universit&t. Nach Kirzeren Aufenthalten an verschiedenen ungarischen uhaalischen
Universi@ten (darunter 1984/85 in Bonn) ging er 1993 nach Yale, wasf000 eine
Professur hatte. Von 1999 bis 2006 war er Senior Resear@iéviibrosoft Research.
Seit 2006 ist er Direktor des mathematischen Instituts d#wds Lorand Universiat
in Budapest. Br die Wahlperiode 2007-2010 war er auckadtdent der Internationalen
Mathematikervereinigung IMU.

Ausgangspunkt der Methode voENSTRA LENSTRA und LOVASZ ist
das folgende

Lemma: p sei eine Primzahk eine beliebige néirliche Zahl. AuRerdem
sei f € Z[x] ein Polynom vom Grad undh € Z[x] eines vom Grad
mit folgenden Eigenschaften:
1.) h hat fuhrenden Koeffizienten eins
2.) h modp’“ Istin (Z/pk)[x] ein Teiler vonf mOdpk
3.) h modp istirreduzibel inF ,[z]
4.) (h modp)2 ist kein Teiler vonf modp in I [x].
Dann gilt:
a) f hatinZ[x] einen irreduziblen Faktat,, der modula ein Vielfa-
ches vom, modp ist.
b) hg ist bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmit.
c) Fur einen beliebigen Teilgrvon f in Z[x] sind folgende Aussagen
aquivalent:
(i) h modp teilt g modpin ¥ [x]
(i) h modp” teilt g modp® in (Z/p")[x]
(iii) hgteilt g in Z[x].

Beweis:Die irreduziblen Faktoreh, von f in Z[x] kdnnen modulg
in F,[z] eventuell weiter zerlegt werden. Da (nodp)2 kein Teiler
von f modp ist, teilt h modp genau eines dek, modp; wir setzen
ho = h;. Da irreduzible Faktoren i[x] bis aufs Vorzeichen eindeutig
bestimmt sind, ist auch) klar. In c) folgt (i) sofort aus(ii) wie auch
aus(iii) ; zu zeigen ist die Umkehrung.

Sei alsoh modp ein Teiler vong modp und f = gq. Da (h modp)2
kein Teiler vonf modp ist, kannh mod p kein Teiler vong modp sein,
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also auchhy kein Teiler vong. Somit muf3h, als irreduzibler Teiler
von f ein Teiler vong sein und(iii) ist bewiesen.

Zum Beweis von(ii) beachten wir, dalk modp und ¢ modyp teiler-
fremd sind; der erweiterte UkLID ische Algorithmus liefert uns also
eine Darstellung der Eins als Linearkombination diesedd®iPoly-
nome ink [x]. Wir liften die Koeffizienten naclZ[x] und haben somit
Polynomea, b € Z[z], fur dieah + bg = 1 modp ist, d.h. es gibt ein
Polynome € Z[z], so dalah + bg = 1 — pcist. Da

(1—pc)(1+pe+ (pe)° + -+ (/pc)k_l) =1— (po)”
ist, erhalten wir durch Multiplikation dieser Gleichungtrdem zweiten
Faktor eine neue Gleichung der Form

ah+bg=1—(po)* .
Multiplizieren wir diese noch mig, so folgt
dg-h+l~)q-g=&gh+l~)fzgmodpk.

Hier ist die linke Seite modulp’“ durchh teilbar, also auch die rechte
Seiteg, womit (ii) bewiesen \are. .
Der sechste Schritt des Algorithmus VOASSENHAUS kann so inter-
pretiert werden, dal3 er zu jedem irreduziblen Faktos F,[z] von

f modp den zugebrigen Faktorh, € Z[z] von f bestimmt, indem er
notigenfalls alle Kombinationen aus und den anderen Faktoren von
f modp durchprobiert. Der Algorithmus VOnNENSTRA, LENSTRA und
LovAsz konstruierth,, direkt und ohne Kenntnis der anderen Faktoren,
indem er den Vektor der Koeffizienten vég als einen,kurzen® Gitter-
vektor identifiziert.

Wir fixieren dazu eine nétliche Zahlm > e = degh und betrachten
die MengeA aller Polynome au#[z] vom Grad lochstensm, die
modulop” durchh modp” teilbar sindA ist eine Teilmenge des{(+1)-
dimensionalerR-Vektorraums aller Polynome vom Graddhstensn,
denwiriiber die Basis 1z, . . ., ™ mit R™** identifizieren. Dabei ist die
L>-Norm | f ||, eines Polynoms aus gleich deriiblichen EJKLID ischen

m+1

Lange|v| seines Koeffizientenvektorsc R™ .
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Definition: Eine Teilmengd” ¢ R™** heiltGitter, wenn es eine Basis
(bo, . ..,b,,) vonR™** gibt, so daR
A € Z} :

r= {f; ;b

Wir bezeichnen dieﬁse Basis dgnn als eine Basis des Giftarad
schreiben kur’ = Zby ® - - - @ Zb,,,.

Dah fuhrenden Koeffizienten eins und Grabat, bilden die Polynome
p’“:c’ mit 0 < ¢ < eundhz’ mit 0 < 5 < m — e eine Basis der oben
definierten Mengéd\; diese ist also ein Gitter.

Gitterbasen sind genauso wenig eindeutig wie Basen vorok@kimen.
Sind @y, ...,b,,) und @, ...,c,) zwei Basen des Gitters, so sind
beide insbesondere Basen VBA'™, es gibt also Matrizen/, N €
R D> M) die diese beiden Basen ineinandéerfihren. Am ein-
fachsten&f3t sich das dadurch augdken, daf’ wir die Spaltenvektoren
I;i zu einer Matrix B zusammenfassen und die zu einer MatrixC;
dannistC = M B und B = NC. Die Eintrage von)M und N missen
ganzzahlig sein, denn di& mussen ja ganzzahlige Linearkombinatio-
nen derb, sein und umgekehrt. Auf3erdem &N = N M gleich der
Einheitsmatrix. Somit sind dét/ und detV ganzzahlig mit Produkt
eins, d.h. ded/ = detN = +1. Insbesondere unterscheiden sichilet
und det” hochstens durch das Vorzeichen.

Definition: Der Betrag von deB heil3t Determinanté(I’) des Gitterd".

Wie wir gerade gesehen haben,d§l’) unablangig von der gedahlten
Gitterbasis. Im oben definierten Giti&iist d(A) = p"¢, dah den ihren-
den Koeffizienten eins hat und die hinteren Terme der Polynim

durch Zeilenoperationen aus der Determinante entferrdeveldnnen.

Ein Vektorraum hat keinen echten Untervektorraum glei€herension;
bei Gittern ist das nétlich anders: Mitl" ist auch 2" ein Gitter und
ganz offensichtlich verschieden vbh Allgemein sagen wir, ein Gitter
I ¢ R™" sei ein Untergitter des GittersA C R™ wennT eine
Teilmenge vom\ ist.
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Istin dieser Situatioﬁo, . En eine Gitterbasis vohiundcy, . . ., ¢,, eine
von A, so lassen sich di@ als Linearkombinationen det schreiben.
Mit den gleichen Bezeichnungen wie oben ist dalbker= NC mit
einer ganzzahligen MatrixV. Die inverse Matrix)M freilich ist im
Falle eines echten Untergitters nicht mehr ganzzahligdeonhat nur
rationale Eintage. Wir lonnen allerdings die Nenner begrenzen: Die
Gleichung N M gleich Einheitsmatrixdf3t sichUbersetzen inn + 1
lineare Gleichungssystemarfdie Spaltenn, von M, dennNm, = €

ist deri-te Einheitsvektor deB™**. Losen wir dieses Gleichungssystem
nach der @AMERschen Regel, so stehen imi@er der Formelniir die
Eintrage vonm, Determinanten ganzzahliger Matrizen und in Nenner
steht jeweils die Determinant® von M. Somit kann lbchstens diese
als Nenner auftretenund - A C I" C A.

In Kiirze wird es iir uns wichtig sein, dal3 es zu einer gegebenen Basis
von A spezielle, daran angepal3te Basen Vaibt:

Lemma: Ist " ein Untergitter vorA und (50, e ,I;m) eine Gitterbasis
von A, so gibt es eine Gitterbasigy(. . ., ¢,,) vonI derart, dal3

Co = Hoobo

C1 = paobo * 1104

—

Cm, = :umObO teeet Mmmbm

mit ganzen Zahlem, ; undp,;, 7 0.

Beweis:DaDE; in I" liegt, gibt es inl" auf jeden Fallfir jedes Vektoren
der Formys,obg +- - - + ;b mit ;; 7 0., sei ein solcher Vektor mit mi-
nimalem|u,,|. Wir wollen zeigen, daf3 diese Vektoréreine Gitterbasis
vonI bilden. Da die lineare Unaldimgigkeit trivial ist, muf3 nur gezeigt
werden, dal3 sich jeder Vektor alisls ganzzahlige Linearkombination
derc; schreibenadft.

Angenommen, es gibt Vektoreti € I', fur die das nicht der Fall
ist. Da v auch in A liegt, gibt es auf jeden Fall eine Darstellung
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U= Aol;o +.- 4 Akl;k mit ganzen Zahler\; und einemk < m. Wir
wahlen einen solchen Vektarmit kleinstnbglichemk.

Da u,, nach Voraussetzung nicht verschwindet, gibt es eine ganze
Zahl ¢, so daB|\, — qu,,| Kleiner ist als der Betrag von,,. Dann
kann auch der Vektor

7 — qé), = (Ao — apro)bo + - + (g — 211y )by

nicht als ganzzahlige Linearkombination dedargestellt werden, denn
sonst latte auchy eine solche Darstellung. Wegen der Miniméaiwonk
kann daheh, —qu,.,. nicht verschwinden. Da aber Betrag o g,
kleiner ist als der vom,,;., widerspricht dies der Wahl vofals Vektor
mit minimalem|u,.|. Somit kann es keinen Gittervektor abigjeben,
der nicht als ganzzahlige Linearkombination dedarstellbar ist, und

das Lemma ist bewiesen. i

Bei der Anwendung von Gittern auf das Faktorisierungsmbierden

die GRAM-SCHMIDT-Orthogonalisierungen von Gitterbasen eine grol3e
Rolle spielen; daher sei kurz an diesen Orthogonalisiespirgel} erin-
nert. Zurachst die

Definition: a) Ein EukLIDischer Vektorraum ist ein reeller Vektor-
raumV zusammen mit einer Abbildung

VxV -V
(7,0 s T -

mit folgenden Eigenschaften:

1) (\d + pv) - = Nu - W) + p(v - w) fur alle A\, p € R und alle
u, v, w e V.

2) v-w=w-vfurallev,w e V.

3.) v-v>0furallev € V undv - v = 0 genau dann, wenn= 0.

Die AbbildungV x V' — V wird als Skalarprodukt bezeichnet.

b) Zwei Vektorenv, w € V heil3en orthogonal, wenn- @ = 0 ist.

c) Eine Basis &, . . ., ¢,,) eines BKLIDischen Vektorraums heil@r-

thogonalbasiswennc; - ¢; = O fur allei # j.
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Wichtigstes Beispiel ist der Vektorrau™** mit seinem Standard-
skalarprodukt
Yo Wo

Um

Das Produkt eines Vektoismit sich selbst ist dann das Quadrat seiner
EukLIDischen lange, und wenn wir ihn als Koeffizientenvektor eines
Polynoms vom Gradh ausR[z] auffassen, ist das auch das Quadrat der
L%-Norm dieses Polynoms.

Das Orthogonalisierungsverfahren vomAmM und SHMIDT konstru-
iert aus einer beliebigen Basigy(. . ., b,,,) desR™** schrittweise eine

Orthogonalbasisd, .. ., ¢,,), und zwar so, dald in jedem Schritt der
von den Vektorer,, . . ., b, erzeugte Untervektorraum gleich dem von
o, - - - » C,. €rZzeugten ist.

Der erste Schritt ist der einfachste: Da es noch keine Odhalgatsbe-
dingung fir ¢, gibt, kdnnen wir einfaclt, = b, setzen.

Nachdem wirr > 1 Schritte durchgde'hrt haben, haben wir linear
unabfangige Vektoremy, . .., c,._; mitc; - ¢; = 0 furi Z j aus dem von

50, . ,I;r aufgespannten Untervektorraum. tst m, haben wir eine
Orthogonalbasis; andernfalls muf3 ein auf den bisher kalestenc,
senkrecht stehender Vekta) gefunden werden, der zusammen mit

diesen den voﬁO bis Z_)'T erzeugten Untervektorraum erzeugt.

Dacy,...,C._4 undl;o, cey by . denselben Untervektorraum erzeugen,
gilt dasselbedr ¢, ...,c,_ 1,b und bo,.. b das Problem ist, daf3

Er im allgemeinen nicht orthogonal zu dénsein wird. Wir dirfen br
aber alandern um einen beliebigen Vektor aus dem ¥gn..,c,_;
aufgespannten Untervektorraum; also setzen wir

= br + )‘Ocl - )‘r—lcr—l

und versuchen, dia, so zu bestimmen, dal3 dieser Vektor orthogonal
ZUdcy,...,C,._q Wird.
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Wegen der Orthogonadit derc; ist

r—1
G T =b, €= MN(@ &) =b, T — NG E);
j=0
setzen wir daher
)\ — b?“+l ’ Ci
A — — 1
Ci * Cl

soistv-c; =0furallei =0,...,r — 1.

Nach demn +1-ten Schritt haben wir eine Orthogonalbasjs (. ., ¢,,)
vonR™*! konstruiert.

Der danische MathematikeizZkRGAN PEDERSENGRAM
(1850-1916) lehrte an der UniveiiKopenhagen, war
aber gleichzeitig auch noch ge&dtsfuhrender Direk-
tor einer Versicherungsgesellschaft unédtdent des
Verbands der @nischen Versicherungsunternehmen. Er
publizierte anscheinend nur eine einzige mathemati-
sche ArbeitSur quelque teoremes fondamentaux de
I'algebre modernedie 1874 erschien. Das RAM-
ScHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren, durch das
er heute haup&hlich bekannt ist, stammt wohl von
LAPLACE (1749-1827) und wurde auch schon 1836 von
CAuUCHY verwendet.

ERHARD SCHMIDT (1876—-1959) wurde im damals deut-
schen Ort Dorpat geboren; heute gdtdieser zu Est-
land und heif3t Tartu. Er studierte in Berlin b&it8vaRz
und promovierte 1905 ins &tingen bei HLBERT mit
einer Arbeitiiber Integralgleichungen. Nach seiner Pro-
motion wechselte er nach Bonn, wo er 1906 habili-
tierte. Danach lehrte er iniich, Erlangen und Breslau,
bis er 1917 als Nachfolger voncBwaARz nach Berlin
berufen wurde. Er ist einer der Bémgrder der mod-
ernen Funktionalanalysis; insbesondere geht die Ver-
allgemeinerung BxLIDischer und HRMITESCher Vek-
torraume zu sogenannteniUHERT-Raumen auf ihn
zurlick.
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Als Beispiel wollen wir eine Orthogonalbasis des von

1 -3 -1
bo=| 2| Bi=| o] undf=| "%
4 S) 6

aufgespannten Untervektorrauis/on R* bestimmen.
Als ersten Vektor der Orthogonalbasigffen wir einfache, = b,.

Fur den zweiten Vektor machen wir den Ansajz 51 — Ay, Wobei
so geviahlt werden muR, daR - &, = by - & — A&, - &, = O ist. Da

Gy by=—3+2.4+4.5=25 und &, -c,=1°+2°+2°+4" =25,

—4
mussen wirA = 1 setzen und; = 51 —Cp = _g
1

Fur den noch fehlenden dritten Vektor der OrthogonalbasieisAnsatz
entsprechend:

—

_’Zzbz_)\go_l,égl mlt 62'60:82‘81:0.
Gy Gy=by-Cy— NGy Cy=(—1—4+6+24)+25 => A=1
Gy G =by-Cytpé-=(b—4—6+6)— 250 = =0

-2
Lo —4
Cp=by — = 1
2

Unsere Orthogonalbasis besteht also aus den drei Vektoren

1 —4 -2
(2 2 I
0~ 2 s C1 — _2 Und Cy — 1

4 1 2
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Wenn wir den Zusammenhang zwischen derAusgangsﬁgsis.(, 5m)
und der Orthogonalbasigy . . . , ¢,,,) explizit festhalten wollen, iiissen
wir den oben berechneten Koeffizienten Namen geben, die wuoh
Schritt ablangen. Wir schreiben

i—1 g g
= _'* = . o . _ 1 j
(% - bi-_ ﬁ%j(ﬁ furZ - O,...,7n/ n“t A%j - _,‘ -

=0 €6

Im gerade durchgerechneten Beispiel etwa ist

—

50=b0, Elzbl_go Und 52=b2_60,
a|SO,LL10 = Moo =1 Uﬂd,LLZl = 0

Losen wir die obigen Formeln auf nagh kommen wir auf
i—1 1—1 i—1
bi:5i+ZNij5j und @'Zﬂijgjzzmjgi‘gj:o-
=0 7=0 7=0

Geometrisch bedeutet dies, da@er Lotvektor bei der Projektion van
aufdenvore, . . ., ¢;_, aufgespannten Untervektorraumist oder, anders
ausgedickt, die orthogonale Projektion vdﬁ auf das orthogonale
Komplement dieses Raums.

Ist allgemeims = @ + v die Summe zweier aufeinander senkrecht ste-
henden Vektoren, so ist

@B = (@+0) - (@+0)=ad-T+T -,

dennv - @ = 0. Insbesondere sind daher diarnigen vons und w
hochstens gleich derdnge vonw. In unserer Situation bedeutet dies,
dafid

& < |b;| fur i=0,...,m,

kein Vektor der Orthogonalbasis kann aléoder sein als der entspre-
chende Vektor der Ausgangsbasis.

Im Falle einer Gitterbasisbg, ..., b, ) ist die nach ®AM-SCHMIDT

berechnete Orthogonalbasis zwar eine Basis RIBE', aber im all-
gemeinen keine Gitterbasis: Es gibt schliel3lich keinemn@yuvarum
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die u;; ganze Zahlen sein sollten, so da3 di@ft nicht einmal im Git-
ter liegen, und tatchlich mul3 ein Gitter auch keine Orthogonalbasis
haben.

Hatte etwa das Gitter

pei)ox(D

eine Orthogonalbasisi(v), so gabe es ganze Zahlenb, ¢, d, so dal}
A ! V2\ _ (a+by?2
“~ "o 1)°\ b
(Y 4 (VP 2 [t V2
=0 1)"\ d

ware. Das Skalarprodukt dieser beiden Vektor@neanull, d.h.

(a +bV2)(c +dV2) +bd = (ac + 3bd) + (ad + bc)vV2 = 0.

Wegen der Irrationalitt von+/2 ist dies nur dann ibglich, wenmd + be
verschwindet. Nun wissen wir aber, dal’ die Determinant&/ddmx fir
einen Wechsel der Gitterbasid sein muf3, d.lud — bc = +1. Addition
dieser Gleichung zud + bc = 0 fuhrt auf Zud = +1, was mit ganzen
Zahlena, d offensichtlich nicht gelten kann. Somit hat zumindest eges
Gitter keine Orthogonalbasis.

und

Trotzdem ist die aus einer Gitterbasis konstruierte Orinadpasis auch
nutzlich zum Versandnis des Gitters. Als erstes Beispieligaivollen
wir die Determinante des Gitters geometrisch interpretier

Die reelle Matrix)M , die den Wechsel von der Ausgangsbasis zur Ortho-
gonalbasis beschreibt, ist wie die obigen Formeln zeiges Breiecks-
matrix mit lauter Einsen in der Hauptdiagonale, hat alsceBeinante
eins. Obwohl die; keine Gitterbasis bilden, ist daher die Determinante
des Gitters auch gleich dem Betrag der Determinante dematmit
denc; als Spaltenvektoren. Das ist aber einfach das Produkta@iegyen
der &, denn derij-Eintrag vonC” C' ist &, - c¢;. Da diec; eine Ortho-
gonalbasis bilden, verschwindet dieses Skalarprodukt¥ j, also ist
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ctC eine Diagonalmatrix und ihre Determinante ist das Prodekt d
Langenquadraté - ¢;. Der Betrag der Determinante vahn selbst ist
daher das Produkt deidngen.

Geometrisch entspricht die Orthogonalisierung na&aNsSCHMIDT
einer Folge von Scherungen, die aus dem von den Vekﬂi'graufge-
spannten Parallelepiped einen Quader machen. Nach demipPvon
CAVALIERI bleibt das Volumen dabei unvardert, und das Volumen ei-
nes Quaders ist niatlich einfach das Produkt seiner Seitamjjen. Somit
ist die Determinante eines Gitters gleich dem Volumen des den
Basisvektoren aufgespannten Parallelepipeds, dem sogemaFun-
damentalbereich des Gitters. Je nach Wahl der Basis kasardehr
verschiedene Formen haben, aber sein Volumen ist stetsldass

Das wollen nun anwenden, um die Determinante eines Gittezg-a
schatzen durch die &ngen der Vektoren aus einer beliebigen Gitterbasis
(bo,...,b. ). Ist @,,...,c,) die zugebrige Orthogonalbasis, so ist
die Determinante des Gitters das Produkt da@nden der Vektoref;.

Wie wir oben gesehen haben, kann kein Vekiotanger sein als der

entsprechende Vekttgg, und damit folgt die

Ungleichung von Hadamard: Im GitterI" = Zb, & - - - & Zb, ist
d(r) < [l .
=0

JACQUES SALOMON HADAMARD wurde 1865 in Ver-
sailles geboren, lebte aber ab dem Alter von drei Jahren
in Paris. Dort studierte er von 1884-1888 an der Ecole
Normale Suprieure; vahrend der anschlieBenden Ar-
beit an seiner Dissertation verdiente er seinen Lebens-
unterhalt als Lehrer. Nach seiner Promotion 1892 ging
er zurachst als Dozent, ab 1896 als Professoi{stro-
nomie und Theoretische Mechanik an die Univéxtsit
von Bordeaux. VElhrend dieser Zeit bewies er unter
anderem den bahmten Primzahlsatz, wonach sich
die Anzahl der Primzahler. n asymptotisch vert

wie n/Inn. Um wieder nach Paris zuckzukommen,
akzeptierte er 1897 dort zwei (schlechtere) Stellen an davdhne und am Caiye de
France; am letzteren erhielt er 1909 einen Lehrstuhl. 19a&iever Nachfolger von
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CAMILLE JORDAN an der Ecole Polytechnique sowie Nachfolger vaENRI POINCARE

an der Acaémie des Sciences. 1940 mufdte er nach USA emigrieren urté rder
Columbia University in New York, kehrte aber sofort nachd§isende ziirck nach Paris.
Unter seinen Arbeiten befinden sich aul3er dem Primzahlsatzfandamentale Bedge
unter anderem zur Theorie der partiellen Differentialgheing, zu geadtischen Linien und
zur Variationsrechnung. Auch politisch war er sehr akiimachst zugunsten vonLARED
DRreYFUs Nach 1945 engagierte er sich, nachdem drei seidbn&in den Weltkriegen
gefallen waren, iir die Friedensbewegung; zum Internationalen Mathent&ikeyress

in Cambridge,Mass.,dessen Ehrengsident er war, erhielt er deshalb nur nach der
Intervention zahlreicher amerikanischer Mathematiker@nreisevisumiir die USA.

Die Ungleichung von HDAMARD spielt eine wichtige Rolle im Beweis

des folgenden Lemmas, das bei der Suche nach dem zu Beginn des
Paragraphen definierten Polynomgsnutzlich sein wird. Alle Bezeich-
nungen seien wie dort.

Lemma: Erfullt ein Polynomw € A die Ungleichung| f||, - ||v]], < p",
so istv durchhy teilbar.

Beweis:Fur das Nullpolynom ist die Aussage trivial; sei atsgf 0 und
g =9gT(f,v). Nach dem ersten Lemma dieses Paragraphen reicht es zu
zeigen, dafd modp ein Teiler vong modp ist.

Sollte dies nicht der Fall sein, sifrdmodp und ¢ modp wegen der
Irreduzibilitat vonh mod p teilerfremd; wie oben gibt es also Polynome
a,b, c € Z[x], so dal’ gilt
ah+bg=1—pc.
Sein = degg undm’ = degu; dann istn < m' < m. Wir definieren
eine neue Teilmenge
M= {)\f+/w ’ A\, p € Z[z], degh < m' —n, degu < d—n}

desGitterZ & Zx & - - - & Zxd“”/_”_l; ihre natirliche Projektion auf
das UntergitteZa" & Zz""* @ - - - @ Za®™ ~" ! seiM’.

Angenommen, das ElemeRf + yv € M wird dabei auf das Nullpoly-
nom projiziert. Dann muf} einerseits der Grad Wit v kleiner alsn
sein, andererseits i8tf + pv durchg teilbar undn = degg. Also mul3
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Af+pv =0seinund\f = —pw. Division durchg = ggT(f, v) fuhrt auf

A= :_Mﬁ und gg iﬂ) =1.
g g g9 9

Somit mufy. ein Vielfaches vory /g sein. Der Grad vom ist aber nach
Definition kleiner alsd — n = degf — degg, also isty = 0 und damit
auch\ = 0. Daher sind die Projektionen der Polynome

xzf fur 0<i<m'—n und 2’v fur 0<j<d—n
nachM’ linear unabkngig. Wie die Definition voM zeigt, bilden sie
auch ein Erzeugendensystem, alsoNBtein Gitter, und die obigen

Polynome bilden eine Gitterbasis. Darawinkien wir die Ungleichung
von HADAMARD anwenden:

/ m' —n e—n m d ke
dM) < [Ifllz - lloll; — < fIlz vl <p™ s
wobei das letzte Kleinerzeichen die Voraussetzung des Lasnsh

Im Rest des Beweises wollen wir zeigen, dgid’) > p"¢ seinmuR, was
zusammen mit der gerade gezeigten Ungleichung zu einenr$jgideh
fuhrt und damit das Lemma beweist.

Sei dazuw € M ein Polynom vom Grad kleinet + e. Als Element
von M ist es durchg teilbar. Multiplizieren wir die obige Gleichung
ah+bg=1—pcmitl+pc+---+ (pc)k_l, erhalten wir eine Gleichung
der Formah + bg = 1 — (pc)® mit ,b € Z[z]. Multiplikation dieser
Gleichung mit dem Polynomy /g fuhrt auf eine neue Gleichung

ah+bw=2(1- (po)’) = = modp® mit a*,b" € Z[a].
g g

Als Element vorM laf3t sichw in der Formw = A f + pv schreiben, und
nach Voraussetzung sind sowghals auchy moduIOp’“ durchh teilbar.
Also ist auchw und damit nach der gerade bewiesenen Gleichunhg
modulop” durchh teilbar. Der Grad vom ist kleiner als: +e, undg hat
Gradn, also ist der Grad vow/g kleiner alsn + e — n = e = degh. Da
h fuhrenden Koeffizienten eins hat, wird dieser Grad mogfilaicht
kleiner; also muf3v/g und damit auchv modulop” das Nullpolynom
sein. Somit ist jedes Polynom al mit Grad kleinern + e durchpk
teilbar.
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d+m’—n

Das GitterM’ liegt in Zz" & --- @ Zx ~! und hat eine Gitter-
basis aus! + m’ — 2n Elementen, ist also ein Untergitter im Sinne der

Definition dieses Paragraphen. Die Polynarfiebis %™ ~"~* bilden
natirlich eine Basis des gReren Gitters; daher helthach dem zweiten
Lemma dieses Paragraphen eine Gitterbasis aus Polynomé&ratie
n,n+1,...,d+m’ —n— 1. Die erstere davon niissen, wie wir gerade
gesehen haben, durghi teilbar sein. Die Determinante va” ist der
Betrag der Determinante der Matrix aus den BasisvektongnGaund
der Gradbedingung ist dies eine Dreiecksmatrix, die Datente ist
also einfach das Produkt deiilfrenden Koeffizienten und hat damit

mindestens Betra;g{‘””e. Dies liefert den verlangten Widerspruch.
|

Das gerade bewiesene Lemma legt nahe, dal3 uns Polynomerklein
L%-Norm im GitterA zu Faktoren vory verhelfen kbnnen, und in der
Tat zeigen EENSTRA LENSTRA und LOVAsz, daR wirh, konstruieren
konnen als ggT der Polynome aus eipgeeigneten” Gitterbasis vah

Im nachsten Paragraphen soll diese aughviele andere Aufgaben
»geeignete* Basis allgemein konstruiert werden.

§10: Der LLL-Algorithmus zur Basisreduktion

Der hier vorgestellte Algorithmus wurde zwar in der zu Beguahes
vorigen Paragraphen zitierten Arbeit VOrENSTRA LENSTRA und

LovAsz speziell fir die Faktorisierung von Polynomen a#fr] ent-

wickelt, er fand aber inzwischen zahlreiche weitere Anwarggen in

der Kryptographie, der diskreten Optimierung und andersdashalb
wird hier nicht von Polynomen, sondern nur allgemein vontvetn

die Rede sein, und wir werden auch, wie dabtich, die Numerierung
nicht wie im vorigen Paragraphen bei dar Polynome sinnvollen Null
beginnen, sondern bei eins.

Wir gehen daher aus von einem Gitter Zgl G- D Zl;n < R"™ und
wollen dort nach kurzen Vektoren suchen.

Falls die Gitterbasi,, . . ., b, eine Orthogonalbasis d&" ist, hat ein
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Vektor v = a151 +ooo+ angn ausl’ die Lange

\5|=\/a551'51+"‘+a%5n'5 ;

n

wenn wir zutzlich noch annehmen, daf| < \b | ist, sind

daherj:b1 kiirzeste Vektoren id'. Je nach &Ange vonb2 gilt even-
tuell dasselbe auchif ibz, falls b2 aber Bnger ist alsbl, mussen
wir auf der Suche nach zweilkzesten Vektoren diedngen vonb,

und 251 miteinander vergleichen undknen uns entsprechend weiter
hochhangeln, bis wir alle Vektoren unterhalb einer vorgpegen lange
gefunden haben.

Wie wir bereits im vorigen Paragraphen gesehen haben, hakider
jedoch im allgemeinen keine Orthogonalbasis; wirssen wir uns daher
mit weniger zufrieden geben. Trotzdem wollen wir eine Badis sich
zumindest nicht allzu sehr von einer Orthogonalbasis sobaidet.
Letzteres Bnnen wir auch so formulieren, dal3 sich die Basis nicht zu
sehr von ihrer @AM-ScHMIDT-Orthogonalisierung unterscheiden soll,
denn wenn wir dieses Verfahren auf eine Orthogonalbasisadan,
andert sich ja nichts.

Die nach ®RAM-SCHMIDT konstruierten Vektoren der Orthogonalbasis
sind

I

S

!
!

@)
@)

1—1
Z”w ¢ mit gy =
j=1

wobei diey,; aber im allgemeinen keine ganzen, sondern nur rationale
Zahlen sind.

<.

J

Wenn der Vektorc; nicht im Gitter liegt, kbnnen wir wenigstens ver-
suchen, ihn durch einendglichstahnlichen Gittervektor zu ersetzen,
um so raher an das orthogonale Komplement zu kommen. \dmlen
beispielsweise alle Zahler); ersetzen durch die jeweilsiohstgelegene
ganze Zahl (oder eine der beiden, falls die Halfte einer ungeraden
Zahl sein sollte).

Wir konnen daher eine Basis findeifir fdie alle Koeffizienten,; bei
der RAM-SCHMIDT-Orthogonalisierungdchstens den Betra@haben.
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LENSTRA, LENSTRAUN LOVASZ stellen noch eine weitere Bedingung:
- S 2 o 2 .. .
|G+ 15 51Ga|” > 2|G,_4|" furallei > 1.

Um diese sogenannteol/Asz-Bedingung zu verstehen, multiplizieren
wir beiden Seiten aus. Wegen der Orthogoaalilerc; ist

> (231 - Nfi—l) ’@—1’2 -

Da die Betage deu, ; hochstens; sind, folgt insbesondere

Ef +ufialéal 2 3]G oder g

2
T 7 |

\E.|2 > 2 ‘5i_1‘2 oder ]@_1]2 < 2\@\2 .

(2

Diese Bedingung sorgt also daf dal? sich die &ngen deg; nicht zu
stark unterscheiden.

Man konnte sich fragen, warum hier ausgerechnet die Kons%vm-
wendet wird. In der Tat funktioniert die folgende Konstrokt auch,
wenn3$ durch irgendeine Konstantemit 3 < o < 1 ersetzt wird. Die
Zwei in der gerade bewiesenen Ungleichung wird dann/£da&— 1),

d.h. fur o knapp unter einsdnnen wir sie auf eine Zahl knajper 4/3
herunterdiicken, vahrendx-Werte nah% zu sehr schwachen Schranken
fuhren. Starke Schranken sind zwar besser, allerdings waina duch
der Aufwand fir die Konstruktion einer entsprechenden Basis deutlich
gro3er. Der Werty = ;3; ist ein Kompromif3, der sich beMart hat und
daher — soweit mir bekannt — praktisgherall verwendet wird.

Die formale Definition einefgeeigneten® Basis ist somit

Definition: Eine Gitterbasidy,, ..., b
nalisierung i

¢; =b; — M35 C5

mit GRAM-SCHMIDT-Orthogo-

|
= 3

=

heiRt LLL-reduziert, wenn J=

|piz] < % furallei,j;  und

2 . ;
\ fur allei > 1.

c; +Mz’z‘—15¢_1’2 > 3¢ 4

Diese Basen &mnen nur dann itzlich sein, wenn sie existieren.
Wir wollen uns daher zuichst ansehen, wieENSTRA, LENSTRA und
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LovAsz eine solche Basis konstruieren. Der Algorithmus istirath
nahe an der &M-ScHMIDT-Orthogonalisierung; da efiff Gitterbasen
deutlich weniger Manipulationsaglichkeiten gibt alsir Vektorraum-
basen und wir auRerdem noch dievAsz-Bedingung erifillen missen,
treten aber eine ganze Reihe aticher Komplikationen auf.

Wir gehen aus von irgendeiner Basls,( . ., b, ) eines Gitterd® ¢ R”
und wollen daraus eine LLL-reduzierte Basis konstruieAds.erstes
konstruieren wir dazu nach®8mM-ScHMIDT eine Orthogonalbasis beste-
hend aus den Vektoren

l

i—1
- _ 7 - n : -
J

=z
ol

7

<.

(+)

1
[N
S
S

Im Laufe des Algorithmus werden dﬁg ¢; und diey, ; in jedem Schritt
verandert, allerdings stets so, daf3 die Gleichunggegullt bleiben.

Wie bei (RAM-SCHMIDT hangeln wir uns dimensionsweise hoch,
d.h. wir realisieren die Bedingungen aus der Definition reillel-
reduzierten Basis zachst Gr Teilgitter. Dazu fordern wir dr eine
natirliche Zahlk > 1 die Bedingungen

| <3 fur 1<j<i<k (A,)
und

° fur 1<i<k (B,)

¢, +:uii—15i—1‘2 > 3 @ 4]
Fur &k = 1 gibt es keine Indizes j, fur die die rechtsstehenden Unglei-
chungen eidllt sind, die Bedingungen sind also leer und somit triviale
weise eriillt. Fir £ = n dagegen besagen diese beiden Bedingungen,
daR §;,...,b,) eine LLL-reduzierte Gitterbasis vdnist. Wir miissen
also k schrittweise erbhen. Im Gegensatz zur Verfahren voRAM-
ScHMIDT mussen wir hier allerdingg gelegentlich aucterniedrigen
statt erlohen. Der Wert vork wird aber stets zwischen Null und
liegen und stets so gélt sein, dald die BedingungeA)) und (B;,)
erfullt sind.

Fir jeden neuen Wert vok, egal ob er gilder oder kleiner ist als sein
Vorganger, tihren wir die folgenden Schritte durch:
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Wir wollen die Gitterbasis und die davon abgeleitete Ortraiba-
sis einschlieBlich der Koeffizienten; so veandern, dald auchi.,,)
und (B,.,,) gelten.

Die Bedingung|ij..1| < 5 |st kein groR3es Problem: Wir runden ein-
fach ;.1 zur mchsten ganzen Zahloder einer der beiderachsten)

und ersetzem, ,, durchb,,, — ¢b,. Damit (x) weiterhin gilt, ersetzen

Fir das weitere Vorgehenimsen wir zwei Blle unterscheiden:
Fall 1: & > 1 und|c,,, + 7|7 < 2 e, |?
all 1: &£ > 1 und|Cpq + a1 1Cx|” < 7 lcg

In diesem Fall vertauschen wé, und b, ,,. Da die GRAM-SCHMIDT-
Orthogonalisierung von der Reihenfolge der Basisvekt@erangt,
mussen wir dann eine neue Orthogonalbagis.( ., d,,) berechnen.

An denc; mit j < k (so es welche gibtandert sich dabei nichts:
Sie werden beim €amM-ScHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren
berechnet, bevor die Vektorép undb, ,, ins Spiel kommen. & j < k

ist somitd; = ¢.

Auchfirj > k+1 isth;. = ¢;, denn deyj-te Vektor der Orthogonalbasis
ist die Projektion deg-ten Vektors der Ausgangsbasis auf das orthogo-
nale Komplement des von den ersjenl Basisvektoren aufgespannten
Untervektorraums, undif ;7 > k + 1 ist

—

[, .. &= by, b1 =[dy,. ..., d}].

Bleiben noch die Vektoreﬁk und cfk+1 Die missen verschieden sein
von den Vektorertk und dkﬂ, denn [, ...,¢] = [by,...,b.], aber

[dl, . dk] = [bl, . bk 1) bkﬂ]

Nach den Formeln zur &M-SCcHMIDT-Orthogonalisierung ist

, by, - €;
- = : J
vey, = by, — E ;€ mit i, = e

J J
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und
k -
- bk+1 Cj
Chr+1 = bpar — Z Hi+15C; Mt flgey; = ———5—
- C.-C.:
.]:1 .7 .7
k-1 k—1
= bpaq — Z Pi+15Cj — Ppa1icbp + Z Hr+1kMEiCj
j=1 j=1
k—1
= bpe1 — Hpr1br — Z(Mkﬂj — M1k la5)C5
J=1
entsprechend ist
k—1
> - - , bk:+1 d‘
dk: = bk:+l — Z I/k:]d] mit ij ﬁ
J=1 J I
und
k — —
dor =7 i mi b g
k+1 = O — Z V155 Mt vy, = 7
J=1 g
k—1 k—1
= by, — Vie1;C; — Vi | Orer — Z Vi iCj
J=1 J=1

Dac, = d} fur j < k, folgt insbesondere

Vij = Hisry  UND gy = pigg furj <k

dk+1 = Cp = Vi1 1y, und
k— k—1
= gy — E Vi j _bk:+1 E Fr+15C; = Crar T Mg i -
7=1 7=1

Nach der Voraussetzungjif das Eintreten von Fall 1 ist dasihgen-
guadrat des letzten Vektors kleiner élsdes Langenquadrats vod ;
zumindest ein Vektor der Orthogonalbasis wird also durah \der-

tauschung voﬁk undl;,ﬁ1 kiirzer. Das Quadrat seineahge ist

7 7 - = — 2 — —
dy, - dy = Caq " Cpr1 T g1 g Cp " C -
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Damit kbnnen wir nun auchyv,,,; durch Daten dejalten* Basis aus-
dricken: Der Ahler ist

k-1
by - di = (G + E 11 C;) - dy = € - dyg
J=1

denn fir j < k — 1 stehtd, senkrecht aufl; = ¢;. Deshalb ist auch

k—1
G iy = G+ (bpar — E :Vk:jdj> = Crbpea s
J=1
also ist
bo.d > .7 ‘ﬁ‘z > .7 Iﬁ‘z
_ OO _ Cp - Opy1 _ [Cg Cr " Op+1 _ |Ck
Vit1k — - ' 5 " HEg+1k

— — — — - - 2 — — - —
dy, - dy, dj, - dy, ’dk‘ dy, - dy, ‘dk’
- 12
- Frer1 |G
2 - (2
|Cr1 +Ni+1k¢ C|

Dank dieser Formeln ist daher audh,; = @, — ;.1 ,d, Vollstandig
durch Daten deyalten” Basis ausdickbar.

Die Vektorerd; mit j > k+1 sind wieder gleich den entsprechendgn
denn derj-te Vektor der Orthogonalbasis ist ja der Lotvektor \Egrauf
den vongl, Cey Ej_l aufgespannten Untervektorraum, uddf > £+1

hat sich durch die Vertauschung vepundb,.,, weder anb; noch an
diesem Vektorraum etwas @edert. Aus diesem Grund sind auch die
Koeffizientenv,; gleich den entsprechendgr;, sofern wedet nochj
gleichk oderk + 1 sind.

Damit fehlen uns nur noch die Koeffizientep, undv, ., fr: > k+1.
Um sie zu berechnen, idcken wir zuchstc, undc,.,, aus durchd,
undd,,,: Nach den obigen Formeln ist

dy, = Cpa1 ¥ Mp+1 xCr
dps1 = Ch — Vir1x @ = (L= Virg plp+1£)Ch — Vis1 kCrt -

Addition vony, ., .-mal der ersten Gleichung zur zweiten eliminigrf;
und liefert uns die Gleichung

Cr = Vgsrdp T dpyq -
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Setzen wir dies ein in die zweite Gleichung, erhalten wir

(1 — Vs pbiprr ) Wpr oy + dis) — VCrag = dipsy
und damit
Crr1 = (1= Vit i bpr1 1) g — Mgt x Qe -

Da in der Summelk = Cp41 t 411G, die Vektorenc, undc,,, ortho-

gonal sind, istjcfk\z = 2 also
> 2 122 =12
‘Clﬁllz = ’ k‘ /imzlk‘%‘ =1- i k|zﬂk+1kz 1= Vi ghpsar -
| || |
Somit ist
Crr1 = Mdkz Nk+1kjk+1 :
dna|”

Mit diesen beiden Formel gehen wir numt > k£+1 in die Gleichungen

i—1
b;=¢; + E HijCj s
Jj=1

Die Teilsummeu, ¢, + 11; 1.+1Cr+1 @US den Termernuf j = kundj = k+1
wird dabei zu

I k:+1‘

(Mikykﬂk Mg k+1 ) dk: (:uik: - My k;+1Mk;+1k:)dk;+1-
d,|°
Somit ist
_ A
Vit = WikVi+1k T /~%k;+1— und ;i1 = g — G ge1baerd k -

i

Wir ersetzen nun all€ durch die entsprechendébund alley,;; durch
die entsprechendew;; dann ist ¢) auch fir die Gitterbasis mit ver-

tauschten Positionen van, und b, ,, erfillt. Die Bedingungen 4,)
und (B;) sind nun allerdings nur nochif £ — 1 sicher erdillt; wir
mussen dahet durchk — 1 ersetzen und einen neuen Iterationsschritt
starten.

2. Fall: k = 0 0der|Gyq + pigar 16 |° > 216, )7
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In diesem Fall sorgen wir zachst dafr, dald alley,.,; ; einen Betrag
von hochstens ein halb haben. (Im Falk 0 gibt es hier nairlich nichts
Zu tun.)

Fir ;7 = k haben wir das bereits zu Beginn des Schritiis £
sichergestellt; wir \@thlen nun den @fiten Index? < k, fur den
1,41, OroRer ist alss und verfahren damit wie oben: Wir ersetzen

by, durchb,.; — gb, und fiz.;, durchpi,.,, — ¢, wobeiq die rachste
ganze Zahl zyu;,4, ist, und wir ersetzen allg,,, ; mit j < ¢ durch
Hs1; — qie ;- Sofern es danach immer noch eip,, ; vom Betrag
grbBer% gibt, wahlen wir wieder den @fiten Index mit dieser Eigen-
schaft und so weiter, bis allg;.., ;| < 3 sind.

Fallsk = nist, endetder Algorithmus an dieser Stelle, und wir habea ei
LLL-reduzierte Basis gefunden. Andernfalls ersetzenindiurchk + 1
und beginnen mit einem neuen lterationsschritt.

Um zu sehen, dal} das Verfahren nach endlich vielen Schailtiencht,
mussen wir ungiberlegen, dal der obige Fall 1, in dem der Index
erniedrigt wird, nicht unbegrenzéhfig auftreten kann. Ausgangspunkt
dazu ist die Beobachtung, dal3 zuminamsi/ektor der Orthogonalbasis
im ersten Fall verirzt wird: Derk-te Vektor wird ersetzt durch einen
neuen, dessendngenquadratdthstens gleicﬁ mal des alten ist.

Um dies auszunutzen, definierenwirf = 1, ..., n die reelle Zahk,
als Determinante der x k-Matrix B, mit z’j-EintraggZ. : 5j. Furk =n
konnen wir sie leicht auf bekannte @en zuiickfuhren: IstB die
n x n-Matrix mit dem Basisvektd?i alsi-ter Spalte, so ist offensichtlich
B, = B'B, also istd, = (detB)* = d(I')°. Inshesondere ist als),
unablangig von der Gitterbasis unéhgt nur ab vom Gitter.

Entsprechenddnnen wir fir d,, das Gitterl",, = Zl?l ®---D Zl;k im
VektorraumIRl;1 D--- @ng betrachten. Auch dies ist eirUELIDischer
Vektorraum; wenn wir dort eine Orthonormalbasis (d.h. €imthogo-
nalbasis, dererésntliche Vektoren Bnge eins haben) auszeichnen, wird
er isomorph zunR” mit seinemiiblichen Skalarprodukt Daheahgt
auchd, nur ab vonl',, nicht aber von den Vektore%q by..
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Solange wir im LLL-Algorithmus nur dig:,;; auf Werte vom Betrag

hbchsten% reduzierenandert sich nichts an den Gittdrp, also bleiben
auch died,, unveandert.

Wenn wir aber zwei Basisvektorép undb, ., miteinander vertauschen,
andert sich das Gittdr, und nur diesesalle anderer’; bleiben un-
verandert.d,, ist das Quadrat vod(I',), und d(I';) konnen wir auch

als Produkt der Bngen der Vektoren der zugeordneten Orthogonalbasis
berechnen. Von diesedndert sich nur dek-te, und dessendngen-
quadrat wird Kleiner als drei Viertel desashgenquadrats des entspre-
chenden Vektors der vorherigen Orthogonalbasis. Somd wjr mit
einem Faktor von t't'nchs.tensf1 multipliziert.

Dasselbe gilt dann auclif das ProdukiD aller d,; wenn wir zeigen
konnen, dal’ dieses eine nur vom Gitteraafuige untere Schranke hat,
folgt also, dafd wir nicht unbegrenzt oft im Fall 1 des Alglenitus sein
konnen und dieser daher nach endlich vielen Schritten end@nliese
untere Schranke liefert uns der

Gitterpunktsatz von Minkowski: I" ¢ R" sei ein Gitter und// c R"
sei eine zum Nullpunkt symmetrische besutikte konvexe Teilmenge
von R". Falls das Volumen vod/ groRer ist als 24(I"), enttalt A/
mindestens einen vom Nullpunkt verschiedenen Punkt deésr&it

Bevor wir diesen Satz beweiseiiberlegen wir uns zuachst, dafld er
uns wirklich untere Schrankéif alle d,, und damit auchir D liefert.
Dazu wenden wir ihn an auf das GittEf,, das wir — siehe oben — als

Teilmenge eines Vektorrauni®® auffassen &nnen, und den \iufel
M = {(zy,...,2;) € R" | |z;| < e furallei} .

Wenn dessen Volumene()'f groRer ist als 24(T",), gibt es inl",, (und
damiterstrechtim’) einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor dds
Dessen Enge ist kichstens gleich der halben Diagonale vidn also
evk. Somit gibt es i, und damit erst recht il einen Vektors # 0,
dessen Ange ldchstens gleichy/n ist.

Da Gitter diskrete Mengen sind, gibt eslireine Untergrenzg fur die
Lange eines vom Nullvektor verschiedenen Vektors: Andéseare
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der Nullvektor ein Faufungspunkt des Gitters.

Falls der gerade betrachteteiiviel die Voraussetzung des Satzes von
Minkowsk! erfullt, muR dahep: < e4/n sein, d.h.@ire < p/y/n kann
die Voraussetzung nicht éiift sein. Somit ist

k
(%) < d(r,).

Damit haben wir eine nur vom Gitter ahigige Untergrenzaif d(I";)
gefunden, also aucliif d; und damit auchidir das Produki aller d;.
Dies zeigt, sofern wir den Gitterpunktsatz vonNWlowsKI vorausset-
zen, dald der LLL-Algorithmus zur Basisreduktion nach aridirielen
Schritten endet.

Bleibt also noch der Beweis des Satzes VORRDWSKI:

(51, e ,5n) sei eine Gitterbasis unét sei die Matrix mit dengi als
Spaltenvektoren. Dann ist
R" — R"
©:
U — BU

eine bijektive lineare Abbildung, die das Git8f c R" aufIl" abbildet.
Volumina werden bei dieser Abbildung mit det= d(I") multipliziert;
die Mengap_l(M) hat also mindestens das Voluméhiind ist wegen
der Lineariit von ¢ beschankt, symmetrisch und konvex. Es reicht,
wenn wir zeigen, dal3 diese Menge einen vom Nullpunkt veesigrien
Punkt auZ" enthalt.

Dies ist auch die Version des Satzes, dievkbwski selbst bewiesen
hat; hier soll aber nicht sein Beweis wiedergegeben wersandern
eine spter gefundene Alternative von BHFELDT. Dieser bewies 1914
den folgenden

Satz: B sei eine beschinkte Teilmenge voiR™ mit einem Volumen
groRer eins. Dann endlit B zwei verschiedene Punktg, (), deren
Verbindungsvektor iZ." liegt.

Wenden wir diesen Satz an auf die Menge= %go_l(M), so finden
wir zwei PunkteP, Q € B, deren Verbindungsvektor A" liegt. Die
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Punkte 2° und 2) liegen in<p‘1(M), also —wegen der vorausgesetzten
Symmetrie — auch-2(). Wegen der Konvexdtt von (M) liegt auch
der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke vof 2ind —2Q in ¢~ *(M);

in Koordinaten ist dies der Punkt

22P+(-2Q)=P-Q€eZ".

Damit ist der Gitterpunktsatz vom iIMKOWsKI modulo dem Satz von
BLICHFELDT bewiesen.

Als letztes bleibt damit noch der Satz voniBHFELDT zu zeigen.

Dazu seiW = {(zy,...,z,) € R" | 0 < z; < 1firallei} und fur

v € Z" seinW; = W + ¢ der umd verschobene \ifel 1¥. Dann sind
offensichtlich alleW disjunkt undiuberdecken gemeinsam d&i'.
Da B beschankt ist, konnen nur endlich viele dé¥; einen nichtleeren
DurchschnittB; mit B haben. [ér jeden dieser Durchschnitte betrachten
wir seine Verschiebung; — v um den Vektor-v; das ist offensichtlich
eine Teilmenge voiV.

Die Summe der Volumina aller dieser Teilmengen ist gleicim déol-

umen vonB, dennB ist die disjunkte Vereinigung alleB;. Damit ist
diese Summe nach Voraussetzung(igr als eins; d&/ das Volumen
eins hat, muld es also zwei Vektorénz w geben, so da®; N B

nicht leer ist. far einen PunkiR? aus diesem Durchschnitt sEi seine
Translation umv’ und @ die um. Dann liegenP € B; und(@ € B

beide inB, und ihr Verbindungsvektor ist — v ¢ Z".

HERMANN MINKOWSKI wurde 1864 als Sohn einer
deutsch4jdischen Kaufmannsfamilie im damals russis-
chen Aleksotas (heute Kaunas in Litauen) geboren. Als
er acht Jahre alt war, zog die Familie um naamigs-
c’ﬁg berg, wo er auch zur Schule und ab 1880 zur Uni-
versift ging. Einer seiner Komillitonen warIHBERT.
Wahrend seines Studiums ging er auiahdrei Semester
nach Berlin, promovierte aber 1885 irdKigsbergiber
gquadratische Formen. In seiner Habilitationsschrift von
1887, die ihm eine Stelle an der Unive&iBonn ver-
schaffte, besdiitigt er sich erstmalig mit seinge-
ometrie der Zahlenjn der der Gitterpunktsatz ein
wichtiges Hilfsmittel ist. 1892 ging er ziick nach Konigsberg, 1894 dann an die ETH
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Zurich, wo ENSTEIN einer seiner Studenten war. 1902 folgte (auf Initiative HurBERT)
der Ruf auf einen Lehrstuhl in & TINGEN, wo er sich vor allem mit mathematischer
Physik bescéftigte. Die Geometrie des (in heutiger TerminologieNKbwsKI-Raums
erwies sich als fundamentalrfdie Entwicklung der Relativéttstheorie. Er starb 1909 im
Alter von nur 44 Jahren an einem damals nicht behandelbdmedd&rmdurchbruch.

HANS FREDERIK BLICHFELDT wurde 1873 in Anemark
geboren, jedoch wanderte die Familie bereits 1888 aus
in die USA. Er bestand zwar bereits iraBemark die
Aufnahmepiifung zur Universit mit Auszeichnung,
aber seine Eltern konnten die Studiengfeten nicht
aufbringen. So konnte er erst nach vier Jahren Arbeit in
Farms und &geniihlen ab 1894 an der Stanford Uni-
versity in Palo Alto, Kalifornien studieren. Einer seiner
dortigen Professoren lieh im das notwendige Geld zum
Promotionsstudium bei@HUSLIE in Leipzig; seine
Promotion besdiitigte sich mit Transformationsgrup-

-\ pen imR3. 1898 kehrte er ziick nach Stanford, wo er
zurachst alsnstructorarbeitete. 1913 erhielt er einen Lehrstuhl, 1927 bis zuesétmer-
itierung 1938 war er Dekan der mathematischen FakuBeine Arbeiten besafigen
sich mit der Geometrie der Zahlen und der Gruppentheoristeb 1945 in Palo Alto.

Als Beispiel Uir die LLL-Reduktion wollen wir eine LLL-reduzierte
Basis des von

/1 /3 2
by=(2], by=(2] und b;=|(3
3 1 1

erzeugten Gitter C R® bestimmen.

Als erstes brauchen wir die zugaige Orthogonalbasis. Nachr@M-
SCHMIDT setzen wirc; = b; und wahlen dann,, so, dal3

(b — p12171) - @ = 10— 1411y, = O

ist, d.h.
5 1 /16
Hoq = ? Und 52 = ? 4
-8
Der dritte Vektorc; = 53 — 371G, — 3oC3 Wird so gevahlt, dafd
36 48
83‘81:11—14M21:0 Und 6’3‘_):___/,L32:0,

7 7
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wir haben also

11

) 3 Y
Ha1= 740 He2= 7 und =5 _21 -

Wir beginnen die LLL-Reduktion mi = 1 und nuissen als erstes testen,

obu,, = % einen Betrag vontbnhsten% hat. Das ist offensichtlich nicht
der Fall; die fachste ganze Zahl igt= 1, also ersetzen wi?r2 durch

o 2
bz—b1=<0)
)

und i,; durchyy, — 1 =—2.

2
Cp + 1p1C) = ( 0 )
-2

hat Langenquadrat acht, was kleiner ist 2lg;|> = 2. Daher sind wir

in Fall 1 und rn]]sserf_)'1 undg2 vertauschen. Der neue erste Vektor der
Orthogonalbasis ist der gerade berechnete Vekterc, + p,,¢; und

V21 = H2 l§ =2
' 1|52‘2 +M21|51‘2 2

. . 2
dy = —vydy = <2> ;
2

die neuen Koeffizienten sind

Damit ist

_ Bt 1 _ _
V31 = f3Vo1 T MszW =12 und vz, = gy — pigaplpy = 1.
1

Wir ersetzen dies; durch died:- und diep,; durch diev,;; auerdem
mussen wir, da wir Basisvektoren vertauscht haldasm eins erniedri-
gen. Wir gehen also mit = 0 in den rachsten Iterationsschritt.

Dort sind wir mitk = 0 automatisch im zweiten Fall, und es gibt nichts
zu tun; also erbhen wirk wieder auf eins und starten mit einen neuen
Iterationsschritt.
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Als erstes mufl3 sichergestellt werden, dgRhochstens Betraé hat;
day,, = —3, ist dies der Fall.

1
Cp + fipCy = (2)
3

hat Langenquadrat 14, wasdfer ist al§4 \81|2; wir sind also im zwei-
ten Fall und nissen dieu,; mit j < 1 auf Betage von bchsten%
reduzieren. Da es keine< 1 gibt, ist diese Bedingung leer; wibknen
alsok auf zwei erlbhen und zum achsten Schritt gehen.

t3, = 1 hat zu grof3en Betrag, muf3 also auf Null reduziert werdamjd
Bedingung ) erfullt bleibt, missen wir auclus; durchug, — o = ;31
ersetzen und, durch

Dann hat

1 -1
53"‘#3252:5 ( 2 )
-1

Langenquadrag, wahrend? |&,[* = 9 ist, wir sind also wieder im

ersten Fall und riinsseri;2 mit 53 vertauschen. Neuer zweiter Vektor der
Orthogonalbasis wird

3 1 (1
d2:53+M3252:2<2>
-1
und
. _ 3 1
) V21_M31_Z,’ ’/31—,“21—_5-

Vzp = U35 o
|Cal” + 15,15y

Damit konnen wir nun auch den dritten Vektor der neuen Orthogonal-
basis berechnen als

. . 2
dgzgz_ygzdzz (2) .
2
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Wir ersetzen,, ¢, durchd}, d; und diey, ; durch die entsprechendey),
erniedrigent auf eins und beginnen mit einem neuen Iterationsschritt.

Dieser beginnt mit der Reduktion vor; = ;31. Nachste ganze Zahl ist
eins, also setzen wir
-1 1

52H5251:< 1) und fipy — pipg —1=—-.
0 4

Um zu sehen, in welchem Fall wir sind iissen wir das &ngenquadrat

zZwei von
-1
Cy + p1Cy = ( 1 )
0

mit 2 \51|2 = 6 vergleichen: Wir sind wieder in Fall 1 undissen jetzt
51 undI;2 miteinander vertauschen. Neuer erster Vektor der Orthalgon

basis wirddﬂ1 = C, + 15161, Nach GRAM-SCHMIDT mul das néirlich der
neue Vektow, sein. Weiter ist
— 2
1]

-2 )
AR N

1
Vo1 = H21 =—-1 und CZ2:51_V21¢Z1:<1>-
—2
Die restlichery,; sind
_ &" _1 _ _ 1
V31 = M31Vo1 t M23? 5 und  vgy = pigq — figphlpr = o
1

Wir ersetzere,, &, durchdy, d, und diey;; durchy;;, setzerk = 0 und

beginnen einen neuen Iterationsschritt.

191

Fur & = 0 gibt es nichts zu tun, als@knen wir gleich wieder auf = 1
ernbhen und einen neuen Schritt starten. Hier mul3 als efgtes —1
reduziert und die Basis entsprechend angepalit werden:

1
52H52+51:<1> Und ,LL21<—,LL21+1:O.
-2
Da 1,, verschwindet, is€, + 1i,,¢, = &, = b,, das alteb;; sein Langen-
quadrat ist sechs und damitoger als | |° = 3. Daher sind wir im
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Fall 2, wo es auchifr £ = 1 nichts zu tun gibt, wir &nnen also gleich
mit £ = 2 weitermachen.

113> = 3 ist bereits klein genug, und

1 3
C3 + igpCy = > (3)
6

hat Langenquadra®’, was gbRer ist als? |&,|° = 2. Daher sind wir
wieder im Fall 2 und rdssen uns daher nur noch um die restlicngn

kiimmern, d.h. um,, = 3. Dessen Betrag ist nicht @Ber als3, somit

gibt es nichts mehr zu tun. Wirdkinen also auk = 3 ertbhen und der
Algorithmus endet mit der LLL-reduzierten Basis aus

. -1 . 1 . 1
b1:<1), bzz<1> und b3:<2>.
0 —2 3

Die zugeltrige Orthogonalbasis d&’ besteht aus, = b, undé, = b,
sowie

Nachdem wir nun gesehen haben, dald wir aus einer vorgegeBases
eine LLL-reduzierte Basis konstruiereirnen, stellt sich die Frage,
was uns so eine Basiditzt bei der Suche nach kurzen Vektoren in
einem Gitter. Unter den Vektoren einer LLL-reduzierteniBasul3 kein
kUrzester Vektor des Gitters vorkommen, aber winken immerhin
obere Schranken findeiirfdie Langen der Basisvektoren.

(by,...,b,) sei eine LLL-reduzierte Basis eines Gittdtsc R" und
(¢, ..., cC,) seidie dazu nach RAM-SCHMIDT berechnete Orthogonal-
basis. Dann ist

~ B 1—1 B - 9 2 i—1 2 1,12 .2 1i_1 512
bi =&+ ) idy = |bi|” = &7+ wi &) < 18 +ZZ‘CJ" ’
=1 =1 =1
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denn fir eine LLL-reduzierte Basis sind al‘aw\ < 3. AuBerdem ist
wegen der bvAsz-Bedingung|c;_ 1\ < 2| ] mehrfache Anwen-

dung dieser Ungleichungifirt auf |¢; ] < 279 g )% fur allej < i
und

. o 1k . 1+Z‘
B <lef ez 302 6 = (147 532|\ &l
j=1

<27

Ebenfalls wegen derdvAsz-Bedingung gilt fir j < i die Ungleichung
L ] < 279 |z,|* und damit auch

5;

—1 | j—1lAt—7 | > |2 i—1,5 2
<2 g <2 g =2 g
Nun seienvy, ..., v, irgendwelche linear unakingige Vektoren aus
dem GitterI" und & sei die kleinste Zahl mit der Eigenschatft, dal’ alle
U; im von b, bis b, aufgespannten Teilgitter liegen. Dann gibt es Koef-

fizienten)\,;, v, derart, dafd

ist. Die \,; mussen dabei ganze Zahlen sein, qi]enaiurlich nicht. Da
wir die 1/ . aus den\,;; berechnen &nnen, indem wir die Darstellung

derb als Lmearkomblnatlonen det; einsetzen, muf3 ab@t;k =

und somit ganzzahlig sein, denn auﬂs@ﬂlefert kein andereéj einen
Beitrag mitc,.

Wir wahlen eini, fur das)\,, = v, nicht verschwindet, wegen der
Minimalitat vonk mul es das geben. Dann ist

- 2 k—1,. 2 k— k—1,. 2
‘bk:‘ <2 Cpl” <2 zk:| | <2 |7

und fur j < £ ist

‘g ‘Zgzk/‘ 1‘ ‘ <2]€ 1|’17i‘2
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Uber die Zahleri undk wissen wir nur, da®& zwischenn undn liegen
muB (sonst wren diev; linear abkangig) undi < m. Daher haben wir
fur alle; < m die Absclatzung

b7 < 2" P max{|# %, ..., |5, °}

oder
6] < 2"V 2max{|w], ..., |7} .

Speziell fir m = 1 erhalten wir die Absditzung
AR A A

fur jeden vom Nullvektor verschiedenen Gittervekiipr Dies gilt ins-
besonderelfr den Kirzesten solchen Vektor; digdhge vorb, Ubersteigt
dessen knge also tichstens um den Faktof’2 V/2,

811: Anwendung auf Faktorisierungsprobleme

Wie in §9 betrachten wir wieder ein Polynoif € Z[x] vom Gradd
sowie ein Polynont € Z[x] vom Grade mit fuhrendem Koeffizienten
eins, das modulo einer Primzaplirreduzibel ist und modulo einer
gewisserp-Poteank Teiler von f. Wir nehmen aul3erdem an, daf
modulop kein Teiler vonf mod p ist; wenn wir von einem quadratfreien
Polynom f ausgehen ung die Diskriminante nicht teilt, ist letzteres
automatisch eifllt.

Nach dem ersten Lemma ai$shatf einen bis aufs Vorzeichen eindeutig
bestimmten irreduziblen Faktdr,, der modulop durchh teilbar ist.
Diesen Faktor wollen wir berechnen.

Dazu betrachten wir wieder das Giti&raller Polynome au&[x] vom
Grad tochstens einer gewissen Schranke die modulop® durch i
teilbar sind; nach dem letzten Lemma d$sist ein Polynomv € A
mit |||, - [[v]|, < p" ein Vielfaches vork,. Wenn wir gerigend viele
kurze Vektoren aud\ finden, lbnnen wir daher hoffen, dafd deren ggT
gleichhy ist.
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Als erstes wollen wir eine Schrankérfdie L%-Norm eines Teilers
von f finden. Aus deJberlegungen zur ANDAU-MIGNOTTE-Schranke
in Kapitel 2,58 folgt leicht

Lemma: Ist g € Z[x] ein Teiler vom Grac: des Polynomg € Z[z],

so ist
2e
ot </ () 171

Beweis:Wenn g Teiler von f ist, muld auch deriihrende Koeffizient
von g Teiler des tihrenden Koeffizienten vofi sind; daher ist das Mal3
1(g) kleiner oder gleichu(f), und letzteres wiederum ist nach Lemma 4
aus Kapitel 2¢8 kleiner oder gleich f|,. Nach dem dortigen Lemma 2
istauRerdem der Betrag deten Koeffizienten vomr kleiner oder gleich
(¢) (), also kleiner oder gleick?) || f]|,. Somit ist

e 2
2 e 2
ot <> (5) 115
=0

Das Lemma ist bewiesen, wenn wir zeigetnken, dal3 die Summe
der (f)2 gleich (*°) ist. Dies BRt sich am einfachsten kombinatorisch

einsehen(*") ist die Anzahl von Mbglichkeiten, aus einer Mengé!

von 2 Elementene auszuviahlen. Wir zerlegen\ in zwei disjunkte
TeilmengenM,; und M, mit je e Elementen. Die Wahl voaElementen
aus M ist gleichbedeutend damit, dal3 wiirfirgendein: zwischen 0
unde zunachst: Elemente von\, auswahlen und dana — i Elemente

aus.M,. Die Anzahl der Myglichkeiten daifir ist () (_.¢.) = (j)z, die

Summe aller dieser Quadrate ist a($0).
| ]

Damit kdnnen wir nun zuachst eine Schrankeif den Grad vom,,
finden:

Lemma: (by,...,b,,) sei eine LLL-reduzierte Basis des Gittefs

[ m 2 d/2 m+ .
undp™ < 2 d/2< m) 1f1l5 . Genau dann hdt, hochstens den
m
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ke
p
1boll, < 4§/ v -
? [valis

Beweis:Fallsb, diese Ungleichung eiflt, ist || /|5’ Hbng < p"¢, nach
dem letzten Lemma ay® ist alsob, ein Vielfaches vorh,, und damit
kannhg hochstens den Graad haben.

Gradm, wenn

Umgekehrt sei del, < m. Nach der oben bewiesenemNDAU-
MIGNOTTE-Schrankeiir die L>-Norm eines Teilers voIf ist

2
lhal < o/ (27) 151 -

Kombinieren wir dies mit der Ungleichung am Ende des vorigara-
graphen, erhalten wir die Absatzung

m/2 m/2 2m
Ioll, < 27 ol < 277/ (27" 11,

Nach Voraussetzung ist

ke _ ~mdj2(2m 2 ard p*e md/2 ( 2m 2
P <2 ( ) T ( ) T
m T m

Ziehen wir auf beiden Seiten der letzten Ungleichungddte Wurzel
und kombinieren dies mit der obigen Ab&thung fir ||by]|,, folgt die
Behauptung.

Lemma: Angenommen, zwdzlich zu den Voraussetzungen des vorigen
Lemmas existieren Indizes fur die

ke
b' < d p —
o0 < s

Ist, undt ist der gbl3te solche Index. Dann ist

deghg=m —t und hy=099T(0y,...,b,).
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BeweisWir betrachten die Mengéaller Indizesj mit [|b, || < {/ %
2

Das Lemma am Ende vdy® sagt uns, daB, jedesb; mit j € J teilt,
also auch

hy =9gT({b; | j € 7}) -
Da jedes diesel; durchh, teilbar ist und lbchstens den Graah hat,
liegt es im Gitter

Z-h®L-ahy® - ®L-2a" .

Da dieb; als Elemente einer Basis linear unabgig sind, ist die Ele-
mentanzahl vow hochstens gleicln + 1 — degh,. Nach der zu Beginn
dieses Paragraphen bewiesene@mmbAu-MIGNOTTE-Schranke dir die

L2-Norm eines Teilers ist auRerdem
i 2m
Jo'hll, = ol < /(2 171

fur jedesi. Da die vers.chiedeneeri'h0 linear unabBngig sind, ist daher
nach der Abscitzung am Ende vo§il0

miz (2 o
Ib,]], < 2™/ (;j)\\f\\z furj=0,...,m — deghy .

Wegen der vom vorigen Lemnidbernommenen Voraussetzung

d/2
ke md/2 [ 2m m+d
p" > 2 /( ) 1£115
m

ist die rechte Seite kleiner als diete Wurzel aug™/ /15", sodafR alle

j <m+1—deghyinJ liegen.J hat daher mindestenms + 1 — degh,
Elemente undbchstensn+1—degh, Elemente. D&, ein Teiler voni,

ist, muf3 also defy, = degh, sein. Um zu sehen, dal? sich die beiden
Polynome lbchstens durch das Vorzeichen unterscheiderigjess zu
zeigen, dafd auchy, primitiv ist.

hq ist der ggT vorb, bis b,; wareh, nicht primitiv, kdnnten also auch
dieseb, nicht primitiv sein. Wenn aber eine ganze Zahkines der
Polynomeb; teilt, ist wegen der Primitivit von kg auchb,/d ein
Vielfaches vonh,, d.h.b,/d liegt im Gitter A. Da (y, .- .,b,,) eine



Kap. 3: Faktorisierung von Polynomen 164

Gitterbasis ist, geht das nuirfd = +1. Also istb; und damit aucth,
primitiv.

|
Damit ist klar, wie wir den Algorithmus von ASSENHAUS zur Faktori-
sierung eines primitiven Polynonmse Z[x] vom Gradd so alandern
konnen, dald nicht mehr im Extremfall alle Kombinationen dattbri-
sierung modul@ miteinander kombiniert werdenimsen: Wir berech-
nen zurichst die Resultante vghund ' und wahlen einen Primzab,
die diese nicht teilt. Dann faktorisieren wirmod p nach dem Algorith-
mus von BERLEKAMP; die Faktoren positiven Grades seien so normiert,
dalfi ihre lachsten Koeffizienten alle eins sind. Aul3erdem berechnen wi
die LANDAU-MIGNOTTE-Schranke iir die Faktoren vory und wahlen
eine ZahlM, die gibl3er ist, als deren Doppeltes.

Wir schreibenf = f; f, mit zwei Polynomery, f, € Z[x], wobei wir
von f,; die Faktorisierung itZ[z] kennen und vory, nur die modula.
Zunachst ist nairlich f; = 1 undf, = f.

Solange f, positiven Grad hat, betrachten wir einen der irreduzi-
blen Faktoren vonf, modp ausF [z]; sein Grad seie. Mit Hilfe
des HENsELschen Lemmas liften wir den Faktor zu einem Polynom
h € Z][x], der auch noch modulo einprPotenzp” > M Teiler vonf,

Ist.

Wir wahlen einen Gradn > e und wollen entweder einen moduto
durchh teilbaren irreduziblen Faktdr, von f, mit Grad fochstensn
konstruieren oder aber beweisen, dal’ es keinen solcheor et

Dazu stellen wir zuachst sicher, daf3

d/2
ke md/2 Zm m+d
P> 2 /( ) (Kl
m

und betrachten dann zum Gittemit Basis
kai firo<i<e und 2’h furo<j<m-—e
die LLL-Reduktionb,, . . ., b,, dieser Basis. Falls

ke
p
1boll, > 4§/ w
? [valis
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gibt es keinen Faktok, vom Grad lochstensn. Wennm > [%] degf,

ist, wissen wir, daf¥, irreduzibel, alsoh, = f, ist; andernfalls riissen
wir entwederm erhdhen oder einen anderen irreduziblen Faktor von
f> modp betrachten.

Wenn obige Ungleichung nicht gilt,allen wir fir ¢t den gb3ten Indey

mit
ke
b~ < d p —
o0 < 17

und kdnnenh, berechnen als ggT vag, . . ., b,.

Wir ersetzen dangi, durchf, hy und f, durchf,/hgy. Zur Faktorisierung
des neuenf, modulo p brauchen wir ndltrlich keinen BERLEKAMP-
Algorithmus, sondernénnen einfach testen, welche Faktoren des alten
f> modp in hy modp (oder im neuery, modp) stecken.

Was haben wir durch diese mathematisch deutlich komplerier
Modifikation gewonnen? Theoretisch sehr viel: Wie das Belsper
SWINNERTON-DYER-Polynome zeigte, kann es uns im sechsten Schritt
des Algorithmus von ZSSENHAUSpassieren, dald wir bei der Faktorisie-
rung eines Polynoms vom Graitbis zu 24/2] Kombinationen auspro-
bieren niissen, bevor wir erkennen, dal3 das zu faktorisierende &wolyn
irreduzibel ist. Alle anderen Schritte erfordern einentzigiwand, der
als Funktion vom sehr viel langsamer ansteigt alé’3! sodaR asymp-
totisch betrachtet dieser Term dominiert.

Ein guter Teil der zitierten Arbeit vonENSTRA LENSTRAUNM LOVASZ
widmet sich der Frage, wie grol3 der entsprechende Aufwanhdlcht
Reduktion ist; sie zeigen, daf? der dominierende Term hier/Huist,
was — wie aus der Analysis bekannt — deutlich sabtlwer ansteigt.

Laflt man zur lllustration die beiden Kurven im Bereich vba 0 bis

d = 100 von Maple zeichnen (erste der beiden folgenden Abirldu
gen), soist eine der beiden praktisch ununterscheidbadenirAchse,
wahrend die andere steil ansteigt. Nachrechnen zeigt eltgyddal? die
steil ansteigende rote Kurve der Graph vbr> d*? ist: Fur d = 100 et-
waist 2° &~ 1,12589990710" und 50? ~ 2,44140625010°° ist mehr
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als 200000 mal so grol3. Erst zwischérr 179 undd = 180 schnei-
den sich die beiden Kurven, und ab dort dominiert dann dieoB&p-
tialkurve. Damit man etwas sehen kann, sind in der zweitenildbng
die (dekadischen) Logarithmen der beiden Funktionen aeigbnet.
Wie man sieht, liegt im unteren Bereich, mit dem wir es meistun
haben, die Kurve zd*? deutlichiiber der &ir 2*/2; erst abd = 180 wird
2%/2 groRer.

le+24 A

8e+23

6e+23

4e+23 A

2e+23 A

35

30+

25+

201

15+

10+

50 100 150 200 250
d

Fiur Polynome in den @&fdenordnungen, mit denen wir @blicher-
weise zu tun haben, sollte also der klassisch&sENHAUS Algorithmus
schneller sein. Theoretisctoknte man den Exponenten 12 noch f
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jedese > 0 auf 9 +¢ reduzieren, indem man asymptotisch schnellere
Algorithmen zur Multiplikation ganzer Zahlen einsetzt,der Praxis
wird der Algorithmus dadurch allerdings deutlich langsaniae ent-
sprechenden Methoden sind zwatzlich fur Zahlen mit Millionen von
Dezimalstellen, nicht aber bgmur* ein paar hundert oder Tausend.

Man muf3 auch bedenken, dal’ sich alle hier angegebenen Bemaaurf
den schlechtestaglichen Fall beziehen, der nur selten eintritt. In der
Praxis sind beide Algorithmen deutlich schneller als esadigmptoti-
schen Schranken vermuten lassen.

Maple benutzt anscheinend zur Faktorisierung keine @Gigdinoden,
obwohl die LLL-Reduktion @ir Gitterbasen als Funktiotattice zur
Verfugung steht. Bislang scheint Faktorisierung mit LLL auf exp
mentelle zahlentheoretische Systeme besttirzu sein, in denen nicht
uberQ, sonderniber einem Erweiterungékper faktorisiert wird. LLL-
Basisreduktion hat heute Anwendungen in vielen Teilen dathigima-

tik, bei der urspiinglich vorgesehenen Anwendung der Faktorisierung
von Polynomen au&[zx] spielt er aber bislang in der Praxis nur eine
ziemlich untergeordnete Rolle,

812: Faktorisierung von Polynomen mehrerer Verander-
licher

Wie beim ggT knnen wir uns auch bei der Faktorisierung von Poly-
nomen in mehrerer Vanderlichen anlehnen an die in den vorigen Para-
graphen betrachtete Vorgehensweigdfolynome einer VVé@mderlichen
uberZ. Eine einfache rekursive Vorgehensweis&ravdie folgende:

Wir fassen den Polynomring,, = k[x,,...,z,] in n Veranderlichen
Uber einem Ring oder &tper £ auf als Polynomring in der einen
Veranderlichene,, Uberk[z4, ..., x, ;] und fuhren die Faktorisierung

eines Polynoms eines PolynomssinVariablen wie folgt zuiick auf
Faktorisierungsprobleme im — 1 Variablen:

Erster Schritt: Berechne den Inhalt des Polynoiiterk[x,, . .., z,,_4].
Da dieser ein Polynom in — 1 Veranderlichen ist, kann er faktorisiert
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werden. far die folgenden Schrittedonen wir daher annehmen, daf3
das zu faktorisierende Polynom primitiv ist.

Zweiter Schritt: Wir setzen iir eine derlibrigen Variablen, beispiels-
weisezx,,_,, einen festen Wert € £ ein derart, dafd der Koeffizient der
fuhrendeny,, -Potenz dabei nicht verschwindet. Dadurch erhalten wir
ein Polynom inn — 1 Veranderlichen, das wir faktorisiereknen.

Dritter Schritt: Die Faktorisierung wird nach einem Analogon des
HENSELschen Lemmas hochgehoben zu einer Faktorisierung modu-
lo (x,,_1 — )?, wobeid den Grad des zu faktorisierenden Polynoms
in der Variablenz,, ; bezeichnet.

Vierter Schritt: Setzem = 1 und testelir jeden der gefundenen Fak-
toren, ob er das zu faktorisierende Polynom teilt. Fall&gammt er in
die Liste£, der Faktoren, andernfalls in eine Lisfg.

Funfter Schritt: Falls die ListeC, keine Eintage hat, endet der Algorith-
mus, und das Polynom ist das Produkt der FaktorenCau&ndernfalls
setzen wirn = m + 1 und testenir jedes Produkt aus verschiedenen
Polynomen au£,, ob ihr Produkt modulos,, ; — c)d ein Teiler vong
ist. Falls ja, entfernen wir diex Faktoren aug’, und fugen ihr Produkt
in die Liste £, ein. Dieser Schritt wird wiederholt, bis die Listk leer
iSt.



Kapitel 4
Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen

Die klassische Aufgabe der Algebra besteht in désung von Glei-
chungen und Gleichungssystemen. Im Falle eines System&aeiyn

nomgleichungen in mehreren \derlichen kann diedsungsmenge
sehr kompliziert sein und, sofern sie unendlich istgiicherweise nicht
einmal explizit angebbar: Im Gegensatz zum Fall lineareicbingen
konnen wir hier im allgemeinen keine endliche Menge vasingen
finden, durch die sich alle andereiddungen ausdcken lassen. Trotz-
dem gibt es Algorithmen, mit denen sich nichtlineare Glerayssyste-
me deutlich vereinfachen lassen, und zumindest bei eratlithsungs-
mengen lassen sich diese auch konkret angeben — soferneaituti

stellen von Polynomen einer \darderlichen explizit angeberdknen.

81: Variablenelimination mit Resultanten

Wir wissen aus Kapitel 2, dal’ zwei Polynomigy € R[x] Uber einem
faktoriellen RingR genau dann eine gemeinsame Nullstelle haben, wenn
ihre Resultante verschwindet. Die&ten wir anwenden, um aus einem
System nichtlinearer Gleichungen eine Variable zu eliergm und es

so sukzessive auf Gleichungen in einerafaterlichen zurckzufihren:

Im Gleichungssystem

fl(x]_w'wxn):"':fm(xl,...,l'n)zo

betrachten wir dief, € k[xq,...,z,] als Polynome inz,, mit Koef-
fizienten ausk[zy,...,z,_,]. Falls die Resultante Res(f;, f;) fur
zwei Polynomef;, f; das Nullpolynom ist, haberf; und f, einen
gemeinsamen Faktor; dies wird wohl nur selten der Fall $&ifts wir
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die Polynome vorher faktorisieren und dann das eine Gleighsys-
tem ersetzen durch mehrere Systeme aus Polynomen kleiGeades,
konnen wir das sogar ausschliel3en.

Haufiger und interessanter ist der Fall, daf’ die Resultanféingewisse
(n — 1)-tupel @q,...,x,,_1) € k™t verschwindet. Dann wissen wir,
daf3 die Polynome

fixy, - @, _q,x) und fi(xq,... 7, 4,)

ausk[z] zumindest in einem Erweiterungdiper vonk eine gemein-
same Nullstelle haben. Falls wit, ..., z,,_; kennen, Bnnen wir diese
Nullstelle(n) bestimmen, indem wir die Nullstellen zwellynome in
einer Veanderlichen berechnen und miteinander vergleichen.

Um das obige Gleichungssystem dgén, tihren wir es also ziick auf
das Gleichungssystem

Re§n(fi7fi+1)(xla'- . 7x’n,—1) =0 fare= 17- sy T — 1!

|osen dieses und betrachtémnjedes losungstupel jenes Gleichungssys-
tem inx,,, das entsteht, wenn wir im Ausgangssysténtie erstem — 1
Variablen die Werte aus dem Tupel einsetzen. Risungen dieses Glei-
chungssystems sind gerade die Nullstellen dé®g@n gemeinsamen
Teilers aller Gleichungen.

Man beachte, dal? dieser ggT durchaus gleich eins sein kaRresdalso
nicht notwendigerweise eine Erweiterung des Tupels.(..,z,,_4) zu

einer Losung des gegebenen Gleichungssystems gibt: Wenn alle Re-
sultanten verschwinden, haben nach Einsetzen zwarnd f, eine
gemeinsame Nullstelle und genauso ayghind f5;, aber diese beiden
Nullstellen kbnnen verschieden sein. Es mul3 also keine gemeinsame
Nullstelle vonf;, f, und f5 geben.

Als Beispiel 1ir die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems mit
Resultanten betrachten wir die beiden Gleichungen

flz,y) = :132+2y2+8:1:+8y—40 und g(z,y) = 3x2+y2+18a:+4y—50.
Ihre Resultante bémlich x ist
Res,(f, g) = 25y" + 200,° — 468y — 3472 + 6820 ;
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Maple gibt deren Nullstellen an als

1
= -2+ -1\/534+24v31.
y= -2+ /5305 20/31

Diese onnen wir beispielsweise i einsetzen, die entstehende quad-
ratische Gleichunguir x 16sen, um dann zu testen, ob dasungspaar
(z, y) auch eine Nullstelle vonist. Zumindest mit Maple ist das durch-
aus machbar.

Einfacher wird es aber, wenn wjrstattz eliminieren:
Res,(f, ) = (52” + 28 — 60’

Ist das Quadrat eines quadratischen Polynoms; dessertélats
14 4
=——+-v31l
TT 575

uns die wohlbekanntedsungsformel liefert. Diese Wertéknen wir
nun in f oder g einsetzen, die entstehende Gleichuageh und das
Ergebnis ins andere Polynom einsetzen.

Alternativ konnen wir auch mibeidenResultanten arbeiten: Ist (y)
eine gemeinsame Nullstelle vofi und g, so muf3z eine Nullstelle
von Reg(f, g) sein undy eine von Reg(f,g). Da es nur 4x 2 = 8
Kombinationen gibt, &nnen wir diese hier einfach durch Einsetzen
testen. Wie sich zeigt, hat das System die viésilingen

14 4 1
- — 4 — -2 _ _ —
( 5 5\/ 31 -2 5\/ 534 - 24v 31)

14 4 1
_ 4+ _ _2 4 = _
( =+ V3L -2 5\/ 534 24\/31>

14 4 1
S —2— = +
( = 5\/31, 2 5\/ 534 24\/?1>

14 4 1
— — — —+/31, -2+ =1\/534 + 24/31) .
( 5 5 ’ 5\/ M)

Zum Abschluf3 dieses Paragraphen wollen wir uns rigxdriegen, dal3
die Resultante zweier Polynome noch aus einem anderen @iujedle
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gemeinsame Nullstelle verschwinden muf3: %iBtlsich @mlich als
Linearkombination der beiden Polynome darstellen:

Lemma: R sei ein Ring und, g € R[x] seien PolynoméberR. Dann
gibt es Polynome, ¢ € R[x], so dalR Redf,g) = pf +qg ist.

Man beachte, dafd ¢, f undg zwar Polynome sind, die Resultante aber
nur ein Element voIR.

Beweis:Wir schreiben
d
—ax"+ --+ax+a, und g=b. "+ - -+b,x+b,,
d 1 0 g e 1 0

wobei wir annehmendnnen, daf&,; undb_ nicht verschwinden. Die
Gleichungen

d+i 1+ i j e+j 1+j
+.tar +agr’ und 2’ g=ba"7 +- - +bx ) +bg

xzf = ayx
furi=0,...,e—21undj =0,...,d — 1 kdonnen wir in Vektorschreib-
weise so zusammenfassen, dald wir dehd)-dimensionalen VektoF'
mit Komponenten:® £, ...,z f, f,z% tg,..., zg, g darstellen in der
Form
F = xd+e_1r1 toootar . gt xord+e

mit Vektorenr, € R™¢ deren Eintage Koeffizienten vory und g
sind. Die Resultante ist nach Definition gleich der Deteanten der

(d +e) x (d + e)-Matrix mit denr, als Spaltenvektoren.

Nun gehen wir vor, wie bei der Herleitung derR@vERschen Regel: Wir
betrachten obige Vektorgleichung als ein lineares Gleiglsaystem mit
rechter Seite¥” in den,Unbekannten‘z® und tun so, als wollten wir
den Wert vonz? = 1 aus diesem Gleichungssystem bestimmen. Dazu
ersetzen wir nach RAMER in der Determinante des Gleichungssystems
die letzte Spalte durch die rechte Seite, berechnen alddedégminante
d+e
det(q, ..., 741, F) = det(rl, ey T e 1 Z xd+6_krk)
k=1
d+e
= Z grer detly, ..., " je_1,7%)
k=1

= det(rl, vy Tdte—1s Td+e) 1
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denn fir k # d + e steht die Spalte, zweimal in der Matrix, so daf3 die
Determinante verschwindet.

Wenn wir bei der Berechnung von dgi(...,r._;) nach dem k-
GRANGEschen Entwicklungssatz die Polynonfeund g in F' stehen
lassen, erhalten wir die Determinante als Ausdruck der Fofr qg
mit Polynomenp und ¢ ausR[z]: Da f und g beide nur in der letzten
Spalte vorkommen, dort aber in jedem Eintrag genau einebaiden,
enthalt jedes derd + e)! Produkte, die nach AGRANGE aufsummiert
werden, genau eines der beiden Polynome. Nach der obigdmReg

ist pf + qg gleich der Determinante def, also die Resultante.
|

82: Gauld und Euklid

Resultanten waren bereits im 19. Jahrhundert wohlbek&nst.1966
entwickelte BRUNO BUCHBERGEReinen alternatives Ansatz, dessen Be-
deutung in der Computeralgebra — genau wie im Falle der Resul
ten — weitliber die Losung nichtlinearer Gleichungssysteme hinausgeht.
Mit diesem Verfahren wollen wir uns in den folgenden Parpbem
besclaftigen.

Ausgangspunkt sind derABss-Algorithmus zur Losung linearer Glei-
chungssysteme und der Algorithmus zur Polynomdivisiorg &n im
EukLIDische Algorithmus zur Berechnung des ggT zweier Polynome
verwendet wird:

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem durchu&s-Elimination
losen, bringen wir es zéichst auf eine Treppengestalt, indem wir die
erste vorkommende Variable aus allen Gleichungen aul3ersken eli-
minieren, die zweite aus allen Gleichungen aul3er den dosiden, uns
so weiter, bis wir schlie3lich Gleichungen haben, dereztdetntweder
nur eine Variable en#idt oder aber eine Relation zwischen Variablém,
die es sonst keine weiteren Bedingungen mehr gibt. Konkeat gin
Eliminationsschritt folgendermal3en aus: Wenn wir im Febe beiden
Gleichungen

a2, ta,x, +---+a,x, =u (1)

byxy +byxy+---+b x, =0 (2)
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die Variablez; mit Hilfe von (1) aus (2) eliminieren wollen, ersetzen
wir die zweite Gleichung durch ihre Summe mib, /a; mal der ersten.
Die theoretische Rechtfertigungirfdiese Umformung besteht darin,
dal das Gleichungssystem bestehend aus (1) und (2) sowieedas
Gleichungssystem dieselbésungsmenge haben, und daaadert sich
auch dann nichts, wenn noch weitere Gleichungen dazukommen

Ahnlich kdnnen wir vorgehen, wenn wir ein nichtlineares Gleichungs-
system in nur einer Variablen betrachten: Am schwerstanrsatirlich

die Gleichungen vom dchsten Grad, also versuchen wir, die zu re-
duzieren auf Polynome niedrigeren Grades. Das kanonisetfahven
dazu ist die Polynomdivision: Haben wir zwei Polynome

~1
f=a,x"+a, (2" " +---+ax+a, und

m—1

g:bmxm+bm_1x +..-+ b+ by

mit m < n, so dividieren wirf durchg, d.h. wir berechnen einen Quo-
tienteng und einen Restderart, dafl¥ = gqg +r ist undr kleineren Grad
als g hat. Konkret: Bei jedem Divisionsschritt haben wir ein Radyn

n n—1
f=a,x +ta, 1z ~+---F+ax+ag,

das wir mit Hilfe des Divisors

m—1

g=b 2" +b _,x +..-+ b+ by

reduzieren, indem wir es ersetzen durch

f = mgnmy
a’n
und das @ihren wir so lange fort, big auf ein Polynom von kleinerem
Grad alsg reduziert ist: Das ist dann der DivisionsrestAuch hier ist
klar, daf3 sich nichts an debsungsmengandert, wenn man die beiden
Gleichungeny, g ersetzt durcly, r, denn

f=qg+r und r=f—qg,

d.h. f undg verschwinden genau danarfeinen Wertz, wenng undr
an der Steller verschwinden.
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In beiden Rllen ist die Vorgehensweise setinlich: Wir vereinfachen
das Gleichungssystem schrittweise, indem wir eine Gleigherset-
zen durch ihre Summe mit einem geeigneter Vielfachen einder@n
Gleichung.

Dieselbe Strategie wollen wir auch anwenden Systeme voynBuoi-
gleichungen in mehreren \&nderlichen. Erstes Problem dabei ist, dal3
wir nicht wissen, wie wir die Monome eines Polynoms anords@aien

und damit, was deriihrende Term ist. Dazu gibt es eine ganze Reihe
verschiedener Strategien, von denen je nach Anwendungimairee,
mal die andere vorteilhaft ist. Wir wollen uns daher @anst damit
besclaftigen.

83: Der Divisionsalgorithmus

Wir betrachten Polynome in Variablenzx,,...,z,, und setzen zur
Abkurzung
gt =zt 20t mit a=(ay,...,q,) €Ng.

Eine Anordnung der Monome ist offensichtliéquivalent zu einer
Anordnung aufN{, und es gibt sehr viele Bylichkeiten, diese Men-

ge anzuordnen. i uns sind allerdings nur Anordnungen interessant,
die einigermalRen kompatibel sind mit der algebraischeunk&tr des
Polynomringsk[z, ..., x,]; beispielsweise wollen wir sicherstellen,
dafl? der fihrende Term des Produkts zweier Polynome das Produkt der
fuhrenden Terme der Faktoren ist — wie wir es auch vom Eindsinan

alen her gewohnt sind. Daher definieren wir

Definition: a) Eine Monomordnung ist eine Ordnungsrelatipa*

aufNg, fur die gilt

1. ,<" ist eine Linear- oder Totalordnung, d.hirfzwei Elemente
a, 3 € Ny ist entwedery < 3 oder3 < a odera = (.

2. Aira,B,veNjgita< = a+vy < [+7.

3. ,<" ist eine Wohlordnung, d.h. jede TeilmendeC Ng hat ein
kleinstes Element.
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b) Fur f = > crcor”™ € klzg,...,x,] mit ¢, 7 0 fur alle o €
I C N, seivy das gbl3te Element vod beZiglich einer fest ge@ahlten
Monomordnung. Dann bezeichnen wir ighch dieser Monomordnung

— v = multidegf als Multigrad vonf

— 2’ = FM f als fuhrendes Monom volf

— ¢, = FK f als fuhrenden Koeffizienten vofi

— c,x” = FT f als fuhrenden Term vorf

Der Grad deqd von f ist, wie in der Algebraiblich, der lochste Grad
eines Monoms vorf; je nach gewhlter Monomordnung muf3 das nicht
unbedingt der Grad deglirenden Monoms sein.

Beispiele von Monomordnungen sind

a) Die lexikographische OrdnungHier ista < 3 genau dann, wenn
fur den ersten Index in dem sichoe und 3 unterscheideny, < 3; ist.
Betrachtet man Monome™ als Wortelilber dem (geordneten) Alphabet
{x4,...,x,}, kommt hier ein Monom:® genau dann vor:”, wenn
die entsprechenden Worte im Lexikon in dieser Reihenfolgiesigt
werden. Die ersten beiden Forderungen an eine Monomordsindg
klar, und auch die Wohlordnung macht keine grof3en Probldvaat
betrachtet zuachst die Teilmenge aller Exponentere I mit kleinst-
maoglichema;,, unter diesen die Teilmenge mit kleingiglichema,
usw.,bis man ber,, angelangt ist. Sigestens hier ist die verbleibende
Teilmenge einelementig, und ihr einziges Element ist dasag#e klein-
ste Element vori.

b) Die graduierte lexikographische OrdnungHier ist der Grad eines
Monoms erstes Ordnungskriterium: Ist deg < degxﬁ, so definieren
wir o < 3. Falls beide Monome gleichen Grad haben, solt 3 genau
dann gelten, wena im lexikographischen Sinne kleiner atgst. Auch
hier sind offensichtlich alle drei Forderungenigit

c) Die inverse lexikographische Ordnunddier ista < 3 genau dann,
wenn fir denletztenIndex i, in dem sicha und S unterscheiden.
Das entspricht offensichtlich gerade der lexikograprescAnordnung
beziglich des iickwarts gelesenen Alphabets, . . . , z,. Entsprechend
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laldt sich nairlich auch beiglich jeder anderen Permutation des Alpha-
bets eine Monomordnung definieren, so daf? diese Ordnunigsaicter-
lich interessant ist — aul3er als Bestandteil der im folgartiginierten
Monomordnung:

d) Die graduierte inverse lexikographische OrdnungdVie bei der
graduierten lexikographischen Ordnung ist hier der GradeMonoms
erstes Ordnungskriterium: Falls deg < degxﬁ, iIsta < (3, und nur
falls beide Monome gleichen Grad haben, sol 5 genau dann gelten,
wennca im Sinne der inversen lexikographischen Ordngngi3erist
als3. Man beachte, dal3 wir hier also nicht nur die Reihenfolgé/der
ablen invertieren, sondern auch die Ordnungsrelation ilingteicher
Grade. Es ist nicht schwer zu sehen, daf} auch damit eine Mandem
nung definiert wird; sieh&bungsblatt.

Fur das folgende werden wir noch einige Eigenschaften eirsrdvh-
ordnung beiitigen, die in der Definition nicht er@hnt sind.

Als erstes wollen wir unsiberlegen, dal3 béaglich jeder Monomord-
nung aufNg kein Elementkleiner seinkann als (0. , 0): Ware ramlich
a < (0,...,0), soware wegen der zweiten Eigenschaft auch

2a=ata<a+(0,...,0)=«
und so weiter, so dal3 wir eine unendliche Folge
a>2a>3a > ---
hatten, im Widerspruch zur dritten Forderung.

Daraus folgt nun sofort, dafl3 das Produkt zweier Monon@fder ist
als jeder der beiden Faktoren und damit auch, dald ein echbiler T
eines Monoms immer kleiner ist als dieses. Aul3erdem fold3, idir ein
Produkt von Polynomen stets Fi{lf) = FM(f) - FM(g) ist.

Die Eliminationsschritte beim &ss-Algorithmus kbnnen auch als Di-
visionen mit Rest verstanden werden, und beiokiED ischen Algo-
rithmus ist ohnehin alles Division mit RestiiFein Verallgemeinerung
der beiden Algorithmen auf Systeme nichtlinearer Gleigjssysteme
brauchen wir also auch einen Divisionsalgorithmiis Polynome in
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mehreren Veinderlichen, der die eindimensionale Polynomdivision mir
Rest und die Eliminationsschritte beima@s-Algorithmus verallge-
meinert.

Beim Gauss-Algorithmus brauchen wir im allgemeinen mehr als nur
einen Eliminationsschritt, bis wir eine Gleichung auf eVaiable re-
duziert haben; entsprechend wollen wir auch hier einensizimsalgo-
rithmus betrachten, der gegebenenfalls auch mehreredbangyleich-
zeitig behandeln kann.

Wir gehen also aus von einem Polyndirr f € k[zq,...,z,], wobei
k irgendein Korper ist, in dem wir rechnerndkinen, meistens also= Q
oderk = IF,,. Dieses Polynom wollen wir dividieren durch die Polynome
fi,---, f,, € R, d.h.wir suchen Polynome,, ...,a,,,r € R, so daf}

frafyFagfin *r

Ist, wobeir in irgendeinem noch zu prisierenden Weise kleiner als
die f; sein soll.

Da es sowohl bei @ss als auch bei BkLID auf die Anordnung der
Terme ankommt, legen wir als erstes eine Monomordnung festn
im folgenden voniihrenden Termeatc.die Rede ist, soll es sich stets
um die ihrenden Termetc.beziglich dieser Ordnung handeln.

Mit dieser Konvention geht der Algorithmus dann folgendafan:

Gegebersind f, f;,..., f,, € R
Berechnetwverdena,, ...,a,,,r € Rmit f =af;+---+a,, [, +r

1. Schritt (Initialisierung):Setzea; = --- =a,, =r = 0. Fallsf =0
endet der Algorithmus damit; andernfalls setzenywr f.

2. Schritt:Falls keiner deriihrenden Terme FF¥, den uhrenden Term
FT p teilt, wird p ersetzt durclp — FT p undr durchr + FTp.

3. Schritt (Divisionsschritt)Andernfalls set der kleinste Index,ifr den
FT f, Teiler von FTr ist; der Quotient sej. Dann wirda, ersetzt durch
a; + g undp durchp — qf,. Weiter geht es mit dem 2. Schritt.
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Offensichtlich ist die Bedingung—p = a, f; +- - - +a,, f,, + 7 nach der
Initialisierung im ersten Schritt difit, und sie bleibt auch bei jeder An-
wendung des zweiten oder dritten Schrittdiétf Aul3erdem endet der
Algorithmus nach endlich vielen Schritten: Bei jedem Divrssschritt
wird der fuhrende Term vop eliminiert, und alle Monome, die eventu-
ell neu dazukommen, sind kleiner oder gleich deérmrénden Monom
von f,. Da letzteres das (alte)jtirende Monom vop teilt, kann es nicht
grofer sein als dieses, d.h. déhfende Term des neugnst kleiner als
der des alten. Wegen der Wohlordnungseigenschaft eineoiviord-
nung folgt daraus, dal3 der Algorithmus nach endlich vielehri8en
abbrechen muf3.

Um den Algorithmus besser zu verstehen, betrachten wicwst zwei
Beispiele:

Als erstes dividieren wif = z°y + 2y® + y° durch f; = 2y — 1 und

f2 = yz —1.

Zur Initialisierung setzen wii; = a, = r = 0undp = f. Wir verwenden
die lexikographische Ordnung; heglich derer ist derithrende Term

vonp gleichz?y und der vory, gleichzy. Letzteres teilt:*y, wir setzen
also

p<—p—xf1=:vy2+x+y2 und aq «—a;+z=z.
Neuer fihrender Term vop ist xyz; auch das ist ein Vielfaches vay,
also setzen wir
p<—p—yf1=x+y2+y und a; —a;+ty=x+y.
Nun istz der fuhrende Term vomw, und der ist weder durchy noch
durchy2 teilbar, also kommt er in den Rest:
p(-p—l’:yz'i'y Und r—r+arx=x.

Der nun fihrende Termy? von p ist gleichzeitig der @ihrende Term
von f, und nicht teilbar durchy, also wird

p—p—f,=y+1 und a,«—a,+1=1.
Die verbleibenden Terme vom sind weder durchzy noch durchy?
teilbar, kommen also in den Rest, so dal3 wir als Ergebnidterha
f=aifitaxfo+r mit ag=x+y, a,=1 und r=x+y+1,.
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Wenn wir statt durch das Paaf,( f,) durch (f,, f;) dividiert hatten,
hatten wir im ersten Schritt zwar ebenfali$y durch zy dividiert,
denn durchy2 ist es nicht teilbar. Der neudilirende Terrrmy2 ist
aber durch beides teilbar, und wefynan erster Stelle steht, nehmen wir
im Zweifelsfall dessenithrenden Term. Man rechnet leicht nach, daf3
man hier mit folgendem Ergebnis endet:

f=ayfitayfotr mit ag=z+1 a,=2 und r=z+1.

Wie wir sehen, sind also sowohl di@uotienten‘a, als auch deyRest‘r
von der Reihenfolge def;, abhangig. Sie Angen nairlich im allge-
meinen auch ab von der verwendeten Monomordnung; deshbdmha
wir die schlie3lich eingefhrt.

Als zweites Beispiel wollen wif = zy° — x durch die beiden Polynome
fi=xy+1lundf, = y* — 1 dividieren. Im ersten Schritt dividieren
wir zy? durchzy mit Ergebnisy, ersetzen als¢ durch—z — y. Diese
beiden Terme sind weder durefy noch durchy2 teilbar, also ist unser
Endergebnis

f=ayfi+tayfo+tr mit a;=y, a,=0 und r=—z—y.

Hatten wir stattdessen durcli,( f,) dividiert, hatten wir als erstesy2
durchy2 dividiert mit Ergebnisr; da f = = f, ist, geht die Division hier
ohne Rest auf. Der Divisionsalgorithmus erlaubt uns alsbtreinmal
die sichere Feststellung, gbals Linearkombination def; darstellbar
ist oder nicht; als alleiniges Hilfsmittel zurdsung nichtlinearer Glei-
chungssysteme reicht er offenbar nicht aus. Dahi@éss®n wir in den
folgenden Paragraphen noch weitere Werkzeuge betrachten.

84: Der Hilbertsche Basissatz

Die Grundidee des Algorithmus vonuBHBERGER besteht darin, das
Gleichungssystem so alimudern, dald glichst viele seiner Eigen-
schaften bereits an deiitfrenden Termen der Gleichungen ablesbar
sind.

Angenommen, wir haben ein nichtlineares Gleichungssystem
filzq,...ox) == f.(ry,...,2,)=0 mitf, € R=Ek[xq,...,2,];
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seine ldsungsmenge séi C k™.

Istg = g,.f1 +--- +g,.f, mit g, € R ein beliebiges Element des von
f1,--., f, erzeugten ldeal$ < R, so ist fir jede Losung &, ..., x,)
ausL offensichtlich auchy(z4,...,z,.) = 0. IstI = (hq,...,h,) €ine
andere Erzeugung voh, so hat das obige Gleichungssystem daher
dieselbe lbsungsmenge wie das System

hl(xl,...,xn):"‘:hs(xl,...,xn)zo.

Zur Losung des Systems sollten wir daher versuchen, éigliohst
~einfaches"” Erzeugendensystein flas Ideal zu finden.

Ganz besonders einfach (wenn auch selten ausreichendjisaid, die
von Monomen erzeugt werden:

Definition: Ein Ideall < R = k[x4, ..., z,] heitmonomialwenn es
von (nicht notwendigerweise endlich vielen) Monomen egtevird.

Nehmen wir an] werde erzeugt von den Monomefi mit o aus einer

Indexmenged. Ist dannz” irgendein Monom aus, kann es als endliche
Linearkombination

T
2’ = Zfzxa mit o, € A
i=1

geschrieben werden, wobei dfeirgendwelche Polynome aus sind.
Dassich jedes Polynom als Summe von Monomen schre@d@nkbnnen

wir f; alsk-Linearkombination von Monomen’ schreiben und bekom-
men damit eine neue Darstellung vofl als Summe von Termen der
Form cx”z™ mit « € A, € Ny und ¢ € k. Sortieren wir diese
Summanden nach den resultierenden Mononiéft, entsteht eing:-
Linearkombination verschiedener Monome, die insgesaeitigyt” ist.

Das ist aber nur fglich, wenn diese Summe aus dem einen Summan-
denz” besteht, d.h3 1aRt sich schreiben in der Form= o + v mit
einema € A und einemy € Nj.

Dies zeigt, daR ein Monom” genau dann id liegt, wenngs = o + v
ist mit einema € A und einemy € Ny; das Ideall selbst besteht
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also genau aus den Polynomgndie sich alsk-Linearkombinationen
solcher Monome schreiben lassen.

Damit folgt insbesondere, dafld ein Polyngingenau dann in einem
monomialen Ideal liegt, wenn jedes seiner Monome dort liegt.

Lemma von Dickson: Jedes monomiale Ideal iR = k[zq,...,x,]
kann von endlich vielen Monomen erzeugt werden.

Der Beweiswird durch vollsindige Induktion nach gefuhrt. Im Fall

n = 1 ist alles klar, denn da sind die Monome gerade die Potenzen
der einzigen Variable, und natich erzeugt jede Menge von Potenzen
genau dasselbe Ideal wie die Potenz mit dem kleinsten Exp@mnaus
dieser Menge. Hier kommt man also sogar mit einem einzigendvto
aus.

On—1
n—1

Furn > 1 bezeichnen wirifr o € Ny mit 2’ das Monome(* - - - z
und betrachten das ldeal

J = (x’a ’ z“el)< klog, ... 2, 1]

Nach Induktionsvoraussetzung wird erzeugt von endlich vielen
Monomenz'®

Jedes Monom aus aus dem endlichen Erzeugendensystehhaféirsich
in der Formz’® schreiben mit einem € N, fur dasz® in I liegt. Unter
den Indizesy,,, die wir dabei jeweils an das - 1)-tupel @y, ..., a,,_4)

anhangen, ser der gibl3te. Dann Iiegi:’o"x’;b fur jedes Monom aus dem
Erzeugendensystem vohin I und damit tir jedes Monom aug. Die

endlich vielen Monome:® x; erzeugen also zumindest ein Teilideal
von [.

Es gibt aber néirlich auch noch Monome i, in denenz,, mit einem
kleineren Exponenten alsauftritt. Um auch diese Elemente zu erfassen,
betrachten wiriir jedess < r das ldeal/, < k[z4,...,z,_4], das von

Il s

allen jeden Monomen’® erzeugt wird, @ir diez'*z> in I liegt. Auch
jedes derJ, wird nach Induktionsannahme erzeugt von endlich vielen
o s

Monomenz'®, und wenn wir die @mtlichen Monomer'*z; zu un-
serem Erzeugendensystem hinzunehméngfies = 0,1,---,r — 1),
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haben wir offensichtlich ein Erzeugendensystem ¥@aus endlich vie-

len Monomen gefunden.
|

LEONARD EUGENE DICKSON (1874-1954) wurde in
lowa geboren, wuchs aber in Texas auf. Seinen Bachelor-
und Mastergrad bekam er von der University of Texas,
danach ging er an die Univergitvon Chicago. Mit sei-

ner 1896 dort eingereichte Dissertatiinalytic Repre-
sentation of Substitutions on a Power of a Prime Num-
ber of Letters with a Discussion of the Linear Group
wurde er der erste dort promovierte Mathematiker. Auch
die weiteren seiner 275 wissenschaftlichen Arbeiten,
darunter acht Bcher, besdciftigen sich vor allem mit
der Algebra und Zahlentheorie. Derb@ten Teil seines
Berufslebens verbrachte er als Professor an der Univer-
sitat von Chicago, dazu kommen regélidqige Besuche

in Berkeley.

Beliebige Ideale sind im allgemeinen nicht monomial; scdas von

x + 1 erzeugte Ideal ik[x] ist ein Gegenbeispiel, denn es ealthweder
das Monomx noch das Monom 1, im Widerspruch zu der oben gezeigten
Eigenschaft eines monomialen Ideals, zu jedem seiner Hienaeich
dessen@&mtliche Monome zu enthalten.

Um monomiale Ideale auchifdie Untersuchung solcher Ideal&rlich
zu machen, ‘&hlen wir eine Monomordnung aul und definierentr
ein beliebiges Ideal < R = k[z4,...,x,] das monomiale Ideal

e

FM(D) = (FM(f) | f € 1~ {0}),

das von denithrenden Monomealler Elemente von/ erzeugt wird
— aul3er natrlich dem nicht existierendeiilfirenden Term der Null.

Nach dem Lemma von IDKSON ist FM(Z) erzeugt von endlich vielen
Monomen. Jedes dieser Monome ist, wie wir eingangs gesedizmnh

ein Vielfaches eines der erzeugenden Monome, also eirfeeriden
Monoms eines Elements vdn Ein Vielfaches desitihrenden Monoms

ist aber dasithrende Monom des entsprechenden Vielfachen des Ele-
ments vonl, denn FMg” f) = 27 FM(f), da fur jede Monomordnung

gilt o < 8= a+ [ < a+~. Somit wird FM([) erzeugt von endlich
vielen Monomen der Form FM{), wobei dief; Elemente vorY sind.
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Wir wollen sehen, dal? die Elemenftedas Ideall erzeugen; damit folgt
insbesondere

Hilbertscher Basissatz: Jedes ldeal < R = k[z4,...,x,] hat ein
endliches Erzeugendensystem.

Beweis:Wie wir bereits wissen, gibtes Elemenftg... f,, € I, sodal}
FM(Z) von den Monomen FM(;) erzeugt wird. Um zu zeigen, dal} die
Elementef; das Ideal erzeugen, betrachten wir ein beliebiges Element
f € I und versuchen, es alg-Linearkombination de)f, zu schreiben.
Division von f durch f;, ..., f,. zeigt, dal3 es Polynome,,...,a,,
undr in R gibt derart, daf3

f=ayfir-ta,fntr.

Wir sind fertig, wenn wir zeigen é&nnen, dald der Divisionsrestver-
schwindet.

Falls » nicht verschwindet, zeigt der Divisionsalgorithmus, dal3 das
fuhrende Monom FM() von r durch kein fihrendes Monom FM()
eines der Divisorerf, teilbar ist. Andererseits ist aber

T:f_(a’lf1+".+a’mfm)

ein Element vort, und damit liegt FM() im von den FM(f;) erzeugten
Ideal FM(7). Somit mul3 FM() Vielfaches eines FM(;) sein, ein Wider-
spruch. Also ist- = 0.

DavID HILBERT (1862—-1943) wurde in 8nigsberg ge-
boren, wo er auch zur Schule und zur Univéisging.

Er promovierte dort 1885 mit einem Thema aus der In-
variantentheorie, habilitierte sich 1886 und bekam 1893
einen Lehrstuhl. 1895 wechselte er an das damalige Zen-
trum der deutschen wie auch internationalen Mathema-
tik, die Universitt Gottingen, wo er bis zu seiner Emer-
itierung im Jahre 1930 lehrte. Seine Arbeiten umfassen
ein riesiges Spektrum aus unter anderem Invarianten-
theorie, Zahlentheorie, Geometrie, Funktionalanalysis,
Logik und Grundlagen der Mathematik sowie auch zur
Relativitatstheorie. Er gilt als einer derdter der mod-
ernen Algebra.
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85: Grobner-Basen und der Buchberger-Algorithmus

Angesichts der Rolle detihrenden Monome im obigen Beweis bietet
sich folgende Definition anif eine Idealbasis, baglich derer ndglichst
viele Eigenschaften bereits an déinfenden Monomen abgelesen wer-
den lonnen:

Definition: Eine endliche Teilmeng€ = {g4,...,9,,} C I einesldeals
I < R =k[xq,...,x,]heillt Standardbasis oderRGBNER-Basis von,
falls die Monome FM¢,) das Ideal FM([) erzeugen.

WOLFGANG GROBNER wurde 1899 im damals noadbsterreichischen i&ltirol geboren.
Nach Ende des ersten Weltkriegs, in dem er an der italieasEnont khmpfte, studierte
er zurachst an der TU Graz Maschinenbau, beendete dieses Stuldarmiaht, sondern
begann 1929 an der Univerditein Mathematikstudium. Nach seiner Promotion ging er
zu Bumy NOETHERNnach ttingen, um dort Algebra zu lernen. Aus materiellerii@Gten
muRte er schon bald nafsterreich zuiick, konnte aber auch dort Zachst keine Anstel-
lung finden, so dal® er Kleinkraftwerke baute und im Hotel egivaters aushalf. Ein
italienischen Mathematiker, der dort seinen Urlaub verhie, vermittelte ihm eine Stelle
an der Universiat Rom, die er 1939 wieder verlassen muf3te, nachdem er dich/e
schlul® $idtirols an Italieniir die deutsche Staatstyerschaft entschieden hatteaivend
des zweiten Weltkriegs war arbeitete ed@tenteils an einem Forschungsinstitut der Luft-
waffe, nach Kriegsende als Extraordinarius in Wien, damsnCxdinarius in Innsbruck,
wo er 1980 starb. Seine Arbeiten besftlyen sich mit der Algebra und algebraischen
Geometrie sowie mit Methoden der Computeralgebra Zisuhg von Differentialglei-
chungen.

Die Theorie der ®OBNER-Basen wurde von seinem StudenteRUBO BUCHBERGERIN
dessen Dissertation entwickeltuBHBERGERwuUrde 1942 in Innsbruck geboren, wo er
auch Mathematik studierte und 1966 ba&tdBNER promovierte mit der ArbeiEin Algo-
rithmus zum Auffinden der Basiselemente des Restklasgenach einem nulldimension-
alen PolynomidealEr arbeitete dann z@chst als Assustent. nach seiner Habilitation als
Dozent an der Universit Innsbruck, bis er 1974 einen Ruf auf den LehrstiuhQomput-
ermathematik an der UniverattLinz erhielt. Dort giindete er 1987 das Research Institute
for Symbolic Computation (RISC), dessen Direktor er bisA9&r. 1989 initiierte er

in Hagenberg (etwa 20 km ndpdtlich von Linz) die Giandung eines Softwareparks mit
angeschlossener Fachhochschule; er hat mittlerweil@dastend Mitarbeiter. Aul3er mit
Computeralgebra besafiigt er sich auch im Rahmen des Theorema-Projekts mit dem
automatischen Beweisen mathematischer Aussagen.

Wie der obige Beweis desIHBERTSChen Basissatzes zeigt, erzeugt
eine GROBNER-Basis das Ideal, und jedes Ideal im Polynomring hat
eine GROBNER-Basis. Bevor wir uns damit besatiigen, wie man diese
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berechnen kann, wollen wir zaohst eine wichtige Eigenschaften be-
trachten.

Seigy,...,q,, GROBNERBasis eines Ideal§ < R. Wir wollen ein
beliebiges Elemenf € R durchg,,...,g,, dividieren. Dies liefert als
Ergebnis

f=ayg +--+a,g, +r,

wobei kein Monom von- durch eines der Monome Figl( teilbar ist.
Wie wir wissen, sind allerdings bei der Polynomdivision wedler
Divisionsrestr noch die Koeffizienteru, auch nur im entferntesten
eindeutig. Sei etwg = a,9,+---+a,,g,,+tr=big;+---+b,g,, +s;
dannist ¢, — by)9, +--- +(a,, — b,,)9,, =5 — 1.

Links steht ein Element voh also auch rechts. Andererseits glitlaber
wederr nochs ein Monom, das durch eines der Monome ki feilbar

ist, d.h.r — s = 0. Somit ist bei der Division durch die Elemente einer
GROBNER-Basis der Divisionsrest eindeutig bestimmt. Insbesomdgr

f genau dann ein Element vdnhwenn der Divisionsrest verschwindet.
Wenn wir eine ®ROBNER-Basis haben, &nen wir also leicht entschei-
den, ob ein gegebenes Elem¢gnt R im Ideal liegt.

Nachdem im Fall einer BNER-Basis der Divisionsrest nicht von
der Reihenfolge der Basiselemente adt, konnen wir ihn durch ein
Symbol bezeichnen, das nur von déengeG = {g4, . . ., g,, } abrangt;

: L =G
wir schreibenf .

Als nachstes wollen wir ungberlegen, wie sich eineK@BNER-Basis
eines vorgegebenen ldedl$inden BAf3t.

Dazu mussen wir uns als erstédberlegenwie das ldeal vorgegeben
sein soll. Wenn wir damit rechnen wollen,issen wir irgendeine Art
von endlicher Information haben; was sich anbietet istiriah ein
endliches Erzeugendensystem.

Wir gehen also aus von einem Iddak (f;,..., f,,) und suchen eine
GROBNER-Basis. Das Problem ist, dal3 die Monome FM(im allge-
meinen nicht ausreichen, um das monomiale Ideal HM\( erzeugen,
denn dieses enditt jajedesvionom eines jeden Elements voand nicht
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nur das @ihrende. Wir nissen daher neue Elemente produzieren, deren
fuhrende Monome in den gegebenen Elemerfiesder auch anderen
Elementen vor erst weiter hinten vorkommen.

BUCHBERGERs |Idee dazu war die Konstruktion sogenanntePoly-
nome: Seiernf,g € R zwei Polynome; FM(f) = % und FM(g) = z°
seien ihre ihrenden Monome, und’ sei das kgV von:® undz”, d.h.
v, = max(y,, 5;) furallei =1,...,n. DasS-Polynom vonf undg ist

( ) x'Y x'Y

S(f,qg) = f — . q.

P ~emm ! Fw

Da -2 - f und =2 - g beide nicht nur dasselb&lirende Monom:”

FT(f) FT(9) o _
haben, sondern es wegen der Division durch dédmendenlermstatt

nur das @thrende Monom auch beide mit Koeffizient eins enthalten,
fallt es bei der Bildung vob(f, g) weg, d.h.S(f, g) hat ein kleineres
fuhrendes Monom. Das folgende Lemma ist der Kern des Beweises
daRS-Polynome alles sind, was wir brauchen, uRABNER-Basen zu
berechnen.

Lemma: Fur die Polynomef,, ..., f,, € R sei

S=> "Na™f, mit X\, €k und o, €Ny
=1

eine Linearkombination, zu der es &ire Ny gebe, so dal alle Sum-

mandenz’ als fihrendes Monom haben, dda. + multidegf, = ¢, fur
i=1,...,m. Falls multidegS < ¢ ist, gibt es Elementg,, € k, so daf3

=1 j5=1
ist mit 2 = kgV (FM(f,), FM(f,)).

BeweisDer fuhrende Koeffizient voifi; seip,; dannist\, i, der fuhren-
de Koeffizient von\,z™* f,. Somit ist multidegs genau dann kleiner als
6, wenn> " A, verschwindet. Wir normieren alle™ f; auf fuhren-
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den Koeffizienten eins, indem wir, = x“* f, /., betrachten; dann ist

S = Z APy = Apa(pr — p2) + (Aqpg + Appip) (2 — p3) +- -
= (Mgt A 1) @1 — Pin)
+(Apg + ot A )P
wobei der Summand in der letzten Zeile genau dann verscleyivwenn
multidegS < 9.

Da allep; denselben Multigrad und denselberuhrenden Koeffizienten
eins haben, trzen sich in den Differenzen — p; die fuhrenden Terme
weg, genau wie in de§-Polynomen. In der Tat: Bezeichnen wir den
Multigrad von kgV(FM(f;), FM(/f;)) mit ,;, so ist

P —p; == ! S(fis 15) -
Damit hat die obige Summendarstellung Wwdie gewilnschte Form..

Daraus folgt ziemlich unmittelbar

Satz:Ein Erzeugendensystefy, . .., f,, eines Idealg im Polynomring
R = k[zq,...,z,] ist genau dann eine OBNER-Basis, wenn jedeS-
PolynomS(f;, f;) bei der Division durclyy, ..., f,, Rest null hat.

Beweis:Als R-Linearkombination vory; und f; liegt dasS-Polynom
S(f;, f;) imIdeall; falls fy,. .., f,, eine GROBNER-Basis von/ ist, hat
es also Rest null bei der Division durgh, ..., f,,..

Umgekehrt sefif,, ..., f,, ein Erzeugendensystem vén< R mit der
Eigenschaft, daf3 all&(f;, f;) bei der Division durclyy, ..., f,, (inir-
gendeiner Reihenfolge) Divisionsrest null haben. Wir eolteigen, dafd
f1,---, [, dann eine @OBNER-Basis ist, d.h. daR FMY), ..., FM(f,,,)
das Ideal FM[) erzeugen.

Sei alsof € I ein beliebiges Element; wir tissen zeigen, dal’3 FI
im von den FM(f,) erzeugten Ideal liegt.

Da f in I liegt, gibt es eine Darstellung
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Falls sich hier bei denthrenden Termen nichts weigizt, ist der
fuhrende Term vorf die Summe derithrenden Terme gewisser Pro-
dukteh, f,, die allesamt dasselb&tirende Monom FM() haben. We-
gen FMG, f;) = FM(h,;) EM(f,) liegt FM(f) daher im von den FM())
erzeugten ldeal.

Falls sich die maximalen unter deiiirenden Termen F&(f;) gegen-
seitig wegkirzen, &f3t sich die entsprechende Teilsumme/dgt nach
dem vorigen Lemma auch als eine Summe gelRolynomen schreiben.
Diese wiederum lassen sich nach Voraussetzung durch desiddisal-
gorithmus als Linearkombinationen dgr darstellen. Damit erhalten
wir eine neue Darstellung

f:E1f1+"'+71mfm mlt EiER’

in der der maximale Multigrad eines Summanden echt kleisteals
in der obigen Darstellung, denn in der Darstellung als SurmameS-
Polynomen sind die Terme mit dem maximalem Multigrad vensoit
den.

Mit dieser Darstellung &nnen wir wie oben argumentieren: Falls sich
bei den fihrenden Termen nichts wegkt, haben wir FMf) als EI-
ement des von den FM() erzeugten ldeals dargestellt, andernfalls
erhalten wir wieder viaS-Polynome und deren Reduktion eine neue
Darstellung vonf als Linearkombination def;, mit noch kleinerem
maximalem Multigrad der Summanden, und so weiter. Das Wezfa
muf3 schliel3lich mit einer Summe ohnéiigungen bei denithrenden
Termen enden, da es nach der Wohlordnungseigenschaftvbamam-
ordnung keine unendliche absteigende Folge von Multigragkben

kann.
[ |

Der BucHBERGERAIgorithmus in seiner einfachsten Form macht aus
diesem Satz ein Verfahren zur Berechnung einROKBIER-Basis aus
einem vorgegebenen Erzeugendensystem eines Ideals:

Gegebersindm Elementef,, ..., f,, € R=k[xy,...,x,].

Berechnetwird eine GROBNER-Basisg,, ..., g, des davon erzeugten
ldeals = (fy,..., f,,) mitg, = f, furi < m.
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1. Schritt (Initialisierung):Setzeg, = f; furi = 1,...,m; die Menge
{91, ---,9,, ) werde mitG' bezeichnet.

2. Schritt: SetzeG’ = G und testefifr jedes Paarf{ g) € G’ x G’ mit

f # g, ob der Rest bei der Division vonS(f, g) durch die Elemente
von G’ (in irgendeiner Reihenfolge angeordnet) verschwindells Fa
nicht, wird G ersetzt durctiz U {r}.

3. Schritt:Ist G = G’, so endet der Algorithmus m& als Ergebnis;
andernfalls geht es zick zum zweiten Schritt.

Wenn der Algorithmus im dritten Schritt endet, ist der Rest der
Division von S(f, g) durch die Elemente vo' stets das Nullpolynom;
nach dem gerade bewiesenen Satzistaher eine GOBNER-Basis. Da
sowohl dieS-Polynome als auch ihre Divisionsresteliliegen undG
ein Erzeugendensystem vdrenthalt, ist auch klar, dal3 es sich dabei
um eine ROBNER-Basis vonl handelt. Wir niissen uns daher nur noch
uberlegen, dald der Algorithmus nach endlich vielen Iteretn abbricht.

Wenn im zweiten Schritt ein nichtverschwindender Divisigst- auf-
taucht, ist dessenihrendes Monom durch keifithirendes Monom eines
Polynomsg € G teilbar. Das von denithrenden Monomen dere G
erzeugte Ideal vorkR wird daher gélRer, nachdendz um r erweitert
wurde. Wenn dies unbesé@nkt niglich ware, lonnte das Ideal FM|)
kein endliches Erzeugendensystem haben, im Widersprunh.etmma
von DICKSON. Also kann der zweite Schritt nur endlich oft durchlaufen
werden.

Der Algorithmus kann ndtlich auf mehrere offensichtliche Weisen
optimiert werden: Beispielsweisedft man beim wiederholten Durch-
laufen des zweiten Schritts immer wieder auf dieselSeffolynome,
die daher nicht jedes Mal neu berechnet werdéssen, und wenn eines
dieser Polynome einmal Divisionsrest null hatte, hat e$ d&t jedem
weiteren Durchgang Divisionsrest null, denn dann wird jadeir durch
dieselben Polynome (plus einiger neuer) dividiert. Es gibtvischen
auch zahlreiche nicht offensichtliche Verbesserungen@pitimierun-
gen; wir wollen uns aber mit dem Prinzip bémen und @ir den Rest
des Semesters lieber einige Anwendungen betrachten.



191 Computeralgebra ws 2011

Der BucHBERGERAIgorithmus hat den Nachteil, dal3 er das vorgegebe-
ne Erzeugendensystem in jedem Schriti@gr macht ohne je ein Ele-
ment zu streichen. Dies ist weder beimuss-Algorithmus noch beim
EukLIDischen Algorithmus der Fall, bei denen jeweils eine Gleiahu
durch eine anderersetztwird. Obwohl wir sowohl die Eliminations-
schritte des @uss-Algorithmus als auch die einzelnen Schritte der Poly-
nomdivisionen beim BkLIDischen Algorithmus durchS-Polynome
ausdiicken lonnen,missenwir im allgemeinen Fall zuszlich zug

und S(f, g) auch noch das Polynoni beibehalten; andernfalls kann
sich die Losungsmengandern:

Als Beispiel kbnnen wir das Gleichungssystem
flz,y) =2’y +xy°+1=0 und g(z,y)=2" —ay—y=0

betrachten. Wenn wir mit der lexikographischen Ordnungiéeh, sind
hier die einzelnen Monome bereits derdBe nach geordnet, insbeson-
dere stehen also dié@lirenden Monome an erster Stelle und

S(f,9) = o f(z,y) — yg(z,y) = 2y +ay’ +x +y°.

Der fihrende Term:?y? ist durch deniihrenden Term?y von f teilbar;
subtrahieren wiry f vom S-Polynom, erhalten wir das nicht weiter
reduzierbare Polynom

hz,y) = —zy° +zy’ +z+y° — yz.

Sowohlg(x, y) als auch da%(x, y)-Polynom verschwinden im Punkt
(0, 0), dieser ist aber keinedsung des Ausgangssystemsf@@, 0) = 1
nicht verschwindet.

Aus diesem Grund werden die nach demcBBERGERAIgorithmus
berechneten BOBNER-Basen oft sehr grof3 und unhandlich. Betrachten
wir dazu als Beispiel das System aus den beiden Gleichungen

f1=:c3—2xy und f2=x2y—2y2+x

und berechnen eine E@BNER-Basis beiglich der graduiert lexiko-
graphischen Ordnung. Dann ist

S(f,fo)=yfi—zfo= —CUZ
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weder durch dentthrenden Term vorf; noch den vory; teilbar, muf3
also als neues Elemelfif in die Basis aufgenommen werden.

S(f1, fa) = fitxfs = —2xy
kann wieder mit keinem def; reduziert werden, muf3 also als neues
Elementf, in die Basis. Genauso ist es mit

fs=S5(f2 fa)=fatyfs= —2y2 +x.
Im so erweiterten Erzeugendensystem bestehend aus detoRay
f1:£133—2xy, f2:x2y—2y2+x, ]‘"3:_;1;27
fa=—2zy und fo= -2 +x
sind dieS-Polynome

S(f1, f2) = fa S(f1, f3) =f4 und S(fy, f3) = fs

trivialerweise auf Null reduzierbar, die anderen Kombhimagn nussen
wir nachrechnen:

S(f1, fa)=yf1— ff4 = _25592 =yfs
4
S(f1, f5) = yf1+_f5__2xy+__ f1+f2+3/f4 s

S(fas fa) = fo+ §f4 = —2y +r=fg
3

2 1 1
Uz J) =yfot 5 fs= 5 *ay =2 = S = S fa* s
S(far fa) = —yfs — ff4 =0

SUs f9= 075~ o= 2y
2
U f)=-Sfs - 3fe= 5 =31

Somit bilden dieseifnf Polynome eine €BNER-Basis des vonf;
und f, erzeugten ldeals.

Zum Gluck brauchen wir aber nicht all&hf Polynome. Das folgende
Lemma gibt ein Kriterium, wann man auf ein Erzeugendes ghten
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kann, und illustriert gleichzeitig das allgemeine Prinzyonach bei ei-
ner GROBNER-Basis alle wichtigen Eigenschaften anhand dérénden
Termen ablesbar sein sollten:

Lemma: G sei eine ®ROBNER-Basis des ldeals < k[x4, ..., x,], und

g € G seiein Polynom, desseiitirendes Monom im von deiilirenden
Monomen der restlichen Basiselemente erzeugten monamidésal

liegt. Dann ist auclt? \ {g} eine GROBNER-Basis von/.

Beweis:G ~\ {g} ist nach Definition genau dann eineRGBNER-Basis
von I, wenn die tihrenden Terme der Basiselemente das ldeal FT(
erzeugen. D& eine GROBNER-Basis vonl ist und die fihrenden Terme
egal ob mit oder ohne F§) dasselbe monomiale Ideal erzeugen, ist das

klar. .

Im obigen Beispiel haben wir digihrenden Monome

FM(f) =2°, FM(fy) =2y, FM(fy) = 2%,

FM(f) =2y und FM(fs) = y°;

offensichtlich sind FM(,) und FM(f,) durch FM(f;) teilbar, so daf3 wir
auf f; und f, verzichten lbnnen: Auch die Polynom#, f, und f; bilden
eine GROBNER-Basis des vorf; und f, erzeugten ldeals. Zur weiteren
Normierung Knnen wir noch durch digihrenden Koeffizienten teilen
und erhalten dann diminimale GROBNER-Basis

~ T
f3:5132

~ ~ 2
, fa=xy und fy=y R

Definition: Eine minimale ®ROBNER-Basis vonI ist eine GROBNER-
Basis von/ mit folgenden Eigenschaften:
1.) Alle g € GG haben denithrenden Koeffizienten eins

2.) Furkeing € Gliegt FT(g) imvon den fihrenden Termen dabrigen
Elemente erzeugten Ideal.

Esistklar, daf} jede RBNER-Basis zu einer minimalenk&BNER-Basis
verkleinert werden kann: Durch Divisiotbknen wir alle fihrenden Ko-
effizienten zu eins machen ohne etwas an der Erzeuguagdzarn, und
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nach obigem Lemmadanen wir nacheinander alle Elemente eliminie-
ren, die die zweite Bedingung verletzen.

Wir konnen aber noch mehr erreichen: Wenn nicht dasdnde sondern
einfachirgendeinMonom eines Polynomg € GG im von den fihrenden
Termen deribrigen Elemente erzeugten Ideal liegt, ist dieses Monom
teilbar durch dasitfhrende Monom eines anderen Polynadims G. Wir
konnen den Term mit diesem Monom daher zum Verschwindendming
indem wir g ersetzen durch minus ein Vielfaches voh. Da sich dabei
nichts an denithrenden Termen der Elemente vGrandert, bleibt7
eine GROBNER-Basis. Wir kbnnen somit aus den Elementen einer mi-
nimalen GROBNER-Basis Terme eliminieren, die durch deithfenden
Term eines anderen Elements teilbar sind. Was dabei stbliefhitste-
hen sollte, ist eineeduzierteGROBNER-Basis:

Definition: Eine reduzierte @®OBNER-Basis vonI ist eine GROBNER-

Basis von/ mit folgenden Eigenschaften:

1.) Alle g € G haben denithrenden Koeffizienten eins

2.) Furkeing € G liegt ein Monom vory im von den fihrenden Termen
deriibrigen Elemente erzeugten ldeal.

Die minimale Basis im obigen Beispiel ist offenbar schonumert,
denn aul3erf; bestehen alle Basispolynome nur aus démréndem

Term, und beif; ist der zuatzliche Term linear, kann also nicht durch
die quadratischeruhrenden Terme der anderen Polynome teilbar sein.

Reduzierte ®OBNER-Basis haben eindif das praktische Rechnen mit
Idealen sehr wesentliche Aigliche Eigenschatft:

Satz: Jedes ldeal < k[z4,...,x,] hat eine eindeutig bestimmte re-
duzierte ROBNER-Basis.

Beweis:Wir gehen aus von einer minimalenRGBNER-Basis G’ und
ersetzen nacheinander jedes Elemert G durch seinen Rest bei der
Polynomdivision durchG \ {g}. Da bei einer minimalen GBNER
Basis kein @ihrendes Monom eines Element dasrfende Monom eines
anderen teilen kan@ndert sich dabei nichts an derhfenden Termen,
G ist also auch nach der Ersetzung eine minimak®&NER-Basis. In
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der schliel3lich entstehenden Basis hat keia G mehr einen Term,
der durch deni@fthrenden Term eines Elements voh~ {g} teilbar
ware, denn auch wenn wir bei der Reduktion der einzelnen Etame
durch eine eventuell andere Menge geteilt haben, hat sich do den
fuhrenden Termen der Basiselemente nich#sdert. Also gibt es eine
reduzierte ®OBNER-Basis.

Nun seienG und G’ zwei reduzierte @OBNER-Basen vonl. Jedes
Elementf € G’ liegt insbesondere i, also isth = 0. Insbesondere
mul3 der fihrende Term vorf durch den fihrenden Term einege G
teilbar sein. Umgekehrt ist aber au@ﬁ’ = 0, d.h. der @thrende Term
vong muR durch denithrenden Term eines Elements vBre G’ teilbar
sein. Dieseriihrende Term teilt dann insbesondere démwénden Term
von f, und daG" als reduzierte ®BNER-Basis minimal ist, muf§’ = f
sein. Somit gibt es zu jedegne G genau eiry € G' mit FT(f) = FT(g);
insbesondere hab&hundG’ dieselbe Elementanzahl. Tathlich muR3
sogarf = g sein, dennf — g liegt in I, enttalt aber keine Term, der
durch den fihrenden Term irgendeines Elements V@reilbar ware.
Alsoist f — g =0.

86: Anwendungen von Grobner-Basen

Die Eindeutigkeit der reduzierterRGBNER-Basis bedeutet, dafd wir Ide-
ale des Polynomrings durch endlich viele Daten eindeutsgteiben
konnen; insbesonderediknen wir entscheiden, ob zwei Mengen von
Polynomen dasselbe Ideal erzeugen. Dies ist der Ausgankjsfir
zahlreiche Anwendungen vonRGBNER-Basen in der kommutativen
Algebra, algebraischen Geometrie, Kontrolltheorie unaetter.

Wir wollen uns hier mit zwei einfacheren Anwendungen hegsn,
zunachstdem Hauptproblem dieser Vorlesung, disung algebraischer
Gleichungen und Gleichungssysteme.

Wir gehen also aus vom Polynomgleichungen

fi(xy,...,x,)=0 mit f, € k[xq,...,x,] fOor ¢=21,....m
und suchen die disungsmenge

V() ={(zy,...,z,) € k" ‘ fi@y,...,z,)=0 fur i=1,...,m}.
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Wir verwenden die lexikographische Ordnung mjt> --- > =z, und
betrachten das von defy erzeugte ldeal < k[x4, ..., x,,].

Zur Losung des Gleichungssystems wollen wir, wie von linearai-Gl
chungssystemen gewohnt, nacheinander die Variablemadiran; dazu
definieren wir

Definition: Das k-te Eliminationsideal eines Idedl < k[x,,...,z,]
|St Ik: =InN k[.CCkH_l, ce ,:Un].

Satz:Ist G eine GROBNER-Basis vonl beZiglich der lexikographischen
Ordnung, so isG N I,, eine GROBNER-Basis vonl,.

Beweis:Die Elemente vortz = {g,, ..., g,,} Seien so angeordnet, dald
GNI, ={gq,-..,9,}ist. Wir missen zeigen, dal? sich jedés I, als
Linearkombination vom,, . . ., g,. darstellen&ft.

Der Divisionsalgorithmus bémlich der lexikographischen Ordnung
gibt uns eine Darstellung = h;g, +--- + h,g, von f als Element
von [. Dabei muf3ten allé, mit i > r verschwinden, denn dAin I,
liegt, kann bei der Division keindihrender Term eineg, ¢ I, je den
fuhrenden Term des Dividenden teilen. Somit@sth I, eine Basis
von I,. Um zu zeigen, daB es sich dabei sogar um eiR@SBER-Basis
handelt, lbonnen wir zum Beispiel zeigen, daf’ afi¢y;, g;) miti, j <r
ohne Rest durclé: N I, teilbar sind. DaG nach Voraussetzung eine
GROBNER-Basis ist, sind sie auf jeden Fall ohne Rest duttteilbar,
und wieder kann bei der Division nie déitfrende Term eines Dividen-

den durch den eingg mit ¢ > r teilbar sein.
|

Ist I das von den Gleichungen eines nichtlinearen Gleichuntssgs
erzeugte ldeal, so ist jededkung 4, ..., x,,) des Systems Nullstelle
aller Polynome aus, insbesondere also auch aller PolynomelauBtr
jede LOsung ist daher das Tupal,(,,, - .., z,,) Nullstelle der Polynome
ausl, .

Daraus ergibt sich eine Strategie zuwdung nichtlinearer Gleichungs-
systeme nach Art desiBss-Algorithmus: Wir bestimmen zuchst eine
(reduzierte) ®OBNER-Basis fir das von den Gleichungen erzeugte Ideal
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des Polynomring&[z,, ..., z,] und betrachten als erstes das Elimina-
tionsideall,, . Dieses besteht nur aus Polynomencjp falls wir mit
einer reduzierten BOBNER-Basis arbeiten, gibt es darirdthstens ein
solches Polynom.

Falls es ein solches Polynom gibt, muf3 jedésung des Gleichungs-
system als letzte Komponente eine von dessen Nullstellbarmanir
bestimmen daher diese Nullstellen und setzen sie nacttgnam das
restliche Gleichungssystem ein. Dadurch erhalten wirdBlengssyste-
me inn — 1 Unbekannten, wo wir nach Gleichungen nugjn ; suchen
konnen, und so weiter.

Im obigen Beispiel etwa besteht die reduzier®BNER-Basis beig-
lich der lexikographischen Ordnung aus den beiden Polynome

2 3
G1=x—2y" und g, =y .

Das Eliminationsideal; wird also erzeugt vory, = y3, d.h. fir jede
Losung &, y) mul3y verschwinden. Setzen wiy = 0 in g4, SO sehen
wir, dal3 auche verschwinden muf3, der Nullpunkt ist also die einzige
Losung.

Nun kann es nérlich vorkommen, daB, _, das Nullideal ist; falls unter
den Losungen des Systems unendlich viele Weitealfe letzte Variable
vorkommen, mul3 das sogar so sein. Es kann sogar vorkomnizal]ela
Eliminationsideale aul3dg = I das Nullideal sind. In diesem Faliffirt
die gerade skizzierte Vorgehensweise zu nichts.

Bevor wir uns daiiber wundern, sollten wir ungberlegen, was wir
uberhaupt unter derdsung eines nichtlinearen Gleichungssystems ver-
stehen wollen. Im Falle einer endlicherddungsmenge ist das klar:
Dann wollen wir eine Auflistung deragntlichen Losungstupel. Bei ei-
ner unendlichen &sungsmenge ist das aber nicht meligiich. Im
Falle eines linearen Gleichungssystems wissen wir, daR @seings-
menge ein affiner Raum ist; wirdkinen sie daher auch wenn sie un-
endlich sein sollte durch endlich viele Daten eindeutigchesiben, zum
Beispiel durch eine spezielledsung und eine Basis de$sungsraums
des zugebtirigen homogenen Gleichungssystems.
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Bei nichtlinearen Gleichungssystemen gibt es im allgeereikeine
solche Beschreibung unendlichedidungsmengen: Diedsungsmenge
des Gleichungssystems

2 +2°+3:°=100 und 2°+3y°—°=0

etwa ist die Schnittmenge eines Ellipsoids mit einem eadghten
Kurven; sie besteht aus zwei ovalen Kurvedhbarer Ordnung. Die
GROBNER-Basis besteht in diesem Fall aus den beiden Polynomen

2® —11:*+300 und ¢°+ 72— 200,

stellt uns dieselbe Menge also dar als Schnitt zweier mlbper
Zylinder. Eine explizitere Beschreibung debdungsmenge ist schwer
vorstellbar.

Auf der Basis von 8urRMschen Ketten, dem Lemma voridm und Ve-
rallgemeinerungen davon hat die semialgebraische Geeniatho-

den entwickelt, wie man auch allgemeiner@slungsmengen nichtline-
arer Gleichungssysteme durch eine sogenannte zylineridelegung
gualitativ beschreiben kann; dazu wird d&t in Teilmengen zerlegt,

in denen die bsungsmenge entweder ein einfaches qualitatives Verhal-
ten hat oder aber leeren Durchschnitt mit der TeilmengeuBdudkann
man insbesondere feststellen, in welchen RegionerRdeksdsungen

zu finden sind.

In manchen Bllen lassen sich dsungsmengen parametrisieren; wie
man mit Methoden der algebraischen Geometrie zeigen kahdas
aber im allgemeinen nur bei Gleichungen kleinen Grades dikukRd
kommt daheriir allgemeine bsungsalgorithmen nicht in Frage.

Stets nibglich ist das umgekehrte Problem, d.h. die Beschreibumgy ei
parametrisch gegebenen Menge in impliziter Form. Hier hatealso
Gleichungen der Form

x1=@i(ty, .. 1), -y x, =@, ..., L)
und suchen Polynomg,..., f,, die genau auf der Menge aller
(xq,...,x,) verschwinden,ir die es eine solche Darstellung gibt.

Dazu wahlen wir eine lexikographische Ordnung, bei der allgroRer
sind als diexj und bestimmen eine K®BNER-Basis fir das von den
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Polynomenz, — ¢,(t4,...,t,,) erzeugte Ideal. Dessen Schnitt mit
klxq,...,z,] ist ein Eliminationsideal, hat also als Basis genau die
Polynome aus der RBNER-Basis, in denen keing vorkommen.

87: Der Hilbertsche Nullstellensatz

In diesem Paragraphen wollen wir Kriterietr fdie Losbarkeit eines
nichtlinearen Gleichungssystems sowiedie Endlichkeit der bsungs-
menge herleiten. Aul3erdefberlegen wir uns, wann ein Polynom

g auf der Losungsmenge eines nichtlinearen Gleichungssystems ver-
schwindet. Nairlich mul3 es dann verschwinden, wenn es im von
den Gleichungen erzeugten Ideal liegt, aber die Umkehrazg dilt
nicht: Die Nullstellenmenge des System mit der einzigenidBleng

(z — y)® = 0 etwa besteht genau aus den Punkten) mit z = v,

und dort verschwindet auch das lineare Polynom y, das schon aus
Gradgiinden nicht im voni{ — y)3 erzeugten Ideal liegen kann.

Wenn wir Uilber einem endlichen dtper arbeiten, beispielsweise dem
KorperF,, haben wir das z@dzliche Problem, dal3 es Polynome gibt,
die auf ganzF, verschwinden: Nach dem kleinen Satz VOERMAT

ist beispielsweisec” — 2 = 0 fur alle 2 € F,, und daraus lassen
sich leicht Polynome im Variablen konstruieren, die auf ga]ﬁ‘.z ver-
schwinden. Wir wollen uns als erstaberlegen, dal} dieses&tomen
bei unendlichen Brpern nicht auftreten kann:

Lemma: k£ sei ein unendlicher &rper undf € k[z4,...,z,] Sei nicht
das Nullpolynom. Danngibtes, ..., a, € kderart,dal¥ (aq,...,a,)
nicht verschwindet.

Wir fuhren denBeweisdurch Induktion nach: Fur Polynome einer
Veranderlichen folgt dies aus der Tatsache, dal3 ein vom NwHpol
nom verschiedenes Polynoradhstens so viele Nullstellen haben kann,
wie sein Grad angibt, also auch jeden Fall endlich viele.ihem un-
endlichen Krper muld es daher Elemente gebém,die das Polynom
nicht verschwindet.
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Fur n > 1 schreiben wirf = fdxfl + fd_lxd_l +.-.+ fix + fyals

Polynom inz,, mit Koeffizientenf, € k[x,,...,x, _4], wobei wir an-
nehmen Bnnen, dal’ detihrende Koeffizienf,; nicht das Nullpolynom
ist. Nach Induktionsannahme gibt es dann...,a, ; € k, fur die

fqlaq, ..., a,_4)nichtverschwindet. Setzen wig, ..., z,,_, auf diese
Werte, ist daheif(ay,...,a,_1,,) € k[z,] nicht das Nullpolynom,
hat also nur endlich viele Nullstellen. &dlen wir fir a,, € k irgendein
Element, das keine Nullstelle ist, myf§a4,...,a,_4,a,) von Null

verschieden sein. .

Korollar: Das Polynomf € k[zq,...,x,] Uber dem unendlichen
Korperk habe den GesamtgradDann gibt es Elementg, € £, fur die
das Polynony (y; + \y,,, - - s Y1+ A\,_1Y,,, y) @US dem Polynomring
kElyy, - Ynl = Klyqs - - -5 y,—11ly,,] als Polynom iny,, den fuhrenden

Termey hat mit einemt: 7 0 ausk.

Den Beweisfuhren wir wieder durch Induktion naett Furn = 1 ist
y, = x4, und die Behauptung trivial; sei also> 1. Wir schreiben

g(y17 s 7yn) d:ef f(yl + Alyrw s Yn—1 + )‘n—lyrw y)
= Z a/e(>\1, .. ,)\n_l)ye
e

als Polynom in dep, mit Koeffizientenaug[)\,, ..., \,,_,]; die Summe
Lauft alsoliber gewisse-Tupele € Ny vom Grad ldchstensgl. Da wir

in f fur jedesr, einen iny,, linearen Ausdruck eingesetzt habeimhift
jedes Monom vonf nach Einsetzen und Ausmultiplizieren zu einer
Summe, in der ein Term m'@z vorkommt; der Koeffizient voryfb

ist also nicht das Nullpolynom aug ), ..., A\, _;]. Nach dem gerade
bewiesenen Lemma gibt es dabere k, fur die dieser Koeffizient von

Null verschieden ist, und mit diesen gilt die Behauptung.
|

Dieses eher technische Korollar sagt also, dal3 wir durch knea-
re Koordinatentransformation immer erzwingeinken, dal} eine der
Variablen mit dem Gesamtgrad als Exponenten auftritt. Dassutzen
wir, um zu untersuchen, wann ein Gleichungssysterosbdr ist.
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Dabei wollen wir dieUnlosbarkeitin einem starken Sinn interpretieren:
Die Gleichungz® + 1 = 0 hat beispielsweise zwar keine reeltasung,
aber sie hat die beiden komplexeadungen: = +i. So eine Gleichung
wollen wir nicht als unbsbar betrachten. Wir definieren

Definition: a) Ein Korper k£ heildt algebraisch abgeschlossewenn
jedes nichtkonstante Polynom akfs] mindestens eine Nullstelle hat.
b) Ist I ein Ideal ink[z,...,z,] und istk’ ein Korper, derk entrilt,
setzen wir

V(D) ={(2,--.2,) €K | f(zg,...,2,) =0firallef e I}.

c) Erzeugen die Polynom§,, ..., f,, € k[xq,...,x,] das ldeall, so
seiVi (fi,- -, frn) = Vi ().

Schwache Form des Hilbertschen Nullstellensatzes: sei ein Kor-
per, K ein algebraisch abgeschlossenérper, derk enthalt, und/ sei
ein Ideal im Polynomrings[z4,...,x,] Uberk. Dann istVy(I) = ()
genau dann, wenn das lddatlie Eins entAlt.

In Gleichungen ausgeiickt heildt dies, dal’ das Gleichungssystem
fi(xlw--yxn)zo fUI‘z'=1,...,m

genau dann selbst i keine Losung hat, wenn die Eins im Ideal
(f1,---, f,,) liegt, wenn es also Polynomg, ..., q,, € k[zq,...,2,]
gibt, furdieg, f1 +---+g,,f,, = 1ist.

Der Beweiserfolgt auch hier wieder durch volbstdige Induktion nach
der Anzahl der Variablen:

Firn = 1 ist jedes ldeal < k[x] ein Hauptideal; es sei erzeugt von
f € Kk[x]. Nach Definition eines algebraisch abgeschlossen@péts
hat f genau dann keine Nullstelle i, wennf konstant ist, und das ist
aquivalent dazu, daRdie Eins enthlt.

Fur n > 1 betrachten wir ein Erzeugendensystém..., f,, von I,
Nach dem obigen Korollardnnen wir annehmen, dgf3 den Termxfl
enthalt, wobeid den Grad vory, bezeichnet: Eine lineare Koordinaten-
transformatiorandert schlief3lich nichts daran, &Q-(I) leer ist oder
nicht und auch nichts daran, dldie Eins enthlt oder nicht.
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Wir fuhren eine neue Variabteein und betrachten das Polynom

h:f2+uf3+---+um_2fmEk[xl,... x, ,ul

B

sowie die Resultante Res(f, h) € k[xq, ..., x,_1,u]. Wir schreiben
sie als Polynom

¢
Res, (f1,h) =a(xy, ...z, _Ju +---+ag(xy,. .., 2,_1)

in « mit Koeffizienten aug[z4, ..., x,_4].

Wie wir am Ende vorgl gesehen habergfdt sich die Resultante zweier
Polynome als Linearkombination dieser Polynome darsteks gibt
daher Polynome, q € k[z,...,z,,u], SO dald gilt

m—2
Res. (fi,h) =pfi+tqh=pfi+afs+qufs+---+qu  “f, .

Vergleichen wir dies mit obiger Darstellung der ResultaissPolynom
in u, sehen wir, daf3 die Koeffizientenpolynormgz,,...,z,,_4) Im
Ideall = (fy,..., f,,) liegen nussen.

Wenn wir zeigen Knnen, daf} diese Polynome keine gemeinsame Null-
stelle inkX ™~ haben, wissen wir nach Induktionsannahme, daf sich die
Einsink[x4,...,x,_,] als Linearkombination det; darstellen&f3t; da
diese Polynome id liegen, liegt die Eins somit erst rechtinund wir

sind fertig.

Angenommen, die, hatten eine gemeinsame Nullstellg (..., z,,_4)

in K"~*. Dann véare Res (f1, h)(z1,- - -, 2,_1,u) € k[u] das Null-
polynom. Somit Atten die beiden Polynome

fi(zqs ooy 2,1, 2,) € k[z,] und h(zq,...,2,_1,2,,u] € k[x,,, u]

einen nichtkonstanten gemeinsamen FaktorKklrgabe es dann eine
Nullstelle z,, von f,(z4,...,2,_1,2,), fur die h(zy,..., 2,1, 2,, W)
das Nullpolynom viire. Nach Definition voh verschvanden dann nicht
nur f1(z, - . ., 2,), sondern auch allg;(z,, ..., z,) furj =2,...,m.
Damit lage €4, ..., 2,) In Vi (I), was wir aber als leer vorausgesetzt
haben. Damit ist klar, dal3 die, keine gemeinsame Nullstelle haben

konnen, und der Satz ist bewiesen. .
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Ob ein Ideal die Eins enéit oder nicht, kann man seineRGBNER-
Basis leicht ansehen: Da dérirende Term eines jeden Polynoms aus
dem Ideal durch deniihrenden Term eines Elements derGBNER-
Basis teilbar sein mul3, eréth diese im Falle eines Ideals, das die Eins
enthalt, ein Polynom, desseiiitirendes Monom die Eins ist. Da diese
beZiglich jeder Monomordnung das kleinste Monom ist, mul} sdreit
GROBNER-Basis eine Konstante enthalten. Die zu@ede minimale und
erst recht die reduzierteRGBNER-Basis besteht in diesem Fall nur aus
der Eins.

Kriterium: Ein nichtlineares Gleichungssystem ist genau danasinl
bar selbstiber einem algebraisch abgeschlossenamp&r, dek enthalt,
wenn seine reduzierteRGBNER-Basis nur aus der Eins besteht.

Die starke Form desiEBERTschen Nullstellensatzes sagt uns allgemein,
welche Polynome auf der Nullstellenmenge eines Idealskensnden:

Hilbertscher Nullstellensatz: I < k[z4,...,z,] seieinldeal, und das
Polynomg € k[x4,...,z,] verschwinde in jedem Punkt voWi. (I),
wobei K ein algebraisch abgeschlossenérper sei, dek enthalt. Dann
gibt es eine nalrliche Zahlr, so dafy" in I liegt.

Beweis:fy, ..., f,, sei ein Erzeugendensystem vbond
J=(fr,. -, f,, Tg—1) < k[zqg,...,2,,T].
FUr einen Punkt4,, ..., z,,t) € Vi (J) mulite einerseits gelten
fi(z1,...,2,) =0 furallej=1,...,m,
sodalRf,...,z,)In V() lage; andererseitsare auch
tg(zq,...,2,)—1=0.

Da g in allen Punkten au¥-(I) verschwindet, ist das nichtaglich,
also istVy (J) = (). Nach der schwachen Form desstRrTschen Null-
stellensatzes mul3 somit die Eins.inliegen; es gibt also Polynome
ag, .- .,a,, € klzq,...,z,,T], sodal

a’lf1+"'+a’nfn+a’0(Tg_l):1
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ist. Im Quotienten&rper vonk[x,, ..., x,] Kdnnen wir in dieser Iden-
titat 7 = 1/g einsetzen. Dadurchdkinen die Summanden Potenzen
von g in ihre Nenner bekommen; durch Multiplikation mit de¥dinsten
auftretenden Poteng erhalten wir eine Polynomgleichung der Form

byfy+--+byf, =9 mit b eklzy,... z,].
Dies beweist die Behauptung.

Definition: R sei ein Ring und/ < R ein Ideal vonR. DasRadikal
von [ ist die Menge

VI = {aER’HnEN:anEI}.
def

Das Radikal besteht also aus allen Ringelementen, die eteafin/
haben. Es ist selbst ein Ideal, denn sind € /I zwei Elemente mit
a" € ITundb™ € I, sosind in

a+b n+m — n+ m) an+m—kbk
GTIED> ("}
die erstenn Summanden Vielfache voa’, und die restlichem sind
Vielfache vorb"™". Somit liegt jeder Summand if) also auch die Summe.
Fur ein beliebiges € R liegt nafirlich auchra in v/I, denn seine:-te
Potenz {a)" =r"a" liegtin I.

Falls ein Ideal mit seinem Radik&abereinstimmt, entllt esalle Poly-
nome, die au¥/,-(I) verschwinden; zwei Polynome nehmen genau dann
in jedem Punkt voiV(I) denselben Wert an, wenn ihre Differenziin
liegt, wenn sie also modulbdieselbe Restklasse definieren.

Wenn das Ideal nicht mit seinem Radikalibereinstimmt, gilt zwar
nicht mehrgenau dannaber wir kbnnen trotzdem die Elemente des
FaktorvektorraumsA = k[z4,...,x,]/] auffassen als Funktionen
von Vi (I) nach K: Fur jede Restklasse und jeden Punkt aGg(7)
nehmen wir einfach irgendein Polynom aus der Restklassesetzen
die Koordinaten des Punkts ein. Da die Differenz zweier Rahge aus
derselben Restklasse inliegt, wird sie nach Einsetzen des Punktes
zu Null, der Wert kangt also nicht ab von der Wahl des Polynoms.
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Auch Polynome au&[x,, ..., z,] definieren in dieser Weise Funktio-
nenV,(I) — K, hinreichend (aber nicht notwendig) dafdal’ zwei
Polynome dieselbe Funktion definieren ist, daf ihre Differien vonl
erzeugten ldeal < K[x4,...,z,] liegt.

Im Falle von Polynomen einer V@nderlichen ist jedes Ideal vaiix]
ein Hauptideal; istf = (f) mit einem Polynomf # 0 vom Gradd, so
konnen wir die Restklassen ré&sentieren durch die Polynome vom
Grad lochstensd — 1, denn jedes Polynom € k[x] hat dieselbe
Restklasse wie sein Divisionsrest bei der Polynomdivigionch f.
Somit istA = k[x] /I in diesem Fall eind-dimensionaler Vektorraum.
Da V(1) gerade aus den Nullstellen vgnn K besteht, von denen es
hochstens! verschiedene gibt, liefert die Dimension vdneine obere
Schranke ifir die Elementanzahl voW,-(I); wenn wir die Nullstellen
mit ihrer Vielfachheit Ahlen, ist die Dimension voA sogargleichder
Gesamtzahl der Nullstellen.

Dies gilt auch @ir Polynome mehrerer Vanderlicher, ist allerdings
schwerer zu beweisen. Vielfachheiten werden wir erstachsten Para-
graphen betrachten; hier beggen wir uns mit dem folgenden

Satz: I sei ein ldeal im Polynomring[x,, ..., z, ] Uber dem Krperk,

und K sei ein algebraisch abgeschlossenéergér, in demk enthalten
sei. Dann giltV, () istgenau dann endlich, weoh= k[z,, ..., x,]/]

ein endlichdimensionaler Vektorraum ist. In diesem Faltlis Dimen-
sion vonA eine obere Schrankérf die Elementanzahl vovi, (I).

Den recht umfangreichddeweisfiihren wir in mehreren Schritten:

1. Schritt: Wenn der Vektorraund endliche Dimension hat, i3t (1)
endlich.

Bezeichnet amlich d die Dimension vonA, so sind fir jedes: die
Potenzen lz,, ... ,x‘f linear ablangig; es gibt also ein Polynom aus
k[z,;], das moduld zur Null wird und somit in/ liegt. Fir jeden Punkt
ausVy-(I) muf3 diei-te Koordinate eine Nullstelle dieses Polynoms sein,
so daf diese nur endlich viele Werte annehmen kann. Daitliedlé :

gilt, ist V-(I) endlich.
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2. Schritt: WennV,-(I) endlich ist, hat deik -VektorraumA endliche
Dimension.

BestehtV,-(I) nur aus endlich vielen Punkten, so nimmt jede der Ko-
ordinatenfunktioner, . . ., x,, auf V(1) nur endlich viele Werte an;
es gibt alsoiir jedes ein Polynom aug([z,], das auf ganZ/,-(I) ver-
schwindet. Nach dem IEBERTschen Nullstellensatz mul3 eine Potenz
dieses Polynoms mllegen es gibtalso auch Irfurjedea ein Polynom
nurinz,. Somit gibt es einen Grad} derart, dal sicl; fure > d; mo-
dulo durch die endlich vielem,-Potenzen lz,, . .. x,fl ausdiicken
laikt. Damit &3t sich auch jedes Monom atgz,, ..., x,] modulo I
durch jene Monome ausdiltken, bei denen jede Variabjf; hochstens
mit Exponentd, — 1 auftritt. Da es nur endlich viele solche Monome
gibt, ist K[z, ..., x ]/I ein endlichdimensionalek -Vektorraum.

3. Schritt: A ist genau dann endlichdimensional, wehendlichdimen-
sional ist; in diesem Fall haben beide dieselbe Dimension.

Ist A endlichdimensional, so @&hlen wir eine Basis und zu jedem Ba-
siselement ein Polynom aéz, ..., x,], das moduld gleich diesem
Element ist. Diese Polynome liegen erst rechtif,, ..., «, ], und

es ist klar, daf3 ihre Restklassen modiiden Vektorraumd erzeugen.
Somit ist auchA endlichdimensional. Die Gleichheit von dimd und
dimg A folgt, falls wir zeigen lbnnen, dal} dieses Erzeugendensystem
linear unabBAngig ist.

Dazu zeigen wir die folgende, etwas allgemeinere Aussag®d S
B, ..., B, Polynome aug[z,, ..., z,] mitRestklassen, ..., b, mo-
dulo I und Restklassel, ..., b, modulo!, so sind dieh, genau dann
linear ablangig, wenn es dig; sind.

Die eine Richtung ist einfach: Falls dbe linear ablangig sind, gibt es
Skalare); € k, die nicht alle verschwinden, so dafb, +---+ \.b,.
der Nullvektor ausd ist. \;B; +--- + A\ B, liegt daher inl, also erst
rechtinl, so dafd auch;b, +---+ A\ b, der Nullvektor ausA ist.

Wenn diegi linear ablangig sind, gibtes, € K, so daB\lgjj- : -+>\rb_r
der Nullvektor ausA ist, d.h.\;B; +--- + A_.B, liegtin I. Da die ),
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nichtink liegen nissen, dtzt und das noch nichts, um etwigser dieb,
auszusagen.

Um trotzdem deren lineare ABhgigkeit zu beweisen, &hnlen wir ein
endliches Erzeugendensystgm. . ., f,, des ldeald; wir wissen dann,
daf’ es Polynome,, ..., g,, ausK[xz,,...,z,] gibt mit

AlBl+'”+>\rBr:glf1+"'+.gmfm'

ist. Die Polynomey,; sind K -Linearkombinationen von MonomeW,
in den VariablenX,. Die obige Gleichung ist alsaquivalent zu einer
Gleichung der Form

MBS =0
§=1 ¢=1

mit Elementernv,, € K, die von dery; abhangen. Sortieren wir diese
Gleichung nach Monomengkinen wir dies so interpretieren, dal3 ein
(recht grof3es) lineares Gleichungssystem in den Variakjemd 1.,

eine nichttriviale lbsung hat. Da di#3; und dief; Polynome mit Koef-
fizienten aug: sind, ist dies ein homogenes lineares Gleichungssystem
mit Koeffizienten aug. Es hat genau dann nichttrivial®@tungeruiberk,
wenn der Rang seiner Matrix kleiner ist als die Anzahl deralden, was
man durch das Verschwinden gewisser Determinanten clesisikten
kann.

Da k£ in K enthalten ist, &nnen wir dieses Gleichungssystem auch
uber K betrachten; an den Bedingungeir fdie Losbarkeitandert
sich dadurch nichts, denn eine Determinante mit Bopgn aus: ver-
schwindet nairlich in K genau dann, wenn sie kverschwindet.

Somit mul3 das Gleichungssystem auch eine nichttriviakubgiberk
haben, es gibt also bereits Elemente € & und pje € k, die das
Gleichungssystenibken. Damit ist dann

B+ +XN.B.=gif1+ - +gnfm

mit Polynomery; € k[z,, ..., ,], die linke Seite liegt also im Idedl
Somit istAjb, + --- + ALb, der Nullvektor inA. Die \; konnen nicht
allesamt verschwinden, denn ansonstdi3te mindestens ein;, 7 0
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sein, Null ware also gleich einer nichttrivialen Linearkombinatiomvo
Monomen, was absurd ist. Also sind auch @iéinear ablangig.

Bleibt noch zu zeigen, da® endlichdimensional ist, wena endlichdi-

mensional ist. Das folgt sofort aus der gerade gezeifjtprivalenz der
linearen Ablangigkeitiiberk unduber K: Hat A die endliche Dimen-
siond, so ist jede Teilmenge voA mit mehr alsd Elementen linear
abhangig. Damit ist, wie wir gerade gesehen haben, auch jetlediege

von mehr als! Elementen ausl linear ablkangig, alsaA endlichdimen-
sional.

4. Schritt: Falls V- (I) endlich ist, gibt es ein homogenes lineares Poly-
nomuw = ¢yxq +---c,x, ausK[xz,,...,x,], das Ur jeden Punkt aus
Vi (I) einen anderen Wert annimmt.

Wir betrachten die Polynome, = z, + az, + --- + a" *z, zu den
verschiedenen Elementenc K. Fir je zwei verschiedene Nullstellen
z,w € Vi (I)istu,(z) = u,(w) genau dann, wenn

(21— wy) + (7 —wyda+ -+ (2, —w,)a"

verschwindet. Die Koordinaten, w,; von z undw sind Elemente voi;
diea € K, furdieu,(z) = u,(w)ist, sind also die Nullstellen eines Poly-
noms in einer Vainderlicheriber K vom Grad lochstens: — 1. Daher
gibt es lochstens: — 1 Wertea € K, fur dieu,(z) = u,(w) ist. Wenn
Vi (I) endlich ist, gibt es auch nur endlich viele verschiederaéaus
voneinander verschiedenen Elementen; somit gibt es nuickndele

a € K, fur dieu,(z) = u,(w) sein kann @ir irgendwelchevoneinander
verschiedene Elemente vofy-(I). Da K als algebraisch abgeschlosse-
ner Korper unendlich sein muf3, gibt es somit Polynomedie fur je
zwei verschiedene Elemente v (1) verschiedene Werte annehmen.
Falls bereitsk ein unendlicher Krper ist, kbnnen wir sogar entspre-
chendex € k finden; in diesem Fall gibt es also schorkix, . .., x,]
solche Polynome.

6. Schritt: Die Elementanzaht von V- (I) ist hochstens gleich der
Dimension vonA.

Da wir im 3. Schritt gesehen haben, dafd dih= dim, A ist, kdnnen
wir auch mit dieser Dimension argumentieren. Aus dem 5.igehissen
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wir, dald es ein Polynom € K[z, ...,z,] gibt, das fir jedes Element
von V(1) einen anderen Wert annimmt. Wir ersetzemlurch seine
Restklassa modulo! in A. Wir wollen unsiiberlegen, daf? die Elemente
1,4,...,4 " € A linear unablngig sind, wenr/,(I) mindestens:
Elemente enthit: Falls es eine Relation der Form/,_," A,ii‘ = 0 gabe
mit A\, € k, so khge das Polynonzzz_o1 )\guﬁ in I, wurde also fir jedes
derr Elemente vorvV(I) verschwinden. Da fur jedes dieser Elemente
einen anderen Wert annimmt, ist dies bei einem Polynom vaad&rur
maoglich, wenn alle Koeffizienten, verschwinden, was die behauptete
lineare Unabhngigkeit beweist. Somit erdift A mindesteng- linear
unablaingige Elemente, d.h. digmA > r. Damit ist die Behauptung
und auch der gesamte Satz bewiesen. .

In der Computeralgebra interessieren wir uns nicht in erkieie
fur abstrakte &zeuber Nullstellenmenge und Ideale; wir wollen die
Losungsmengen eines Systems von Polynomgleichungghahnst ex-
plizit angeben. Die beste Chance dazu haben wir, wenn dlseihgs-
menge endlich ist; daher interessieren wir uinsrhoglichst einfache
Kriterien dafir, dallV, (I) eine endliche Menge ist. (Die eigentlich sehr
viel interessantere Frage nach der Endlichkeit VoY) ist um soviel
schwieriger zu beantworten, dal3 sie jenseits unserer Aonbit bleiben
muf3; halbwegs allgemeine Resultate hierzu sind zumindezed un-
bekannt.)

Wie wir gerade gesehen haben, ist diese Endlich&etivalent zur
Endlichdimensionalét des Vektorraumsi; wir suchen daher Krite-
rien, die dies garantieren. Da wir uns im Kapifiler GROBNER-Basen
befinden, sollten diese auch damit etwas zu tun haben.

Wir betrachten daher zwar weiterhin ein Gleichungssystentdrm
fi@yy.ooymy,)=0 furj=1....m mit f;,€kly,...,z,],

nehmen aber an, dal wir eineR@BNER-Basis G des von den Poly-
nomenf; € k[zq,...,z,] erzeugten ldeald beZiglich irgendeiner
Monomordnung kennen.

Wir mussen dann entscheiden, ob der Vektorraumk[z4, ..., x,]/I
endliche Dimension hat. Im eindimensionalen Fall ist dagaeh: I ist
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dann ein Hauptideal, eine reduziert&@BNER-Basis besteht nur aus
einem Element, und wenn dieses ein Polynom vom Giast, hat

A = k[z]/I die Restklassen der Elementerl. .. ,xd_l als Basis.

Ahnlich kbnnen wir auch im Falle mehrerer \dwerlicher argumen-
tieren: Wenden wir den Divisionsalgorithmus an auf ein di@fjes
Polynom und die GOBNER-Basis, erhalten wir eine Darstellung des
Polynoms als Summe einer Linearkombination mit Koeffizenaus
k[xq,...,z,] von Elementen der EBNER-Basis und einem Rest.
Dieser ist einek-Linearkombination von Monomen, die durch kein
fuhrendes Monom eines Elements deROBNER-Basis teilbar sind.
Somit bilden diese Monome eine Basis des Vektorraulndalls es
nur endlich viele davon gibt, ist endlichdimensional.

Einfacher ist das folgende Kriterium:

Lemma: V(1) ist genau dann endlich, wenn di&EGBNER-Basis von/
(bedziglich irgendeiner Monomordnungilf jedes: ein Polynom mit
einerx,;-Potenz alsiihrenden Term enit.

BeweisFalls die GROBNER-Basis fir jedes ein Polynom mitfihrendem
Monomxfi enthalt, istjedes Monom, in dem ei#} mit einem Exponen-
ten gidl3er oder gleicla, vorkommt, durch dasiihrende Monom eines
Elements der @OBNER-Basis teilbar. Die Monomeiif die das nicht der
Fall ist, habeniir jedesi einen Exponenten echt kleingy; es gibt also
nur endlich viele solche Monome. Somit bhendliche Dimension, und
Vi (I) ist endlich.

Ist umgekehrtV,(I) endlich, so enthlt I fur jedes: ein Polynom
aus K[z,] — siehe Schritt 2 im Beweis des obigen Satzes. Da die
GROBNER-Basis vonI gleichzeitig eine ®OBNER-Basis von/ ist, muf3
das fihnrende Monom eines ihrer Elemente digéchstez;-Potenz in

diesem Polynom teilen, muf also selbst eine Potenz:ysein.
|

§8: Multiplizitaten

Um, wie im eindimensionalen Fall, statt einer UngleichungeeGlei-
chung fir die Anzahl der Nullstellen zu bekommeniissen wir diesen
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eine Vielfachheit oder, wie man auch sagt, Multiplzén zuordnen. Im
Falle von Polynomen einer \&@nderlichen &nnen wir diese mit Hilfe
von Ableitungen definieren; falls wiiiber den reellen Zahlen arbei-
ten, reicht zur Bestimmung der Multiplizat daher die Kenntnis einer
beliebig kleinere-Umgebung.

In der Algebra haben wir keine-Umgebungen, aber wirdanen uns
auch mit algebraischen Methoden auf die Umgebung einest&aink
konzentrieren: Wir betrachten einfach an Stelle von Paty&io be-
liebige rationale Funktionen, von denen wir nur verlangeald der
Nenner im betrachteten Punkt nicht verschwindet.

Sei zurachstf € k[x] ein Polynom einer Veanderlichen, das bei= z
einer-fache Nullstelle habe. Dann ig(x) = (z — z)" g(x) mit einem
Polynomg € k[z], das beiz = z nicht verschwindet. Der im vorigen
Paragraphen eingéfrte FaktorraumA = K[x]/(f) hat als Basis die
Potenzen:’ mit 0 < ¢ < degf; alternativ kdnnen wir nalfrlich auch
die entsprechenden Potenzen{ z)ﬁ nehmen. Dann verschwindet ein
Element von4 genau dann im Punkt, wenn es im von deny(— z)
mit ¢ > 0 aufgespannten Untervektorraum liegt.

Wenn wir alle anderen Elemente vdnals Nenner zulassen, sollte man
zunachst erwarten, dafd dadurch gol3er wird. Tatachlich aber ist das
Gegenteil der Fall: Wenn wir von ddiblichen Regeln der Bruchrech-
nung ausgehen, ist beispielsweise

ST G R

1 g g 9

denn wir rechnen ja modulf, undg ist als Nenner zugelassen, gia)
nicht verschwindet. Entsprechendes diltélle (x—z)g mit ¢ > r, nicht
aber fir die mit/ < r, denn hier bauchten wir ja noch mindestens einen
Faktor ¢ — z), um im Zahler auff zu kommen, und Funktionen, die
in z verschwinden, sind im Nenner nicht erlaubt. Durch dasitirdn
solcher Nenner verringert sich also die Dimension vgnder neue
Vektorraum hat nur noch die Dimensienwas gleich der Vielfachheit
der Nullstellez ist. Wir kdnnen ihntiber die Basis aus dem z)£
mit ¢ < r identifizieren mit einem-dimensionalen Untervektorraum
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von A, und die Dimensionen der so definierten Urdeme zu den
verschiedenen Nullstellen vgherganzen sich zur Dimension voh.

Fur Polynome einer V@nderlichen ist das sicherlich eine sehr um-
standliche Art der Betrachtung; sie hat aber den Vorteil, daBish auf
Polynome in mehreren Vanderlichen verallgemeinerafit.

Als erstes nissen wir klar definieren, was oben kurz als,denfuhrung
von Nennern“ bezeichnet wurde:

Definition: R sei ein (kommutativer) Ring.

a) Eine Teilmenge&s C R~ {0} heil3tmultiplikativ abgeschlossewenn
sie mit je zwei Elementelf, g € S auch deren Produkt eréh.

b) Die Lokalisierungvon R nach der multiplikativ abgeschlossenen
MengeS ist die Menge aller Paarg(g) € R x .S modulo der folgenden
Aquivalenzrelation:

(f,9) ~ (f',g") == 3Fn € R~ {0} : h(fg — f'9) = 0.
Die Aquivalenzklasse des Paars ¢) wird mit 5 bezeichnet, die Men-

ge aller Aquivalenzklassen mis ' R. Sie wird zum Ring durch die
Verkniupfungsdefinitionen

f+f’_fg’+f’g q 7 f_rf

e = und —-=—="—"".

g 9 99 g g 99

Man sollte sich kurziberlegen, daf3 diese Vetlkgpfungen wohldefiniert
sind, dal3 das Ergebnis also nicht von der Wahl speziellerd@eptanten
(f, 9)und (f', ¢’') abrangt; im wesentlichen ist dies die gleiche Rechnung
wie bei der Einfihrung des Quotienteidkpers in Kapitel 26.

Falls R nullteilerfrei ist, kbnnen wir in der Definition deAquivalenz-
relation auf des Elemerit verzichten, denn wenh(f¢ — f'g) firr ein

h # 0 verschwindet, muf3 der zweite Faktor Null sein. Da unsengdr

A und A im allgemeinen nicht nullteilerfrei sind, ist — wie wir gei&
am Beispiel der Polynome einer \&rderlichen gesehen haben — die
Moglichkeit zur Erweiterung mit Nullteilern wesentlich.

Die grol3te multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines Iitdagr
bereichsR ist R ~. {0}; in diesem Fall ist5 'R der Quotientkrper.
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Falls R Nullteiler enttélt, d.h. Elementg # O, zu denen es eih Z O
gibt mit gh = 0, ist R ~. {0} nicht mehr multiplikativ abgeschlossen:
Zwar liegeng und h in R ~ {0}, nicht aber deren Produkt. In diesem
Fall besteht die gifdite multiplikativ abgeschlossene Teilmertye R
aus allenf € R, fur die es keing # 0 gibt mit fg = 0, wir missen
also auf3er der Null auch noch alle Nullteiler ausschlie®sa.Men-
ge SR wird in diesem Fall alwollstandiger Quotientenringon R
bezeichnet. Man beachte, dal3 sighin so einem Fall nicht injektiv in
SR einbetten#ft: Fir einen Nullteilerh und eing Z 0 mithg = 0ist

h/L=hg/g=0/g=0.

Weitere typische Beispiele multiplikativ abgeschlossefalmengen
eines Rings sind die Potenzen eines Nichtnullteilers adler das Kom-
plement eines Primideals: Ein IdeBl< R heil3tPrimideal wenn fur

je zwei Elementef,g € R mit fg € I mindestens einer der beiden
Faktorenf, g in I liegt. Dies ist offensichtlicfaquivalent dazu, daf3 die
MengeR ~. I multiplikativ abgeschlossen ist.

Wir interessieren undif Ideale/ < k[z4,...,x,], fur die V(1) eine
endliche Menge ist; dabei bezeichn€twie ublich einen algebraisch
abgeschlossenendkper, derk entralt. Die Elemente der Vektaiume
A =k[zq,...,z,]/Tund A = K[z4,...,x,]/I kbnnen wir als Funk-
tionen aufV,-(I) mit Werten in K interpretieren. Da _sich Funktionen
miteinander multiplizieren lassen, sind aughund A Ringe, deren
Multiplikation offensichtlich mit der im Polynomring konapibel ist.
FUr jedesz € V(1) ist die Menge
S.={fe Al f(z)70}
multiplikativ abgeschlossen, denn die Funktionswertgdieja im (null-

teilerfreien) Korper K. Diese Lokalisierungen wollen wir im folgenden
genauer untersuchen.

Definition: a) A, = s7ta

e
b) Die VielfachheitoderMultiplizitat einer Nullstellez € V(1) ist die
Dimension vonA4 , als K-Vektorraum.

Wie wir oben gesehen haben, entspricht digs Polynome einer
Veranderlichen der gewohnten Vielfachheit; wir wollen tirerlegen,
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daf3 sich die Vielfachheiten der verschiedenen Element&ygih) auch
im Falle von Polynomen mehrerer \&derlichen zu dijp A addieren.

Dazu befatigen wir noch einen Begriff aus der Linearen Algebra:

Definition: V..., V. seien Vektoraumeuber dem Krperk. Die di-
rekte Summe

=1

ist als Menge gleich dem kartesischen Produktx --- V. der Vek-
torraume; die Vektorraumaddition ist definiert durch

(Vg .. v) F(wy, ..., w,.) = (v +wq,...,v,. +w,),
und fur die Multiplikation mit einem Skalak € k£ setzen wir

AV, .. o0,) = (Avg, ..., Av,) .

Die VektoriaumeV, konnen identifiziert werden mit jenen Untervek-
torraumen vond,_, V;, in denen alle Komponenten auf3er eventuell der
i-ten gleich dem Nullvektor sind.

Wenn alle FiumeV,; endliche Dimensionen haben, ist die Dimension
ihrer direkten Summe offensichtlich einfach die Summeeti€&men-
sionen: Wahlen wir in jedem der VektoaumeV, eine Basis und fassen
wir V, auf als Untervektorraum der direkten Summe, so ist die Werei
gung der Basen déf; offensichtlich eine Basis des Summenraums. Ins-
besondere ist jeder endlichdimensionil¥ektorraum mit einer Basis
by, ..., b, isomorph zur direkten Summe der eindimensionalen Unter-
vektoraumekb, .

Satz:Ist Vi (I) endlich, soistd = (P A,
z€Vx(I)

Beweis:Wie wir aus dem vorigem Paragraphen wissen (4. Schritt im
Beweis des letzten Satzes), gibt es ein homogenes linealhgsof
uber K, das fir jeden Punkt au¥ (/) einen anderen Wert annimmt.
Durch einen linearen Koordinatenwechséhken wir erreichen, dafy
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diese Eigenschaft hat. Wir bezeichnen gjeKoordinate eines Punktes
z € Vi (I) mit z; und betrachten dieAGRANGE-Polynome

w (L1 —wy)
s :H eV (I)\{z}\"1 1 EK[ZL’l];

’ HwGVK(I)\{z}(Zl — wy)
offensichtlich ists_(z) = 1 unds_ (w) = 0O fur allew # z ausVy(I).
Somit verschwindet das Produkts,, zweier solcher Funktionen in je-
dem Punkt vonVy(I); nach dem H.BERTSchen Nullstellensatz liegt
daher eine Potenz von s,, im IdealI. Bezeichnet den gof3ten Expo-
nenten, den wirdr eines der Produkte, s,, brauchen, haben daher die
Polynomet, = s, die Eigenschaft, daf ¢, fur z Z win I liegt, und
t.(2)=1.

Wir betrachten nun das Idedlvon K[z, ..., z,], das vonl und den
samtlichent, erzeugt wird. Es hat offensichtlich keine gemeinsame
Nullstelle, denn die gemeinsamen Nullstellen Vasind diez € V- (1),

und fur jedes dieser ist t,(z) = 1. Nach der schwachen Form des
HiLBERTSchen Nullstellensatzes eath.J daher die Eins; es gibt also
Polynomep, € K[zq,...,z,] und ein Polynonp € I, so dal}

> pt +p=1

z€Vi ()

ist. Die Restklassen, < Evonpztz modulo! erfillen die Gleichungen
1) ZZEVK(I) €y = 1

2.) ei =e,

3)e.(z)=1

4.) e e, = 0furz ZwausVy(I)

Die einzige noch nicht gezeigte Aussage ist 2.); sie folgtder Glei-

chung
e, —ei —e,(l—e,)= GZZGw = Zezew =0.
wHz wHz
Elemente: eines Ringsk mit der Eigenschaft® = e bezeichnet man als
Idempotentesie haben die Eigenschatft, dal3 das ldepH Re selbst
ein Ring ist mite als der Eins, dennag)(be) = abe® = abe fur alle
a,be R.
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Wir wollen uns als Achstegiberlegen, daf3 der RingTe iIsomorph ist
zur Lokalisierung vorA bei z; der Isomorphismus ist gegeben durch

Ae —>A

fez'_>_

1
Zum Nachweis der Bijektivét konstruieren wir eine Umkehrabbildung
A, — Ae_ wie folgt: Zu jedemg € A mit g(z) # 0 setzen wir

G=-2 _1cA, dh g=gx)1+7j).

def g(2)

Da g(z) verschwindet unc:, (w) = O fur alle w # z, verschwindet
ge, auf ganzV,(I). Nach dem HL.BERTschen Nullstellensatz gibt es
somit eine Potenz eines Rapentanten die in liegt, d.h. es gibt eine
natirliche ZahlN, so daﬁ(ge ) —g e, die Null von A ist. Dann ist

Q+de. - (1-G+5 -+ DG De.=@0-§)e. =e.;
imRing A, hatalso 1+€in Inverses und damitaugh, = g(z)(1+g)e,.
Wir bilden daher den Bruclfi/g € A, ab auf

1
e
und mit Hilfe der gerade durchggirten Rechnung folgt leicht, dal’ die

beiden Abbildungen zueinander invers, also Isomorphissireh

(1=g+g -+ (1) TG e, e 4,

Zum Beweis des Satzes fehlt nun nur noch, da@ie direkte Summe
der RingeAe, ist; das ist klar, da die Summe der gleich eins ist und
e, = 0furz Zw.
|
Weiteresiiber den Umgang mit Multiplizitten und die bBsung nichtli-
nearer Gleichungssysteme mit endlichésungsmenge findet man zum
Beispiel in demUbersichtsartikel
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dessen Anfangsteil ich in diesem und dem vorigen Paragnapbige-
hend folgte.



