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Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und soll mit möglichst
geringer Verz̈ogerung erscheinen. Es ist daher in seiner Qualität auf
keinen Fall mit einem Lehrbuch zu vergleichen; insbesondere sind Fehler
bei dieser Entstehensweise nicht nur möglich, sondernsicher. Dabei
handelt es sich wohl leider nicht immer nur um harmlose Tippfehler,
sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagen. Da mehrere
Teile aus anderen Skripten für Hörerkreise der verschiedensten Niveaus
übernommen sind, ist die Präsentation auch teilweise ziemlich inho-
mogen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissen Miß-
trauen gegen seinen Inhalt gelesen werden. Falls Sie Fehlerfinden,
teilen Sie mir dies bitte persönlich oder per e-mail (seiler@math.uni-
mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unverständlich
finden, bin ich f̈ur entsprechende Hinweise dankbar.

Falls gen̈ugend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit
Listen mit Berichtigungen und Verbesserungen zusammenstellen. In
der online Version werden natürlich alle bekannten Fehler korrigiert.

Biographische Angaben von Mathematikern beruhen größtenteils auf
den entsprechenden Artikeln imMacTutor History of Mathemat-
ics archive(www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/), von wo
auch die meisten abgedruckten Bilder stammen. Bei noch lebenden
Mathematikern bezog ich mich, soweit möglich, auf deren eigenen In-
ternetauftritt.
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Kapitel 1
Nullstellen von Polynomgleichungen

§0: Was ist Computeralgebra

Sobald kurz nach dem zweiten Weltkrieg die ersten Computer an Uni-
versiẗaten auftauchten, wurden sie von Mathematikern nicht nur zum
numerischen Rechnen eingesetzt, sondern auch für alle anderen Arten
mathematischer Routinearbeiten, genau wie auch schon früher alle zur
Verfügung stehenden Mittel benutzt wurden: Beispielsweise konstru-
ierte D.H. LEHMER bereits vor rund achtzig Jahren, lange vor den ersten
Computern, mit Fahrradketten Maschinen, die (große) natürliche Zahlen
in ihre Primfaktoren zerlegen konnten.

Computer manipulieren Bitfolgen; von den meisten Anwendern wurden
diese zur Zeit der ersten Computer zwar als Zahlen interpretiert, aber
wie wenig sp̈ater selbst die Buchhalter bemerkten, können sie natürlich
auch Informationen ganz anderer Art darstellen. Deshalb wurden be-
reits auf den ersten Computern (deren Leistungsfähigkeit nach heutigen
Standards nicht einmal der eines programmierbaren Taschenrechners
entspricht) algebraische, zahlentheoretische und andereabstrakt ma-
thematische Berechnungen durchgeführt wurden. Programmiert wurde
meist in Assembler, da die gängigen ḧohere Programmiersprachen der
damaligen Zeit (FORTRAN, ALGOL 60, COBOL,. . . ) vor allem mit Blick
auf numerischebzw.,im Fall von COBOL, betriebswirtschaftliche An-
wendungen konzipiert worden waren.

Eine Ausnahme bildete die 1958 von JOHN MCCARTHY entwickelte
ProgrammierspracheLISP, die speziell f̈ur symbolische Manipulation
entwickelt wurde, vor allem solche im Bereich der künstlichen Intel-
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ligenz. In dieser Sprache wurden Ende der Sechzigerjahre die ersten
Computeralgebrasysteme geschrieben:MACSYMA ab 1968 ebenfalls
am M.I.T. zun̈achst vor allem f̈ur alle Arten von symbolischen Rechnun-
gen in Forschungsprojekten des M.I.T.,REDUCEungef̈ahr gleichzeitig
von ANTHONY C. HEARN vor allem f̈ur Berechnungen in der Hochen-
ergiephysik.

Beide Systeme verbreiteten sich schnell an den Universitäten und wur-
den bald auch schon für eine Vielzahl anderer Anwendungen benutzt;
dies wiederum f̈uhrte zur Weiterentwicklung der Systeme sowohl durch
die urspr̈unglichen Autoren als auch durch Benutzer, die neue Pakete
hinzufügten, und es f̈uhrte auch dazu, daß anderswo neue Computer-
algebrasysteme entwickelt wurden, wie beispielsweiseMaple an der
University of Waterloo (einer der Partneruniversitäten von Mannheim).
Mit der zunehmenden Nachfrage lohnte es sich auch, deutlichmehr
Arbeit in die Entwicklung der Systeme zu stecken, so daß die neuen
Systeme oft nicht mehr inLISP geschrieben waren, sondern in klas-
sischen Programmiersprachen wieMODULA oder Cbzw.sp̈ater C++,
die zwar f̈ur das symbolische Rechnen einen erheblich höheren Pro-
grammieraufwand erfordern alsLISP, die daf̈ur aber auch zu deutlich
schnelleren Programmen führen.

Eine gewisse Z̈asur bedeutete das Auftreten vonMathematica im
Jahr 1988. Dies ist das erste System, das von Anfang an rein kom-
merziell entwickelt wurde. Der Firmengründer und Initiator STEVE

WOLFRAM kommt zwar aus dem Universitätsbereich (bevor er seine
Firma gr̈undete, forschte er amInstitute for Advanced Studiesin Prince-
ton über zellul̈are Automaten), aberMathematicawar von Anfang an
gedacht als ein Produkt, das an Naturwissenschaftler, Ingenieure und
Mathematikerverkauftwerden sollte. Ein wesentlicher Aspekt, der aus
Sicht dieser Zielgruppe den Kauf vonMathematicaattraktiv machte, ob-
wohl zumindest damals noch eine ganze Reihe anderer Systemefrei oder
gegen nominale Gebühr erḧaltlich waren, bestand in der M̈oglichkeit,
auf einfache Weise Graphiken zu erzeugen. Bei den ersten Systemen
hatte dies nie eine Rolle gespielt, da Graphik damals nurüber teure
Plotter und (zumindest in Universitätsrechenzentrum) mit Wartezeiten
von rund einem Tag erstellt werden konnte. 1988 gab es bereits PCs
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mit (damals noch sehr schwachen) graphikfähigen Bildschirmen, und
Visualisierung spielte plötzlich in allen Wissenschaften eine erheblich
größere Rolle als zuvor.

Der Nachteil der erstenMathematica-Versionen war eine im Vergleich
zur Konkurrenz ziemlich hohe Fehlerquote bei den mathematischen
Berechnungen. (Perfekt ist in diesem Punkt auch heute noch kein Com-
puteralgebrasystem.) Der große Vorteil der einfachen Erzeugung von
Graphiken sowie das sehr gute Begleitbuch von STEVE WOLFRAM,
das deutlichüber dem Qualiẗatsniveau auch heutëublicher Software-
dokumentation liegt, bescherteMathematicaeinen großen Erfolg. Da
auch Systeme wieMACSYMA und MAPLE mittlerweile in selbständi-
ge Unternehmen ausgegliedert worden waren, führte die Konkurrenz
am Markt schnell dazu, daß Graphik auch ein wesentlicher Bestandteil
anderer Computeralgebrasysteme wurde und daßMathematicaetwas
vorsichtiger mit den Regeln der Mathematik umging; heute unterschei-
den sich die beiden kommerziell dominanten SystemeMapleundMath-
ematicanicht mehr wesentlich in ihren Graphikfähigkeiten und ihrer
(geringen, aber bemerkbaren) Häufigkeit mathematischer Fehler. Hinzu
kam der Markt der Scḧuler und Studenten, so daß ein am Markt er-
folgreiches Computeralgebrasystem auch in der Lage sein muß, die
Grundaufgaben der Schulmathematik und der Mathematikausbildung
zumindest der ersten Semester der gefragtesten Studiengänge zu l̈osen.

Da die meisten, die mit dem BegriffComputeralgebräuberhaupt etwas
anfangen k̈onnen, an Computeralgebrasysteme denken, hat sich dadurch
auf die Bedeutung des WortsComputeralgebraver̈andert: Gemeinhin
versteht man darunter nicht mehr nur ein Programm, das symbolische
Berechnungen erm̈oglicht, sondern eines, das̈uber ernstzunehmende
Graphikf̈ahigkeiten verf̈ugt und viele g̈angige Aufgabentypen lösen
kann, ohne daß der Benutzer notwendigerweise versteht, wieman solche
Aufgaben l̈ost.

Hier in der Vorlesung wird es in erster Linie um die Algorithmen
gehen, die hinter solche System stehen, insbesondere denen, die sich
mit der klassischen Aufgabe des symbolischen Rechnens befassen. In
denÜbungen wird es allerdings zumindest auch teilweise darum gehen,
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Computeralgebrasysteme effizient einzusetzen auch zur Visualisierung
mathematischer Sachverhalte.

Mit vielen Fragestellungen der Computeralgebra wie etwa der Lösung
von Polynomgleichungen oder Systemen solcher Gleichungenbescḧaf-
tigt sich auch die numerische Mathematik; um die unterschiedlichen
Ansätze beider Gebiete zu verstehen, müssen wir uns die Unterschiede
zwischen numerischem Rechnen, exaktem Rechnen und symbolischem
Rechnen klar machen.

Numerisches Rechnen gilt gemeinhin alsdas Rechnen mit reellen
Zahlen. Kurzes Nachdenken zeigt, daß wirkliches Rechnen mit reellen
Zahlen weder mit Papier und Bleistift noch per Computer möglich ist:
Die MengeR der reellen Zahlen ist schließlicḧuberabz̈ahlbar, aber
sowohl unsere Gehirne als auch unsere Computer sind endlich. Der Da-
tentypreal oderfloat oder auchdoubleeiner Programmiersprache kann
daher unm̈oglich das Rechnen mit reellen Zahlen exakt wiedergeben.

Tats̈achlich gen̈ugt das Rechnen mit reellen Zahlen per Computer völlig
anderen Regeln als denen, die wir vom Körper der reellen Zahlen
gewohnt sind. Zun̈achst einmal m̈ussen wir uns notgedrungen auf eine
endliche Teilmenge vonR beschr̈anken; in der Numerik sind dies tradi-
tionellerweise die sogenannten Gleichtkommazahlen.

Eine Gleitkommazahl wird dargestellt in der Formx = ±m · b±e, wobei
die Mantissem zwischen 0 und 1 liegt und derExponente eine ganze
Zahl aus einem gewissen vorgegebenen Bereich ist. Die Basisb ist in
heutigen Computern gleich zwei, in einigen alten MainframeComputern
sowie in vielen Taschenrechnern wird auchb = 10 verwendet.

Praktisch alle heute gebräuchliche CPUs f̈ur Computer richten sich beim
Format f̈ur m und e nach dem IEEE-Standard 754 von 1985. Hier ist
b = 2, und einfach genaue Zahlen werden in einem Wort aus 32 Bit ge-
speichert. Das erste dieser Bits steht für das Vorzeichen, null für positive,
eins f̈ur negative Zahlen. Danach folgen acht Bit für den Exponentene
und 23 Bit f̈ur die Mantissem.

Die acht Exponentenbit k̈onnen interpretiert werden als eine ganze
Zahl n zwischen 0 und 255; wennn keinen der beiden Extremwerte
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0 und 255 annimmt, wird das Bitmuster interpretiert als die Gleitkom-
mazahl (Mantisse im Zweiersystem)

±1,m1 . . .m23× 2n−127 .

Die Zahlen, die in obiger Form dargestellt werden können, liegen somit
zwischen 2−126 ≈ 1,175· 10−37 und (2− 2−23) · 2127 ≈ 3,403· 1038.
Das f̈uhrende Bit der Mantisse ist stets gleich eins (sogenannte normali-
sierte Darstellung) und wird deshalb gleich gar nicht erst abgespeichert.
Der Grund liegt naẗurlich darin, daß man ein führendes Bit null durch
Erniedrigung des Exponenten zum Verschwinden bringen kann– es
sei denn, man hat bereits den niedrigstmöglichen Exponentenn = 0,
entsprechende = −127.

Für n = 0 gilt daher eine andere Konvention: Jetzt wird die Zahl inter-
pretiert als

±0,m1 . . .m23× 2−126 ;

man hat somit einen (unter Numerikern nicht unumstrittenen) Unter-
laufbereichaus sogenanntensubnormalenZahlen, in dem mit immer
weniger geltenden Ziffern Zahlen auch noch positive Werte bis hinunter
zu 2−23× 2−126 = 2−149 ≈ 1,401 · 10−44 dargestellt werden k̈onnen,
außerdem natürlich die Null, bei der s̈amtliche 32 Bit gleich null sind.

Auch der andere Extremwertn = 255 hat eine Sonderbedeutung: Falls
alle 23 Mantissenbit gleich null sind, steht dies je nach Vorzeichenbit
für ±∞, andernfalls f̈ur NAN (not a number),d.h das Ergebnis einer
illegalen Rechenoperation wie

√
−1 oder 0/0. Das Ergebnis von 1/0

dagegen ist nicht NAN, sondern +∞, und−1/0 =−∞.

Doppeltgenaue Gleitkommazahlen werden entsprechend dargestellt;
hier stehen insgesamt 64 Bit zur Verfügung, eines f̈ur das Vorzeichen,
elf für den Exponenten und 52 für die Mantisse. Durch die elf Exponen-
tenbit k̈onnen ganze Zahlen zwischen null und 2047 dargestellt werden;
abgesehen von den beiden Extremfällen entspricht dies dem Exponenten
e = n− 1023.

Der Exponente sorgt daf̈ur, daß Zahlen aus einem relativ großen Bereich
dargestellt werden k̈onnen, er hat aber auch zur Folge, daß die Dichte
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der darstellbaren Zahlen in den verschiedenen Größenordnung stark
variiert: Am dichtesten liegen die Zahlen in der Umgebung der Null,
und mit steigendem Betrag werden die Abstände benachbarter Zahlen
immer gr̈oßer.

Um dies anschaulich zu sehen, betrachten wir ein IEEE-ähnliches
Gleitkommasystem mit nur sieben Bit, einem für das Vorzeichen und je
drei für Exponent und Mantisse. Das folgende Bild zeigt die Verteilung
der so darstellbaren Zahlen (mit Ausnahme von NAN):

−∞ ∞

Um ein Gef̈uhl daf̈ur zu bekommen, was dies für das praktische Rech-
nen mit Gleitkommazahlen bedeutet, betrachten wir ein analoges System
mit der uns besser vertrauten Dezimaldarstellung von Zahlen (für die
es einen eigenen IEEE-Standard 854 von 1987 gibt), und zwar nehmen
wir an, daß wir eine dreistellige dezimale Mantisse haben und Exponen-
ten zwischen -3 und 3. Da es bei einer von zwei verschiedenen Basis
keine Möglichkeit gibt, bei einer normalisierten Mantisse die erste Ziffer
einzusparen, schreiben wir die Zahlen in der Form±0,m1m2m3 · 10e.

Zunächst einmal ist klar, daß die Summe zweier Gleitkommazahlen
aus diesem System nicht immer als Gleitkommazahl im selben Sys-
tem darstellbar ist: Ein einfaches Gegenbeispiel wäre die Addition der
größten darstellbaren Zahl 0,999· 103 = 999 zu 5 = 0,5 · 101: Natürlich
ist das Ergebnis 1004 nicht mehr im System darstellbar. Der IEEE-
Standard sieht vor, daß in so einem Fall eineoverflow-Bedingung gesetzt
wird und das Ergebnis gleich +∞ wird. Wenn man (wie es die meisten
Compiler standardm̈aßig tun) dieoverflow-Bedingung ignoriert und mit
dem Ergebnis +∞ weiter rechnet, kann dies zu akzeptablen Ergebnis-
sen f̈uhren: Beispielsweise ẅare die Rundung von 1/(999 + 5) auf die
Null f ür viele Anwendungen kein gar zu großer Fehler, auch wenn es
dafür in unserem System die sehr viel genauere Darstellung 0,996·10−3

gibt. Sp̈atestens wenn man das Ergebnis mit 999 multipliziert, um den
Wert von 999/(999 + 5) zu berechnen, sind die Konsequenzen aber
katastrophal: Nun bekommen wir eine Null anstelle von 0,996 · 100.
Ähnlich sieht es auch aus, wenn wir anschließend 500 subtrahieren:
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∞− 500 =∞, aber (999 + 5)− 500 = 504 ist eine Zahl, die sich in
unserem System sogar exakt darstellen ließe!

Auch ohne Bereichs̈uberschreitung kann es Probleme geben: Beispiels-
weise ist

123 + 0,0456 = 0,123· 103 + 0,456· 10−1 = 123, 0456

mit einer nur dreistelligen Mantisse nicht exakt darstellbar. Hier sieht
der Standard vor, daß das Ergebnis zu einer darstellbaren Zahl gerun-
det wird, wobei mehrere Rundungsvorschriften zur Auswahl stehen.
Voreingestellt istüblicherweise eine Rundung zur nächsten Maschi-
nenzahl; wer etwas anderes möchte, kann dies durch spezielle Bits in
einem Prozessorstatusregister spezifizieren. Im Beispielwürde man also
123+0,0456 = 123 oder (bei Rundung nach oben) 124 setzen und dabei
zwangsl̈aufig einen Rundungsfehler machen.

Wegen solcher unvermeidlicher Rundungsfehler gilt das Assoziativge-
setz selbst dann nicht, wenn es keine Bereichsüberschreitung gibt: Bei
Rundung zur n̈achsten Maschinenzahl ist beispielsweise

(0,456·100+0,3·10−3)+0,4·10−3 = 0,456·100+0,4·10−3= 0,456·100
,

aber

0,456·100+(0,3·10−3+0,4·10−3)= 0,456·100+0,7·10−3= 0,457·100
.

Ein mathematischer Algorithmus, dessen Korrektheit unterVorausset-
zung der K̈orperaxiome f̈urR bewiesen wurde, muß daher bei Gleitkom-
marechnung kein korrektes oder auch nur annähernd korrektes Ergebnis
mehr liefern – ein Problem, das keinesfalls nur theoretische Bedeutung
hat.

In der numerischen Mathematik ist dieses Problem natürlich schon
seit Jahrzehnten bekannt; das erste Buch, das sich ausschließlich damit
bescḧaftigte, war

J.H. WILKINSON: Rounding errors in algebraic processes,Prentice Hall,
1963; Nachdruck beiDover,1994.

Heute entḧalt fast jedes Lehrbuch der Numerischen Mathematik entspre-
chende Abschnitte; zwei B̈ucher in denen es speziell um diese Probleme,
ihr theoretisches Verständnis und praktische Algorithmen geht, sind
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FRANÇOISE CHAITIN -CHATELIN , VALÉRIE FRAYSSÉ: Lectures on finite
precision computations, SIAM, 1996

sowie das sehr ausführlichen Buch

NICHOLAS J. HIGHAM : Accuracy and stability of numerical algorithms,
SIAM, 1996.

Eine ausf̈uhrliche und elementare Darstellung der IEEE-Arithmetik und
des Umgangs damit findet man in

MICHAEL L. OVERTON: Numerical Computing with IEEE Floating Point
Arithmetic – Including One Theorem, One Rule of Thumb and One
Hundred and One Exercises,SIAM, 2001.

Um zu sehen, wie sich Probleme mit Rundungsfehlern bei algebraischen
Fragestellungen auswirken können, wollen wir zum Abschluß dieses
Paragraphen ein Beispiel aus WILKINSONs Buch betrachten. Er geht aus
vom Polynom zwanzigsten Grades

f (x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3) · · · (x− 18)(x− 19)(x− 20)

mit den Nullstellen 1, 2, . . . , 20. In ausmultiplizierter Form ẅurde es
mehrere Zeilen ben̈otigen: Der gr̈oßte Koeffizient, der vonx2, hat
zwanzig Dezimalstellen, und die meisten anderen haben nicht viel
weniger.

Der Koeffizient vonx19 ist allerdings nocḧuberschaubar: Wie man sich
leicht überlegt, ist er gleich der negativen Summe der Zahlen von eins
bis zwanzig, also−210.

WILKINSON stört nun diesen Koeffizienten um einen kleinen Betrag und
berechnet die Nullstellen des so modifizierten Polynoms. Betrachten wir
etwa die Nullstellen vong(x) = f (x)− 10−9x19; wir ersetzen inf also
den Koeffizienten−210 durch−210,000000001. Die neuen Nullstellen
sind, auf f̈unf Nachkommastellen gerundet,

1,0000, 2,0000, 3,0000, 4,0000, 5,0000,

6,0000, 7,0000, 8,0001, 8,9992, 10,008,

10,957, 12,383± 0,10867i, 14,374± 0,77316i,

16,572± 0,88332i, 18,670± 0,35064i, 20,039 .
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Durch kleinste Ver̈anderungen an einem einzigen Koeffizienten, wie sie
beispielsweise jederzeit durch Rundungen entstehen können, kann sich
also selbst das qualitative Bild̈andern: Hier etwa reduziert sich die An-
zahl der (f̈ur viele Anwendungen einzig relevanten) reellen Nullstellen
von zwanzig auf zẅolf. Schon wenn wir verl̈aßliche Aussagen̈uber die
Anzahl reeller Nullstellen brauchen, können wir uns also nicht allein
auf numerische Berechnungen verlassen, sondern brauchen alternative
Methoden wie zum Beispiel explizite Lösungsformeln, mit denen wir
auch theoretisch arbeiten können.

§1: Quadratische Ergänzung

Um 830 legte der arabische Gelehrte ABU DSCHA’FAR MUHAMMAD IBN

MUSA AL-CHWARIZMI sein zweites BuchAl-Kitāb al-muchtasar fi hisab
al-dschabr wa-l-muqabala(Rechnen durch Erg̈anzung und Ausgleich)
vor; al-dschabr gab der Algebra ihren Namen und AL-CHWARIZMI

führte zum Wort Algorithmus. Das Buch befaßte sich mit systema-
tischen L̈osungsverfahren für lineare und quadratische Gleichungen, die
auch geometrisch motiviert und veranschaulicht wurden.

Wenn wir beispielsweise die quadratische Gleichungx2 + ax = b geo-
metrisch interpretieren wollen, suchen wir nach einem Quadrat einer
unbekannten Seitenlängex derart, daß die Fläche des Quadrats zusam-
men mit der des Rechtecks mit Seitenx unda gleichb ist.

a/2x

a/2

x

x

a

x

Die linke Zeichnung zeigt dieses Quadrat und darüber das Rechteck;
auf der rechten Seite ist die Hälfte des Rechtecks neben das Quadrat
gewandert, so daß abgesehen von dem kleinen Quadrat rechts oben
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nun ein Quadrat mit Seitenlängex + a
2 entstanden ist. Die Größe des

kleinen Quadrats ist bekannt: Seine Seitenlänge ista2 . Wir suchen somit
eine Zahlx derart, daß das Quadrat mit Seitenlängex + a

2 die Fl̈ache
b + a2

4 hat; das Problem ist also zurückgef̈uhrt auf das Ziehen einer
Quadratwurzel:

x = −a

2
±
√

b +
a2

4
.

Dieses Verfahren war zumindest grundsätzlich in allen fr̈uhen Hochkul-
turen bekannt; die ersten bekannten Hinweise darauf finden sich bereits
vor über vier Tausend Jahren bei den Babyloniern.

Wenn wir versuchen, für die Gleichungenx3 + ax2 = b ähnlich zu
argumentieren, m̈ussen wir ins Dreidimensionale gehen und auf den
Würfel mit Kantenl̈angex eine quadratische Säule mit Basisquadrat
der Seitenl̈angex und Höhea stellen. Um sie so zu verteilen, daß wir
möglichst nahe an einen neuen Würfel kommen, m̈ussen wir jeweils ein
Drittel davon auf drei der Seitenflächen des Ẅurfels platzieren:

Leider fehlt hier nun nicht nur ein Ẅurfel der Kantenl̈angea
3 , sondern

auch noch drei quadratische Säulen der Ḧohex auf Grundfl̈achen mit
Seitenl̈angea

3 . Wir können das Volumen des Ẅurfels mit Seitenl̈ange
x + a

3 also nicht einfach durch die bekannten Größena, b ausdr̈ucken,
sondern haben auch noch einen Term mit der Unbekanntenx.
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Trotzdem ist diese Idee nützlich, sogar f̈ur Gleichungen ḧoheren Grades.
Die allgemeine Gleichungn-ten Grades hat die Form

anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 = 0 ,

wobei wir naẗurlich voraussetzen, daßan nicht verschwindet. Falls wir
über einem K̈orper wieR oderC arbeiten, k̈onnen wir durchan divi-
dieren und erhalten die neue Gleichung

x
n + cn−1x

n−1 + · · · + c1x + c0 = 0

mit höchstem Koeffizienten eins.

Geometrisch betrachtet wollen wir einenn-dimensionalen Hyperẅurfel
bekommen, dessen Seitenlängex+ cn−1

n sein sollte; rechnerisch bedeutet
dies, daß wir die neue Variabley = x + cn−1

n
betrachten und̈uberall in

der Gleichungx durchy − cn−1

n ersetzen:

x
n + cn−1x

n−1 + cn−2x
n−2 + · · · + c1x + c0

=
(
y − cn−1

n

)n

+ cn−1

(
y − cn−1

n

)n−2
+ · · · + c1

(
y − cn−1

n

)
+ c0

=
(
y

n − cn−1y
n−1 + nc

2
n−1y

n−2 + · · ·
)

+ cn−1

(
y

n−1− (n− 1)cn−1

n
y

n−2 + · · ·
)

+ cn−2

(
y

n−2− (n− 2)cn−1

n
y

n−3 + · · ·
)

+ · · ·

= y
n +

(
nc

2
n−1−

(n− 1)c2
n−1

n
+ cn−2

)
yn−2 + · · · .

Wir kommen also auf ein Polynomn-ten Grades iny, das keinen Term
mit yn−1 hat.

Im Fallen = 2 hat dieses Polynom die Formy2+p, wir können also seine
Nullstellen einfach durch Wurzelziehen ermitteln. Für n > 2 haben wir
immerhin einen Term weniger als in der allgemeinen Gleichung n-ten
Grades und m̈ussen sehen, ob uns das bei der Lösung helfen kann.
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§2: Polynome in Computeralgebrasystemen

Die Elimination des zweitḧochsten Terms läßt sich f̈ur Gleichungen nicht
allzu hohen Grades problemlos explizit durchführen, ist aber eine eher
unangenehme und ziemlich langweilige Rechnung. Gerade in der Com-
puteralgebra sollte man so etwas besser einem Computerüberlassen.

Computeralgebrasysteme sind Programme, die genau für solche Zwecke
entwickelt wurden – auch wenn ihre Fähigkeiten heute meist weit
dar̈uber hinausgehen. Hier soll beispielhaft das Computeralgebrasystem
Maple betrachtet werden; in anderen Systemen werden die Befehle zwar
im allgemeinen etwas anders aussehen, bezüglich der grunds̈atzlichen
Fähigkeiten gibt es aber keine nennenswerten Unterschiede.Die hier
abgedruckten Ein- und Ausgabezeilen sind im Stil des

”
klassischen“

Maple worksheetsgehalten; die neueren Versionen benutzen stan-
dardm̈aßig eine Form mit zweidimensionaler Eingabe, für die auch Pfeil-
tasten benutzt werden m̈ussen, was sich im Druck nur schwer darstellen
läßt.

In Maple werden mathematische Ausdrücke, die nur Grundrechenarten
enthalten, in der̈ublichen mathematischen Notation eingegeben, aller-
dings sollte das Multiplikationszeichen* nie weggelassen werden. (In
den neuenworksheetskann es fehlen, wenn der entstehende Ausdruck
nicht als Variablenname oder Funktionsaufruf interpretiert werden kann.
So wird beispielsweise 2a als 2· a erkannt unda b− b a als Null; ohne
Zwischenr̈aume ist aberab−ba die Differenz der beiden (verschiedenen)
Variablenab undba. Auch (a+b)(a− b) führt nicht aufa2− b2, sondern
aufa(a−b)+b(a−b), wobeia(a+b) undb(a−b) keine Multiplikationen,
sondern Anwendungen der Funktionena undb auf das Argumenta + b
sind. Wer nicht auf solche Feinheiten achten möchte, sollte besser stets
das Multiplikationszeichen mit eingeben.) Für die Exponentiation wird
das Zeichen̂ verwendet, f̈ur Zuweisungen:=. Als Variablen k̈onnen
(unter anderem) alle mit einem Buchstaben beginnenden Folgen aus
Buchstaben und Ziffern verwendet werden; abgeschlossen wird ein Be-
fehl im allgemeinen mit einem Strichpunkt. In den neuenworksheets
führt^ dazu, daß die n̈achsten Zeichen im Exponenten geschrieben wer-
den; zum Verlassen des Exponenten dient die Pfeiltaste nachrechts.
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Entsprechendes gilt für /, was in den Nenner führt.

Die Definition eines Polynoms vom Grad drei kann somit in der Form

> P := x^3 + a*x^2 + b*x + c;

eingegeben werden. Maple quittiert diesen Befehl mit der Ausgabe

P := x
3 + ax

2 + bx + c

Wie wir bald sehen werden, ist das nicht immer wünschenswert; Zwi-
schenergebnisse können in der Computeralgebra oft sehr umfangreich
sein und mehrere Bildschirmseiten in Anspruch nehmen. Falls die Aus-
gabe des Ergebnisses nicht erwünscht ist, muß der Befehl einfach mit
einem Doppelpunkt anstelle eines Semikolons abgeschlossen werden.

Um den quadratischen Term vonP zu eliminieren, m̈ussen wir das
Polynom in der neuen Variabley = x + a

3 schreiben; dies leistet der
Substitutionsbefehl

> Q := subs(x = y - a/3, P);

Q :=
(
y − a

3

)3
+ a
(
y − a

3

)2
+ b
(
y − a

3

)
+ c

Einige ältere Computeralgebrasysteme wie beispielsweiseREDUCE
hätten gleich ausmultipliziert; die meisten heute gebräuchlichen Sys-
teme verzichten darauf, sofern es nicht explizit verlangt wird. Der Befehl
zum Ausmultiplizieren heißtexpand:

> expand(Q);

y
3− ya2

3
+

2a3

27
+ by − ba

3
+ c

Das Ergebnis sieht ziemlich nach Kraut und Rüben aus, allerdings war
das auch nicht anders zu erwarten: Zwar betrachtenwir y als die Variable
dieses Polynoms unda, b, c als Parameter, aber für Maple sinda, b, c, x
undy gleichberechtigte Variablen.

Wenn wir einen Ausdruckf als Polynom iny dargestellt sehen wollen,
müssen wir den Befehlcollect(f, y) eingeben; zum Sortieren
der Terme vonf nach Potenzen vony dient sort(f, y). Für ein
übersichtliches Ergebnis sollten wir hier gleich beides anwenden. Da
wir dem letzten Ergebnis keinen Namen gegeben haben, müssen wir
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auch noch eine neue Variable kennen lernen:% bezeichnet in Maple
stets das Ergebnis der letzten Ausgabe; daneben gibt es noch%% für die
vorletzte und%%% für die drittletzte.

Damit ist klar, wie es weitergeht:

> R := sort(collect(%, y), y);

R := y
3 +

(
−a2

3
+ b

)
y +

2a3

27
+ c− ba

3

Somit haben wir ein Polynom der Formy3 + py + q gefunden; mit dem
Befehl coeff(f, y^n) oder coeff(f, y, n) können wirp und q
noch isolieren, wobei f̈ur q naẗurlich nur die zweite Form in Frage
kommt. Alternativ l̈aßt sichq auch isolieren, indem wiry einfach auf
Null setzen:

> p := coeff(R, y); q := subs(y=0, R);

p := −a2

3
+ b

q :=
2a3

27
+ c− ba

3

Wir können das Ergebnis für q auch noch etwas sortierter darstellen:

> sort(q, [a, b, c]);

2a3

27
− ab

3
+ c

§3: Kubische Gleichungen

Unser n̈achstes Ziel ist es, die Gleichung

y
3 + py + q = 0

explizit zu lösen. Auch wenn die Griechen geometrische Konstruktio-
nen (jenseits von Zirkel und Lineal) kannten, mit denen sie Lösun-
gen kubischer Gleichungen konstruieren konnten, sollte esnoch bis ins
16. Jahrhundert dauern, bevor eine explizite Lösungsformel gefunden
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war – ein Zeichen dafür, daß der L̈osungsansatz nicht gerade offen-
sichtlich ist.

Der Trick, der schließlich zum Erfolg führte, ist folgender: Wir schreiben
die Variabley als Summe zweier neuer Variablenu undv und machen
dadurch das Problem auf den ersten Blick nur schwieriger. Andererseits
ist diese Summendarstellung natürlich alles andere als eindeutig; wir
können daher hoffen, daß es auch dann noch Lösungen gibt, wenn wir
an u und v zus̈atzliche Forderungen stellen und dadurch das Problem
vielleicht vereinfachen.

Einsetzen vony = u + v führt auf die Bedingung

(u + v)3 + p(u + v) + q = u
3 + 3u2

v + 3uv
2 + v

3 + p(u + v) + q = 0 .

Dies k̈onnen wir auch anders zusammenfassen als

(u3 + v
3 + q) + (3uv + p)(u + v) = 0 ,

und naẗurlich verschwindet diese Summe insbesondere dann, wenn bei-
de Summanden einzeln verschwinden. Falls es uns also gelingt, zwei
Zahlenu, v zu finden mit

u
3 + v

3 = −q und 3uv = −p ,

haben wir eine L̈osung gefunden.

Zwei solche Zahlenu, v erfüllen erst recht die schẅachere Bedingung

u
3 + v

3 = −q und u
3 · v3 = − p3

27
,

wir kennen also die Summe und das Produkt ihrer dritten Potenzen.
Damit kennen wir aber auchu3 undv3:

Haben zwei Zahlenh, k das Produktr und die Summes, so sindh und
k die beiden Nullstellen der Gleichung

(z − h)(z − k) = z
2− (h + k)z + hk = z

2− sz + r = 0 ;

falls wir r unds kennen, erhalten wirh undk also einfach als L̈osungen
einer quadratischen Gleichung:

h =
s

2
+

√
s2

4
− r und k =

s

2
−
√

s2

4
− r



Kap. 1: Nullstellen von Polynomgleichungen 

oder umgekehrt.

In unserem Fall ist daher

u
3 = −q

2
+

√
q2

4 + p3

27

27
= −q

2
+

√(q

2

)2
+
(p

3

)3

und v
3 = −q

2
−
√(q

2

)2
+
(p

3

)3
,

wobei es auf die Reihenfolge natürlich nicht ankommt.

Somit kennen wiru3 und v3. Für u und v selbst gibt es dann jeweils
drei Möglichkeiten, Allerdings f̈uhren nicht alle neun Kombinationen
dieser M̈oglichkeiten zu L̈osungen, denn für eine L̈osung muß ja die
Bedingung 3uv = −p erfüllt sein, nicht nuru3 · v3 = − 1

27p
3.

Dies l̈aßt sich am besten dadurch gewährleisten, daß wir f̈uru irgendeine
der drei Kubikwurzeln vonu3 nehmen und dannv = −p/3u setzen. Die
drei Lösungen der kubischen Gleichungy3 + py + q = 0 sind also

y = u− p

3u
mit u =

3

√

−q

2
+

√(q

2

)2
+
(p

3

)3
,

wobei füru nacheinander jede der drei Kubikwurzeln eingesetzt werden
muß. (Es spielt keine Rolle, welche der beiden Quadratwurzeln wir
nehmen, denn ersetzen wir die eine durch die andere, vertauschen wir
dadurch einfachu undv.)

Da selbst von den drei Kubikwurzeln einer reellen Zahl nur eine reell
ist, müssen wir zur Bestimmung aller drei Lösungen einer kubischen
Gleichung immer auch mit komplexen Zahlen rechnen, selbst wenn
sowohl Koeffizienten als auch Lösungen allesamt reell sind.

Betrachten wir dazu als einfaches Beispiel die Gleichung

(x− 1)(x− 2)(x− 3) = x
3 − 6x

2 + 11x− 6 ;

sie hat nach Konstruktion die drei Lösungen 1, 2 und 3.

Falls wir das nicht ẅußten, ẅurden wir als erstes durch die Substitution
y = x− 2 den quadratischen Term eliminieren. Einsetzen vonx = y + 2
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Die erste L̈osung einer kubischen Gleichung geht wohl
aus SCIPIONE DEL FERRO(1465–1526) zur̈uck, der von
1496 bis zu seinem Tod an der Universität Bologna
lehrte. 1515 fand er eine Methode, um die Nullstellen
von x3 + px = q für positiveWerte vonp und q zu
bestimmen (Negative Zahlen waren damals in Europa
noch nicht im Gebrauch). Er veröffentlichte diese je-
doch nie, so daß NICCOLOFONTANA (1499–1557, oberes
Bild), genannt TARTAGLIA (der Stotterer), dieselbe Me-
thode 1535 noch einmal entdeckte und gleichzeitig auch
noch eine Modifikation, um einen leicht verschiedenen
Typ kubischer Gleichungen zu lösen. TARTAGLIA war
mathematischer Autodidakt, war aber schnell als Fach-
mann anerkannt und konnte seinen Lebensunterhalt als
Mathematiklehrer in Verona und Venedig verdienen.

Die Lösung allgemeiner kubischer Gleichungen geht
auf den Mathematiker, Arzt und Naturforscher GIRO-
LAMO CARDANO (1501–1576, mittleres Bild) zurück,
dem TARTAGLIA nach langem Dr̈angen und unter dem
Siegel der Verschwiegenheit seine Methode mitgeteilt
hatte. LODOVICO FERRARI (1522–1565) kam 14-jährig
als Diener zu CARDANO; als dieser merkte, daß FERRARI

schreiben konnte, machte er ihn zu seinem Sekretär.
1540 fand FERRARI die Lösungsmethode für biquadra-
tische Gleichungen; 1545 veröffentlichte CARDANO in
seinem BuchArs magnadie Lösungsmethoden für ku-
bische und biquadratische Gleichungen.

liefert

(y + 2)3− 6(y + 2)2 + 11(y + 2)− 6

= y
3 + 6y2 + 12y + 8− 6y

2− 24y − 24 + 11y + 22− 6 = y
3− y ,

wir müssen also zun̈achst die Gleichungy3 − y = 0 lösen. Hierzu
brauchen wir selbstverständlich keine L̈osungstheorie kubischer Glei-
chungen: Ausklammern vony und die dritte binomische Formel zeigen
sofort, daß

y
3 − y = y(y2− 1) = y(y + 1)(y − 1)

genau an den Stelleny = −1, 0, 1 verschwindet, und dax = y + 2 ist,
hat die Ausgangsgleichung die Lösungenx = 1, 2, 3.
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Wenden wir trotzdem unsere Lösungsformel an: Bei dieser Gleichung
ist p = −1 undq = 0, also

u =
3

√√
−1
27

= 6

√
−1
27

=

√
−1
3

für die rein imagin̈are Kubikwurzel. Das zugehörige v muß die Glei-
chunguv = 1

3 erfüllen, also istv = −u und wir erhalten als erste Lösung
y = u + v = 0.

Die beiden anderen Kubikwurzeln erhalten wir, indem wir diereelle
Kubikwurzel mit einer der beiden komplexen dritten Einheitswurzeln
multiplizieren, d.h. also mit

ρ = −1
2

+

√
3 i

2
und ρ̄ = −1

2
−
√

3 i

2
Im ersten Fall ist

u =

√
−1
3

ρ =

√
3

3
i

(
−1

2
+

√
3 i

2

)
= −1

2
−
√

3
6

i

und

v =
1

3u
=
−2

3 +
√

3 i
=
−2(3−

√
3 i)

32 + (
√

3)2
= −1

2
+

√
3

6
i ;

wir erhalten somit die L̈osungy = u + v = −1.

Die dritte Kubikwurzel

u =

√
−1
3

ρ̄ =

√
3

3
i

(
−1

2
−
√

3 i

2

)
=

1
2
−
√

3
6

i

schließlich f̈uhrt auf

v =
1

3u
=

2

3−
√

3 i
=

2(3 +
√

3 i)

32 + (
√

3)2
=

1
2

+

√
3

6
i

und liefert so die L̈osungy = u + v = 1.

Etwas komplizierter wird es bei der Gleichung

x
3− 7x + 6 = 0 .
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Da sie keinenx2-Term hat, k̈onnen wir gleichp = −7 undq = 6 in die
Formel einsetzen und erhalten

u =
3

√

−3 +

√
9− 73

27
= 3

√
−3 +

10
9

√
3 i .

Was nun? Wenn wir einen Ansatz der Formu = r + is machen, kommen
wir auf ein System von zwei kubischen Gleichungen in zwei Unbe-
kannten, also ein schwierigeres Problem als unsere Ausgangsgleichung.
Wir können auch Maple nach dem Wert dieser Kubikwurzel fragen:
Die imagin̈are Einheiti wird dort als großesI eingegeben und Wurzeln
(abgesehen von der auch alssqrt darstellbaren Quadratwurzel) durch
Potenzen mit gebrochenem Exponenten; wir tippen also

> (-3 + 10/9*sqrt(3)*I)^(1/3);

(
−3 +

10
9

I
√

3

)( 1
3)

und erhalten unsere Eingabe unausgerechnet zurück. Mit dem Befehl
evalc können wir Maple veranlassen, das Ergebnis – falls möglich – in
der Forma + bi darzustellen:

> evalc(%);

1
9

7(
1
3)9(

2
3)21(

1
6)
(

cos

(
−1

3
arctan

(
10
√

3
27

)
+

π

3

)

+
1
9
i7(

1
3)9(

2
3)21(

1
6)
(

sin

(
−1

3
arctan

(
10
√

3
27

)
+

π

3

)

Dieses Ergebnis ist offensichtlich noch nicht in der bestmöglichen Weise
dargestellt; mit dem Kommandosimplify können wir Maple dazu
überreden, sich etwas mehr Mühe zu geben:

> u := simplify(%);

u :=
1
3

√
7
√

3

(
cos

(
−1

3
arctan

(
10
√

3
27

)
+

π

3

)

+ sin

(
−1

3
arctan

(
10
√

3
27

)
+

π

3

)
i

)
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Maple arbeitet hier also mit der Polarkoordinatendarstellung komplexer
Zahlen: Jede komplexe Zahlz läßt sich darstellen in der Form

z = |z|
(
cosϕ + i sinϕ

)
,

und
3
√

z = 3
√
|z|
(
cosϕ

3 + i sin ϕ
3

)
.

Leider gibt es keine einfache Formel, die Sinus und Kosinus von ϕ
3 durch

cosϕ und sinϕ ausdr̈uckt. Aus den Additionstheoremen können wir uns
naẗurlich leicht Formeln f̈ur cos 3α und sin 3α verschaffen; wenn wir
das nicht selbst ausrechnen wollen, tut es Maple für uns:

> expand(cos(3*alpha));

4 cos(α)3 − 3 cos(α)

Um x = cosϕ
3 zu berechnen, m̈ussen wir also die kubische Gleichung

4x3 − 3x = cosϕ lösen, was uns wiederum auf die Berechnung einer
Kubikwurzel führtusw.

Trotzdem ist die obige Darstellung der Lösung nicht v̈ollig nutzlos:
Sie gibt uns immerhin Formeln für den Real- und den Imaginärteil
der Lösung, und diese Formeln können wir numerisch auswerten. Der
Maple-Befehl daf̈ur heißtevalf, wobei dasf für floating pointsteht,
d.h. also f̈ur Gleitkommaarithmetik.

> evalf(u);

1.000000001 + 1.154700538I

Wie jedes numerische Ergebnis stimmt diese Zahl natürlich nur n̈ahe-
rungsweise, und zumindest in diesem Fall ist die Hypothese,daß es sich
beim Realteil um eine durch Rundungsfehler verfälschte Eins handeln
kann, eineÜberlegung wert. Falls dem so sein sollte, ist

cos

(
−1

3
arctan

(
10
27

√
3

)
+

π

3

)
=

3√
3
√

7
=

√
3
7

,

und daraus folgt dann̈uber die Beziehung sin2 α + cos2 α = 1, daß

sin

(
−1

3
arctan

(
10
27

√
3

)
+

π

3

)
= ±

√
1− 3

7
= ±

√
4
7

= ±2
√

7
7
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und

u = 1± 1
3

√
3
√

7 · 2
√

7
7

i = 1± 2
√

3
3

i

ist. Bislang war alles noch Spekulation; nun kommt die Probe:
(

1± 2
√

3
3

i

)3

= 1± 2
√

3 i− 4∓ 8
9

√
3 i = −3± 10

9

√
3 i ,

also istu = 1 + 2
√

3
3 i. Das zugeḧorigev ist

v =
7

3u
=

7

3 + 2
√

3 i
=

7(3− 2
√

3 i)
32 + 22 · 3 = 1− 2

√
3

3
i .

Damit ist die erste L̈osungx = u + v = 2 gefunden. Die beiden an-
deren sind nun (etwas langwierige) Routine, können also beruhigt Maple
überlassen werden. Wir verwenden dabei den Befehlevalc, der eine
komplexe Zahl – sofern m̈oglich – auf die Forma + ib bringt und den
Befehlconjugate, der die konjugiert komplexe Zahl berechnet:

> rho := -1/2 + sqrt(3)/2*I; u := 1 + 2/3*sqrt(3)*I;

ρ := −1
2

+
1
2
I
√

3

u := 1 +
2
3
I
√

3

> evalc(u*rho + 7/(3*u*rho));

−3

> evalc(u*conjugate(rho) + 7/(3*u*conjugate(rho)));

1

Obwohl die drei L̈osungen 1, 2 und−3 unserer Gleichung allesamt
ganzzahlig sind, konnten wir dies also durch bloßes Einsetzen in unsere
Formel nicht erkennen und konnten insbesondere die Kubikwurzel nur
durch Erraten und Nachprüfen in einer einfachen Form darstellen.

Wenn wir eine reelle Kubikwurzel finden können, ist die Situation auch
nicht unbedingt viel besser. Betrachten wir etwa die Gleichung

x
3 − 3x

2 + 9x + 13 = 0 .
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Hier setzen wirx = y + 1 und erhalten die neue Gleichung

(y + 1)3− 3(y + 1)2 + 9(y + 1) + 13

= y
3 + 3y2 + 3y + 1− 3(y2 + 2y + 1) + 9y + 9 + 13

= y
3 + 6y + 20 = 0

mit p = 6 undq = 20. Damit istp3 = 2 und q
2 = 10, also

u =
3

√
−10 +

√
100 + 8 =

3

√
−10 +

√
108 =

3

√
−10 + 6

√
3

Da 108 gr̈oßer ist als (−10)2 = 100, gibt es eine positive reelle Wurzel;
wir rechnen zun̈achst mit dieser und erhalten als erste Lösung

y1 = u− p

3u
=

3

√
−10 + 6

√
3− 2

3
√
−10 + 6

√
3

.

Damit haben wir im Prinzip eine L̈osung gefunden, die auch Maple nicht
weiter vereinfachen kann:

> u := (-10 + 6*sqrt(3))^(1/3); simplify(u - 2/u);

u := (−10 + 6
√

3)(
1
3)

(−10 + 6
√

3)(
2
3) − 2

(−10 + 6
√

3)(
1
3)

Wenn wir das allerdings numerisch auswerten, drängt sich wieder die
Hypothese auf, daß hier tatsächlich etwas sehr viel einfacheres steht:

> evalf(%);

−1.999999986

Einsetzen vony = −2 in unsere kubische Gleichung zeigt in der Tat,
daß

(−2)3 + 6 · (−2) + 20 =−8− 12 + 20 = 0

ist. Aber warum ist

3

√
−10 + 6

√
3− 2

3
√
−10 + 6

√
3

= −2 ,
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und wie, vor allem, kann man das der linken Seite ansehen?

Wie die Erfahrung der Computeralgebra zeigt, kann es extremschwierig
sein, auch nur zu entscheiden, ob zwei Wurzelausdrücke gleich sind;
direkte allgemeine Verfahren dazu gibt es nicht. Unsere Formel gibt uns
daher zwar immer drei Wurzelausdrücke, die L̈osungen der gegebenen
Gleichung sind, aber diese können f̈ur Zahlen stehen, die sich auch sehr
viel einfacher ausdrücken lassen.

Im vorliegenden Fall, wo die numerische Berechnung eine Vermutung
nahelegt, k̈onnen wir wieder versuchen, diese zu beweisen: Aus der
vermuteten Gleichung

u− 2
u

= −2 folgt u
2 − 2 =−2u .

Quadratische Erg̈anzung macht daraus (u+1)2 = 3, also istu = −1±
√

3.
Die dritte Potenz davon ist

(−1±
√

3)3 = −1± 3
√

3− 3 · 3± 3
√

3 =−10± 6
√

3 ,

also ist tats̈achlichu = −1 +
√

3 und

y1 = −1 +
√

3− 2

−1 +
√

3
= −1 +

√
3− 2(−1−

√
3)

(−1 +
√

3)(−1−
√

3)

= −1 +
√

3 +
2 + 2

√
3

−2
= −2 .

Nachdem wiru in einfacher Form ausgedrückt haben, lassen sich nun
auch die anderen beiden Lösungen berechnen:

uρ = (−1 +
√

3) · −1 +
√

3 i

2
=

(1−
√

3) + (3−
√

3)i
2

und

uρ̄ = (−1 +
√

3) · −1−
√

3 i

2
=

(1−
√

3)− (3−
√

3)i
2

Damit ist

2
uρ

=
4
(
(1−

√
3)− (3−

√
3)i
)

(1−
√

3)2 + (3−
√

3)2
=

4
(
(1−

√
3)− (3−

√
3)i
)

16− 8
√

3

=

(
(1−

√
3)− (3−

√
3)i
)
(2 +
√

3)

2(2−
√

3)(2 +
√

3)
=
−(1 +

√
3)− (3 +

√
3)i

2
,
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also

y2 = uρ− 2
uρ

=
(1−

√
3) + (3−

√
3)i

2
+

(1 +
√

3) + (3 +
√

3)i
2

= 1 + 3i .

Entsprechend folgty3 = uρ̄− 2
uρ̄

= 1− 3i.

Die Mathematiker des fünfzehnten und sechzehnten Jahrhunderts, auf
die die L̈osungsformel f̈ur kubische Gleichungen zurückgeht, hatten
naẗurlich weder Computer noch Taschenrechner; auch kannten sie wed-
er Dezimalbr̈uche noch komplexe Zahlen. Trotzdem konnten sie er-
staunlich gut mit der L̈osungsformel umgehen. In§3.2 des Buchs

TEO MORA: Solving Polynomial Equation Systems I: The Kronecker-
Duval Philosophy,Cambridge University Press,2003

sind zwei Beispiele f̈ur ihre Vorgehensweise zu finden:

Bei der Gleichungx3 + 3x− 14 = 0 istp = 3 undq = −14, also

u =
3

√
7 +
√

72 + 13 =
3

√
7 + 5

√
2 .

Der numerische N̈aherungswert 2,414213562 f̈ur diese (reelle) Wurzel
hilft uns nicht weiter. Wenn wir aber auf gut Glück versuchen, eine
Wurzel zu finden, die sich auch in der Forma + b

√
2 mit ganzen Zahlen

a undb schreiben l̈aßt, Dann ist

(a + b
√

2)3 = a
3 + 3a2

b
√

2 + 6ab
2 + 2b3√2 = 7 + 5

√
2 ,

also
a

3 + 6ab
2 = 7 und 3a2

b + 2b3 = 5 .

Damit haben wir, wie schon oben erwähnt, ein System vonzwei ku-
bischen Gleichungen anstelle von einer, jetzt allerdings suchen wir nur
nach ganzzahligen L̈osungen. Aus der ersten Gleichung können wira
ausklammern und erhaltena(a2 + 6b2) = 7. Somit mußa ein Teiler von
sieben sein, d.h.a = ±1 odera = ±7. Die negativen Zahlen scheiden
aus, da die Klammer nicht negativ werden kann, und aucha = 7 ist nicht
möglich, denn dann ẅare die linke Seite mindestens gleich 73. Wenn es
eine ganzzahlige L̈osung gibt, muß dahera = 1 sein; durch Einsetzen
folgt, daß dann mitb = ±1 die erste Gleichung in der Tat erfüllt ist. Die
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zweite Gleichungb(3a2 + 2b2) = 5 zeigt, daß auchb positiv sein muß
unda = b = 1 beide Gleichungen erfüllt. Somit ist

u =
3

√
7 + 5

√
2 = 1 +

√
2

für die reelle unter den drei Kubikwurzeln. Da wir eine Gleichung mit
reellen Koeffizienten haben, muß auch das zugehörigev reell sein und
kann genauso wieu bestimmt werden:

v =
3

√
7− 5

√
2 = 1−

√
2 und x = u + v = 2 .

Damit war die Gleichung f̈ur die Zwecke des sechzehnten Jahrhunderts
gelöst, denn da es noch keine komplexen Zahlen gab, suchte auch nie-
mand nach komplexen Lösungen.

Wir interessieren und (zumindest gelegentlich) auch für komplexe
Zahlen; die beiden noch fehlenden Lösungen k̈onnen wir nun entweder
berechnen alsuρ + vρ2 unduρ2 + vρ, oder aber wir dividieren die Glei-
chung durchx− 2 und erhalten das quadratische Polynomx2 + 2x + 7
mit den Nullstellen−1±

√
6 i.

Bei Gleichungen mit drei reellen Nullstellen führt die L̈osungsformel,
wie wir oben gesehen haben,immer übers Komplexe, aber auch damit
wurden CARDANO und seine Zeitgenossen fertig. MORA betrachtet als
Beispiel daf̈ur die Gleichungx3 − 21x− 20 = 0. Hier ist

u =
3

√
10 +

√
102− 73 =

3

√
10 +

√
−243 =

3

√
10− 9

√
−3 .

√
−3 war für CARDANO im Gegensatz zu

√
2 keine Zahl; trotzdem

rechnete er damit als mit einem abstrakten Symbol gemäß der Regel√
−3 ·
√
−3 =−3.

Wenn wir wieder auf unser Glück vertrauen und einen Ansatz der Form
u = a + b

√
−3 machen, kommen wir auf das Gleichungssystem

a
3− 9ab

2 = 10 und 3a2
b− 3b

3 = 9 .

Ausklammern vona bzw.b und Kürzen der zweiten Gleichung durch
drei führt auf

a(a2 − 9b
2) = 10 und b(a2− b

2) = 3 .
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Wenn es ganzzahlige Lösungen gibt, muß wegen der zweiten Gleichung
b = ±1 oderb = ±3 sein.b = ±1 führt aufa2 − 1 =±3, alsob = 1 und
a = ±2; für b = ±3 läßt sich kein ganzzahligesa finden. Einsetzen in
die erste Gleichung zeigt, daßa = −2, b = 1 das System löst, also ist
−2+
√
−3 eine der drei Wurzeln. Die anderen könnten wir finden, indem

wir das Problem durch Abdividieren auf eine quadratische Gleichung
reduzieren; alternativ – und das war wohl die Methode des 17.Jahrhun-
derts – k̈onnen wir die Einschr̈ankung aufheben, daßa und b ganze
Zahlen sein m̈ussen und auch Brüche mit kleinen Nennern zulassen.

Der kleinstm̈ogliche Nenner ist zwei; der Ansatz
(

a

2
+

b

2

√
−3

)3

= 10 + 9
√
−3

führt auf die Gleichungena(a2 − 9b2) = 80 und b(a2 − b2) = 24,
wobei mindestens eine der Zahlena und b ungerade sein muß, da wir
ansonsten nichts neues bekommen. Da rechts jeweils gerade Zahlen
stehen, sieht man leicht, daß dann beide Zahlen ungerade sein müssen;
damit bleiben also f̈ura nur die Möglichkeitena = ±1 oder±5 und f̈ur b
entsprechendb = ±1 oder±3. Einsetzen zeigt, daß wir mita = 5, b = 1
unda = −1, b = −3 Lösungen bekommen. Die drei Kubikwurzeln von
−10 + 9

√
−3 sind somit

−2 +
√
−3,

5
2

+
1
2

√
−3 und − 1

2
− 3

2

√
−3 .

Zu jedem dieser drei m̈oglichen Werte vonu müssen wir jene Zahlv
finden, f̈ur die uv = 21

3 = 7 ist; in allen drei F̈allen erḧalt man den
Summandenv = 7/u dadurch, daß man einfach das Vorzeichen des
Koeffizienten von

√
−3 ändert. Die drei mit so großem Aufwand er-

mittelten L̈osungen der kubischen Gleichung sind also einfach die drei
ganzen Zahlen

(−2 +
√
−3) + (−2−

√
−3) =−4 ,

(
5
2

+
1
2

√
−3

)
+

(
5
2
− 1

2

√
−3

)
= 5 und

(
−1

2
− 3

2

√
−3

)
+

(
−1

2
+

3
2

√
−3

)
= −1 .
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Wie die Beispiele in diesem Paragraphen zeigen, haben wir beim exak-
ten Lösen kubischer Gleichungen nach der hier betrachteten Formel oft
mit komplizierten Ausdr̈ucken zu tun, von denen sich nachher (nach teil-
weise recht trickreichen Ansätzen) herausstellt, daß sie sich tatsächlich
sehr viel einfacher darstellen lassen. Dies ist ein allgemeines Problem der
der Computeralgebra, zu dem es leider keine allgemeine Lösung gibt:
Wie D. RICHARDSON 1968 gezeigt hat, kann es keinen Algorithmus
geben, der von zwei beliebigen reellen Ausdrücken entscheidet, ob sie
gleich sind oder nicht. Dabei reicht es schon, wenn wir nur Ausdr̈ucke
betrachten, die aus ganzen Zahlen, den Grundrechenarten, der Sinus-
und der Betragsfunktion sowie der Zahlπ aufgebaut werden k̈onnen.
Wir werden allerdings auch sehen, daß wir für wichtige Teilmengen
vonR solche Algorithmen haben.

Dies gilt insbesondere im Falle aller in diesem Paragraphenaufgetrete-
nen Ausdr̈ucke; wir werden im Laufe der Vorlesung noch mehrere Strate-
gien kennenlernen, wie wir zumindest bei den hier betrachteten Beispie-
len die L̈osungen erheblich einfacher und schneller gefunden hätten als
über die allgemeine L̈osungsformel.

§4: Biquadratische Gleichungen

Vorher wollen wir aber noch Gleichungen vom Grad vier betrachten.
Auch sie lassen sich auflösen: Hier eliminiert man den kubischen Term
von

x
4 + ax

3 + bx
2 + cx + d = 0

durch die Substitutiony = x+ a
4 ; dies f̈uhrt auf eine Gleichung der Form

y
4 + py

2 + qy + r = 0 .

Zu deren L̈osung benutzen wir einen anderen Trick als im kubischen
Fall: Wir versuchen, die Quadrate der Nullstellen durch eine geeignete
Verschiebung zu L̈osungen einer quadratischen Gleichung zu machen,
die wir dann mit der bekannten Lösungsformel auflösen k̈onnen.

Wir nehmen also an, wir ḧatten eine L̈osungz dieser Gleichung und
betrachten dazu für eine zun̈achst noch beliebige Zahlu die Zahlz2 +u.
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Daz4 + pz2 + qz + r verschwindet, istz4 = −pz2− qz − r, also

(z2 + u)2 = z
4 + 2uz

2 + u
2 = (2u− p)z2− qz + u

2 − r .

Falls rechts das Quadrat eines linearen Polynomssz + t steht, ist

(z2 + u)2 = (sz + t)2
=⇒ z

2 + u = ±(sz + t) ,

wir müssen also nur die beiden quadratischen Gleichungen

z
2∓ (sz + t) + u = 0

lösen, um die L̈osungen der biquadratischen Gleichung zu finden.

Natürlich ist die rechte Seite (2u− p)z2 − qz + u2 − r im allgemeinen
kein Quadrat eines linearen Polynoms inz; wir können aber hoffen, daß
es zumindest f̈ur gewisse spezielle Werte der bislang noch willkürlichen
Konstanteu eines ist.

Ein quadratisches Polynomαz2 + βz + γ ist genau dann Quadrat ei-
nes linearen, wenn die beiden Nullstellen der quadratischen Gleichung
αz2 +βz +γ = 0 übereinstimmen. Diese Nullstellen können wir einfach
berechnen:

z
2 +

β

α
z +

γ

α
= 0 =⇒ z = − β

2α
±
√

β2

4α2 −
γ

α
.

Die Ausgangsgleichung ist genau dann das Quadrat eines linearen Poly-
noms, wenn beide L̈osungen̈ubereinstimmen, wenn also der Ausdruck
unter der Wurzel verschwindet. Bringen wir diesen auf den Hauptnen-
ner, kommen wir auf die Bedingungβ2 − 4αγ = 0. In unserem Fall ist
α = (2u− p), β = −q undγ = u2− r; wir erhalten also die Bedingung

q
2 − 4(2u− p)(y2− r) = −8u

3 + 4pu
2 + 8ru + q

2 − 4pr = 0 .

Dies ist eine kubische Gleichung für u, die wir mit der Methode aus
dem vorigen Abschnitt lösen k̈onnen. Istu0 eine der L̈osungen, so steht
in der Gleichung

(z2 + u0)2 = (2u0 − p)z2 − qz + u
2
0 − r .

rechts das Quadrat eines linearen Polynoms inz, das wir – da wir
alle Koeffizienten kennen – problemlos hinschreiben können. Dies f̈uhrt
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dann nach Wurzelziehen zu zwei quadratischen Gleichungen fürz, deren
Wurzeln die Nullstellen der biquadratischen Gleichung sind.

Es ẅare nicht schwer, mit Hilfe der L̈osungsformel f̈ur kubische Glei-
chungen, eine explizite Formel für die vier L̈osungen hinzuschreiben;
sie ist allerdings erstens deutlich länger und zweitens für die praktische
Berechnung reeller Nullstellen mindestens genauso problematisch wie
die für kubische Gleichungen.

§5: Gleichungen höheren Grades

Nach der (mehr oder weniger) erfolgreichen Auflösung der kubischen
und biquadratischen Gleichungen in der ersten Hälfte des sechzehnten
Jahrhunderts beschäftigten sich naẗurlich viele Mathematiker mit dem
nächsten Fall, der Gleichung fünften Grades. Hier gab es jedochüber 250
Jahre lang keinerlei Fortschritt, bis zu Beginn des neunzehnten Jahrhun-
derts ABEL glaubte, eine L̈osung gefunden zu haben. Er entdeckte dann
aber recht schnell seinen Fehler und bewies stattdessen 1824, daß es
unm̈oglich ist, die Lösungen einer allgemeinen Gleichung fünften (oder
höheren) Grades durch Grundrechenarten und Wurzeln auszudrücken.

Die Grundidee seines Beweises liegt in der Betrachtung von Symmetrien
innerhalb der L̈osungsmenge: Man betrachtet die Menge aller Permuta-
tionen der Nullstellenmenge, die durch Abbildungenϕ: C→ C erreicht
werden k̈onnen, wobeiϕ sowohl mit der Addition als auch der Multip-
likation vertr̈aglich sein muß. ABEL zeigt, daß diese Permutationen für
allgemeine Gleichungen vom Grad größer vier eine (in heutiger Termi-
nologie)nichtaufl̈osbareGruppe bilden und daß es aus diesem Grund
keine L̈osungsformel geben kann, in der nur Grundrechenarten und
Wurzeln vorkommen. Der Beweis ist so umfangreich, daß er (zusammen
mit den daf̈ur notwendigen Definitionen und Sätzen) typischerweise den
größten Teil der VorlesungAlgebra Ieinnimmt;über Einzelheiten kann
daher hier nichts weiter gesagt werden. Interessenten finden ihn in fast
jedem Algebralehrbuch im Kapitel̈uber GALOIS-Theorie. Ein kurzes,
gut lesbares Buch, das sich ganz darauf konzentriert, ist etwa

EMIL ARTIN: Galoissche Theorie, 1959 (Neuauflage 2004 beiDeutsch)
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Der norwegische Mathematiker NILS HENRIK ABEL

(1802–1829) ist trotz seinen frühen Todes (an Tuberku-
lose) Initiator vieler Entwicklungen der Mathematik des
neunzehnten Jahrhunderts; Begriffe wie abelsche Grup-
pen, abelsche Integrale, abelsche Funktionen, abelsche
Varieẗaten, die auch in der heutigen Mathematik noch
allgegenẅartig sind, verdeutlichen seinen Einfluß. Zu
seinem 200. Geburtstag stiftete die norwegische Regierung
einen ABEL-Preises f̈ur Mathematik mit gleicher Ausstat-
tung und Vergabebedingungen wie die Nobelpreise; er-
ster Preistr̈ager war 2003 JEAN-PIERRE SERRE (∗1926)
vom Coll̀ege de France für seine Arbeiten̈uber algebra-
ische Geometrie, Topologie und Zahlentheorie.

Der ABELsche Satz besagt selbstverständlich nicht, daß Gleichungen
höheren als vierten Gradesunlösbarseien; er sagt nur, daß esim all-
gemeinennicht möglich ist, die L̈osungen durch Wurzelausdrücke in
den Koeffizienten darzustellen: Für eine allgemeine L̈osungsformel muß
man also außer Wurzeln und Grundrechenarten noch weitere Funktionen
zulassen. Beispielsweise fanden sowohl HERMITE als auch KRONECKER

1858 L̈osungsformeln f̈ur Gleichungen f̈unften Grades mit sogenannten
elliptischen Modulfunktionen; 1870 löste JORDAN damit Gleichungen
beliebigen Grades.

§6: Der Wurzelsatz von Vìete

In einem Großteil dieser Vorlesung wird es um Methoden gehen, wie
man trotz des Fehlens brauchbarer Lösungsformeln Aussagenüber die
Nullstellen von Polynomgleichungen höheren Grades machen kann. Die
folgende Methode f̈uhrt nur in speziellen F̈allen, dann aber mit sehr
geringem Aufwand zu Nullstellen:

Angenommen, wir haben ein Polynom

f (x) = x
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + · · · + a2x

2 + a1x + a0 ,

mit (nicht notwendigerweise verschiedenen) Nullstellenz1, . . . , zn.
Dann ist auchf (x) = (x − z1)(x − z2) · · · (x − zn). Ausmultiplizieren
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und Koeffizientenvergleich liefert uns die Gleichungen

an−1 = −(z1 + · · · + zn)

an−2 =
∑

i<j

zizj

an−3 = −
∑

i<j<k

zizjzk

...
...

a0 = (−1)nz1 · · · zn .

Allgemein istan−r bis aufs Vorzeichen gleich der Summe alle Produkte
ausr Wertenzi mit verschiedenem Index. Diese Summen bezeichnet
man als dieelementarsymmetrischen Funktionenin z1, . . . , zn und die
obigen Gleichungen als den Wurzelsatz von VIÈTE.

FRANÇOIS VIÈTE (1540–1603) studierte Jura an der
Universiẗat Poitiers, danach arbeitete er als Hauslehrer.
1573, ein Jahr nach dem Massaker an den Hugenotten,
berief ihn CHARLES IX (obwohl VIÈTE Hugenotte war)
in die Regierung der Bretagne; unter HENRI III wurde
er geheimer Staatsrat. 1584 wurde er auf Druck der
katholischen Liga vom Hofe verbannt und beschäftigte
sich fünf Jahre lang nur mit Mathematik. Unter HEN-
RI IV arbeitete er wieder am Hof und knackte u.a.
verschl̈usselte Botschaften an den spanischen König
PHILIP II. In seinem BuchIn artem analyticam isagoge
rechnete er als erster systematisch mit symbolischen
Größen.

Für eine quadratische Gleichungx2 + px + q = 0 besagt er einfach, daß
die Summe der L̈osungen gleich−p und das Produkt gleichq ist. Das
hatten wir bereits in bei der L̈osung kubischer Gleichungen ausgenutzt,
um zwei Zahlen mit vorgegebenen Werten für Summe und Produkt zu
berechnen.

Diese Summen, die sogenannten elementarsymmetrischen Funktionen,
sind für r-Werte im mittleren Bereich recht umfangreich, die beiden
Fälle r = 0 undr = n− 1 können aber gelegentlich ganz nützlich sein,
um Lösungen zu erraten:
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Falls wir aus irgendeinem Grund erwarten, daß alle Nullstellen ganz-
zahlig sind, folgt aus der Tatsache, daß ihr Produkt gleich (−1)na0 ist,
daß sie allesamt Teiler vona0 sein m̈ussen. Außerdem ist ihre Summe
gleich−an−1.

Bei der Gleichungf (x) = x3 − 7x + 6 = 0 etwa, die uns in§3 so viele
Schwierigkeiten machte, ist das Produkt aller Nullstellengleich −6;
falls sie alle ganzzahlig sind, kommen also nur±1,±2,±3 und±6
in Frage. Aus diesen acht Zahlen müssen wir drei (nicht notwendiger-
weise verschiedene) auswählen mit Produkt−6 und Summe null. Das
geht offensichtlich nur mit 1, 2 und−3; Einsetzen zeigt, daß dies auch
tats̈achlich Nullstellen sind.

Man beachte, daß dieses Einsetzen unbedingt notwendig ist:Bei der
Gleichung g(x) = x3 − 6x + 6 = 0 ḧatten wir genauso vorgehen
können und ẅaren auf dieselben drei Kandidaten gekommen, aber
g(1) = 1, g(2) = 2 undg(−3) = −3. Hier führt aber die L̈osungs-
formel aus§3 relativ schnell ans Ziel: Einsetzen der Parameterp = −6
undq = 6 in die Lösungsformel f̈uhrt zun̈achst auf

u =
3

√

−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
=

3

√
−3 +

√
9− 8 = 3

√
−2 =− 3

√
2

für die reelle Wurzel; die erste Lösung ist also

x1 = u− p

3u
= − 3
√

2− 2
3
√

2
= − 3
√

2− 3
√

4 .

Für die zweite und dritte L̈osung m̈ussen wir mituρ bzw.uρ̄ anstelle
vonu arbeiten und erhalten

x2 = − 3
√

2ρ− 2
3
√

2ρ
= − 3
√

2ρ− 3
√

4 ρ̄ und

x3 = − 3
√

2ρ− 2
3
√

2 ρ̄
= 3
√

2 ρ̄− 3
√

4ρ ,

was nach Einsetzen vonρ = − 1
2 + 1

2

√
3i und ρ̄ = − 1

2 − 1
2

√
3i auf die
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beiden komplexen L̈osungen

x2/3 = − 3
√

2

(
−1

2
±
√

3
2

i

)
− 3
√

4

(
−1

2
∓
√

3
2

i

)

=
3
√

2 + 3 3
√

4
2

±
√

3
(

3
√

2− 3
√

4
)

2
i

führt. Naẗurlich erfüllen auch diese Zahlen den Satz von VIÈTE, jedoch
nützt uns dieser nichts, um sie zu erraten.

Auch die ebenfalls aus§3 bekannte Gleichungf (x) = x3−21x−20 = 0
läßt sich nach VIÈTE leicht lösen: Hier ist das Produkt aller Null-
stellen gleich 20;falls sie alle ganzzahlig sind, kommen also nur
±1,±2,±4,±5,±10 und±20 in Frage. Aus diesen zwölf Zahlen
müssen wir drei (nicht notwendigerweise verschiedene) auswählen mit
Produkt 20 und Summe null. Das geht offensichtlich nur mit−1,−4
und 5, und wieder zeigt Einsetzen, daß dies auch tatsächlich Nullstellen
sind.

Betrachten wir als n̈achstes Beispiel das Polynom

f (x) = x
4 + 14x3− 52x2− 14x + 51

mit a0 = 51 = 3 · 17. Da das Produkt aller Nullstellen diesen Wert
haben muß, kommen – fallsalle Nullstellen ganzzahlig sind – für diese
nur die Werte±1,±3,±17 und±51 in Frage. Ẅare eine der Null-
stellen±51, müßten alle anderen den Betrag eins haben und die Summe
könnte nicht gleich−14 sein. Daher muß eine Nullstelle Betrag drei und
eine Betrag 17 haben, die beiden anderen Betrag eins. Produkt 51 und
Summe−14 erzwingt dabei offensichtlich, daß sowohl +1 als auch−1
Nullstellen sind, außerdem−17 und +3. Einsetzen zeigt, daß alle vier
auch tats̈achlich Nullstellen sind.

Beim Polynom

f (x) = x
6 + 27x5− 318x4− 5400x3− 10176x2 + 27648x + 32768

schließlich ista0 = 32768 = 215; hier wissen wir also nur, daß – sofern
alle Nullstellen ganzzahlig sind – jede Nullstelle die Form±2i haben
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muß, wobei die Summe aller Exponenten gleich 15 sein muß und die
Anzahl der negativen Vorzeichen gerade. Einsetzen zeigt, daß

−1, 2, −4, −8, 16, −32

die Nullstellen sind.

Man beachte, daß diese Vorgehensweise nur funktioniert, wenn das
Polynom ḧochsten Koeffizienten eins hat; andernfalls ist das Produkt
der Nullstellen gleich dem Quotienten aus konstantem Koeffizienten
und führendem Koeffizienten mal (−1)Grad.



Kapitel 2
Der Euklidische Algorithmus

Angenommen, wir suchen die gemeinsamen Nullstellen zweierPoly-
nome in derselben Veränderlichenx. Dann k̈onnen wir naẗurlich ver-
suchen, zun̈achst die Nullstellen eines der beiden Polynome zu finden
und dann durch Einsetzen züuberpr̈ufen, welche davon auch Null-
stellen des zweiten sind. Im Extremfall gibt es keinerlei gemeinsame
Nullstellen, und wir m̈ussen trotzdem zunächst alle Nullstellen eines
Polynoms von m̈oglicherweise hohem Grad berechnen.

Die bessere Alternative besteht darin, sich zunächst zuüberlegen, daß
es zu zwei Polynomen̈uber einem K̈orper (und auch noch unter deutlich
schẅacheren Voraussetzungen an die Koeffizienten) stets einen größten
gemeinsamen Teiler gibt, dessen Nullstellen genau die gemeinsamen
Nullstellen der beiden Polynome sind. Wenn sich dieser größte gemein-
same Teiler effizient berechnen läßt, m̈ussen wir nur noch seine Null-
stellen bestimmen, was aus Gradgründen meist erheblich einfacher sein
dürfte.

Die Existenz des größten gemeinsamen Teilers zweier Polynome be-
weist der EUKLID ische Algorithmus, der gleichzeitig auch zu dessen
Berechnung eingesetzt werden kann. Seine Anwendung auf einPoly-
nom und dessen Ableitung wird uns auf die sogenannte quadratfreie
Zerlegung eines Polynoms führen und damit auf einen ersten Schritt zur
Zerlegung eines Polynoms in irreduzible Faktoren.

Wir werden allerdings sehen, daß der EUKLID ische Algorithmus in seiner
einfachsten Form zu sehr unübersichtlichen und schwer handhabbaren
Zwischenergebnissen führen kann. Durch geeignete Modifikationen läßt
sich seine Effizienz ganz deutlich steigern. Diese Modifikationen f̈uhren
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uns allerdings in andere Zahlbereiche; um hier nicht wiederalles neu be-
weisen zu m̈ussen, wollen wir uns daher nicht darauf beschränken, den
EUKLID ischen Algorithmus f̈ur Polynome mit rationalen oder reellen
Koeffizienten zu betrachten, sondern gleich am Anfang eine algebrai-
sche Struktur definieren, die alles bietet, was für den EUKLID ischen Al-
gorithmus ben̈otigt wird, den EUKLID ischen Ring. Wenn wir dann später
größte gemeinsame Teiler anderer Objekte suchen, müssen wir uns nur
nochüberlegen, ob wir uns in einem EUKLID ischen Ring befinden; falls
ja, können wir alle Konstruktionen und Sätze einfacḧubernehmen.

§1: Euklidische Ringe

Wie wir im nächsten Abschnitt sehen werden, beruht der EUKLID ische
Algorithmus wesentlich auf der Division mit Rest. Ein EUKLID ischer
Ring soll daher definiert werden als eine algebraische Struktur, in der Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation und Division mit Restdurchgef̈uhrt
werden k̈onnen und den

”
gewohnten“ Regeln genügen. Konkret heißt

das folgendes:

Definition: a) Ein Ring ist eine MengeR zusammen mit zwei Rechen-
operationen

”
+“ und

”
·“ von R×R nachR, so daß gilt:

1.) R bildet bez̈uglich
”
+“ eine abelsche Gruppe, d.h. für die Addition

gilt das Kommutativgesetzf +g = g +f sowie das Assoziativgesetz
(f + g) + h = f + (g + h) für alle f, g, h ∈ R, es gibt ein Element
0 ∈ R, so daß 0 +f = f + 0 = f für allef ∈ R, und zu jedemf ∈ R
gibt es ein Element−f ∈ R, so daßf + (−f ) = 0 ist.

2.) Die Verkn̈upfung
”
·“: R × R → R erfüllt das Assoziativgesetz

f (gh) = (fg)h, und es gibt ein Element 1∈ R, so daß 1f = f1 = f .
3.)

”
+“ und

”
·“ erfüllen die Distributivgesetzef (g + h) = fg + fh und

(f + g)h = fh + gh.

b) Ein Ring heißtkommutativ,falls zus̈atzlich noch das Kommutativge-
setzfg = gf der Multiplikation gilt.
c) Ein Ring heißtnullteilerfrei wenn gilt: Falls ein Produktfg = 0 ver-
schwindet, muß mindestens einer der beiden Faktorenf, g gleich Null
sein. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring heißtIntegritätsbereich.



 Computeralgebra WS2011

Natürlich ist jeder K̈orper ein Ring; f̈ur einen K̈orper werden schließlich
genau dieselben Eigenschaften gefordert und zusätzlich auch noch die
Kommutativiẗat der Multiplikation sowie die Existenz multiplikativer
Inverser. Ein K̈orper ist somit insbesondere auch ein Integritätsbereich.

Das bekannteste Beispiel eines Rings, der kein Körper ist, sind die
ganzen Zahlen; auch sie bilden einen Integritätsbereich.

Auch die Menge

k[x] =

{
n∑

i=0

aix
i

∣∣∣∣ n ∈ N0, ai ∈ k

}

aller Polynome mit Koeffizienten aus einem Körperk ist ein Integriẗats-
bereich; ersetzt man den Körperk durch einen beliebigen kommutativen
RingR, istR[x] immerhin noch ein Ring. Man̈uberlegt sich leicht, daß
R[x] genau dann ein Integritätsbereich ist, wenn auchR einer ist.

Als Beispiel eines nichtkommutativen Rings können wir die Menge
aller n × n-Matrizen über einem K̈orper betrachten; dieser Ring hat
auch Nullteiler, denn beispielsweise ist

(
1 0
0 0

)(
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
,

obwohl keiner der beiden Faktoren die Nullmatrix ist.

Was uns nun noch fehlt, ist eine Division mit Rest. Für Zahlena, b, q, r
ausN0 ist die Aussage

a : b = q Restr

äquivalent zu den beiden Bedingungen

a = bq + r und 0≤ r < b .

Die erste dieser Bedingungen können wir in einem beliebigen Ring
hinschreiben, eine Kleinerrelation haben wir dort allerdings nicht. An-
dererseits brauchen wir aber etwas nach Art der zweiten Bedingung:
Falls der Divisionsrest nicht in irgendeiner Weise kleinerals der Divisor
sein muß, k̈onnten wir einfachimmersagena : b = 0 Resta, was nicht
sonderlich viel n̈utzt.
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Wir fordern deshalb die Existenz einer Funktionν: R r {0} → N0, die
im Falle eines von Null verschiedenen Divisionsrests für den Rest einen
kleineren Wert annimmt als für den Divisor:

Definition: Ein EUKLID ischer Ring ist ein IntegritätsbereichR zusam-
men mit einer Abbildungν: R r {0} → N0, so daß gilt: Istf = gh, so
ist ν(f ) ≥ max

(
ν(g), ν(h)

)
, und zu je zwei Elementenf, g ∈ R gibt es

Elementeq, r ∈ R mit

f = qq + r und r = 0 oderν(r) < ν(g) .

Wir schreiben auchf : g = q Restr und bezeichnenr als Divisionsrest
bei der Division vonf durchg.

Standardbeispiel sind auch hier wieder die ganzen Zahlen, wo wir alsν
einfach die Betragsfunktion nehmen können. Quotient und Divisions-
rest sind durch die Forderungν(r) < ν(y) allerdings nicht eindeutig
festgelegt, beispielsweise ist im Sinne dieser Definition

11 : 3 = 3 Rest 2 und 11 : 3 = 4 Rest− 1 .

Die Definition des EUKLID ischen Rings verlangt nur, daß esmindestens
eine Darstellung gibt; Eindeutigkeit ist nicht gefordert.

Das f̈ur uns im Augenblick wichtigste Beispiel ist der Polynomringk[x]
über einem K̈orperk; hier zeigt die bekannte Polynomdivision mit Rest,
daß die Bedingungen erfüllt sind bez̈uglich der Abbildung

ν:

{
k[x] r {0} → N0

f 7→ Gradf
.

Hier ist es allerdings wichtig, daßk ein Körper ist: Bei der Polynom-
division mit Rest m̈ussen wir schließlich die führenden Koeffizienten
durcheinander dividieren, und das wäre etwa im PolynomringZ[x] nicht
möglich.

Dies beweist freilich nicht, daßZ[x] keinEUKLID ischer Ring ẅare, denn
in der Definition war ja nur gefordert, daß es für irgendeineFunktionν
irgendeinDivisionsverfahren gibt; dessen Nichtexistenz ist sehr schwer
zu zeigen – es sei denn, eine der im folgenden hergeleiteten Eigenschaf-
ten eines EUKLID ischen Rings ist nicht erfüllt. Bei Z[x] ist dies, wie wir
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bald sehen werden, bei der linearen Kombinierbarkeit des ggT in der Tat
der Fall, so daßZ[x] kein EUKLID ischer Ring sein kann.

Ein weiteres bekanntes Beispiel eines EUKLID ischen Rings ist der Ring
der GAUSSschen Zahlen, d.h. die Menge aller komplexer Zahlen mit
ganzzahligem Real- und Imaginärteil; hier k̈onnen wirν(x+iy) = x2+y2

setzen. Da dieser Ring hier keine Rolle spielen wird, sei aufeinen Beweis
verzichtet.

§2: Der größte gemeinsame Teiler

Bevor wir uns mit der Berechnung des größten gemeinsamen Teilers
zweier Elemente eines EUKLID ischen Rings beschäftigen, m̈ussen wir
zun̈achst definieren, was das sein soll. Da es bei der Division durch einen
Nullteiler keinen eindeutigen Quotienten geben kann, beschränken wir
uns auf Integriẗatsbereiche.

Definition: R sei ein Integriẗatsbereich.
a) Ein Elementh ∈ R heißt Teiler vonf ∈ R, in Zeichenh|f , wenn es
ein q ∈ R gibt, so daßf = qh ist.
b) h ∈ R heißt größter gemeinsamer Teiler(kurz ggT) der beiden
Elementef undg ausR, wennh Teiler vonf und vong ist und wenn
für jeden anderen gemeinsamen Teilerr vonf undg gilt: r|h.
c) Zwei Elementef, g ∈ R heißenassoziiert,wennf Teiler vong und
g Teiler vonf ist.
d) Ein Elementu ∈ R heißtEinheit,falls es einv ∈ R gibt mit uv = 1.
Die Menge aller Einheiten vonR bezeichnen wir mitR×.

In einem K̈orper ist naẗurlich jedes von null verschiedene Element Teiler
eines jeden anderen Elements und damit auch eine Einheit; inZ dage-
gen sind±1 die beiden einzigen Einheiten, und zwei ganze Zahlen sind
genau dann assoziiert, wenn sie sich höchstens im Vorzeichen unter-
scheiden.

Man beachte, daß wir beim größten gemeinsamen Teiler die
”
Größe“

über Teilbarkeit definieren; von daher ist außer 2 auch−2 ein gr̈oßter
gemeinsamer Teiler von 8 und 10. Insbesondere ist

”
der“ größte gemein-

same Teiler also im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, was uns bei
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seiner Berechnung in Polynomringen noch einiges an Problemen schaf-
fen wird.

In einem Polynomring̈uber einem Integriẗatsbereich ist der Grad des
Produkts zweier Polynome gleich der Summe der Grade der Faktoren;
da das konstante Polynom eins Grad null hat, muß daher jede Einheit
Grad null haben; die Einheiten vonR[x] sind also genau die Einheiten
vonR. Speziell f̈ur Polynomringëuber Körpern sind dies genau die von
null verschiedenen Konstanten.

Damit wissen wir auch, wann zwei Polynome assoziiert sind:

Lemma: Zwei von null verschiedene Elementef, g eines Integriẗats-
bereichs sind genau dann assoziiert, wenn es eine Einheitu gibt, so daß
f = ug ist.

Beweis:Eine Einheitu ∈ R hat nach Definition ein Inversesu−1 ∈ R,
und ausf = ug folgt g = u−1f . Somit istf Teiler vong undg Teiler
vonf ; die beiden Elemente sind also assoziiert.

Sind umgekehrtf, g ∈ Rr{0} assoziiert, so gibt es Elementeu, v ∈ R
derart, daßg = uf und f = vg ist. Damit ist g = uf = uvg und
f = vg = vuf , also (1− uv)g = 0 und (1− vu)f = 0. Da wir in
einem Integriẗatsbereich sind undf, g nicht verschwinden, muß somit
uv = vu = 1 sein, d.h.u undv sind Einheiten.

Damit sind also zwei Polynomëuber einem K̈orper genau dann assozi-
iert, wenn sie sich nur um eine von null verschiedene multiplikative
Konstante unterscheiden. Nur bis auf eine solche Konstantekönnen wir
auch den gr̈oßten gemeinsamen Teiler zweier Polynome bestimmen,
denn allgemein gilt:

Lemma: Der gr̈oßte gemeinsame Teiler zweier Polynome ist bis bis auf
Assoziiertheit eindeutig. Sind alsoh und h̃ zwei gr̈oßte gemeinsame
Teiler der beiden Elementef und g, so sindh und h̃ assoziiert; ist
umgekehrth ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler vonf und g und ist h̃
assoziiert zuh, so ist auchh̃ ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler vonf
undg.
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Beweis:Sindh undh̃ größte gemeinsame Teiler, so sind sie insbesondere
gemeinsame Teiler und damit Teiler eines jeden größte gemeinsamen
Teilers. Somit m̈ussenh und h̃ einander teilen, sind also assoziiert. Ist
h ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler undh̃ assoziiert zuh, so teilth̃ jedes
Vielfache vonh, ist also auch ein gemeinsamer Teiler, und dah jeden
gemeinsamen Teiler teilt, gilt dasselbe auch für h̃. Somit ist auch̃h ein
größter gemeinsamer Teiler.

§3: Berechnung des größten gemeinsamen Teilers

Hier kommen wir endlich zum EUKLID ischen Algorithmus.

Bei EUKLID , in Proposition 2 des siebten Buchs seinerElemente,wird er
so beschrieben (nach derÜbersetzung von CLEMENS THAER in Oswalds
Klassiker der exakten Wissenschaften, Band 235):

Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind,
ihr größtes gemeinsames Maß zu finden.

Die zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander
sind, seien AB,Γ∆. Man soll das gr̈oßte gemeinsame Maß
von AB,Γ∆ finden.

A B

Γ ∆

Wenn Γ∆ hier AB mißt – sich selbst mißt es auch – dann
ist Γ∆ gemeinsames Maß vonΓ∆, AB. Und es ist klar, daß
es auch das größte ist, denn keine Zahl größerΓ∆ kannΓ∆

messen.

WennΓ∆ aber AB nicht mißt, und man nimmt bei AB,Γ∆
abwechselnd immer das kleinere vom größeren weg, dann
muß (schließlich) eine Zahl̈ubrig bleiben, die die vorange-
hende mißt. Die Einheit kann nämlich nicht übrig bleiben;
sonst m̈ußten AB,Γ∆ gegeneinander prim sein, gegen die
Voraussetzung. Also muß eine Zahlübrig bleiben, die die vo-
rangehende mißt.Γ∆ lasse, indem es BE mißt, EA, kleiner
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als sich selbsẗubrig; und EA lasse, indem es∆Z mißt, ZΓ,
kleiner als sich selbsẗubrig; undΓZ messe AE.

A E B

Γ Z ∆

H

DaΓZ AE mißt und AE∆Z, mußΓZ auch∆Z messen; es mißt
aber auch sich selbst, muß also auch das GanzeΓ∆ messen.
Γ∆ mißt aber BE; also mißtΓZ auch BE; es mißt aber auch
EA, muß also auch das Ganze BA messen. Und es mißt auch
Γ∆; ΓZ mißt also AB undΓ∆; also istΓZ gemeinsames Maß
von AB, Γ∆. Ich behaupte, daß es auch das größte ist. Ẅare
nämlichΓZ nicht das gr̈oßte gemeinsame Maß von AB,Γ∆,
so m̈ußte irgendeine Zahl größerΓZ die Zahlen AB undΓ∆
messen. Dies geschehe; die Zahl sei H. Da H dannΓ∆ mäße
undΓ∆ BE mißt, m̈aße H auch BE; es soll aber auch das Ganze
BA messen, m̈ußte also auch den Rest AE messen. AE mißt
aber∆Z; also m̈ußte H auch∆Z messen; es soll aber auch
das Ganze∆Γ messen, m̈ußte also auch den RestΓZ messen,
als gr̈oßere Zahl die kleinere; dies ist unmöglich. Also kann
keine Zahl gr̈oßerΓZ die Zahlen AB undΓ∆ messen;ΓZ ist
also das gr̈oßte gemeinsame Maß von AB,Γ∆; dies hatte man
beweisen sollen.

Es ist nicht ganz sicher, ob EUKLID wirklich gelebt hat;
das nebenstehende Bild aus dem 18. Jahrhundert ist mit
Sicherheit reine Phantasie. EUKLID ist vor allem bekan-
nt als Autor derElemente,in denen er u.a. die Geomet-
rie seiner Zeit systematisch darstellte und (in gewisser
Weise) auf wenige Definitionen sowie die berühmten
fünf Postulate zur̈uckführte. Diese Elemente entstanden
um 300 v. Chr. und waren zwar nicht der erste, aber doch
der erfolgreichste Versuch einer solchen Zusammenfas-
sung. EUKLID arbeitete wohl am Museion in Alexan-
drien; außer den Elementen schrieb er noch ein Buch
über Optik und weitere, teilweise verschollene Bücher.
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Was hier als erstes̈uberrascht, ist die Beschränkung auf nicht zueinan-
der teilerfremde Zahlen. Der Grund dafür liegt darin, daß die klassische
griechische Philosophie und Mathematik die Eins nicht als Zahl be-
trachtete: Zahlen begannen erst bei der Zwei, und auch Mengen mußten
mindestens zwei Elemente haben. Auch bei den Aristotelischen Syllo-
gismen mußte sich ein Prädikat auf mindestens zweielementige Klassen
beziehen: Die oft als klassischer Syllogismus zitierte Schlußweise

Alle Menschen sind sterblich
SOKRATES ist ein Mensch
Also ist SOKRATESsterblich

wäre von ARISTOTELESnicht anerkannt worden, denn es gab schließlich
nur einen SOKRATES. Erst bei seinen Nachfolgern, den Peripatetikern,
setzte sich langsam auch die Eins als Zahl durch; ihr Zeitgenosse EUKLID

macht noch brav eine Fallunterscheidung: In Proposition 1,unmittelbar
vor der hier abgedruckten Proposition 2, führt er praktisch dieselbe
Konstruktion durch f̈ur teilerfremde Zahlen.

Als zweites f̈allt auf, daß EUKLID seine Konstruktion rein geomet-
risch durchf̈uhrt; wenn er von einer Strecke eine andere Strecke abträgt
solange es geht, ist das natürlich in unserer heutigen arithmetischen
Sprache gerade die Konstruktion des Divisionsrests bei derDivision der
beiden Streckenlängen durcheinander.

Die wesentliche Operation beim EUKLID ischen Algorithmus ist somit
die Division mit Rest, und die haben wir (nach Definition) in jedem
EUKLID ischen Ring. Tats̈achlich funktioniert der so modifizierte EUK-
LID ische Algorithmus in jedem EUKLID ischen Ring und berechnet dort
den gr̈oßten gemeinsamen Teiler.

In heutiger Sprache ausgedrückt beruht der EUKLID ische Algorithmus
auf folgenden beiden Tatsachen:
1. Wenn wir zwei Elementef, g eines EUKLID ischen Rings mit Rest

durcheinander dividieren, so istf : g = q Restr äquivalent zu jeder
der beiden Gleichungen

f = qg + r und r = f − qg .
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Diese zeigen, daß jeder gemeinsame Teiler vonf und g auch ein
gemeinsamer Teiler vong und r ist und umgekehrt. Die beiden
Paare (f, g) und (g, r) haben also dieselben gemeinsamen Teiler und
damit auch denselben größten gemeinsamen Teiler:

ggT(f, g) = ggT(g, r) .

2. ggT(f, 0) = f , denn jedes Element eines Integritätsbereichs teilt die
Null.

Aus diesen beiden Beobachtungen folgt nun leicht

Satz:In einem EUKLID ischen Ring gibt es zu je zwei Elementenf, g ∈ R
stets einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler. Dieser kann nach folgendem
Algorithmus berechnet werden:
Schritt 0: Setzer0 = f undr1 = g
Schritti, i ≥ 1: Fallsri = 0 ist, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis
ggT(f, g) = ri−1; andernfalls wirdri−1 mit Rest durchri dividiert,
wobeiri+1 der Divisionsrest sei.
Der Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten und liefert den
größten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Wir überlegen uns als erstes, daß imi-ten Schritt f̈ur i ≥ 1 stets
ggT(f, g) = ggT(ri−1, ri) ist. Für i = 1 gilt dies nach der Konstruktion
im nullten Schritt. Falls es imi-ten Schritt f̈ur ein i ≥ 1 gilt und
der Algorithmus nicht mit demi-ten Schritt abbricht, wird dortri+1
als Rest bei der Division vonri−1 durch ri berechnet; wie wir oben
gesehen haben, ist somit ggT(ri, ri+1) = ggT(ri−1, ri), und das ist nach
Induktionsvoraussetzung gleich dem ggT vonf undg.

Falls der Algorithmus imi-ten Schritt abbricht, ist dortri = 0. Außerdem
ist dort wie in jedem anderen Schritt auch ggT(f, g) = ggT(ri−1, ri).
Somit istri−1 der ggT vonf undg.

Schließlich muß noch gezeigt werden, daß der Algorithmus nach endlich
vielen Schritten abbricht. Dazu dient die Funktionν: Nach Definition
eines EUKLID ischen Rings ist imi-ten Schritt entwederν(ri) < ν(ri−1)
oder ri = 0. Da ν nur naẗurliche Zahlen und die Null als Werte an-
nimmt und es keine unendliche absteigende Folge solcher Zahlen gibt,
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muß nach endlich vielen Schrittenri = 0 sein, womit der Algorithmus
abbricht.

Als erstes Beispiel wollen wir den EUKLID ischen Algorithmus anwenden
auf zwei ganze Zahlen: Um den ggT von 200 und 148 zu Berechnen,
müssen wir als erstes 200 durch 148 dividieren:

200 : 148 = 1 Rest 52

Als nächstes wird 148 durch 52 dividiert:

148 : 52 = 2 Rest 44

Weiter geht es mit der Division von 52 durch 44:

52 : 44 = 1 Rest 8

Im nächsten Schritt dividieren wir

44 : 8 = 5 Rest 4

und kommen schließlich mit

8 : 4 = 2 Rest 0

zu einer Division,die aufgeht. Somit haben 200 und 148 den größten
gemeinsamen Teiler vier.

Als zweites Beispiel wollen wir den größten gemeinsamen Teiler der
beiden Polynome

f = x
8 + x

6 − 3x
4 − 3x

3 + 8x2 + 2x− 5

und
g = 3x6 + 5x4 − 4x

2 − 9x + 21

ausQ[x] berechnen. Da Polynomdivision aufwendiger ist als die obigen
Rechnungen, wollen wir die Rechenarbeit von Maple erledigen lassen.
Wir brauchen dazu im wesentlichen nur den Befehlrem(f, g, x),
der den Rest bei der Division vonf durchg berechnet, wobeif undg
als Polynome inx aufgefaßt werden. Falls uns auch der Quotient inter-
essiert, k̈onnen wir den durchquo(f, g, x) berechnen lassen. Alter-
nativ können wir aber auch dem Befehlrem noch ein viertes Argument
geben: Die Eingaberem(f, g, x, ’q’) führt auf dasselbe Ergebnis
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wie rem(f, g, x), weist aber zus̈atzlich noch der Variablenq den
Wert des Quotienten zu. Dasq muß dabei in Hochkommata stehen, weil
auf der linken Seite einer Zuweisung eine Variable stehen muß. Falls
der Quotient etwa das Polynomx2 + x + 1 wäre und die Variableq aus
einer vorigen Rechnung den Wertx−3 hätte, ẅurderem(f, g, x, q)

versuchen, die Zuweisungx−3 := x2 +x+1 auszuf̈uhren, was natürlich
Unsinn ist und auf eine Fehlermeldung führt. Die Hochkommata in’q’
sorgen daf̈ur, daß unabḧangig von einem etwaigen vorigen Wert vonq in
jedem Fall nur der Variablennameq verwendet wird, so daß die sinnvolle
Anweisungq := x2 + x + 1 ausgef̈uhrt wird.

> f := x^8 + x^6 - 3*x^4 - 3*x^3 + 8*x^2 + 2*x - 5;

f := x
8 + x

6− 3x
4 − 3x

3 + 8x2 + 2x− 5

> g := 3*x^6 + 5*x^4 - 4*x^2 - 9*x + 21;

g := 3x6 + 5x4 − 4x
2 − 9x + 21

> r2 := rem(f, g, x, ’q’); q;

r2 :=−5
9
x

4 +
1
9
x

2 − 1
3

x2

3
− 2

9
> r3 := rem(g, r2, x);

r3 :=−117
25

x
2 − 9x +

441
25

> r4 := rem(r2, r3, x);

r4 =
233150
6591

x− 102500
2197

> r5 := rem(r3, r4, x);

r5 :=
1288744821
543589225

> r6 := rem(r4, r5, x);

r6 := 0

Der ggT vonf undg ist somitr5 = 1288744821
543589225. Da der ggT nur bis auf

eine multiplikative Konstante bestimmt ist, können wir freilich genauso
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gut sagen, der ggT vonf und g sei eins. In der Tat liefert uns Maple
auch diese Antwort, wenn wir direkt nach dem ggT vonf undg fragen:

> gcd(f, g);

1

Die Frage ist nun: M̈ussen wir wirklich mit so riesigen Brüchen wier5
rechnen, um auf diese einfache Antwort zu kommen?

Da der gr̈oßte gemeinsame Teiler ohnehin nur bis auf eine multiplika-
tive Konstante bestimmt ist, bestünde ein einfacher Ausweg darin, vor
jeder Polynomdivision den Dividenden mit einer geeignetenKonstan-
ten zu multiplizieren um so sicherzustellen, daß beim Dividieren keine
Nenner auftreten. Bei der Division eines Polynoms vom Gradn durch
ein Polynom vom Gradm ≤ n wird bis zun −m + 1 mal durch den
führenden Koeffizientena des Divisors dividiert; wir m̈ussen als den
Dividenden vorher mitan−m+1 multiplizieren. Im obigen Beispiel führt
das auf folgende Rechnung:

> r2 := rem(3^3*f, g, x);

r2 :=−15x4 + 3x2− 9

> r3 := rem((-15)^3*g, r2, x);

r3 := 15795x2 + 30375x− 59535

> r4 := rem(15795^3*r2, r3, x);

r4 := 1254542875143750x− 1654608338437500

> r5 := rem(1254542875143750^2*r3, r4, x);

r5 := 12593338795500743100931141992187500

Verglichen mit der Gr̈oße der Ausgangsdaten und des Ergebnisses entste-
hen auch hier wieder riesige Zahlen. Das ist leider kein Einzelfall: Auch
wenn es sich hier um ein (von DONALD E. KNUTH für sein BuchThe
Art of Computer Programming,Abschnitt 4.6.1) konstruiertes beson-
ders extremes Beispiel handelt, zeigt die Erfahrung, daß wir es beim
EUKLID ischen Algorithmus f̈ur Polynomeüber den rationalen Zahlen
oft mit einer Explosion der Koeffizienten zu tun haben, die inkeiner
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Weise der Komplexiẗat des Ergebnisses entspricht. Wenn wir den Algo-
rithmus ernsthaft auf größere Polynome anwenden wollen, sollten wir
nach Wegen suchen, um dieses Problem zu umschiffen.

Solche Wege gibt es in der Tat; für ihr Versẗandnis ist allerdings einiges
mehr an Theorie erforderlich als für den hier behandelten einfachen
EUKLID ischen Algorithmus.

§4: Der erweiterte Euklidische Algorithmus

Zur Bestimmung des ggT zweier Elemente eines EUKLID ischen RingsR
berechnen wir eine Reihe von Elementenri, wobeir0 undr1 die Aus-
gangsdaten sind und alle weiterenri durch Division mit Rest ermittelt
werden:

ri−1 : ri = qi Restri+1

Damit istri+1 = ri−1 − qiri als Linearkombination seiner beiden Vor-
gängerri und ri−1 mit Koeffizienten ausR darstellbar, die wiederum
R-Linearkombinationenihrer Vorgänger sind,usw.Wenn wir alle diese
Darstellungen ineinander einsetzen, erhalten wirri schließlich als Lin-
earkombination der Ausgangselemente. Dies gilt insbesondere f̈ur das
letzte nichtverschwindenderi, den ggT. Der ggT zweier Elementef, g
eines EUKLID ischen Rings ist somit darstellbar alsR-Linearkombination
vonf undg.

Algorithmisch sieht dies folgendermaßen aus:

Schritt 0: Setzer0 = f , r1 = g, α0 = β1 = 1 undα1 = β0 = 0. Mit i = 1
ist dann

ri−1 = αi−1a + βi−1b und ri = αia + βib .

Diese Relationen werden in jedem der folgenden Schritte erhalten:

Schritt i, i ≥ 1: Fallsri = 0 ist, endet der Algorithmus mit

ggT(f, g) = ri−1 = αi−1f + βi−1g .

Andernfalls dividiere manri−1 mit Rest durchri mit dem Ergebnis

ri−1 = qiri + ri+1 .
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Dann ist

ri+1 = −qiri + ri−1 = −qi(αif + βig) + (αi−1f + βi−1g)

= (αi−1− qiαi)f + (βi−1− qiβi)g ;

man setze also

αi+1 = αi−1 − qiαi und βi+1 = βi−1− qiβi .

Da die Schritte hier einfach Erweiterungen der entsprechenden Schritte
des klassischen EUKLID ischen Algorithmus sind, ist klar, daß auch dieser
Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht und alsErgebnis
den ggT liefert. Da die beiden Relationen aus Schritt 0 in allen weiteren
Schritten erhalten bleiben, ist auch klar, daß dieser ggT amEnde als
Linearkombination dargestellt ist.

Obwohl es keinerlei Anhaltspunkt dafür gibt, daß diese Erweiterung
EUKLID bekannt gewesen sein könnte, bezeichnet man sie als dener-
weitertenEUKLID ischen Algorithmus, Vor allem in der französischen
Literatur wird die Darstellung des ggT als Linearkombination auch als
Identiẗat von B́EZOUT bezeichnet, da dieser sie 1766 in einem Lehrbuch
beschrieb und als erster auch auf Polynome anwandte. Für Zahlen ist die
Erweiterung jedoch bereits 1624 zu finden in der zweiten Auflage des
BuchsProblèmes plaisants et délectables qui se fonts par les nombres
von BACHET DE MÉZIRIAC. (Eine vereinfachte Ausgabe dieses Buchs
von 1874 wurde 1993 bei Blanchard neu aufgelegt; sie ist auchonline
verfügbar untercnum.cnam.fr/DET/8PY45.html.)

CLAUDE GASPAR BACHET SIEUR DE MÉZIRIAC (1581-
1638) verbrachte den größten Teil seines Lebens in sei-
nem Geburtsort Bourg-en-Bresse. Er studierte zwar bei
den Jesuiten in Lyon und Milano und trat 1601 in den Or-
den ein, trat aber bereits 1602 wegen Krankheit wieder
aus und kehrte nach Bourg zurück. Sein Buch erschien
erstmals 1612, Am bekanntesten ist BACHET für seine
lateinischeÜbersetzung derArithmetikavon DIOPHAN-
TOS. In einem Exemplar davon schrieb FERMAT seine
Vermutung an den Rand. Auch Gedichte von BACHET

sind erhalten. 1635 wurde er Mitglied der französischen
Akademie der Wissenschaften.
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ETIENNE BÉZOUT (1730-1783) wurde in Nemours in
der Ile-de-France geboren, wo seine Vorfahren Ma-
gistrate waren. Er ging stattdessen an die Akademie
der Wissenschaften; seine Hauptbeschäftigung war die
Zusammenstellung von Lehrbüchern f̈ur die Militäraus-
bildung. Im 1766 erschienenen dritten Band (von vier)
seinesCours de Math́ematiques̀a l’usage des Gardes
du Pavillon et de la Marineist die Identiẗat von B́EZOUT

dargestellt. Seine B̈ucher waren so erfolgreich, daß
sie ins Englischëubersetzt und z.B. in Harvard als
Lehrb̈ucher benutzt wurden. Heute ist er vor allem
bekannt durch seinen Beweis, daß sich zwei Kurven der
Graden und m in höchstensnm Punkten schneiden
können.

Als Beispiel wollen wir den ggT von 200 und 148 als Linearkombination
darstellen. Der Rechengang ist natürlich genau derselbe wie in§3, nur
daß wir jetzt noch in jedem Schritt den Divisionsrest als ganzzahlige
Linearkombination von 200 und 148 darstellen.

Im nullten Schritt haben wir 200 und 148 als die trivialen Linearkombi-
nationen

200 = 1· 200 + 0· 148 und 148 = 0· 200 + 1· 148 .

Im ersten Schritt dividieren wir, da 148 nicht verschwindet, 200 mit Rest
durch 148:

200 = 1· 148 + 52=⇒ 52 = 1· 200− 1 · 148

Da auch 526= 0 ist, dividieren wir im zweiten Schritt 148 durch 52 mit
Ergebnis 148 = 2· 52 + 44, d.h.

44 = 148− 2 · (1 · 200− 1 · 148) = 3· 148− 2 · 200

Auch 44 6= 0, wir dividieren also weiter: 52 = 1· 44 + 8 und

8 = 52− 44 = (1· 200− 1 · 148)− (3 · 148− 2 · 200)

= 3 · 200− 4 · 148 .

Im nächsten Schritt erhalten wir 44 = 5· 8 + 4 und

4 = 44− 5 · 8 = (3 · 148− 2 · 200)− 5 · (3 · 200− 4 · 148)

= 23 · 148− 17 · 200 .
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Bei der Division von acht durch vier schließlich erhalten wir Divisi-
onsrest Null; damit ist vier der ggT von 148 und 200 und kann in
der angegebenen Weise linear kombiniert werden. Diese Darstellung
ist freilich nicht eindeutig: Beispielsweise können wir beliebige Viel-
fache der trivialen Darstellung 200· 148− 148 · 200 = 0 der Null
addieren. Tats̈achlich k̈onnen wir diese auch noch durch den ggT kürzen
zu 50· 148− 36 · 200 = 0; wir haben also für jede ganze Zahlk eine
Darstellung 1 = (23 + 50k) · 148− (17 + 36k) · 200.

Wir können den erweiterten EUKLID ischen Algorithmus natürlich auch
auf die beiden Polynomef undg aus dem vorigen Paragraphen anwen-
den, allerdings ist das Ergebnis alles andere als schön: 1 = αf + βg,
wobei α ein Polynom vom Grad fünf und β eines vom Grad sieben
ist. Der Hauptnenner der Koeffizienten ist in beiden Fällen 130 354.
Wir können den Algorithmus allerdings verwenden, um ein negatives
Resultat zu beweisen:

Lemma: Der RingZ[x] aller Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten
ist nicht EUKLID isch.

Beweis:Wir wissen zwar noch nicht, daß zwei beliebige Elemente
von Z[x] auch in Z[x] einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler haben, es
ist aber klar, daß der größte gemeinsame Teiler der beiden Polynomex
und 2 existiert und eins ist: Die einzigen Teiler von 2 sind±1 und±2,
und±2 sind keine Teiler vonx. Wäre Z[x] ein EUKLID ischer Ring,
gäbe es also Polynomeα, β ∈ Z[x], so daßαx + 2β = 1 wäre. Der
konstante Koeffizient vonαx + 2β ist aber das Doppelte des konstanten
Koeffizienten vonβ, also eine gerade Zahl. Somit kann es keine solche
Darstellung geben.

(In Q[x] gibt es selbstverständlich so eine Darstellung: 1 = 0· x + 1
2 · 2.

Allerdings ist dort 2 ohnehin ein Teiler vonx.)

§5: Die endlichen Primkörper

Die Explosion der Koeffizienten bei der Rechnung in§3 hängt naẗurlich
damit zusammen, daß wir mit rationalen Zahlen gerechnet haben.Über
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einem endlichen K̈orper gibt es nur endlich viele M̈oglichkeiten f̈ur
jeden Koeffizienten, er kann also nicht unbegrenzt wachsen.

In der Computeralgebra führt man deshalb Probleme mit ganzzahligen
Koeffizienten gerne zurück auf solcheüber endlichen K̈orpern, und
auch das g̈angigste Verfahren zur effizienten Berechnung des größten
gemeinsamen Teilers zweier Polynome verwendet diese Strategie.

Für eine zusammengesetzte Zahln = pq mit p, q > 1 bilden die Zahlen
modulon offensichtlich keinen K̈orper, dennp modn undq modn sind
beide von Null verschieden, aber ihr Produktpq modn = n modn = 0
verschwindet. Daher m̈ussen wir uns auf Primzahlen beschränken, und
hier gilt

Satz:Für jede Primzahlp ist die MengeFp = {0, 1, . . . , p− 1}mit den
Operationen

a⊕ b = (a + b) modp und a⊗ b = (a · b) modp

ein Körper. Alle vier Grundrechenarten inFp können algorithmisch
ausgef̈uhrt werden.

Beweis:Es ist klar, daß alle die Addition betreffenden Körperaxiome
sowie die Distributivgesetze erfüllt sind und daß sich Addition, Sub-
traktion und Multiplikation problemlos durchführen lassen. Auch mit
Assoziativ- und Kommutativgesetz der Multiplikation gibtes keinerlei
Probleme, und natürlich ist 1∈ Fp Neutralelement bez̈uglich der Multi-
plikation. Bis hierher ist es auch völlig egal, obp eine Primzahl ist oder
nicht.

Zu zeigen bleibt die Existenz von multiplikativen Inversen.

Seien alsob ∈ Fp r {0}. Dann ist 1≤ b ≤ p− 1, d.h.b ist teilerfremd
zup, da die Primzahlp keine echten Teiler hat. Der größte gemeinsame
Teiler von b und p ist also die Eins, und mit Hilfe des erweiterten
EUKLID ischen Algorithmus k̈onnen wir sie darstellen als ganzzahlige
Linearkombination vonb undp:

1 = αb + βp mit α, β ∈ Z.

Somit istαb ≡ 1 modp, d.h.α modp ist ein multiplikatives Inverses
vona und l̈aßt sich mit Hilfe des erweiterten EUKLID ischen Algorithmus
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auch effektiv berechnen. Damit können alle Quotienten algorithmisch
berechnet werden, denna/b = a · b−1.

Im folgenden werden wir auf die Symbole⊕ und⊙ verzichten und
Addition sowie Multiplikation auch inFp einfach mit dem geẅohnlichen
Plus- und Malzeichen schreiben.

DaFp ein Körper ist, bilden die PolynomëuberFp einen EUKLID ischen
Ring, wir können also mit dem EUKLID ischen Algorithmus gr̈oßte
gemeinsame Teiler berechnen. Das Problem explodierender Koeffizien-
ten, mit dem wir in§3 zu k̈ampfen hatten, existiert hier nicht, denn jedes
Divisionsergebnis ist einfach wieder ein Element vonFp, also eine ganze
Zahl zwischen 0 undp− 1.

Zur Illustration betrachten wir die beiden Polynome aus§3 über dem
Körper mit elf Elementen. Der Operatormod sorgt daf̈ur, daß Maple
etwas modulo dem zweiten Argument des Operators betrachtet; wir
erhalten also

> f mod 11;

x
8 + x

6 + 8x4 + 8x3 + 8x2 + 2x + 6

> g mod 11;

3x
6 + 5x4 + 7x2 + 2x + 10

Bei der Berechnung von Quotienten und Divisionsresten dürfen wir al-
lerdings nicht einfachrem(f, g, x) mod 11 schreiben, denn dann
würde ja erst modulo 11 reduziert, wenn der Rest bereitsüberQ berech-
net wurde. Um dies zu vermeiden, bietet Maple die Operatorenrem

undquo auch in einer tr̈agen FormRem bzw.Quo an: Diese Operatoren
führen zu keiner Polynomdividision, sondern bleiben einfach unausgew-
ertet stehen:

> Rem(f, g, x);

Rem(x8 + x
6− 3x

4− 3x
3 + 8x2 + 2x− 5, 3x

6 + 5x4− 4x
2− 9x + 21, x)

Wendet man darauf nun allerdings den Operatormod p an, so sorgt
dieser daf̈ur, daß die Polynomdivision modulop durchgef̈uhrt und der
Divisionsrest ausFp[x] zurückgegeben wird:
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> r2 := Rem(f, g, x) mod 11;

r2 := 8x4 + 5x2 + 7

> r3 := sort(Rem(g, r2, x) mod 11, x);

r3 := 5x2 + 2x + 4

> r4 := sort(Rem(r2, r3, x) mod 11, x);

r4 := 10x + 10

> r5 := Rem(r3, r4, x) mod 11;

r5 := 7

> r6 := Rem(r4, r5, x) mod 11;

r6 := 0

Der ggT vonf mod 11 undg mod 11 ist somit gleich der Konstanten
sieben und damit ist auch die Eins ein ggT, denn der ggT im Polynom-
ring über einem K̈orper ist nur bis auf eine multiplikative Konstante
bestimmt.

Folgt damit, daß auch die Ausgangspolynomef undg ausZ[x] teiler-
fremd sind? Mit unseren derzeitigen Kenntnissen können wir das nicht
sagen, denn bislang wissen war ja noch nicht einmal, ob es inZ[x] größte
gemeinsame Teiler gibt. Um zu sehen, daß es durchaus Unterschiede
zwischen ganzzahligen Polynomen und solchenüber endlichen K̈orpern
gibt, wollen wir die Rechnung auch modulo sieben durchführen:

> f mod 7;

x
8 + x

6 + 4x4 + 4x3 + x
2 + 2x + 2

> g mod 7;

3x
6 + 5x4 + 3x2 + 5x

> r2 := Rem(f, g, x) mod 7;

r2 := x
4 + 4x2 + 2

> r3 := sort(Rem(g, r2, x) mod 7, x);

r3 := 4x2 + 5x
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> r4 := sort(Rem(r2, r3, x) mod 7, x);

r4 := 3x + 2

> r5 := Rem(r3, r4, x) mod 7;

r5 := 0

Hier ist der ggT also das lineare Polynom 3x + 2 oder, wenn wir durch
drei dividieren,x + 3.

§6: Faktorielle Ringe

Wenn wir gr̈oßte gemeinsame Teiler für Polynome mit rationalen Koef-
fizienten in Verbindung bringen wollen mit solchen für Polynomëuber
endlichen K̈orpern, kommen eigentlich nur Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten als Bindeglied in Frage: Durch Multiplikation mit dem
Hauptnenner k̈onnen wir die Koeffizienten eines rationalen Polynoms
ganzzahlig machen, und das entstehende Polynom können wir dann
modulo einer Primzahlp betrachten.

Das so erhaltene Polynom muß nicht unbedingt viel mit dem Aus-
gangspolynom zu tun haben: Falls wir modulo einer Primzahl rech-
nen, die den f̈uhrenden Koeffizienten teilt, unterscheiden sich selbst die
Grade, und wenn wir eine Primzahl nehmen, diealle Koeffizienten teilt,
erhalten wir einfach das Nullpolynom.

Wir müssen uns daher genauüberlegen, womit wir erweitern und modulo
welcher Primzahlen wir reduzieren, und vor allem müssen wir auch
etwas mehr wissen̈uber den PolynomringZ[x]: Bislang wissen wir
schließlich nur, daß erkeinEUKLID ischer Ring ist,

Definition: a) Ein Elementf eines IntegriẗatsbereichsR heißtirreduz-
ibel, falls gilt: f ist keine Einheit, und istf = gh das Produkt zweier
Elemente ausR, so mußg oderh eine Einheit sein.
b) Ein IntegriẗatsbereichR heißt faktoriell oderZPE-Ring, wenn gilt:
Jedes Elementf ∈ R läßt sich bis auf Reihenfolge und Assozi-
iertheit eindeutig schreiben als Produktf = u

∏n
i=1 pei

i mit einer Einheit
u ∈ R×, irreduziblen Elementenpi ∈ R und naẗurlichen Zahlenei.
(ZPEsteht f̈ur Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)
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Lemma: In einem faktoriellen RingR gibt es zu je zwei Elementen
f, g ∈ R einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Sind f = u
∏n

i=1 pei

i und g = v
∏m

j=1 q
dj

j mit u, v ∈ R× und
pi, qj irreduzibel die Zerlegungen vonf und g in Primfaktoren, so
können wir, indem wir n̈otigenfalls Exponenten null einführen, o.B.d.A.
annehmen, daßn = m ist und pi = qi für alle i. Dann ist offenbar∏n

i=1 pmin(ei,di)
i ein ggT vonf undg, dennh =

∏r
i=1 pai

i ist genau dann
Teiler vonf , wennai ≤ ei für allei, und Teiler vong, wennai ≤ di.

Wie wir bald sehen werden, bedeutet dies keineswegs, daß jeder fakto-
rielle Ring EUKLID isch ẅare. Umgekehrt gilt allerdings

Satz: Jeder EUKLID ische Ring ist faktoriell.

Beweis:Wir müssen zeigen, daß jedes Elementf 6= 0 ausR bis auf Rei-
henfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt aus einer Einheit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschrieben werden kann.
Wir beginnen damit, daß sichf überhaupt so darstellen läßt.

Dazu benutzen wir die Funktionν: R r {0} → N0 des EUKLID ischen
RingsR und beweisen induktiv, daß fürN ∈ N0 allef 6= 0 mitν(f ) ≤ N
in der geẅunschten Weise darstellbar sind.

Ist ν(f ) = 0, so istf eine Einheit: Bei der Division 1 :f = g Restr ist
nämlich entwederr = 0 oder aberν(r) < ν(f ) = 0. Letzteres ist nicht
möglich, also istgf = 1 undf eine Einheit. Diese kann als sich selbst
mal dem leeren Produkt von Potenzen irreduzibler Elemente geschrieben
werden.

Für N > 1 unterscheiden wir zwei F̈alle: Istf irreduzibel, so istf = f
eine Darstellung der geẅunschten Form, und wir sind fertig.

Andernfalls l̈aßt sichf = gh als Produkt zweier Elemente schreiben,
die beide keine Einheiten sind. Nach Definition eines EUKLID ischen
Rings sind dannν(g), ν(h) ≤ ν(f ). Wir wollen unsüberlegen, daß sie
tats̈achlich sogar echt kleiner sind.

Dazu dividieren wirg mit Rest durchf ; das Ergebnis seiq Restr, d.h.
g = qf +r mit r = 0 oderν(r) < ν(f ). Wärer = 0, wäreg ein Vielfaches
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vonf , es g̈abe also einu ∈ R mit g = uf = u(gh) = (uh)g. Damit wäre
uh = 1, alsoh eine Einheit, im Widerspruch zur Annahme. Somit ist
ν(r) < ν(f ). Außerdem istg ein Teiler vonr = g − qf = g(1− qh),
also muß geltenν(g) ≤ ν(r) < ν(f ).

Genauso folgt die strikte Ungleichungν(h) < ν(f ).

Nach Induktionsvoraussetzung lassen sich daherg undh als Produkte
von Einheiten und Potenzen irreduzibler Elemente schreiben, und damit
läßt sich auchf = gh so darstellen.

Als nächstes m̈ussen wir uns̈uberlegen, daß diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentliche Hilfsmittel
hierzu ist die folgende Zwischenbehauptung:

Falls ein irreduzibles Elementp ein Produktfg teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

ZumBeweisbetrachten wir den ggT vonf undp. Dieser ist insbesondere
ein Teiler vonp, also bis auf Assoziiertheit entwederp oder 1. Im ersten
Fall istp Teiler vonf , und wir sind fertig; andernfalls k̈onnen wir

1 = αp + βf

als Linearkombination vonp und f schreiben. Multiplikation mitg
macht darausg = αpf + βfg, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchp teilbar: Beiαpf ist das klar, und beiβfg folgt es
daraus, daß nach Voraussetzungp ein Teiler vonfg ist. Also istp Teiler
vong, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

Falls ein irreduzibles Elementp ∈ R ein Produkt
n∏

i=1
fi teilt, teilt es

mindestens einen der Faktoren.

Um den Beweis des Satzes zu beenden, zeigen wir induktiv, daßfür
jedesN ∈ N0 alle Elemente mitν(f ) ≤ N eine bis auf Reihenfolge
und EinheiteneindeutigePrimfaktorzerlegung haben.

Für N = 0 haben wir oben gesehen, daßf eine Einheit sein muß, und
hier ist die Zerlegungf = f eindeutig.
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Für N ≥ 1 betrachten wir ein Element

f = u
n∏

i=1

p
ei

i = v
m∏

j=1

q
dj

j

mit zwei Zerlegungen, wobei wir annehmen können, daß alleei, fj ≥ 1
sind. Dann istp1 trivialerweise Teiler des ersten Produkts, also auch
des zweiten. Wegen der Zwischenbehauptung teiltp1 daher mindestens
eines der Elementeqj , d.h.p1 = wqj ist bis auf eine Einheitw gleichqj .
Da pi keine Einheit ist, istν(f/pi) < ν(f ); nach Induktionsannahme
hat alsof/pi = x/(wqj) eine bis auf Reihenfolge und Einheiten ein-
deutige Zerlegung in irreduzible Elemente. Damit hat auchx diese
Eigenschaft.

Als nächstes wollen wir Produktzerlegungen inQ[x] vergleichen mit
solchen inZ[x]. Das entsprechende Argument von GAUSS wird uns
auch n̈utzlich sein f̈ur den Beweis der Faktorialität von Polynomringen in
mehreren Ver̈anderlichen; wir fassen es daher gleich etwas allgemeiner.

Dazu brauchen wir als erstes für einen beliebigen Integritätsbereich
eine Entsprechung für die rationalen Zahlen, den sogenannten Quotien-
tenk̈orper, der genauso konstruiert wird wie die rationalen Zahlen aus
den ganzen:

Wir betrachten f̈ur einen IntegriẗatsbereichR auf der Menge aller Paare
(f, g) mit f, g ∈ R undg 6= 0 dieÄquivalenzrelation

(f, g) ∼ (r, s)⇐⇒ fs = gr ;

die Äquivalenzklasse von (f, g) bezeichnen wir als denBruch
f

g
.

Verknüpfungen zwischen diesen Brüchen werden nach den̈ublichen
Regeln der Bruchrechnung definiert:

f

g
+

r

s
=

fs + rg

gs
und

f

g
· r
s

=
fr

gs
.

Dies ist wohldefiniert, denn sind (f, g) ∼ (f̃ , g̃) und (r, s) ∼ (r̃, s̃), so
ist

f̃

g̃
+

r̃

s̃
=

f̃ s̃ + r̃g̃

g̃s̃
und

f̃

g̃
· r̃
s̃

=
f̃ r̃

g̃s̃
.
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Wegenf g̃ = f̃g undrs̃ = r̃s ist

(f̃ s̃ + r̃g̃) · gs = f̃ s̃gs + r̃g̃gs = f̃gss̃ + r̃sgg̃

= gg̃ss̃ + rs̃gg̃ = (gs + ry)g̃s̃

und (f̃ r̃)(gs) = f̃ gr̃s = gg̃rs̃ = (gr)(g̃s̃), d.h. auch die Ergebnisse sind
äquivalent.

Man rechnet leicht nach (wie beiQ), daß diesëAquivalenzklassen einen
Ring bilden mit0

1 als Null und1
1 als Eins; er ist sogar ein K̈orper, denn

für f, g 6= 0 ist g
s ein multiplikatives Inverses zufg , da (fg, fg) ∼ (1, 1).

Identifizieren wir schließlich ein Elementf ∈ R mit dem Bruchf
1 , so

können wirR in den KörperK einbetten.

Definition: Der so konstruierte K̈orperK heißt Quotientenk̈orper vonR,
in ZeichenK = QuotR.

Das Standardbeispiel ist natürlich Q = QuotZ, aber auch der Quotien-
tenk̈orperk(x) =

def
Quotk[x] eines Polynomrings̈uber einem K̈orperk

ist wichtig: k(x) heißt rationaler Funktionenkörper in einer Ver̈ander-
lichenüberk. Seine Elemente sind rationale Funktionen inx, d.h. Quo-
tienten von Polynomen inx, wobei der Nenner natürlich nicht das Null-
polynom sein darf.

Für Polynome, die statẗuber einem K̈orper nurüber einem faktoriellen
Ring definiert sind, sind die beiden folgenden Begriffe sehrwesentlich:

Definition: a) Der Inhalt eines Polynomsf = anxn + · · · + a0 ∈ R[x]
ist der gr̈oßte gemeinsame TeilerI(f ) seiner Koeffizientenai.
b) f heißtprimitiv, wenn dieai zueinander teilerfremd sind.

Indem wir die s̈amtlichen Koeffizienten eines Polynoms durch deren
gemeinsamen ggT dividieren sehen wir, daß sich jedes Polynom ausR[x]
als Produkt seines Inhalts mit einem primitiven Polynom schreiben l̈aßt.
Diese Zerlegung bleibt bei der Multiplikation zweier Polynome erhalten:

Lemma: R sei ein faktorieller Ring. F̈ur zwei Polynome

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0
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und
g = bmx

m + bm−1x
m−1 + · · · + b1x + b0

ausR[x] ist I(fg) = I(f ) · I(g). Insbesondere ist das Produkt zweier
primitiver Polynome wieder primitiv.

Beweis:Wir schreibenf = I(f ) · f∗ undg = I(g) · g∗ mit primitiven
Polynomenf∗ und g∗; dann istfg = I(f ) · I(g) · (f∗g∗). Falls f∗g∗

wieder ein primitives Polynom ist, folgt, daßI(fg) = I(f ) · I(g) sein
muß.

Es gen̈ugt daher, zu zeigen, daß das Produkt zweier primitiver Polynome
wieder primitiv ist. Sei

fg = cn+mx
n+m + cn+m−1x

n+m−1 + · · · + c1x + c0 ;

dann istcr =
∑

i,j mit i+j=r

aibj .

Angenommen, diese Koeffizientencr haben einen gemeinsamen Teiler,
der keine Einheit ist. Wegen der Faktorialität vonR gibt es dann auch
ein irreduzibles Elementp, das alle Koeffizientencr teilt.

Insbesondere istp ein Teiler vonc0 = a0b0; da p irreduzibel ist, muß
mindestens einer der beiden Faktorena0, b0 durchp teilbar sein. Da es
im Lemma nicht auf die Reihenfolge vonf undg ankommt, k̈onnen wir
o.B.d.A. annehmen, daßa0 Vielfaches vonp ist.

Daf ein primitives Polynom ist, kann nicht jeder Koeffizientai durchp
teilbar sein;ν sei der kleinste Index, so daßaν kein Vielfaches vonp
ist. Genauso gibt es auch einen kleinsten Indexµ ≥ 0, für denbµ nicht
durchp teilbar ist. In

cµ+ν =
∑

i,j mit i+j=µ+ν

aibj

ist dann der Summandaνbµ nicht durchp teilbar, denn f̈ur jeden anderen
Summandenaibj ist entwederi < ν oderj < µ, so daß mindestens einer
der Faktoren und damit auch das Produkt durchp teilbar ist. Insgesamt
ist dahercµ+ν nicht durchp teilbar, im Widerspruch zur Annahme.

Somit mußfg ein primitives Polynom sein.
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Satz von Gauß: R sei ein faktorieller Ring undK = QuotR. Falls
sich ein Polynomf ∈ R[x] in K[x] als Produkt zweier Polynome
g, h ∈ K[x] schreiben l̈aßt, gibt es einλ ∈ K, so daß̃g = λg und
h̃ = λ−1h in R[x] liegen undf = g̃ · h̃.

Beweis:Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Vielfache aller
Koeffizienten k̈onnen wir aus einem Polynom mit Koeffizienten ausK
eines mit Koeffizienten ausR machen. Dieses wiederum ist gleich sei-
nem Inhalt mal einem primitiven Polynom. Somit läßt sich jedes Poly-
nom ausK[x] schreiben als Produkt eines Elements vonK mit einem
primitiven Polynom ausR[x]. Für g undh seien dies die Zerlegungen

g = cg
∗ und h = dh

∗ .

Dann istf = (cd)g∗h∗, und nach dem Lemma istg∗h∗ ein primitives
Polynom. Daher liegtcd = I(f ) in R, und wir können beispielsweise
g̃ = I(P )g∗ undh̃ = h∗ setzen.

Korollar: Ein primitives Polynomf ∈ R[x] ist genau dann irreduzibel
in R[x], wenn es inK[x] irreduzibel ist.

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777–1855) leistete wesent-
liche Beitr̈age zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Differentialgeometrie und Kartographie,
zur Fehlerrechnung und Statistik, zur Astronomie und
Geophysikusw.Als Direktor der G̈ottinger Sternwarte
baute er zusammen mit dem Physiker Weber den er-
sten Telegraphen. Er leitete die erste Vermessung und
Kartierung des K̈onigreichs Hannover, was sowohl seine
Methode der kleinsten Quadrate als auch seinThe-
orema egregiummotivierte, und zeitweise auch den
Witwenfond der Universiẗat Göttingen. Seine hierbei
gewonnene Erfahrung nutzte er für erfolgreiche Speku-
lationen mit Aktien.

Aus dem Satz von GAUSS folgt induktiv sofort, daß seine Aussage auf
für Produkte von mehr als zwei Polynomen gilt, und daraus folgt

Satz: Der Polynomring̈uber einem faktoriellen RingR ist faktoriell.
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Beweis:Wir müssen zeigen, daß sich jedesf ∈ R[x] bis auf Reihen-
folge und Einheiten eindeutig als Produkt von Potenzen irreduzibler
Elemente ausR[x] und einer Einheit schreiben läßt. Dazu schreiben
wir f = I(f ) · f∗ mit einem primitiven Polynomf∗ ∈ R[x] und zer-
legen zun̈achst den InhaltI(f ) in R. DaR nach Voraussetzung faktoriell
ist, ist diese Zerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge und Einheiten inR,
und wie wir aus§2 wissen, sind die Einheiten vonR[x] gleich denen
vonR.

Als nächstes zerlegen wir das primitive Polynomf∗ über dem Quotien-
tenk̈orperK von R; dies ist m̈oglich, daK[x] als EUKLID ischer Ring
faktoriell ist. Jedes der irreduziblen Polynomeqi, die in dieser Zerlegung
vorkommen, l̈aßt sich schreiben alsqi = λipi mit einemλi ∈ K× und
einem primitiven Polynompi ∈ R[x]. Wir können daher annehmen,
daß in der Zerlegung vonf nur primitive Polynome ausR[x] auftreten
sowie eine Einheit ausK. Diese muß, daf∗ Koeffizienten ausR hat und
ein Produkt primitiver Polynome primitiv ist, inR liegen; da auchf∗

primitiv ist, muß sie dort sogar eine Einheit sein.

Kombinieren wir diese Primzerlegung vonf∗ mit der Primzerlegung
des Inhalts, haben wir eine Primzerlegung vonf gefunden; sie ist (bis
auf Reihenfolge und Einheiten) eindeutig, da entsprechendes f̈ur die
Zerlegung des Inhalts, die Zerlegung vonf∗ sowie die Zerlegung eines
Polynoms in Inhalt und primitiven Anteil gilt.

Da wir einen PolynomringR[x1, . . . , xn] in n Veränderlichen als Poly-
nomringR[x1, . . . , xn−1][xn] in einer Ver̈anderlichen̈uber dem Poly-
nomringR[x1, . . . , xn−1] in n − 1 Ver̈anderlichen auffassen können,
folgt induktiv sofort:

Satz: Der PolynomringR[x1, . . . , xn] in n Veränderlichen̈uber einem
faktoriellen RingR ist selbst faktoriell. Insbesondere sindZ[x1, . . . , xn]
sowiek[x1, . . . , xn] f ür jeden K̈orperk faktoriell.

Damit wissen wir also, daß auch Polynome in mehreren Veränderlichen
überZ oderüber einem K̈orper in Produkte irreduzibler Polynome zer-
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legt werden k̈onnen; insbesondere existieren daher auch in dieser Ringen
größte gemeinsame Teiler.

Der Beweis des obigen Satzes ist allerdings nicht konstruktiv; wir wer-
den im n̈achsten Kapitel noch viel Arbeit investieren müssen, bevor wir
PolynomeüberZ, Q, Fp oder anderen K̈orpern, in denen wir rechnen
können, wirklich in ihre irreduziblen Faktoren zerlegen können.

§7: Resultanten

Wir wissen inzwischen, daß es auch inZ[x] größte gemeinsame Teiler
gibt, und wir wissen auch, daß wir sieüber den EUKLID ischen Algorith-
mus inQ[x] berechnen k̈onnen. Wir wissen allerdings auch, daß der EU-
KLID ische Algorithmus inQ[x] bei der praktischen Durchführung seine
Tücken hat und wollen daher eine Alternative finden, die stattdessen
den EUKLID ischen Algorithmus in einem oder mehreren Polynomrin-
gen über endlichen K̈orpern benutzt. Hier haben wir allerdings auch
Beispiele gesehen, wonach der ggT zweier Polynome ausZ[x] nicht
einmal denselben Grad hat wie der der beiden Reduktionen modulo ei-
ner vorgegebenen Primzahl; insbesondere können Polynome, die inZ[x]
und damit auch inQ[x] teilerfremd sind, modulo gewisser Primzahlen
gemeinsame Teiler positiven Grades haben.

Um dieses Pḧanomen genauer zu untersuchen, wollen wir in diesem
Paragraphen Kriterien dafür entwickeln, daß zwei Polynome einen
größten gemeinsamen Teiler vom Gradd haben.

Was wir auf einfache Weise erhalten, ist ein Kriterium dafür, daß der
ggTmindestensden Gradd hat. Wieüblich betrachten wir das Problem
gleich über einem beliebigen faktoriellen RingR; das wird uns sp̈ater
auch n̈utzlich sein f̈ur die Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme.

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0

und
g = bmx

m + bm−1x
m−1 + · · · + b1x + b0

seien also zwei PolynomëuberR[x] und nehmen an, es gebe ein Poly-
nomh ∈ R[x] vom Grad mindestensd ≥ 1, das sowohlf als auchg
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teilt. Dann ist
fg

h
=

f

h
· g =

q

h
· f

ein gemeinsames Vielfaches vonf undq, dessen Grad

degf + degg − degh = n + m− degh

höchstens gleichn + m− d.

Haben umgekehrtf und g ein gemeinsames Vielfaches vom Grad
höchstensn + m − d, so hat auch ihr kleinstes gemeinsames Vielfa-
chesS höchstens den Gradn + m − d. (Ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches existiert, da mitR auchR[x] faktoriell ist.)

Zu S gibt es einerseits Polynomeu, v ∈ R[x], f ür die S = uf = vg
ist, andererseits istp alskleinstesgemeinsames Vielfaches vonf undg
Teiler vonfg, es gibt also ein Polynomh ∈ R[x] mit fg = Sh. Für
dieses ist

hv =
fg

S
· v = f · vg

S
= f und hu =

fg

S
· u = g · uf

S
= g ,

es teilt also sowohlf als auchg und sein Gradn + m − degS ist
mindestensd. Damit ist gezeigt:

Lemma: Zwei Polynomef, g ∈ R[x] haben genau dann einen gemein-
samen Teiler vom Grad mindestensd, wenn es nichtverschwindende
Polynomeu, v ∈ R[x] gibt mit degu ≤ degg−d und degv ≤ degf−d,
so daßuf = vg ist.

Diese Bedingung schreiben wir um in ein lineares Gleichungssystem f̈ur
die Koeffizienten vonu undv: Da degu ≤ degg − d = m − d ist und
degv ≤ degf − d = n− d, lassen sich die beiden Polynome schreiben
als

u = um−dx
m−d + um−d−1x

m−d−1 + · · · + u1x + u0

und
v = vn−dx

n−d + vn−d−1x
n−d−1 + · · · + v1x + v0 .

Die Koeffizienten vonxr in uf undvg sind
∑

i,j mit i+j=r

aiuj und
∑

i,j mit i+j=r

bivj ,
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f undg haben daher genau dann einen gemeinsamen Teiler vom Grad
mindestensd, wenn es nicht allesamt verschwindende Körperelemente
u0, . . . , um−d undv0, . . . , vn−d gibt, so daß

∑

i,j mit i+j=r

aiuj −
∑

i,j mit i+j=r

bivj = 0 für r = 0, . . . , n + m− d

ist. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem ausn+m+1−d
Gleichungen f̈ur die n + m + 2− 2d Unbekanntenu0, . . . , um−d und
v0, . . . , vn−d; es hat genau dann eine nichttriviale Lösung, wenn seine
Matrix kleineren Rang alsn + m + 2− 2d hat. F̈ur d = 1, wenn die
Matrix quadratisch ist, bedeutet dies einfach, daß ihre Determinante
verschwindet; f̈urd > 1 müssen wird Determinanten von quadratischen
Untermatrizen betrachten

Ausgeschrieben wird dieses Gleichungssystem, wenn wir mitdem Ko-
effizienten vonxm+n−d anfangen, zu

anum−d − bmvn−d = 0

an−1um−d + anum−d−1− bm−1vn−d − bmvn−d−1 = 0

an−2um−d + an−1um−d−1 + anum−d−2

−bm−2vn−d − bm−1vn−d−1bmvn−d−2 = 0

· · ·
a0u3 + a1u2 + a2u1 + a3u0 − b0v3− b1v2− b2v1− b3v0 = 0

a0u2 + a1u1 + a2u0− b0v2 − b1v1 − b2v0 = 0

a0u1 + a1u0 − b0v1− b1v0 = 0

a0u0 − b0v0 = 0

Natürlich ändert sich nichts an der nichttrivialen Lösbarkeit oder
Unlösbarkeit dieses Gleichungssystems, wenn wir anstelle derVariablen
vj die Variablen−vj betrachten, womit alle Minuszeichen im obigen
Gleichungssystem zu Pluszeichen werden; außerdem hat es sich – der
größerenÜbersichtlichkeit wegen – eingebürgert, die Transponierte
der Matrix des Gleichungssystems zu betrachten. Dies führt auf die
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(n + m + 2− 2d)× (n + m + 1− d)-Matrix



an an−1 an−2 . . . a1 a0 0 0 . . . 0
0 an an−1 . . . a2 a1 a0 0 . . . 0
0 0 an . . . a3 a2 a1 a0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
. ..

...
0 0 0 . . . an an−1 an−2 an−3 . . . a0

bm bm−1 bm−2 . . . b2 b1 b0 0 . . . 0
0 bm bm−1 . . . b3 b2 b1 b0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
. ..

...
0 0 0 . . . 0 bm bm−1 bm−2 . . . b0




,

in derm + 1− d Zeilen aus Koeffizienten vonf stehen undn + 1− d
Zeilen aus Koeffizienten vong.

Für d = 1 ist diese Matrix quadratisch; man bezeichnet sie als
SYLVESTER-Matrix und ihre Determinante als dieResultanteRes(f, g)
der beiden Polynomef undg. Falls man, etwa bei späteren Anwendun-
gen auf Polynome mehrerer Veränderlicher, auf die Variablex hinweisen
möchte, schreibt man auch Resx(f, g). Die beiden Polynomef und g
haben somit genau dann einen gemeinsamen Faktor positiven Grades,
wenn Res(f, g) verschwindet.

JAMES JOSEPHSYLVESTER (1814–1897) wurde geboren
als JAMES JOSEPH; erst als sein Bruder nach USA
auswanderte und dazu einen dreiteiligen Namen brauch-
te, erweiterte er aus Solidarität auch seinem Namen.
1837 bestand er das berüchtigte Tripos-Examen der
Universiẗat Cambridge als Zweitbester, bekam aber
keinen akademischen Abschluß, da er als Jude den
dazu vorgeschriebenen Eid auf die 39 Glaubensartikel
der Church of England nicht leisten konnte. Trotzdem
wurde er Professor am University College in London;
seine akademischen Grade bekam er erst 1841 aus
Dublin, wo die Vorschriften gerade mit Rücksicht auf

die Katholiken gëandert worden waren. Ẅahrend seiner weiteren Tätigkeit an sowohl
amerikanischen als auch englischen Universitäten bescḧaftigte er sich mit Matrizen, fand
die Diskriminante kubischer Gleichungen und entwickelte auch die allgemeine Theorie
der Diskriminanten. In seiner Zeit an der Johns Hopkins University in Baltimore gr̈undete
er das American Journal of Mathematics, das noch heute mit die wichtigste mathematische
Fachzeitschrift Amerikas ist.
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Für d > 1 betrachten wir f̈ur j = n +m + 1− d, . . . , n +m + 2−2d jene
quadratische MatrixMj, die aus den erstenn+m+2−d Spalten sowie der
j-ten Spalte der obigen Matrix besteht. Offensichtlich hat letztere genau
dann einen kleineren Rang alsn + m + 1− d, wenn alled MatrizenMj

singul̈ar sind, wenn also deren Determinanten verschwinden.

Sowohl die Resultante als auch die Determinanten derMj sind Poly-
nome in den Koeffizienten vonf undg; wir haben daher den

Satz:Zwei Polynomef, g ∈ R[X] über dem faktoriellen RingR haben
genau dann einen gemeinsamen Faktor vom Grad mindestensd, wenn
gewisse Polynome in ihren Koeffizienten verschwinden. Insbesondere
gibt es genau dann einen gemeinsamen Faktor positiven Grades, wenn
die Resultante der beiden Polynome verschwindet.

Die Resultante zweier Polynome der Grade 30 und 40 ist eine 70× 70-
Determinante – nichts, was man mit den aus der Linearen Algebra
bekannten Algorithmen leicht und schnell ausrechnen könnte. Im Au-
genblick braucht uns das noch nicht sonderlich zu kümmern, da uns für
den Algorithmus zur modularen Berechnung des ggT die bloße Existenz
der Resultante genügt. Sp̈ater, wenn wir Resultanten ernsthaft anwen-
den, werden wir sehen, daß sie sich erheblich effizienter berechnen
lassen als andere Determinanten vergleichbarer Größe. Der Grund dafür
liegt – wie eigentlich fast zu erwarten war – in der engen Beziehung
zwischen Resultante und größtem gemeinsamen Teiler, die auch eine
Beziehung zwischen Resultantenberechnung und EUKLID ischem Algo-
rithmus liefert.

Für die ggT-Berechnung inZ[x] (und damit auchQ[x]) sind Resultanten
aus folgendem Grund für uns wichtig: Angenommen,f undg ausZ[x]
sind zwei Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten. Ihr ggTh ∈ Z[x]
ist bis auf eine Einheit eindeutig bestimmt, also bis aufs Vorzeichen.
Sein Grad seid.

Nun seip eine Primzahl und̄f, ḡ ∈ Fp[x] seien die Polynome, die aus
f und g entstehen, wenn wir alle Koeffizienten modulop reduzieren.
Wann wissen wir, daß auch deren ggT inFp[x] den Gradd hat?
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Istf = hf1, g = hg1, und sindh̄, f̄1, ḡ1 die Reduktionen vonh, f1 undg1
modulop, so ist offensichtlichf̄ = h̄f̄1 und ḡ = h̄ḡ1. Somit isth̄ auf
jeden Fall ein gemeinsamer Teiler von̄f undḡ, muß also deren größten
gemeinsamen Teiler teilen. Daraus folgt nun aber nicht, daßdessen Grad
mindestens gleichd sein muß, denn wenn der führende Koeffizient vonh
durchp teilbar ist, hat̄h kleineren Grad alsh. Ein Beispiel daf̈ur können
wir uns leicht mit Maple konstruieren:

> h := 3*x+1: f1 := (x^3 - x^2 + 2): g1 := (x^2+x+1):

> f := expand(h*f1); g := expand(h*g1);

f := 3x4 − 2x
3 + 6x− x

2 + 2

g := 3x3 + 4x2 + 4x + 1

> gcd(f, g);

3x + 1

> Gcd(f, g) mod 3;

1

Das KommandoGcd mit großemG ist die
”
träge“ Form desgcd-

Kommandos, die erst vommod-Operator ausgewertet wird, so daß
die ggT-Berechnung̈uberF3 erfolgt. Im vorliegenden Beispiel freilich
hätten wir auch mitgcd dasselbe Ergebnis bekommen, denn hier ist
h modp der ggT vonf̄ und ḡ. Wir werden gleich sehen, daß dies nicht
immer so sein muß.

Zunächst aber wollen wir uns̈uberlegen, wie wir ausschließen können,
daß der Grad vonh modp kleiner ist als der vonh. Das ist offensichtlich
dann und nur dann der Fall, wenn der führende Koeffizient vonh durchp
teilbar ist. Da wirh erst ausrechnen wollen, hat dieses Kriterium freilich
keinen großen praktischen Nutzen.

Nun ist aberf = hf1 und g = hg1, der f̈uhrende Koeffizient vonf
bzw.g ist also das Produkt der führenden Koeffizienten vonh und von
f1 bzw.g1. Wenn daher der führende Koeffizient vonh durchp teilbar
ist, so gilt dasselbe auch für die führenden Koeffizienten vonf und
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von g. Die Umkehrung dieser Aussage gilt natürlich nicht, aber da wir
eine große Auswahl an Primzahlen haben, stört uns das nicht weiter.
Wir können also festhalten:

Lemma: Falls für die beiden Polynomef, g ∈ Z[x] die Primzahlp
nicht beide f̈uhrende Koeffizienten teilt, hat der ggT vonf modp und
g modp in Fp[x] mindestens denselben Grad wieh = ggT(f, g) ∈ Z[x]
und ist ein Vielfaches vonh modp.

Falls unter diesen Bedingungen der ggT inFp[x] denselben Grad hat
wie der inZ[x], ist somith modp ein ggT inFp[x]. Wann das der Fall
ist, sagen uns die Resultantebzw.die Determinanten der MatrizenMj :

Angenommen, der ggTh vonf undg in Z[x] hat den Gradd ≥ 0. Dann
habenf undg keinen gemeinsamen Teiler vom Grad mindestensd + 1;
folglich ist im Falled = 0 die Resultante eine von Null verschiedene
ganze Zahl und f̈ur d > 0 hat mindestens eine der MatrizenMj eine
von null verschiedene Determinante.

Nun betrachten wir dasselbe ProblemüberFp. Da die Resultante und
die Determinanten derMj Polynome in den Koeffizienten der beiden
Ausgangspolynome sind, führt ihre Berechnung̈uber Fp zum selben
Ergebnis wie die Berechnung̈uber Z mit anschließender Reduktion
modulo p. Somit gibt es modulop genau dann einen gemeinsamen
Teiler positiven Grades, wenn die Resultante durchp teilbar ist, und es
gibt einen gemeinsamen Teiler vom Gradd + 1 mit d > 0, wenn die
Determinantenaller MatrizenMj durchp teilbar sind. Da eine ganze
Zahl nur endlich viele Teiler hat, gibt es höchstens endlich viele solche
Primzahlen.

Damit können wir das bisherige Ergebnis dieses Paragraphen für Zwecke
der ggT-Berechnung inZ[x] folgendermaßen zusammenfassen:

Satz: Für zwei Polynomef, g ∈ Z[x] mit ggT(f, g) = h und ihre
Reduktionenf̄ , ḡ ∈ Fp[x] mit ggT(f̄ , ḡ) = h∗ gilt:
a) Falls p nicht die f̈uhrenden Koeffizienten von sowohlf als auchg
teilt, ist die Reduktion̄h vonh ein Teiler vonh∗ und degh∗ ≥ degh.
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b) Es gibt ḧochstens endlich viele Primzahlenp, für die h̄ nicht gleich
dem ggT vonf̄ und ḡ ist.

Nun haben wir nur noch eine Schwierigkeit: DaFp ein Körper ist, k̈onnen
wir den modulop berechneten ggT stets so normieren, daß er führenden
Koeffizienten eins hat. F̈ur Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten ist
das nicht m̈oglich: Der ggT von

f = (2x + 1)2 = 4x2 + 4x + 1 und g = (2x + 1)(2x− 1) = 4x2 − 1

ist h = 2x+ 1, was wir inZ[x] nicht zux+ 1
2 kürzen k̈onnen. Berechnen

wir dagegen inF5[x] den ggT der beiden Reduktionen modulo fünf, so
ist x + 3 ein genauso akzeptables Ergebnis wie 2(x + 3) = 2x + 1 oder
3(x+3) = 3x+4 oder 4(x+3) = 4x+2. Welches dieser Polynome sollen
wir nachZ[x] hochheben?

Wir wissen, daß der führende Koeffizient des ggT inZ[x] den führenden
Koeffizienten beider Polynome teilen muß; er muß daher ein Teiler des
ggT c dieser beiden f̈uhrenden Koeffizienten sein. Wie wir am obigen
Beispiel sehen, ist er freilich im Allgemeinen nicht gleichdiesem ggT.
Wenn wir von zwei primitiven Polynomen ausgehen, können wir trotz-
dem den modulop berechneten ggT so liften, daß erc als führenden
Koeffizienten hat; im obigen Beispiel bekämen wir also das Polynom
4x + 2.

Da wir von zwei primitiven Polynomenf und g ausgehen, muß nach
den Ergebnissen aus§5 auch deren ggTh primitiv sein. Wennh den
echten Teilerc0 von c als führenden Koeffizienten hat, so isth̃ = c

c0
h

ein Polynom mit f̈uhrendem Koeffizientenc, das modulop ein ggT von
f modp undg modp ist. Sein primitiver Anteil ist der korrekte ggTh;
im obigen Beispiel ist das 2x + 1.

§8: Die Landau-Mignotte-Schranke

In gewisser Weise leistet der vorige Paragraph das genaue Gegenteil
dessen, was wir wollen: Wir wollen die schwierig zu berechnenden
größten gemeinsamen Teiler inZ[x] zurückführen auf die leichter zu
berechnenden̈uber endlichen K̈orpern; stattdessen haben wir den ggT
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der modulop reduzierten Polynome zurückgef̈uhrt auf den inZ[x]
berechneten. Leider gibt es zu einem Polynomhp ∈ Fp[x] unendlich
viele Polynomeh ∈ Z[x], die modulop gleichh sind.

Trotzdem k̈onnen wir die obigen Resultate zur Berechnung von ggTs
in Z[x] verwenden,falls wir eine Schranke f̈ur die Betr̈age der Koef-
fizienten des ggT finden: Wenn wir wissen, daß alle Koeffizienten von
h ganze Zahlen vom Betrag höchstensM sind und wir eine Primzahl
p ≥ 2M + 1 betrachten, so isth durchh modp eindeutig bestimmt. Da
wir tats̈achlich, wie wir gerade gesehen haben, nichthp liften, sondern
chp und dabei auch ein Vielfaches von ggT(f, g) bekommen k̈onnen mit
einem Faktor, der nur durch den ggTc der führenden Koeffizienten von
f undg beschr̈ankt ist, m̈ussen wir sogar fordern, daßp ≥ 2cM + 1 ist.

Sofern wir eine solche SchrankeM für den ggT zweier Polynome
f, g ∈ Z[x] haben, k̈onnen wir also eine Primzahlp ≥ 2cM +1 wählen,
die nicht beide f̈uhrende Koeffizienten teilt, und den ggT̄h ∈ Fp[x] von
f modp undg modp berechnen. Zūh gibt es ḧochstens ein Polynom
h ∈ Z[x], so daßh modp = h̄ ist. Falls es keines gibt, wissen wir, daßp
eine der endlich vielen Ausnahmeprimzahlen ist; andernfalls müssen wir
testen, obh Teiler vonf undg ist. Wenn ja, haben wir einen ggT vonf
undg gefunden, andernfalls folgt wieder, daßp eine Ausnahmeprimzahl
war.

Im letzteren Fall m̈ussen wir die Rechnung mit einer neuen Primzahl
wiederholen; da es nur endlich viele Ausnahmeprimzahlen gibt, kann
uns das ḧochstens endlich viele Male passieren.

Tats̈achlich werden wir diesen Algorithmus im̈ubern̈achsten Para-
graphen noch etwas optimieren; aber damit erüberhaupt funktioniert,
brauchen wir auf jeden Fall eine Schranke für die Koeffizienten.

Eine solche Schranke brauchen wir auch im nächsten Kapitel f̈ur die
Faktorisierung von Polynomen; deshalb fragen wir allgemeiner gleich
nach einer Schranke für die Koeffizienten eines beliebigen Teilers eines
vorgegebenen Polynomsf ∈ Z[x].

f ∈ Z[x] sei also ein bekanntes Polynom mit ganzzahligen Koeffizien-
ten, undg ∈ Z[x] sei ein (im allgemeinen noch unbekannter) Teiler
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von f . Wir wollen eine obere Schranke für die Koeffizienten vong
finden.

Dazu ordnen wir jedem Polynom

f =
d∑

k=0

akx
k ∈ C[x]

mit komplexen Koeffizientenak eine Reihe von Maßzahlen für die
Größe der Koeffizienten zu: Am wichtigsten ist natürlich

H(f ) =
d

max
k=0
|ak| ,

die sogenannteHöhedes Polynoms. Unser Ziel ist es, für ein gegebenes
Polynomf ∈ Z[x] die Höhe seiner Teiler abzuschätzen. Auf dem Weg
zu dieser Abscḧatzung werden uns noch eine Reihe anderer Größen
nützlich sein, darunter die L1- und die L2-Norm

‖f‖1 =
d∑

k=0

|ak| und ‖f‖2 =

√√√√
d∑

k=0

ak ak =

√√√√
d∑

k=0

|ak|2 .

Für die drei bislang definierten Größen gilt

Lemma 1: H(f ) ≤ ‖f‖2 ≤ ‖f‖1 ≤
√

d + 1 ‖f‖2 ≤ (d + 1)H(f )

Beweis:Ist aν der betragsgr̈oßte Koeffizient vonf , so ist

H(f ) = |aν | =
√
|aν |2

offensichtlich kleiner oder gleich‖f‖2. Dies wiederum ist nach der
Dreiecksungleichung kleiner oder gleich‖f‖1, denn schreiben wir
in Cd+1 den Koeffizientenvektor vonf als Summe von Vielfachen der
Basisvektoren, d.h.




a0
a1
...

ad


 =




a0
0
...
0


 +




0
a1
...
0


 + · · · +




0
0
...

ad


 ,

so steht links ein Vektor der L̈ange‖f‖2, und rechts stehen Vektoren,
deren L̈angen sich zu‖f‖1 summieren.
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Das n̈achste Ungleichheitszeichen ist die CAUCHY-SCHWARZsche Un-
gleichung, angewandt auf die Vektoren




a0
a1
...

ad


 und




1
1
...
1


 ,

und das letzte schließlich ist klar, denn

‖f‖2 =

√√√√
d∑

j=0

∣∣aj

∣∣2 ≤

√√√√
d∑

j=0

|aν |2 =
√

d + 1 |aν | =
√

d + 1H(f ) .

Es ist alles andere als offensichtlich, wie sich die drei bislang definierten
Maßzahlen f̈ur einen Teiler eines Polynoms durch die entsprechende
Größen f̈ur das Polynom selbst abschätzen lassen, denn̈uber die Ko-
effizienten eines Teilers können wir leider nur sehr wenig sagen.Über
seine Nullstellen allerdings schon: Die Nullstellen einesTeilers bilden
naẗurlich eine Teilmenge der Nullstellen des Polynoms. Also sollten
wir versuchen, auch die Nullstellen ins Spiel zu bringen; den Zusam-
menhang zwischen Nullstellen und Koeffizienten liefert unsder aus
Kapitel 1,§6 bekannte Wurzelsatz von Viète, der die Koeffizientenai

eines Polynoms

x
d + ad−1x

d−1 + · · · + a0 =
d∏

i=1

(x− zi)

durch die Nullstellenzi ausdr̈uckt: Bis aufs Vorzeichen istak die Summe
aller Produkte aus jeweilsd− k derzi.

Um die Koeffizienten eines Polynoms durch die Nullstellen abscḧatzen
zu können, brauchen wir also obere Schranken für die Betr̈age der Pro-
dukte ausk Nullstellen. Naẗurlich ist jedes solche Produkt ein Teilpro-
dukt des Produktsz1 · · · zd aller Nullstellen, aber das führt zu keiner Ab-
scḧatzung, da unter den fehlenden Nullstellen auch welche seinkönnen,
deren Betrag kleiner als eins ist. Um eine obere Schranke für den Betrag
zu kommen, m̈ussen wir diese Nullstellen im Produktz1 · · · zd durch
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Einsen ersetzen; dann können wir sicher sein, daß kein Produkt von
k Nullstellen einen gr̈oßeren Betrag hat als das so modifizierte Produkt.
DieseÜberlegungen f̈uhren auf die

Definition: DasMaßµ(f ) eines nichtkonstanten Polynoms

f = ad

d∏

j=1

(x− zj)

ist das Produkt der Beträge aller Nullstellen von Betrag größer eins mal
dem Betrag des führenden Koeffizientenad vonf :

µ(f ) = |ad|
d∏

j=1

max
(
(1,
∣∣zj

∣∣) .

Dieses Maß ist im allgemeinen nur schwer explizit berechenbar, da man
dazu die s̈amtlichen Nullstellen des Polynoms explizit kennen muß. Es
hat aber den großen Vorteil, daß für zwei Polynomef undg trivialer-
weise gilt

µ(f · g) = µ(f ) · µ(g) .

Auch können wir es nach dem Wurzelsatz von VIÈTE leicht für eine Ab-
scḧatzung der Koeffizienten verwenden:ak ist bis aufs Vorzeichen die
Summe aller Produkte vond− k Nullstellen, und jedes einzelne solche
Produkt hat ḧochstens den Betragµ(f ). Die Anzahl der Summanden ist
die Anzahl von M̈oglichkeiten, ausd Indizes einek-elementige Teil-
menge auszuẅahlen, also

(
d
k

)
. Damit folgt

Lemma 2: Für ein nichtkonstantes Polynomf =
d∑

k=0

adx
d ist

|ak| ≤
(

d

k

)
µ(f ) .

Der gr̈oßte unter den Binomialkoeffizienten
(

d
k

)
ist bekanntlich der mit-

tlerebzw.sind die beiden mittleren, und die Summe aller Binomialkoef-
fizienten

(
d
k

)
ist, wie die binomische Formel für (1+1)d zeigt, gleich 2d.

Damit folgt
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Korollar: Für ein nichtkonstantes Polynomf ∈ C[x] ist

H(f ) ≤
(

d

[d/2]

)
µ(f ) und H(f ) ≤ ‖f‖1 ≤ 2d

µ(f ) .

Zur Abscḧatzung des Maßes durch eine Norm zeigen wir zunächst

Lemma 3: Für jedes Polynomf ∈ C[x] und jede komplexe Zahlz ist

‖(x− z)f‖2 = ‖(zx− 1)f‖2 .

Beweisdurch explizite Berechnung der beiden Seiten: Seif =
d∑

k=0
akxd.

Das Quadrat von‖(x− z)f‖2 =

∥∥∥∥adx
d+1 +

d∑
k=1

(zak − ak−1)x
k − a0z

∥∥∥∥
2

ist die Summe aller Koeffizientenquadrate, also

ad ad +
d∑

k=1

(zak − ak−1) (zak − ak−1) + a0za0z

= |ad|
2 +

d∑

k=1

(
|ak|

2 |z|2− 2Re(zakak−1) +
∣∣ak−1

∣∣2) + |a0|
2 |z|2

= (1 + |z|2)
d∑

k=0

|ak|
2− 2

d∑

k=1

Re(zakak−1) .

Entsprechend ist (zx − 1)f = adzxd+1 +
d∑

k=1
(zak−1− ak)xk − a0 und

auch‖(zx− 1)f‖2
2 wird zu

adz · adz +
d∑

k=1

(zak−1− ak)(zak−1− ak) + a0a0

= |zad|
2 +

d∑

k=1

(∣∣zak−1

∣∣2 − 2Re(zakak−1) + |ak|
2) + |a0|

2

= (1 + |z|2)
d∑

k=0

|ak|
2− 2

d∑

k=1

Re(zakak−1) .

Für das Polynomf = ad

d∏

j=1

(x− zj) bedeutet dies, daß wir den Faktor

(x − zj) durch (zjx − 1) ersetzen k̈onnen, ohne daß sich die L2-Norm
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ändert. Wenden wir dies an auf alle Faktoren (x−zj), für die
∣∣zj

∣∣ > 1 ist,
erhalten wir ein Polynom, dessen sämtliche Nullstellen Betrag kleiner
oder gleich eins haben, dennzjx−1 verschwindet f̈urx = 1/zj , was f̈ur
|z|j > 1 einen Betrag kleiner Eins hat. Das Maß des modifizierten Poly-
noms ist also gleich dem Betrag des führenden Koeffizienten, und dieser
wiederum ist naẗurlich kleiner oder gleich der L2-Norm. Andererseits
ist das Maß des modifizierten Polynoms gleich dem des ursprünglichen,
denn f̈ur jeden Faktor (x − zj) wird der führende Koeffizient bei der
Modifikation mit zj multipliziert, was denselben Betrag hat wiezj .
Damit folgt:

Lemma 4: Für ein nichtkonstantes Polynomf ∈ C[x] ist µ(f ) ≤ ‖f‖2.

Nach diesen Vorbereitungen können wir uns an die Abschätzung der
Koeffizienten eines Teilers machen. Sei dazu

g =
e∑

j=0

bjx
j Teiler von f =

d∑

i=0

aix
i .

Da jede Nullstelle vong auch Nullstelle vonf ist, lassen sich die Maße
der beiden Polynome leicht vergleichen:

µ(g) ≤
∣∣∣∣
be

ad

∣∣∣∣ · µ(f ) .

Kombinieren wir dies mit dem Korollar zu Lemma 2 und mit Lemma4,
erhalten wir die LANDAU-MIGNOTTE-Schranke:

H(g) ≤
(

e

[e/2]

) ∣∣∣∣
be

ad

∣∣∣∣ ‖f‖2 und ‖g‖1 ≤ 2e

∣∣∣∣
be

ad

∣∣∣∣ ‖f‖2 .

Der ggT zweier Polynomef und g muß diese Abscḧatzung f̈ur beide
Polynome erf̈ullen, allerdings kennen wira priori weder den Grad noch
den f̈uhrenden Koeffizienten des ggT. Falls wir Polynome mit ganzzahli-
gen Koeffizienten betrachten und einen ggT inZ[x] suchen, wissen wir
nur, daß sein f̈uhrender Koeffizient die führenden Koeffizienten sowohl
von f als auch vong teilen muß, und daß sein Grad natürlich wed-
er den vonf noch den vong übersteigen kann. Damit erhalten wir die
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LANDAU-MIGNOTTE-Schranke f̈ur den ggT zweier Polynome: Schreiben
wir f undg wie oben, so ist f̈ur f, g ∈ Z[x]

H
(
ggT(f, g)

)
≤ ‖ggT(f, g)‖1

≤ LM(f, g) =
def

2min(d,e) ggT(ad, be) min

(‖f‖2

|ad|
,
‖g‖2

|be|

)
.

EDMUND GEORGHERMANN LANDAU (1877–1938) wur-
de in Berlin geboren und studierte an der dortigen Uni-
versiẗat, wo er auch von 1899 bis 1909 lehrte. Dann
bekam er einen Ruf an die damals führende deutsche
Mathematikfakulẗat in Göttingen. 1933 verlor er seinen
dortigen Lehrstuhl, denn die Studenten boykottierten
seine Vorlesungen, da sie meinten, sie könnten Mathe-
matik unm̈oglich bei einem j̈udischen Professor lernen.
LANDAUs zahlreiche Publikationen beschäftigen sich
vor allem mit der Zahlentheorie,̈uber die er auch ein
bedeutendes Lehrbuch schrieb. Sehr bekannt sind ins-
besondere seine Arbeitenüber Primzahlverteilung.

MAURICE MIGNOTTE arbeitet am Institut de Recherche Mathématique Avanćee der Uni-
versiẗat Straßburg; sein Hauptforschungsgebiet sind diophantische Gleichungen. Er ist
Autor mehrerer Lehrb̈ucher, unter anderem aus dem Gebiet der Computeralgebra.

Als Beispiel betrachten wir noch einmal die beiden Polynomeaus§3.

f = x
8 + x

6 − 3x
4 − 3x

3 + 8x2 + 2x− 5

hat die L2-Norm

‖f‖2 =
√

12 + 12 + 32 + 32 + 82 + 22 + 52 =
√

113

und den f̈uhrenden Koeffizienten eins; für

g = 3x6 + 5x4 − 4x
2 − 9x + 21

haben wir f̈uhrenden Koeffizienten drei und

‖g‖2 =
√

32 + 52 + 42 + 92 + 212 =
√

572 = 2
√

143 .

Da 32 · 113 > 900 gr̈oßer ist als 22 · 143 < 600, ist die LANDAU-
MIGNOTTE-Schranke f̈ur diese beiden Polynome

LM(f, g) = 26 · 2
3

√
143≈ 510,2191249 .
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Da die Koeffizienten des ggT ganze Zahlen sind, kann der Betrag eines
jeden Koeffizienten also höchstens gleich 510 sein. Da die führenden
Koeffizienten vonf undg ggT eins haben, wissen wir außerdem, daß
auch der f̈uhrende Koeffizient von ggT(f, g) gleich eins ist.

Wir suchen daher eine Primzahlp ≥ 2 · 510 + 1, d.h.p > 2 · 510:

> p := nextprime(2*510);

p := 1021

> f := x^8+x^6-3*x^4-3*x^3+8*x^2+2*x-5 mod p;

f := x
8 + x

6 + 1018∗ x
4 + 1018∗ x

3 + 8 ∗ x
2 + 2∗ x + 1016

> g := 3*x^6 + 5*x^4 - 4*x^2 - 9*x + 21 mod p;

g := 3x6 + 5x4 + 1017x2 + 1012x + 21

> r2 := Rem(f, g, x) mod p;

r2 := 907x4 + 227x2 + 340

> r3 := Rem(g, r2, x) mod p;

r3 := 77x2 + 1012x + 181

> r4 := Rem(r2, r3, x) mod p;

r4 := 405x + 581

> r5 := Rem(r3, r4, x) mod p;

r5 := 956

> r6 := Rem(r4, r5, x) mod p;

r6 := 0

Somit ist 956 ein ggT inF1021[x], und damit naẗurlich auch die Eins.
Nach dem, was wir in diesem Paragraphen gesehen haben, folgtdaraus,
daß auch der ggT vonf undg in Z[x] gleich eins ist.

Vergleicht man mit dem Rechengang in§3, hat sich abgesehen von
den modularen Polynomdivisionen nichts wesentliches geändert, jedoch
sind die Zwischenergebnisse erheblich angenehmer geworden.
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§9: Der chinesische Restesatz

Zu Beginn des vorigen Paragraphen haben wir uns kurzüberlegt, wie
man grunds̈atzlich mit Hilfe der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke und des
modularen ggT gr̈oßte gemeinsame Teiler inZ[x] berechnen kann. Bei
nicht allzu großer LANDAU-MIGNOTTE-Schranke ist dies wahrscheinlich
die schnellste Art und Weise, den ggT zu berechnen.

Bei großer LANDAU-MIGNOTTE-SchrankeM wird allerdings eine Prim-
zahlp ≥ 2M + 1 nicht mehr in ein Maschinenwort passen, so daß alle
Rechnungen in Langzahlarithmetik und damit recht langsam ausgef̈uhrt
werden m̈ussen.

Der Ausweg besteht darin, nicht modulo einer, sondern gleich modulo
mehrerer Primzahlen zu rechnen. Die Idee dazu ist einfach: Wenn wir
beispielsweise ein Zahl sowohl modulo zwei als auch modulo fünf ken-
nen, kennen wir sie auch modulo zehn. Entsprechendes gilt allgemein:

Chinesischer Restesatz:Sindm,n zwei zueinander teilerfremde und
a, b zwei beliebige Elemente eines EUKLID ischen RingsR, so gibt es
Elementer ∈ R mit

r ≡ a modm und r ≡ b modn .

r ist modulomn eindeutig bestimmt.

Beweis:Ausgangspunkt ist der erweiterte EUKLID ische Algorithmus:
Dam undn teilerfremd sind, liefert er uns zwei Elementeα, β ∈ R, so
daß

αm + βn = ggT(m,n) = 1

ist. Somit ist

1−αm = βn ≡
{

1 modm
0 modn

und 1−βn = αm ≡
{

0 modm
1 modn

,

also l̈ostr = βna + αmb ≡
{

a modm
b modn

das Problem.

Für jede andere L̈osungs ist r − s sowohl durchm als auch durchn
teilbar; da beide teilerfremd sind, also durchmn. Umgekehrt ist klar,
daß f̈ur jedesλ ∈ R auchr + λmn eine L̈osung ist. Die allgemeine
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Lösung ist somitr = (βa + λm)n + (αb − λn)m; insbesondere ist sie
eindeutig modulonm.

Bei der L̈osung eines Systems

r ≡ ai modmi für i = 1, . . . , N

können wir rekursiv vorgehen: Wir lösen die ersten beiden Kongruenzen
r ≡ a1 modm1 undr ≡ a2 modm2 wie gerade besprochen; das Ergeb-
nis ist eindeutig modulom1m2. Ist r2 eine feste L̈osung, so l̈aßt sind
die s̈amtlichen L̈osung dieser beiden Kongruenzen gerade die Lösungen
der einen Kongruenz

r ≡ r2 modm1m2 .

Da diemi paarweise teilerfremd sind, ist auchm1m2 teilerfremd zum3.
Mit dem erweiterten EUKLID ischen Algorithmus k̈onnen wir daher wie
oben das System

r ≡ r2 modm1m2 und r ≡ a3 modm3

lösen und zusammenfassen in einer Kongruenz

r ≡ r3 modm1m2m3

und so weiter, bis wir schließlich einr gefunden haben, das modulo
allermi den geẅunschten Wert hat und das modulo dem Produkt allermi

eindeutig bestimmt ist.

Alternativ läßt sich die L̈osung auch in einer geschlossenen Formel
darstellen, allerdings um den Preis einerN -maligen statt (N − 1)-
maligen Anwendung des EUKLID ischen Algorithmus und größeren
Zahlen schon von Beginn an: Um das System

r ≡ ai modmi für i = 1, . . . , N

zu lösen, berechne man zunächst f̈ur jedesi das Produkt

m̂i =
∏

j 6=i

mj

der s̈amtlichenübrigenmj und bestimme dazu Elementeαi, βi ∈ R,
für die giltαimi + βim̂i = 1 .Dann ist

r =
N∑

j=1

βjm̂jaj ≡ βim̂iai = (1− αimi)ai ≡ ai modmi .
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Natürlich wird r hier – wie auch bei den obigen Formel – oft größer sein
als das Produkt dermi; um (in welchem Sinne auch immer)

”
kleine“

Lösungen zu finden, m̈ussen wir also noch modulo diesem Produkt
reduzieren.

Der chinesische Restesatz hat seinen Namen daher, daß angeblich chinesische Generäle
ihre Truppen in Zweier-, Dreier-, F̈unfer-, Siebenerreihenusw.antreten ließen und jeweils
nur die (i.a. unvollsẗandige) letzte Reihe abzählten. Aus den Ergebnissen ließ sich die
Gesamtzahl der Soldaten berechnen, wenn das Produkt der verschiedenen Reihenlängen
größer war als diese Anzahl.

Es ist zwar fraglich, ob es in China wirklich Generäle gab, die diesen Satz kannten und
anwendeten, aber Beispiele dazu finden sich bereits in einemchinesischen Lehrbuch des
dreizehnten Jahrhunderts, den 1247 erschienenenMathematischen Abhandlungen in neun
Bändenvon CH’ IN CHIU-SHAO (1202–1261). Dort geht es allerdings nicht um Soldaten,
sondern um Reisk̈orner.

§10: Die modulare Berechnung des ggT

Nach vielen Vorbereitungen sind wir nun endlich in der Lage,einen
Algorithmus zur modularen Berechnung des ggT inZ[x] oder Q[x]
zu formulieren. Wesentlich ist für beide F̈alle nur die Berechnung des
ggT zweier primitiver Polynome ausZ[x]: Zwei Polynome ausQ[x]
lassen sich stets schreiben alsλf undµg mit λ, µ ∈ Q× und primitiven
Polynomenf, g ∈ Z[x], und sie haben denselben ggT wief undg. Für
Polynome ausZ[x] sind λ, µ ∈ Z die Inhalte, und der ggT inZ[x] ist
ggT(λ, µ) · ggT(f, g).

Seien alsof, g ∈ Z[x] primitive Polynome.

a) Wir arbeiten nur mit Primzahlen, die nicht die führenden Koeffizien-
ten sowohl vonf als auch vong teilen. Nach dem Satz am Ende von§7
wissen wir dann, daß der ggThp vonf modp undg modp mindestens
denselben Grad hat wie ggT(f, g) und daß es nur endlich viele Primzah-
len gibt, f̈ur die sich die beiden Grade unterscheiden. Für alle anderenp
ist hp = ggT(f, g) modp.

b) Die endlich vielen
”
schlechten“ Primzahlen, für die hp größeren

Grad hat, lassen sich nicht schona priori ausschließen. Wir k̈onnen
sie aber anhand zweier Kriterien nachträglich erkennen: Falls wir eine



Kap. 2: Der Euklidische Algorithmus 

Primzahlq (die nicht beide f̈uhrende Koeffizienten teilt) finden, für die
deghq < deghp ist, mußp eine schlechte Primzahl sein. Wenn wir
mehrere Primzahlen haben, die uns modulare ggTs desselben Grads
liefern, so k̈onnen wir diese nach dem chinesischen Restesatz zusam-
mensetzen. Falls wir hier keine Lösung finden, bei der sämtliche Ko-
effizienten einen Betrag unterhalb der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke
liegen, oder wenn wir eine solche Lösung finden, diese aber kein gemein-
samer Teiler vonf undg ist, dann waren alle betrachteten Primzahlen
schlecht.

Um dieÜbersicht zu behalten fassen wir bei der Rechnung alle bereits
betrachteten Primzahlen zusammen zu einer MengeP und wir berech-
nen auch in jedem Schritt das ProduktN aller Elemente vonP, die wir
noch nicht als schlecht erkannt haben. Falls sie wirklich nicht schlecht
sind, kennen wir den ggT moduloN .

Diese Ideen f̈uhren zu folgendem Rechengang:

1. Schritt (Initialisierung):Berechne den ggTc der führenden Koef-
fizienten vonf undg sowie die LANDAU-MIGNOTTE-Schranke LM(f, g)
und setzeM = 2c

[
LM(f, g)

]
+ 1. Setze außerdemP = ∅ undN = 1.

Da der Betrag eines jeden Koeffizienten des ggT höchstens gleich[
LM(f, g)

]
ist und wir ḧochstens dasc-fache dieses ggT berechnen,

kennen wie die Koeffizienten inZ, sobald wir sie moduloM kennen.

2. Schritt:Wähle eine zuf̈allige Primzahlp /∈ P, die nicht die f̈uhrenden
Koeffizienten von sowohlf als auchg teilt, ersetzeP durchP∪{p} und
berechne inFp[x] den ggThp von f modp undg modp; dieser sei so
normiert, daß sein ḧochster Koeffizient gleich eins ist. Fallshp = 1 ist,
endet der Algorithmus und ggT(f, g) = 1. Andernfalls wirdN = p ge-
setzt und ein Polynomh ∈ Z[x] berechnet, dessen Reduktion modulop
gleichchp ist.

3. Schritt:FallsN ≥M ist, ändere man die Koeffizienten vonh modu-
lo N nötigenfalls so ab, daß ihre Beträge ḧochstens gleichc LM(f, g)
sind. Falls das nicht m̈oglich ist, haben wir bislang modulo lauter
schlechter Primzahlen gerechnet, können also alle bisherigen Ergeb-
nisse vergessen und gehen zurück zum zweiten Schritt.



 Computeralgebra WS2011

Andernfalls wird h durch seinen primitiven Anteil ersetzt und wir
überpr̈ufen, obh sowohlf als auchg teilt. Falls ja, isth der gesuchte ggT,
und der Algorithmus endet; andernfalls müssen wir ebenfalls zurück zum
zweiten Schritt und dort von Neuem anfangen.

4. Schritt: Im Fall N < M wählen wir eine zuf̈allige Primzahlp /∈ P,
die nicht die f̈uhrenden Koeffizienten von sowohlf als auchg teilt,
ersetzenP durchP ∪ {p} und berechnen inFp[x] den ggThp von
f modp undg modp. Falls dieser gleich eins ist, endet der Algorithmus
und ggT(f, g) = 1. Falls sein Grad größer als der vonh ist, warp eine
schlechte Primzahl; wir vergessenhp und gehen zur̈uck an den Anfang
des vierten Schritts, d.h. wir wiederholen die Rechnung miteiner neuen
Primzahl,

Falls der Grad vonhp kleiner ist als der vonh, waren alle bisher be-
trachteten Primzahlen mit der eventuellen Ausnahme vonp schlecht; wir
setzenN deshalb zur̈uck aufp und konstruieren ein Polynomh ∈ Z[x],
dessen Reduktion modulop gleichchp ist.

Ist schließlich degh = deghp, so konstruieren wir nach dem chinesi-
schen Restesatz ein neues Polynomh, das moduloN gleich dem altenh
und modulop gleich chp ist. Danach geht es weiter mit dem dritten
Schritt.

Der Algorithmus muß enden, da es nur endlich viele schlechtePrimzah-
lenp gibt, für die der inFp[x] berechnete ggT nicht einfach die Reduk-
tion von ggT(f, g) modulop ist, und nach endlich vielen Durchläufen
sind gen̈ugend viele gute Primzahlen zusammengekommen, daß ihr Pro-
dukt die ZahlM übersteigt. Da der ggT inFp[x] f ür Primzahlen, die
nicht beide f̈uhrende Koeffizienten teilen, höchstens ḧoheren Grad als
ggT(f, g) haben kann, ist auch klar, daß der Algorithmus mit einem
korrekten Ergebnis abbricht.

Betrachten wir dazu ein Beispiel:

> f := x^6-124*x^5-125*x^4-2*x^3+248*x^2+249*x+125:

> g := x^5+127*x^4+124*x^3-255*x^2-381*x-378:

Eine einfache, aber langweilige Rechnung zeigt, daß die LANDAU-
MIGNOTTE-Schranke vonf undg ungef̈ahr den Wert 13199,21452 hat;
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wegen m̈oglicher Rundungsfehler sollten wir zur Sicherheit vielleicht
besser von 13200 ausgehen. Die Zahl, modulo derer wir die Koeffizien-
ten mindestens kennen müssen, ist somitM = 26401.

Als erste Primzahl ẅahlen wir zum Beispielp = 107 und berechnen

> Gcd(f, g) mod 107;

x
3 + 90x2 + 90x + 89

Damit istP = {107} undN = 107< M . Also wählen wir eine weitere
Primzahl, etwap = 271:

> Gcd(f, g) mod 271;

x
3 + 127x2 + 127x + 126

Auch dieser modulare ggT hat Grad drei, wir können die beiden also
zusammensetzen, indem wir den chinesischen Restesatz auf die Koef-
fizienten anwenden:

> chrem([90, 127], [107, 271]);

5547

> chrem([89, 126], [107, 271]);

5546

Damit ist alsoh = x3 + 5547x2 + 5547x + 5546,P = {107, 271} und
N = 107× 271 = 28997.

Dies ist gr̈oßer alsM , und alle Koeffizienten vonh liegen unterhalb
der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke, also m̈ussen wir untersuchen, obh
Teiler vonf und vong ist:

> rem(f, x^3 + 5547*x^2 + 5547*x + 5546, x);

967384732340761x2 + 967384732340761x + 967384732340761

Offensichtlich nicht; somit sind 107 und 271 für dieses Problem
schlechte Primzahlen. Versuchen wir unser Glück als n̈achstes mit
p = 367:

> Gcd(f, g) mod 367;
x

2 + x + 1
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Also wird P = {107, 271, 367} und N = 367; wir erwarten, daß der
gesuchte ggT modulo 367 gleichx2 +x+1 ist. Um von 367 aus̈uber die
SchrankeM zu kommen reicht eine relativ kleine Primzahl, z.B.p = 73.

> Gcd(f, g) mod 73;

x
3 + 22x2 + 22x + 21

Dieser ggT hat zu großen Grad, also ist auch 73 schlecht für uns. Wir
lassen daherN = 367 und haben nunP = {73, 107, 271, 367}.
Die nächste Primzahl nach 73 ist 79.

> Gcd(f, g) mod 79;

x
2 + x + 1

Wieder erhalten wir ein quadratisches Polynom, also setzenwir

N = 367× 79 = 44503, P = {73, 79, 107, 271, 367}

und naẗurlichh = x2 +x+1. DaN > M ist und alle Koeffizienten vonh
unter der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke liegen, m̈ussen wir nun testen,
obh Teiler vonf und vong ist:

> rem(f, x^2+x+1, x);
0

> rem(g, x^2+x+1, x);
0

Damit ist ggT(f, g) = x2 + x + 1.

Bei diesem Beispiel habe ich natürlich absichtlich m̈oglichst viele
schlechte Primzahlen verwendet; wählt man seine Primzahlen wirklich
zufällig, wird man nur selten eine erwischen.

§11: Polynome in mehreren Veränderlichen

Wie wir aus§6 wissen, ist auch der Polynomring in mehreren Veränder-
lichenüber den ganzen Zahlen oderüber einem K̈orper faktoriell; somit
existieren auch dort größte gemeinsame Teiler. Im vorigen Paragraphen
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haben wir gesehen, wie sich diese im Falle einer Veränderlichen berech-
nen lassen; hier soll nun im wesentlichen die gleiche Technik angewen-
det werden, um die ggT-Bestimmung für Polynome inn Veränderlichen
zurückzuf̈uhren auf die inn− 1 Ver̈anderlichen.

Wir betrachten also zwei Polynomef, g in n ≥ 2 Ver̈anderlichen
x1, . . . , xn über einem K̈orper oderüber faktoriellen Ringk; wichtig
sind vor allem die F̈allek = Z,k = Q undk = Fp. Wie beim GAUSSschen
Lemma betrachten wir die Polynome ausRn = k[x1, . . . , xn] als
Polynome in der einer Veränderlichenxn über dem RingRn−1 =
k[x1, . . . , xn−1], schreiben alsoRn = Rn−1[xn]. Durch ggT-Berechnungen
in Rn−1 können wir diese Polynome zerlegen in ihre Inhalte und prim-
itiven Anteile; der ggT der Inhalte läßt sich wieder inRn−1 berechnen.

Bleibt noch der ggT der primitiven Anteile; diese seienf undg, jeweils
aufgefaßt als Polynome inxn mit Koeffizienten ausRn−1. Um deren ggT
zu berechnen, k̈onnten wir den EUKLID ischen Algorithmus̈uber dem
Quotientenk̈orper vonRn−1 anwenden, allerdings steigen hier die Grade
von Zähler und Nenner der Koeffizienten sowiederenKoeffizienten im
allgemeinen so stark an, daß dies nur bei wenigen Variablen und sehr
kleinen Graden praktisch durchführbar ist. Daher m̈ussen wir auch hier
wieder nach Alternativen suchen.

In Kapitel II hatten wir, um die Explosion der Koeffizienten beim EU-
KLID ischen Algorithmus inQ[x] zu vermeiden, den Umweg̈uber die
ganzen Zahlen modulo einer Primzahlp genommen, also zunächst einen
ggT inFp[x] berechnet. Formal k̈onnen wir das auch so ausdrücken, daß
wir auf die Koeffizienten die Abbildung

ϕp:

{
Z→ Fp

a 7→ a modp

angewendet haben. Entsprechend können wir im PolynomringRn−1
noch einmal eine Variable auszeichnen, etwaxn−1, und f̈ur diese einen
festen Wertc ∈ k einsetzen, d.h. wir wenden auf alle Koeffizienten die
Abbildung

ϕc:

{
Rn−1→ Rn−2

a(x1, . . . , xn−2, xn−1) 7→ a(x1, . . . , xn−2, c)
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an. Die entstehenden Polynomef undg ausRn−2[x] haben wieder ins-
gesamtn−1 Variable, wir k̈onnen ihren ggT also mit dem Algorithmus
für Polynome inn− 1 Variablen berechnen.

Auch hier stellt sich die Frage, was der ggT vonf und g mit dem
von f undg zu tun hat. Im folgenden bezeichneh für jedes Polynom
h ∈ Rn−1[xn] das Polynom ausRn−2[x], das durch Anwendung von
ϕc auf die Koeffizienten vonh entsteht.

Ist h ∈ Rn−1[x] ein Teiler vonf , etwaf = qh, so istf = qh, d.h.
auchh ist ein Teiler vonf . Dieser Teiler k̈onnte aber einen kleineren
Grad haben alsh; dies passiert offensichtlich genau dann, wenn der
führende Koeffizient vonh im Kern vonϕc liegt, durch Einsetzen von
xn−1 = c also zur Null wird. Da der f̈uhrende Koeffizient vonf das
Produkt der f̈uhrenden Koeffizienten vonh undq ist, gilt dann dasselbe
auch f̈ur den f̈uhrenden Koeffizienten vonf ; wir können dieses Problem
also vermeiden, indem wirc so ẅahlen, daß der führende Koeffizient
von f durchϕc nicht auf die Null abgebildet wird. Wenn wir das für f
oder g sicherstellen, wissen wir daher, daßggT(f, g) ein Teiler vonf
und g, also auch von ggT(f, g) ist, und daß beide größte gemeinsame
Teiler denselben Grad inxn haben. Da die f̈uhrenden Koeffizienten von
f undg als Polynome inxn−1 geschrieben werden können, gibt es nur
endlich viele Werte vonc, die wir vermeiden m̈ussen, und diese lassen
sich einfach identifizieren.

Auch dann wissen wir allerdings nur, daßh = ggT(f, g) ein Teiler
von ggT(f, g) ist. h ist genau dann ein echter Teiler, wennf/h und
g/h einen gemeinsamen Faktor haben, der keine Einheit ist, wenn
also die Resultante vonf/h und g/h bez̈uglich xn verschwindet.
Bezeichneth den ggT vonf und g, so entsteht diese Resultante aus
Resxn

(f/h, g/h) ∈ Rn−1 durch Anwendung vonϕc; da diese Resul-
tante als Polynom inxn−1 geschrieben werden kann, gibt es also wieder
höchstens endlich viele Werte vonc, für die dies der Fall ist. Da wirh
nicht kennen, k̈onnen wir diese Werte allerdings nicht im voraus identi-
fizieren – ganz analog zur Situation bei der modularen Berechnung des
ggT inZ[x].

Als nächstes stellt sich das Problem, was wir aus der Kenntnis von
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ggT(f, g) für ggT(f, g) folgern k̈onnen. Offensichtlich nicht sonderlich
viel, denn wenn wir ein Polynom nur an einer Stellexn−1 = c kennen,
gibt uns das noch kaum Information. Wenn wir allerdings ein Polynom
vom Gradd in xn−1 an d + 1 verschiedenen Punkten kennen, dann
kennen wir es vollsẗandig.

Die einfachste Konstruktion des Polynoms aus seinen Funktionswerten
and + 1 verschiedenen Stellen geht auf JOSEPH-LOUIS COMTE DE LA-
GRANGE zurück und benutzt dieselbe Strategie, die wir vom chinesi-
schen Restesatz her kennen: IstR ein Integriẗatsbereich und suchen wir
ein Polynomh ∈ R[x] vom Gradd, das an den Stellenci ∈ R für
i = 0, . . . , d die Wertehi ∈ R annimmt, so konstruieren wir zunächst
Polynomeαi mit αi(ci) = 1 undαi(cj) = 0 für j 6= i. Das Verschwinden
an den Stellencj können wir erreichen, indem wir die Linearfaktoren
(x − cj) für j 6= i miteinander multiplizieren. Um an der Stelleci den
Wert eins zu erhalten, m̈ussen wir allerdings noch durch das Produkt
der (ci − cj) dividieren, und damit kommen wir eventuell ausR hin-
aus und m̈ussen im Quotientenkörper rechnen. Mit den so definierten
Polynomen

αi(x) =

∏
j 6=i(x− cj)

∏
j 6=i(ci − cj)

ist das Interpolationspolynom dann

f (x) =
d∑

i=1

αi(x)hi .

(Das Interpolationsverfahren von LAGRANGE ist zwar einfach zu ver-
stehen und f̈uhrt auf eine elegante Formel, es gibt jedoch effizientere
Verfahren, die auch hier anwendbar sind, z.B. das von ISAAC NEWTON.
Für Einzelheiten sei auf die Numerik-Vorlesung verwiesen.)

Die Nenner in der LAGRANGEschen (oder auch NEWTONschen) Inter-
polationsformel sẗoren uns nicht besonders, da wir ja spezialisieren,
indem wir für xn−1 jeweils Konstanten einsetzen, dieci liegen also
alle im Ring k der Konstanten. Falls es sich dabei um einen Körper
handelt, haben wir̈uberhaupt keine Probleme mit den Divisionen; im
wohl wichtigsten Fall, daß wir̈uber den ganzen Zahlen arbeiten, erhalten
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wir zwar Interpolationspolynome mit rationalen Koeffizienten, k̈onnen
diese aber zerlegen in einen konstanten Faktor mal einem ganzzahligen
Polynom mit teilerfremden Koeffizienten, das für die Berechnung des
ggT zweier primitiver ganzzahliger Polynome an Stelle des Interpola-
tionspolynoms verwendet werden kann.

JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736–1813) wurde als GIU-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zun̈achst Latein. Erst eine alte Arbeit von
HALLEY über algebraische Methoden in der Optik weck-
te sein Interesse an der Mathematik, woraus ein aus-
gedehnter Briefwechsel mit EULER entstand. In einem
Brief vom 12. August 1755 berichtete er diesem unter
anderem̈uber seine Methode zur Berechnung von Max-
ima und Minima; 1756 wurde er, auf EULERs Vorschlag,
Mitglied der Berliner Akademie; zehn Jahre später zog
er nach Berlin und wurde dort EULERs Nachfolger
als mathematischer Direktor der dortigen Akademie

1787 wechselte er an die Pariser Académie des Sciences, wo er bis zu seinem Tod blieb und
unter anderem an der Einführung des metrischen Systems beteiligt war. Seine Arbeiten
umspannen weite Teile der Analysis, Algebra und Geometrie.

Damit ergibt sich folgender Algorithmus zur Zurückführung des ggT
zweier Polynome inn Veränderlichen auf die Berechnung von ggTs von
Polynomen inn− 1 Ver̈anderlichen:

Wir gehen aus von zwei PolynomenF,G ∈ Rn = k[x1, . . . , xn], mit
k = Z, Q oderFp (oder sonst einem faktoriellen Ring,über dem wir den
ggT zweier Polynome in einer Veränderlichen berechnen können).

1. Schritt (Initialisierung):Schreibe

F =
d∑

i=0

ai(x1, . . . , xn−1)xi
n und G =

e∑

j=0

bj(x1, . . . , xn−1)xj
n ,

wobei die f̈uhrenden Koeffizientenad und be nicht identisch ver-
schwinden sollen. Weiter seiC = ∅ die Menge aller bislang betrach-
teten Spezialisierungen undM = ∅ die Teilmenge der nach unserem
jeweiligen Erkenntnisstand

”
guten“ Spezialisierungen.

Als nächstes werden die InhalteI(F ) undI(G) vonF undG bez̈uglich
obiger Darstellung berechnet, d.h.I(F ) ist der ggT derai(x1, . . . , xn−1)
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und I(G) der vonb0(x1, . . . , xn−1) bis be(x1, . . . , xn−1). Beides kann
bestimmt werden durch eine Folge von ggT-Berechnungen inn−1 Ver-
änderlichen, ebenso auch der ggTI0 dieser beiden Inhalte. Weiter seien
f = F/I(F ) undg = G/I(G) die primitiven Anteile vonF undG. Der
ggT vonF undG ist I0 mal dem in den folgenden Schritten berechneten
ggT vonf undg.

2. Schritt:Wähle so lange ein neues zufälliges Elementc ∈ k r C und
ersetzeC durchC ∪{c}, bisad(x1, . . . , xn−2, c) undbe(x1, . . . , xn−2, c)
nicht beide gleich dem Nullpolynom sind. (Meist wird dies bereits beim
ersten Versuch der Fall sein.) Berechne dann den ggThc von

f =
d∑

i=0

ai(x1, . . . , xn−2, c)xi
n und g =

e∑

j=0

bj(x1, . . . , xn−2, c)xj
n .

Falls hc = 1, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis ggT(f, g) = 1.
Andernfalls wirdM = {c} undN = degxn

hc undm wird eins mehr
als das Maximum der Grade derai und derbj in der Variablenxn−1.

3. Schritt: Falls die Elementanzahl #M von M gleich m ist, wird
das Interpolationspolynomh ∈ k[x1, . . . , xn] berechnet, das für jedes
c ∈M die Gleichung

h(x1, . . . , xn−1, c, xn) = hc(x1, . . . , xn−2, xn)

erfüllt. Falls h sowohlf als auchg teilt, isth = ggT(f, g) und der Algo-
rithmus endet mit diesem Ergebnis. Andernfalls waren alle bisherigen
Spezialisierungen schlecht, und wir müssen von Neuem mit Schritt 2
beginnen.

4. Schritt:Falls #M < m, wählen wir ein zuf̈alligesc ∈ k r C solange,
bis ad(x1, . . . , xn−2, c) undbe(x1, . . . , xn−2, c) nicht beide gleich dem
Nullpolynom sind. Wir berechnen wieder den ggThc von

f =
d∑

i=0

ai(x1, . . . , xn−2, c)xi
n und g =

e∑

j=0

bj(x1, . . . , xn−2, c)xj
n .

Fallshc = 1, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis ggT(f, g) = 1.

Falls degxn
hc > N ist, haben wir ein schlechtesc geẅahlt und gehen

zurück zum Anfang des vierten Schritts.
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Falls degxn
hc < N ist, waren alle zuvor betrachteten Werte vonc

schlecht; wir setzenM = {c} undN = degxn
hc.

Falls schließlich degxn
hc = N ist, ersetzen wirM durchM∪{c}, und

es geht weiter mit Schritt 3.

Da es nur endlich viele schlechte Werte für c gibt, muß der Algorithmus
nach endlich vielen Schritten enden.

Als Beispiel wollen wir den ggT der beiden Polynome

f = x
3 + x

2
y + x

2
z + xyz + y

2
z + yz

2

und
g = x

3 + x
2
y + x

2
z + xy

2 + xz
2 + y

3 + y
2
z + yz

2 + z
3

ausZ[x, y, z] berechnen. Wir fassen Sie zunächst auf als Polynome in
z mit Koeffizienten ausZ[x, y]:

f = yz
2 + (x2 + xy + y

2)z + x
3 + x

2
y

und
g = z

3 + (x + y)z2 + (x2 + y
2)z + x

3 + x
2
y + xy

2 + y
3

Der führende Koeffizient vonf ist y, der vong ist eins. Wie man leicht
sieht, sind beide Polynome bereits primitiv.

Der höchstey-Grad eines Koeffizienten ist drei; wir brauchen daher
vier zuf̈allig geẅahlte Spezialisierungen. Der Einfachheit und vor allem
derÜbersichtlichkeit halber seien hierfür die (nicht gerade

”
zufälligen“)

Wertec = 1, 2, 3 und 4 geẅahlt.

Für c = 1 ist

f (x, 1, z) = z
2 + (x2 + x + 1)z + x

3 + x
2

und

g(x, 1, z) = z
3 + (x + 1)z2 + (x2 + 1)z + x

3 + x
2 + x + 1 ;

wir müssen den ggT dieser beiden Polynome berechnen.

Dies leistet der entsprechende Algorithmus für Polynome in zwei
Veränderlichen; da die Polynome wieder primitiv sind und der höchste
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x-Grad eines Koeffizienten gleich drei ist, müssen wir vier Spezial-
isierungen f̈ur x betrachten. Auch diese seien zufälligerweise gerade
1, 2, 3 und 4. Wir erhalten folgende Ergebnisse:

d f (d, 1, z) g(d, 1, z) ggT

1 z2 + 3z + 2 z3 + 2z2 + 2z + 4 z + 2
2 z2 + 7z + 12 z3 + 3z2 + 5z + 15 z + 3
3 z2 + 13z + 36 z3 + 4z2 + 10z + 40 z + 4
4 z2 + 21z + 80 z3 + 5z2 + 17z + 85 z + 5

Auch ohne Interpolationsformel sehen wir, daß

h1(x, z) = x + 1 +z

das Interpolationspolynom ist. Division zeigt, daß

f (x, 1, z)
h1(x, z)

= x
2 + z und

g(x, 1, z)
h1(x, z)

= x
2 + z

2 + 1

beides Polynome sind; somit ist

ggT
(
f (x, 1, z), g(x, 1, z)

)
= x + 1 +z .

Als nächstes setzen wirc = 2 für y ein; wir erhalten

f (x, 2, z) = 2z2 + (x2 + 2x + 4)z + x
3 + 2x2

und

g(x, 2, z) = z
3 + (x + 2)z2 + (x2 + 4)z + x

3 + 2x2 + 4x + 8

und spezialisieren darin wiederx zu 1, 2, 3, 4:

d f (d, 2, z) g(d, 2, z) ggT

1 2z2 + 7z + 3 z3 + 3z2 + 5z + 15 z + 3
2 2z2 + 12z + 16 z3 + 4z2 + 8z + 32 z + 4
3 2z2 + 19z + 45 z3 + 5z2 + 13z + 65 z + 5
4 2z2 + 28z + 96 z3 + 6z2 + 20z + 120 z + 6

Hier ist unser ggT-Kandidat somith2(x, z) = x + 2 +z, und wieder zeigt
Division, daß dies tats̈achlich ein Teiler beider Polynome und somit
deren ggT ist.
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Für c = 3 ist

f (x, 3, z) = 3z2 + (x2 + 3x + 9)z + x
3 + 3x2

und
g(x, 3, z) = z

3 + 4z2 + 10z + 40 .

Die Spezialisierungen inx und ihre gr̈oßten gemeinsamen Teiler sind

d f (d, 3, z) g(d, 3, z) ggT

1 3z2 + 13z + 4 z3 + 4z2 + 10z + 40 z + 4
2 3z2 + 19z + 20 z3 + 5z2 + 13z + 65 z + 5
3 3z2 + 27z + 54 z3 + 6z2 + 18z + 108 z + 6
4 3z2 + 37z + 112 z3 + 7z2 + 25z + 175 z + 7

Hier ist entsprechendh3(x, z) = x + 3 +z.

Für c = 4 schließlich erhalten wir

f (x, 4, z) = 4z2 + (x2 + 4x + 16)z + x
3 + 4x2

und

g(x, 4, z) = z
3 + (x + 4)z2 + (x2 + 16)z + x

3 + 4x2 + 16x + 64 .

Die Spezialisierungen inx und ihre gr̈oßten gemeinsamen Teiler sind

d f (d, 4, z) g(d, 4, z) ggT

1 4z2 + 21z + 5 z3 + 5z2 + 17z + 85 z + 5
2 4z2 + 28z + 24 z3 + 6z2 + 20z + 120 z + 6
3 4z2 + 37z + 63 z3 + 7z2 + 25z + 175 z + 7
4 4z2 + 48z + 128 z3 + 8z2 + 32z + 256 z + 8

Dies führt aufh4(x, z) = x + 4 +z.

Auch das Polynomh(x, y, z) mit h(x, c, z) = hc(x, z) für c = 1, 2, 3, 4
läßt sich ohne Interpolationsformel leicht erraten: Offensichtlich ist

h(x, y, z) = x + y + z .

Division zeigt, daß

f

h
= x

2 + yz und
g

h
= x

2 + y
2 + z

2
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ist; somit ist
ggT(f, g) = h = x + y + z .

Dieses Ergebnis ḧatten wir naẗurlich schon sehr viel fr̈uher erraten
können, und in der Tat wird der Algorithmus oft so implementiert, daß
man bereits nach eigentlich zu wenigen Spezialisierungen interpoliert
und nachpr̈uft, ob man einen gemeinsamen Teiler gefunden hat; wenn
ja, ist dies der ggT. Falls nein, läßt sich aber noch nicht schließen, daß
alle bisherigen Spezialisierungen schlecht waren; vielleicht waren auch
nur die Grade einiger Koeffizienten zu klein, was sich nur durch weitere
Spezialisierungen und Interpolationen feststellen läßt.



Kapitel 3
Faktorisierung von Polynomen

Die Lösung sowohl einzelner Polynomgleichungen als auch von Sys-
temen solcher Gleichungen wird mit steigendem Grad der Polynome
sehr schnell sehr viel schwieriger; falls man einzelne der Polynome in
Faktoren zerlegen kann, ist es meist effizienten, mit diesenzu arbeiten –
obwohl die Anzahl der betrachteten Fälle bei Systemen von hinreichend
vielen Polynomgleichungen auch da ziemlich groß werden kann.

Wie wir aus Kapitel 2,§6 wissen, l̈aßt sich jedes Polynom̈uber einem
faktoriellen Ring als Produkt irreduzibler Polynome schreiben. Wir soll-
ten daher bei der Suche nach den Nullstellen eines Polynoms zunächst
einmal versuchen, es in irreduzible Faktoren zu zerlegen. Dazu brauchen
wir allerdings neue Methoden, denn der Beweis von GAUSS ist nicht
konstruktiv.

Der erste zumindest im Prinzip konstruktive Beweis für Polynomëuber
den ganzen Zahlen geht zurück auf KRONECKER; wirklich effiziente Ver-
fahren gibt es erst seit der zweiten Hälfte des zwanzigsten Jahrhunderts.

Auch sie schlagen wie der modulare Algorithmus zur ggT-Berechnung
den Umwegüber endliche K̈orper ein, funktionieren allerdings dort
nur für Polynome ohne mehrfache Nullstellen, so daß wir zunächst die
mehrfachen Nullstellen eliminieren m̈ussen.

Der Aufbau dieses Kapitels ist daher folgender: Als erstes betrachten wir
den klassischen Algorithmus von KRONECKER, danach beschäftigen wir
uns mit der sogenannten quadratfreien Faktorisierung, durch die wir auf
Polynome ohne mehrfache Nullstellen kommen. Als nächstes geht es
um den Faktorisierung von Polynomenüber endlichen K̈orpern, und im
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Rest des Kapitels dann darum, wie diese Faktorisierung hochgehoben
werden kann f̈ur PolynomëuberZ und damit auchQ.

§1: Der Algorithmus von Kronecker

KRONECKER führt das Problem der Faktorisierung eines Polynoms
über Z zurück auf die Faktorisierung ganzer Zahlen. Ausgangspunkt
ist die folgende triviale Beobachtung: Angenommen, wir haben inZ[x]
eine Zerlegungf = gh. Für jede ganze Zahla ist dannf (a) = g(a)h(a).
Somit istg(a) für jedesa ∈ Z ein Teiler vonf (a).

Ein Polynom vom Gradn ist eindeutig bestimmt durch seine Werte an
n+1 verschiedenen Stellena0, . . . , an und kann mit Hilfe wohlbekannter
Interpolationsformeln leicht aus denn + 1 Paaren

(
ai, g(ai)

)
bestimmt

werden; die m̈oglichen Werteg(ai) wiederum sind Teiler derf (ai).

Daher berechnet KRONECKER auf der Suche nach einem Teiler vom
Gradn für n + 1 beliebig geẅahlte ganzzahlige Wertea0, . . . , an die
Funktionswertef (a0), . . . , f (an), und konstruiert f̈ur jedes (n+1)-tupel
(b0, . . . , bn) ganzer Zahlen mitbi|f (ai) ein Interpolationspolynomg mit
g(ai) = bi. Falls keines der Polynome Teiler vonf ist, hatf keinen
Teiler vom Gradn, andernfalls wird einer gefunden.

LEOPOLDKRONECKER(1823–1891) ist heute zwar Vie-
len nur im Zusammenhang mit dem KRONECKER-δ
bekannt, er war aber einer der bedeutendsten deutschen
Mathematiker seiner Zeit. Seine Arbeiten befaßten sich
mit Algebra, Zahlentheorie und Analysis, wobei er ins-
besondere die Verbindungen zwischen der Analysis und
den beiden anderen Gebieten erforschte. Bekannt ist
auch seine Ablehnung jeglicher mathematischer Metho-
den, die, wie die Mengenlehre oder Teile der Analysis,
unendliche Konstruktionen verwenden. Er war deshalb
mit vielen anderen bedeutenden Mathematikern seiner
Zeit verfeindet, z.B. mit CANTOR und mit WEIERSTRASS

Über den Gradn eines potentiellen Teilers ist natürlich a priori nichts
bekannt; wir wissen nur eines: Wenn es einen nichttrivialenTeiler gibt,
dann gibt es auch einen, dessen Grad höchstens gleich der Ḧalfte des
Grads vonf ist. Im Extremfall m̈ussen daher alle diese Grade ausprobiert
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werden bis sich dann m̈oglicherweise herausstellt, daßf irreduzibel ist.
Falls dann noch einige der Zahlenf (ai) viele Teiler haben, läßt sich
leicht vorstellen, daß der Aufwand schon für sehr moderate Grade vonf
astronomisch wird. Zum Glück gibt es deutlich effizientere Alternativen,
so daß der Algorithmus von KRONECKER in der Praxis nie eingesetzt
wird.

Als Beispiel wollen wir versuchen, das Polynom

f = 8x7− 16x6− 20x5 + 15x4 + 13x3 + 9x2 + 10x + 2

in Z[x] zu faktorisieren. Falls alle Nullstellen ganzzahlig sind, müssen
die linearen Faktoren von der Form (x−a) sein, wobeia den konstanten
Term teilt; wegen

f (−2) =−1254, f (−1) =−1, f (1) = 21 und f (2) = 238

gibt es keinen Faktor dieser Art.

Dies bedeutet freilich nicht, daß es keine lineare Faktorengibt; ein
solcher Faktor k̈onnte ja auch die Form (bx + c) haben. Um solche
Faktoren mit KRONECKERs Methode zu finden, m̈ussen wir die Funktion
an zwei Stellen mit m̈oglichst einfachen Funktionswerten betrachten;
dazu bieten sichx0 = −1 mit f (x0) = −1 undx1 = 0 mit f (x1) = 2 an.
Für einen Teilerg ∈ Z[x] von f muß daherg(x0) = ±1 undg(x1) = ±1
oder±2 sein.

Tats̈achlich k̈onnen wir uns auf Polynome mitg(x0) = 1 beschr̈anken,
denng ist genau dann ein Teiler, wenn auch−g einer ist, und wenn
das eine Polynom an der Stelle−1 den Wert 1 hat, ist das andere
dort gleich−1. Wir müssen also die Interpolationspolynome zu den
vier Wertepaaren

(
(−1, 1), (0, y0)

)
mit y0 ∈ {−2,−1, 1, 2} konstru-

ieren und testen, ob sief teilen. Der Maple-Befehl zur Konstruktion
des Interpolationspolynoms durch die Punkte (x1, y1) bis (xn, yn) ist
interp([x1, . . . , xn], [y1, . . . , yn], x); wir schreiben also

> for y0 in [-2, -1, 1, 2] do
> g := interp([-1, 0], [1, y0], x);
> if rem(f, g, x) = 0 then print(g) fi od:

1
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Die einzige
”
Lösung“ die wir bekommen, ist das konstante Polynom 1,

das naẗurlich auf keine Faktorisierung führt. Somit gibt es keine linearen
Faktoren.

Auf der Suche nach quadratischen Faktoren brauchen wir einen weiteren
Interpolationspunkt; daf (1) = 21 nur zwei Primteiler hat, bietet sich
x = 1 an, wo ein Teiler vonf einen der acht Werte±1,±3,±7 oder±21
haben muß. Nun m̈ussen also schon 4× 8 = 32 Interpolationspolynome
konstruiert und durchprobiert werden:

> for y0 in [-2, -1, 1, 2] do
> for y1 in [-21, -7, -3, -1, 1, 3, 7, 21] do
> g := interp([-1, 0, 1], [1, y0, y1], x);
> if rem(f, g, x) = 0 then print(g) fi od od:

1

Es gibt also auch keine quadratischen Teiler.

Für kubische Faktoren brauchen wir einen weiteren Interpolationspunkt.
Wir kennen bereits die beiden Funktionswertef (2) = −238 und
f (−2) =−1254; Versuche mit anderen betragskleinenx-Werten liefern
nicht besseres. Da 238 = 2·7·7 nur drei Primteiler hat, 1254 = 2·3·11·19
aber vier, versuchen wir unser Glück mit dem Punkt (2,−238), wobei
wir nun für g(2) schon 16 Werte betrachten müssen, insgesamt also
4× 8× 16 = 512 Interpolationspolynome:

> for y0 in [-2, -1, 1, 2] do
> for y1 in [-21, -7, -3, -1, 1, 3, 7, 21] do
> for y2 in [-238, -119, -34, -17, -14, -7, -2, -1,
> 1, 2, 7, 14, 17, 34, 119, 238] do
> g := interp([-1, 0, 1, 2], [1, y0, y1, y2], x);
> if rem(f, g, x) = 0 then print(g) fi od od od:

1

−2x
3 + 3x2 + 5x + 1

Somit gibt es bis aufs Vorzeichen genau einen kubischen Faktor, und
die Zerlegung vonf ist

f = (−2x
3 + 3x2 + 5x + 1)(−4x

4 + 2x3 + 3x2 + 2)

= (2x3 − 3x
2 − 5x− 1)(4x4− 2x

3 − 3x
2 − 2) .
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§2: Die quadratfreie Zerlegung eines Polynoms

Wir betrachten ein Polynomf über einem K̈orperk. Da der Polynom-
ring k[x] faktoriell ist, zerf̈allt f dort in ein Produkt aus einer Einheit
u ∈ k× und Potenzen irreduzibler Polynome ausk[x]:

f = u
N∏

i=1

q
ei

i .

Falls alleei = 1 und kein zweiqi zueinander assoziiert sind, bezeich-
nen wir f als quadratfrei. Ziel der quadratfreien Zerlegung ist es, ein
beliebiges Polynomf in der Form

f =
M∏

j=1

g
j
j

zu schreiben, wobei diegj paarweise teilerfremde quadratfreie Poly-
nome sind. Vergleichen wir mit der obigen Darstellung und vernachl̈assi-
gen wir für den Augenblick die Einheitu, so folgt, daßgj das Produkt
aller qi mit ei = j ist.

a) Quadratfreie Zerlegung über den reellen Zahlen

Wenn ein Polynomf ∈ R[x] eine mehrfache Nullstelle hat, ver-
schwindet dort auch die Ableitungf ′. Allgemeiner gilt, daß f̈ur ein
Polynomh ∈ R[x], dessene-te Potenzf teilt, zumindesthe−1 auch die
Ableitungf ′ teilen muß, denn istf = heg, so ist

f
′ = eh

e−1
h
′
g + h

e
g
′ = h

e−1(eh′
g + hg

′) .

Fallsf genaudurchhe teilbar ist, ist auchf ′ genau durchhe−1 teilbar,
denn ẅare es sogar durchhe teilbar, so ẅare auchehe−1h′g durchhe

teilbar, so daßh ein Teiler vong wäre.

Damit ist ggT(f, f ′) =
∏r

i=1 fei−1
i und

h1 =
f

ggT(f, f ′)
=

r∏

i=1

qi
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ist das Produkt aller irreduzibler Faktoren vonf . Alle irreduziblen Fak-
toren vonf , die dort mindestens in der zweiten Potenz vorkommen, sind
auch Teiler vonf ′, also ist

g1 =
h1

ggT(h1, f
′)

das Produkt aller irreduzibler Faktoren vonf , die dort genau in der
ersten Potenz vorkommen.

In f1 = f/h1 kommen alle irreduziblen Faktoren vonf mit einem um
eins verminderten Exponenten vor; insbesondere sind also die mitei = 1
verschwunden. Wenden wir darauf dieselbe Konstruktion an,erhalten
wir die Zerlegung ggT(f1, f

′
1) =

∏r
i=1 fmax(ei−2,0)

i , und

h2 =
f1

ggT(f1, f
′
1)

=
r∏

i=1

qi

ist das Produkt aller irreduzibler Faktoren vonf1, also das Produkt
aller Faktoren vonf , die mit einem Exponenten von mindestens zwei
vorkommen. Damit ist

g2 =
h2

ggT(h2, f
′
1)

das Produkt aller Faktoren, die inf mit Multiplizit ät genau zwei vorkom-
men.

Nach dem gleichen Schema können wir, fallsf2(x) nicht konstant ist,
weitermachen und rekursiv für i ≥ 3 definieren

hi =
fi−1

ggT(fi−1, f
′
i−1

, gi(x) =
hi

ggT(hi, f
′
i−1)

und fi(x) =
fi−1

hi

,

bis wir für ein konstantesfi erhalten. Dann hat jedes Polynomgi nur
einfache Nullstellen, und diese Nullstellen sind genau diei-fachen Null-
stellen des Ausgangspolynomsf .

Bis auf eine eventuell notwendige Konstantec ist damitf das Produkt der
Polynomeg j

j , und falls wir alle Nullstellen der Polynomegj bestimmen
können, kennen wir alle Nullstellen vonf .
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Als Beispiel betrachten wir das Polynom

f (x) = x
4 − 5x

2 + 6x− 2 mit f
′(x) = 4x3 − 10x + 6 .

Wir berechnen zun̈achst den ggT vonf undf ′:

(x4 − 5x
2 + 6x− 2) : (4x3 − 10x + 6) =

x

4
Rest− 5

2
x

2 +
9
2
x− 2

(4x
3− 10x + 6) :

(
−5

2
x

2 +
9
2
x− 2

)
= −8

5
x− 72

25
Rest− 6

25
x +

6
25

(
−5

2
x

2 +
9
2
x− 2

)
:

(
− 6

25
x +

6
25

)
=

125
12

x− 25
3

Somit ist der ggT gleich− 6
25(x−1); da es auf Konstanten nicht ankommt,

rechnen wir besser mit (x− 1).

Eigentlich sind wir damit schon fertig: Der ggT hat nur die einfache
Nullstellex = 1, also hatf (x) an der Stelle eins eine doppelte Nullstelle,
und alles andere sind einfache Nullstellen. Da

(x4− 5x
2 + 6x− 2) : (x− 1)2 = x

2 + 2x− 2

ist, haben wir die quadratfreie Zerlegung

f (x) = (x2 + 2x− 2) · (x− 1)2 .

Zur Illustration k̈onnen wir aber auch strikt nach Schema weiterrechnen.
Dann brauchen wir als nächstes

h1 =
f

ggT(f, f ′)
=

x4 − 5x2 + 6x− 2
x− 1

= x
3 + x

2 − 4x + 2 ,

das Polynom das an jeder Nullstelle vonf (x) eine einfache Nullstelle
hat. Sodann brauchen wir den ggT vonh1(x) undf ′(x); da wir schon
wissen, daßf undf ′ außer der Eins keine gemeinsame Nullstelle haben,
muß das (x− 1) sein. Somit ist

g1 =
x3 + x2 − 4x + 2

x− 1
= x

2 + 2x− 2 = (x + 1)2− 3

das Polynom, das genau bei den einfachen Nullstellen vonf ver-
schwindet, also bei−1±

√
3. Als nächstes muß

g1(x) =
f (x)
h1(x)

=
x4 − 5x2 + 6x− 2
x3 + x2− 4x + 2

= x− 1
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untersucht werden; da es nur für x = 1 verschwindet, ist die Eins eine
doppelte Nullstelle vonf . Damit sind alle Nullstellen vonf (x) sowie
auch deren Vielfachheiten gefunden.

b) Ableitungen über einem beliebigen Körper

Auch wenn Ableitungen ursprünglich über Grenzwerte definiert sind,
ist doch die Ableitung eines Polynoms rechnerisch gesehen eine rein al-
gebraische Operation, die sich im Prinzipüber jedem beliebigen K̈orper
oder sogar Ring erklären l̈aßt.

Wir beschr̈anken uns hier auf Polynomeüber einem K̈orperk und defi-
nieren die Ableitung eines Polynoms

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ k[x]

als das Polynom

f
′ = nanx

n−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + · · · + a1 ∈ k[x] .

Es ist klar, daß die so definierte Abbildungk[x] → k[x], die jedem
Polynom f ∈ k[x] seine Ableitungf ′ zuordnet,k-linear ist. Auch
die LEIBNIZsche Produktregel (fg)′ = fg′ + fg′ ist erfüllt: Wegen der
Lineariẗat der Ableitung und der Linearität beider Seiten der Formel
sowohl inf als auch ing gen̈ugt es, dies f̈ur x-Potenzen nachzurechnen,
und für f = xn, g = xm ist (fg)′ = (n + m)xn+m−1 gleich

fg
′ + f

′
g = x

n
mx

m−1 + nx
n−1

x
m = (m + n)xn+m−1 .

Damit gelten dieüblichen Ableitungsregeln auch für die formale
Ableitung von Polynomen ausk[x].

c) Die Charakteristik eines Körpers

Es gibt allerdings einen wesentlichen Unterschied: In der Analysis folgt
durch eine einfache Anwendung des Mittelwertsatzes, daß die Ableitung
einer differenzierbaren Funktion genau dann identisch verschwindet,
wenn die Funktion konstant ist. Bei einer rein algebraischen Behand-
lung des Themas k̈onnen wir naẗurlich nicht auf den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung zur̈uckgreifen, sondern m̈ussen direkt nachrech-
nen, wann die Ableitung eines Polynoms gleich dem Nullpolynom ist.



 Computeralgebra WS2011

Mit den obigen Bezeichnungen ist dies genau dann der Fall, wenn alle
Koeffizienteniai der Ableitung verschwinden. Bei den Faktoren dieses
Produkts handelt es sich um die Zahli ∈ N0 und das K̈orperelementai.

Falls der Grundk̈orperk die rationalen Zahlen enthält, können wir auch
i als Element vonk auffassen und haben somit ein Produkt zweier
Körperelemente. Dieses verschwindet genau dann, wenn mindestens
einer der beiden Faktoren verschwindet; die Ableitung ist somit genau
dann das Nullpolynom, wennai = 0 für alle i 6= 0, wenn das Polynom
also konstant ist.

Auch wennN0 keine Teilmenge vonk ist, mußk als Körper zumindest
die Eins enthalten. Wir k̈onnen daher rekursiv eine Abbildungϕ vonN0
nachk definieren durch die Vorgabenϕ(0) = 0 undϕ(n + 1) = ϕ(n) + 1
für allen ∈ N0. Diese Abbildung l̈aßt sich aufZ fortsetzen durch die
weitere Forderungϕ(−n) = −ϕ(n).

Da die Addition inN rekursivüber Summen von Einsen definiert wird,
überlegt man sich schnell, daß für zwei ganze Zahlena, b ∈ Z gilt:
ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b). Da die Multiplikation inZ rekursiv definiert ist
über die Addition, folgt daraus wiederum, daß auchϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)
ist; ϕ ist also mit Addition und Multiplikation vertr̈aglich. (In der Alge-
bra sagt man,ϕ sei ein Ringhomomorphismus.)

Falls ϕ(n) nur für n = 0 verschwindet, kannZ und damit auchQ als
Teilmenge vonk aufgefaßt werden; andernfalls gibt es eine kleinste
naẗurliche Zahlp, so daßϕ(p) = 0 ist. Daϕ(1) = 1 6= 0, istp ≥ 2.

Ist a eine weitere ganze Zahl mitϕ(a) = 0, so k̈onnen wira mit Rest
durchp dividieren:a = pb + r mit 0≤ r < p. Dabei ist

ϕ(r) = ϕ(a)− ϕ(pb) = ϕ(a)− ϕ(p)ϕ(b) = 0 ,

also ist auchr = 0, dennp ist die kleinste positive Zahl mitϕ(p) = 0.
Somit verschwindetϕ(p) genau f̈ur die Vielfachen vonp.

Schreiben wirp = ab als Produkt zweier natürlicher Zahlena, b, so ist
0 = ϕ(p) = ϕ(a)ϕ(b). Daϕ(a) undϕ(b) Körperelemente sind, muß daher
mindestens eines der beiden verschwinden; da beides natürliche Zahlen
und ḧochstens gleichp sind, geht das nur, wenn eines gleich eins und
das andere gleichp ist. Somit istp eine Primzahl.
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Definition: Wir sagen, ein K̈orperk habe die Charakteristik null, wenn
die Abbildungϕ: Z→ k injektiv ist. Andernfalls sagen wir, die Charak-
teristik vonk sei gleichp, wobeip die kleinste naẗurliche Zahl ist mit
ϕ(p) = 0.

Die Charakteristik eines K̈orpers ist somit entweder null oder eine Prim-
zahl. Wir schreiben chark = 0 bzw.chark = p.

Offensichtlich bilden die rationalen, reellen und auch komplexen Zahlen
Körper der Charakteristik null, und charFp = p.

Gehen wir zur̈uck zur Ableitung eines Polynoms! Das Produktiai ist
gleich dem ink berechneten Produktϕ(i)ai, verschwindet also genau
dann, wenn mindestens einer der beiden Faktoren verschwindet. F̈ur
einen K̈orper der Charakteristik null verschwindetϕ(i) nur für i = 0;
hier müssen also alleai mit i ≥ 1 verschwindet, d.h. das Polynom ist
konstant.

Für einen K̈orper der Charakteristikp > 0 verschwindetϕ(i) allerdings
auch f̈ur alle Vielfachen vonp, so daß die entsprechenden Koeffizien-
ten nicht verschwinden m̈ussen. Ein Polynomf über einem K̈orper
der Charakteristikp > 0 hat daher genau dann das Nullpolynom als
Ableitung, wenn es sich als Polynom inxp schreiben l̈aßt.

Wir wollen unsüberlegen, daß dies genau dann der Fall ist, wenn das
Polynom diep-te Potenz eines anderen Polynoms ist, dessen Koef-
fizienten allerdings m̈oglicherweise in einem größeren K̈orper liegen.
Ausgangspunkt dafür ist das folgende

Lemma: Ist k ein Körper der Charakteristikp > 0, so gilt f̈ur zwei
Polynomef, g ∈ k[x] und zwei Elementea, bdes K̈orpers die Gleichung
(af + bg)p = apfp + bpgp. Insbesondere ist

(anx
n+an−1x

n−1+· · ·+a1x+a0)p = a
p
nx

np+a
p
n−1x

(n−1)p+· · ·+a
p
1x

p+a
p
0 .

Beweis:Nach dem binomischen Lehrsatz ist

(af + bg)p =
p∑

i=0

(
p

i

)
(af )i(bg)p−i mit

(
p

i

)
=

p · · · (p− i + 1)
i!

.
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Für i = 0 undi = p ist
(
p
i

)
= 1, für alle andereni stehtp zwar im Z̈ahler,

nicht aber im Nenner des obigen Bruchs. Daher ist
(
p
i

)
durchp teilbar,

die Multiplikation mit
(
p
i

)
ist also die Nullabbildung. Somit ist

(af + bg)p = (af )p + (bg)p = a
p
f

p + b
p
g

p .

Durch Anwendung auf die Summanden des Polynoms folgt darausin-
duktiv auch die zweite Formel.

Wir können dieses Lemma auch speziell auf eine Summe von lauter
Einsen anwenden; dann folgt

(1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
n mal

)p = 1p + · · · + 1p

︸ ︷︷ ︸
n mal

= 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
n mal

;

solche Summen sind also gleich ihrerp-ten Potenz. Somit gilt

Kleiner Satz von Fermat: Für jedes Elementa ∈ Fp ist ap = a.

Speziell f̈ur den K̈orperFp vereinfacht sich daher das obige Lemma zum
folgenden

Korollar: Für ein Polynom mit Koeffizienten ausFp ist

(anx
n+an−1x

n−1+· · ·+a1x+a0)p = anx
np+an−1x

(n−1)p+· · ·+a1x
p+a0 .

Der franz̈osische Mathematiker PIERRE DE FERMAT

(1601–1665) wurde in Beaumont-de-Lomagne geboren.
Bekannt ist er heutzutage vor allem für seine 1994
von ANDREWWILES bewiesene Vermutung, wonach die
Gleichungxn + yn = zn für n ≥ 3 keine ganzzahlige
Lösung mitxyz 6= 0 hat. Dieser

”
große“ Satzes von FER-

MAT , von dem FERMAT lediglich in einer Randnotitz be-
hauptete, daß er ihn beweisen könne, erkl̈art den Namen
der obigen Aussage. Obwohl FERMAT sich sein Leben
lang sehr mit Mathematik beschäftigte und wesentliche
Beiträge zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie
und Analysis lieferte, war er hauptberuflich Jurist und
Chef der B̈orse von Toulouse.
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d) Quadratfreie Zerlegung über beliebigen Körpern

Falls ein Polynomf durch das Quadratq2 eines anderen teilbar ist, gibt
es ein Polynomg ∈ k[x] mit f = q2g, und nach der Produktregel ist
f ′ = 2qg + q2g′ = q(2g + qg′), d.h.q teilt auchf ′ und damit den ggT
vonf undf ′.

Ist umgekehrt ein irreduzibles Polynomq ∈ k[x] Teiler von f , etwa
f = qh, so istf ′ = q′h+qh′ genau dann durchq teilbar, wennq′h durchq
teilbar ist. Daq irreduzibel ist, muß dann entwederq′ oderh durchq
teilbar sein. Ẅareq ein Teiler vonq′, so m̈ußteq′ aus Gradgr̈unden das
Nullpolynom sein,q selbst also entweder konstant oder –über einem
Körper positiver Charakteristik – einep-te Potenz. Beides ist durch
die Definition eines irreduziblen Polynoms ausgeschlossen. Somit muß
dannh durch q teilbar sein undf = qh durch q2. Damit haben wir
bewiesen:

Lemma: Ein irreduzibles Polynomq ist genau dann ein mindestens
quadratischer Faktor vonf , wenn es den ggT vonf undf ′ teilt.

Genauer: Wennq in der Primfaktorzerlegung vonf in der Potenzqe

auftritt, d.h.f = qeg mit q ∤ g, so istf ′ = eqe−1g + qeg′.

Über R würde daraus folgen, daßqe−1 die höchsteq-Potenz ist, die
f ′ teilt. Da wir aberüber einem beliebigen K̈orper arbeiten, k̈onnte es
sein, daß der erste Faktor verschwindet: Dies passiert genau dann, wenn
der Exponente durch die Charakteristikp des Grundk̈orpers teilbar ist.
In diesem Fall istf ′ = qeg mindestens durchqe teilbar. Daf genau
durchqe teilbar ist, folgt

Lemma: Ist f = u
∏

qei

i mit u ∈ k× die Zerlegung eines Polynoms
f ∈ k[x] in irreduzible Faktoren, so ist der ggT vonf und f ′ gleich
∏

qdi

i mit di =

{
ei − 1 fallsp ∤ ei

ei falls p | ei
.

Nach dem Lemma ist zumindest klar, daßh1 = f/ ggT(f, f ′) ein
quadratfreies Polynom ist, nämlich das Produkt aller jener Primfaktoren



 Computeralgebra WS2011

vonf , deren Exponent nicht durchp teilbar ist. In Charakteristik null ist
alsof/ ggT(f, f ′) einfach das Produkt der sämtlichen irreduziblen Fak-
toren vonf . Diejenigen Faktoren, die mindestens quadratisch vorkom-
men, sind gleichzeitig Teiler des ggT; das Produktg1 der Faktoren, die
genau in der ersten Potenz vorkommen, ist alsoh1/ ggT

(
h1, ggT(f, f ′)

)
.

Falls ggT(f, f ′) kleineren Grad alsf hat, k̈onnen wir rekursiv weiter-
machen und nach derselben Methode das Produkt aller Faktoren bilden,
die inf1 = ggT(f, f ′) genau mit Exponent eins vorkommen; inf selbst
sind das quadratische Faktoren. Weiter geht es mitf2 = ggT(f2, f

′
2),

dessen Faktoren mit Exponent eins kubisch inf auftreten,usw.

Über einem K̈orper der Charakteristik null liefert diese Vorgehensweise
die gesamte quadratfreie Zerlegung; in positiver Charakteristik kann es
allerdings vorkommen, daß ggT(f, f ′) = f ist. Da degf ′ < degf , ist
dies genau dann der Fall, wennf ′ = 0 ist. Dies ist in Charakteristik
Null genau dann der Fall, wennf konstant ist; in Charakteristikp > 0
verschwindet aber auch die Ableitung eines jeden Polynoms inxp. Somit
ist hierf ′ = 0 genau dann, wenn alle inf vorkommendenx-Potenzen
einen durchp teilbaren Exponenten haben. Für f ∈ Fp[x] ist dann, wie
wir oben gesehen haben,

f = anpx
np + a(n−1)px

(n−1)p + · · · + apx
p + a0

=
(
anpx

p + a(n−1)px
(n−1) + · · · + apx + a0

)p
,

f ist dann also diep-te Potenz eines anderen Polynoms, und wir können
den Algorithmus auf dieses anwenden. Im Endergebnis müssen dann
naẗurlich alle hier gefundenen Faktoren in diep-te Potenz gehoben
werden.

In anderen K̈orpern der Charakteristikp ist die Situation etwas kom-
plizierter: Dort m̈ussen wir zun̈achst Elementebi finden mitbp

i = aip;
dann ist

f =
(
bnx

n + bn−1x
n−1 + · · · + b1x + b0

)p
.

Solche Elemente m̈ussen nicht existieren, es gibt aber eine große Klasse
von Körpern, in denen sie stets existieren:
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Definition: Ein Körperk der Charakteristikp > 0 heißt vollkommen,
wenn die Abbildungk → k; x 7→ xp surjektiv ist.

Man kann zeigen, daß jeder endliche Körper vollkommen ist: Im K̈orper
mit pn Elementen istxpn

= x für allex ∈ Fpn , und damit istx diep-te

Potenz vony = xpn−1

. Ein Beispiel eines nicht vollkommenen Körpers
wäre Fp(x), wo x offensichtlich nicht alsp-te Potenz eines anderen
Körperelements geschrieben werden kann.

Über einem vollkommenen K̈orper der Charakteristikp > 0 kann man
also jedes Polynom, dessen Ableitung das Nullpolynom ist, als p-te
Potenz eines anderen Polynoms schreiben und so, falls man die p-ten
Wurzeln auch effektiv berechnen kann, den Algorithmus zur quadrat-
freien Zerlegung durchführen. Insbesondere gibt es keinerlei Probleme
mit den Körpern Fp, denn dort ist jedes Element seine eigenep-te
Wurzel.

§3: Der Berlekamp-Algorithmus

Wir gehen aus von einemquadratfreienPolynomüber dem K̈orperFp

mit p Elementen, d.h.f ∈ Fp[X] ist ein Produkt vonverschiedenenirre-
duziblen Polynomenf1, . . . , fN . Durch quadratfreie Zerlegung läßt sich
jedes Faktorisierungsproblem inFp[X] auf diesen Fall zur̈uckführen.

Um zu sehen, wie wir diefi bestimmen k̈onnen, nehmen wir zunächst
an, sie seien bereits bekannt. Wir wählen uns dann irgendwelche Zahlen
s1, . . . , sN ∈ Fp und suchen ein Polynomg ∈ Fp[X] mit

g ≡ si modfi für allei = 1, . . . , N .

Falls diesi paarweise verschieden sind, können wir den Faktorfi be-
stimmen als

fi = ggT(g − si, f ) .

Nun können wir freilich nicht immer erreichen, daß diesi alle paarweise
verschieden sind: WennN größer alsp ist, gibt es dazu einfach nicht
gen̈ugend Elemente inFp. In diesem Fall ist ggT(g− si, f ) das Produkt
allerfj mit sj = si. Sofern nicht allesi gleich sind, f̈uhrt das immerhin
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zu einer partiellen Faktorisierung vonf , die wir dann mit einem neuen
Polynomg̃ zu neuen Elementeñsi weiter zerlegen m̈ussenusw.

Nach dem chinesischen Restesatz ist klar, daß es zu jeder Wahl von
N Elementens1, . . . , sN ein Polynomg gibt mit g ≡ si modfi, denn
wegen der Quadratfreiheit vonf sind diefi ja paarweise teilerfremd.
Das Problem ist nur, daß wir diefi erst berechnen wollen undg daher
nicht wie im Beweis des chinesischen Restesatzes konstruieren k̈onnen.
Wir müsseng also auch noch anders charakterisieren.

Nach dem kleinen Satz von FERMAT ist jedessi gleich seinerp-ten
Potenz, also ist

g
p ≡ s

p
i = si ≡ g modfi für i = 1, . . . , N .

Daf das Produkt der paarweise teilerfremdenfi ist, gilt daher auch

g
p ≡ g modf .

Falls umgekehrt ein Polynomg ∈ Fp[x] diese Kongruenz erfüllt, so ist
f ein Teiler vongp− g. Letzteres Polynom k̈onnen wir weiter zerlegen:

Lemma: a) Über einem K̈orperk der Charakteristikp > 0 ist

x
p − x =

p−1∏

j=0

(x− j) und x
p−1 − 1 =

p−1∏

j=1

(x− j) .

b) Für jedes Polynomg ∈ k[x] ist

g
p − g =

p−1∏

j=0

(g − j) und g
p−1 − 1 =

p−1∏

j=1

(g − j) .

Beweis: a)Nach dem kleinen Satz von FERMAT sind allei ∈ Fp Null-
stellen des Polynomsxp−x, und da ein von null verschiedenes Polynom
vom Gradp nicht mehr alsp Nullstellen haben kann, gibt es keine weite-
ren. Die Gleichheit beider Seiten folgt somit daraus, daß die führenden
Koeffizienten beider Polynome eins sind.

b) Im Polynomringk[x] ist, wie wir gerade gesehen haben,xp−x gleich
dem Produkt aller Polynome (x− j). Diese Identiẗat, genau wie die f̈ur
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xp−1 − 1, bleibt naẗurlich erhalten, wenn man auf beiden Seiten für x
irgendein Polynom ausk[x] einsetzt.

Für ein Polynomg ∈ Fp[x] mit gp ≡ g modf ist f daher ein Teiler von
p∏

j=0

(g − j) ,

jeder irreduzible Faktorfi vonf muß daher genau eines der Polynome
g − j teilen. Somit gibt es zu jedem Faktorfi ein Elementsi ∈ Fp, so
daßg ≡ si modp.

Wenn wir uns auf Polynomeg beschr̈anken, deren Grad kleiner ist als der
von f , so istg durch die Zahlensi eindeutig bestimmt, denn nach dem
chinesischen Restesatz unterscheiden sich zwei Lösungen des Systems

g ≡ si modfi für i = 1, . . . , N

um ein Vielfaches des Produkts derfi, also ein Vielfaches vonf .

Die MengeV aller Polynomeg mit kleinerem Grad alsf , für die es
Elementes1, . . . , sN ∈ Fp gibt, so daß die obigen Kongruenzen erfüllt
sind, ist offensichtlich einFp-Vektorraum: F̈ur eine Linearkombination
zweier Polynome ausV sind solche Kongruenzen erfüllt f ür die entspre-
chenden Linearkombinationen dersi. Die Abbildung

{
V → F

N
p

g 7→ (g modf1, . . . , g modfN )

ist nach dem chinesischen Restesatz ein Isomorphismus; somit ist die
Dimension vonV gleich der AnzahlN irreduzibler Faktoren vonf .

Wie die obige Diskussion zeigt, istV auch der Vektorraum aller Poly-
nomeg mit kleinerem Grad alsf , für diegp ≡ g modf ist. In dieser
Form l̈aßt sichV berechnen: Ist degf = n, so k̈onnen wir jedesg ∈ V
schreiben als

g = gn−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · · + g1x + g0

und

g
p = gn−1x

(n−1)p + gn−2x
(n−2)p + · · · + g1x

p + g0
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mit geeigneten Koeffizientengi ∈ Fp.

Modulof müsseng undgp übereinstimmen. Um dies in eine Bedingung
an die Koeffizientengi zu übersetzen, dividieren wir die Potenzenxip

mit Rest durchf :

x
ip ≡

n−1∑

j=0

bijx
j modf .

Dann muß gelten

n−1∑

i=0

gix
ip modf =

n−1∑

i=0

n−1∑

j=0

bijgix
j =

n−1∑

j=0

gjx
j .

Koeffizientenvergleich f̈uhrt auf das homogene lineare Gleichungssys-
tem

n−1∑

i=0

bijgi = gj für j = 0, . . . , n− 1 .

V ist also auch beschreibbar als der Lösungsraum dieses Gleichungs-
systems. Dieser läßt sich allein auf Grund der Kenntnis vonf explizit
berechnen, und seine Dimension ist gleich der AnzahlN der irreduzi-
blen Faktoren vonf ; insbesondere ist er also genau dann eindimensional,
wennf irreduzibel ist.

Andernfalls ẅahlen wir irgendein Elementg ∈ V und berechnen die
Polynome ggT(g − λ, f ) für alle λ ∈ Fp. Falls wir dabeiN mal ein
nichtkonstantes Polynom bekommen, haben wirf faktorisiert. Wenn
wir weniger Faktoren bekommen, waren für das betrachtete Polynomg
einige der Wertesi gleich; wir bilden eine Liste der gefundenen (und
zumindest noch nicht in allen Fällen irreduziblen) Faktoren, ẅahlen ein
von v linear unabḧangiges neues Polynomh ∈ V und verfahren damit
genauso. Indem wir für jedes nichtkonstante Polynom ggT(h − λ, f )
den ggT mit den in der Liste stehenden Faktoren bilden, können wir
die Listenelemente weiter zerlegen. Bei jeder gefundenen Zerlegung
ersetzen wir das zerlegte Element durch seine Faktoren. Sobald die
ListeN Faktoren entḧalt, sind wir fertig.
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Falls die s̈amtlichen ggT(h − λ, f ) immer noch nicht ausreichen, um
N Faktoren zu produzieren, m̈ussen wir ein neues, vong undh linear
unabḧangiges Element vonV wählen und damit weitermachenusw.

Das Verfahren muß spätestens mit demN -ten Polynom enden, denn
dann haben wir eine Basisg1, . . . , gN vonV durchprobiert. Ḧatten wir
dann noch nicht alleN Faktoren isoliert, m̈ußte es (mindestens) zwei
Faktorenfi und fj geben, so daßg modfi für alle Polynomeg einer
Basis vonV gleich g modfj ist und damit f̈ur alle g ∈ V . Das ist
aber nicht m̈oglich, denn nach dem chinesischen Restesatz enthält V
beispielsweise auch ein Elementg mit g modfi = 0 undg modfj = 1.

Damit liefert uns dieser Algorithmus von BERLEKAMP zusammen mit
der quadratfreien Zerlegung für jedes Polynom̈uberFp eine Zerlegung
in irreduzible Faktoren. Mit einigen offensichtlichen Modifikationen
schafft er dasselbe auch für Polynomeüber jedem der in dieser Vor-
lesung nicht behandelten anderen endlichen Körpern, allerdings ist f̈ur
solche K̈orper gelegentlich ein alternativer Algorithmus von HARALD

NIEDERREITEReffizienter.
ELWYN BERLEKAMP wurde 1940 in Dover, Ohio ge-
boren. Er studierte Elektrotechnik am MIT, wo er 1964
mit einer Arbeit aus dem Gebiet der Kodierungstheorie
promovierte. Seine anschließenden Arbeiten und auch
Positionen sowohl in der Wirtschaft als auch an Uni-
versiẗaten bewegen sich im Grenzgebiet zwischen Ma-
thematik, Elektrotechnik und Informatik; einen gewis-
sen Schwerpunkt bilden B̈ucher und Zeitschriftenar-
tikel über die Mathematik von Spielen sowie Arbeiten
zur Informationstheorie. 2006 emeritierte er als Mathe-
matikprofessor in Berkeley. Seine dortige home page ist
math.berkeley.edu/∼berlek/

Als Beispiel wollen wir das Polynomf = x6+2x5+4x4+x3−x2−x−1
ausF7[x] faktorisieren. Wir setzen ein Polynom vom Grad fünf mit
unbestimmten Koeffizienten an:

> G := x -> add(g[i]*x^i, i=0..5);

G := x− > add(gix
i
, i = 0..5)

> G(x);
g0 + g1x + g2x

2 + g3x
3 + g4x

4 + g5x
5
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Die siebte Potenz davon ist

> G(x^7);
g0 + g1x

7 + g2x
14 + g3x

21 + g4x
28 + g5x

35

Um sie modulof auszudr̈ucken, m̈ussen wir die Divisionsrestehi bei
der Division vonx7i durchf berechnen:

> for i to 5 do h[i] := Rem(x^(7*i), f, x) mod 7; od;

h1 := 3x3 + 6x2 + 6x + 5

h2 := 4x5 + x
4 + 2x3 + 6x + 6

h3 := x
5 + 4x4 + 6x3 + 6x2 + 2x + 5

h4 := x
5 + 6x4 + 5x3 + x

2 + x + 2

h5 := 2x5 + 4x4 + 6x3 + 4x2 + 2x + 5

Damit können wirg7 modf explizit hinschreiben:

> G7 := sort(collect(expand(
> g0 + add(g[i]*h[i], i=1..5)), x), x);

G7 := (4g2 + g3 + 2g5 + g4)x5 + (6g4 + g2 + 4g3 + 4g5)x4

+(5g4 + 6g5 + 3g1 + 6g3 + 2g2)x3 + (g4 + 4g5 + 6g1 + 6g3)x
2

+(6g2 + g4 + 6g1 + 2g3 + 2g5)x + 5g5 + g0 + 6g2 + 5g3 + 2g4 + 5g1

Das soll gleichg sein, was auf ein lineares Gleichungssystem für die
sechs Variableng[i] f ührt:

> LGS := seq(coeff(G7, x, i) = g[i], i=0..5);

LGS := {5g5 + g0 + 6g2 + 5g3 + 2g4 + 5g1 = g0,

6g2 + g4 + 6g1 + 2g3 + 2g5 = g1,

g4 + 4g5 + 6g1 + 6g3 = g2,

5g4 + 6g5 + 3g1 + 6g3 + 2g2 = g3,

6g4 + g2 + 4g3 + 4g5 = g4,

4g2 + g3 + 2g5 + g4 = g5}
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Zur Lösung eines Gleichungssystemsüber einem K̈orperFp können wir
den Befehlmsolve verwenden; sein erstes Argument ist eine Menge
von Gleichungen, das zweite, das auch fehlen kann, eine Menge von
Variablen, und das dritte die Primzahlp. Da wir hier nachallenVariablen
auflösen wollen, k̈onnen wir auf das zweite Argument verzichten:

> msolve(LGS, 7);

g0 = Z1, g5 = Z2, g4 = 3 Z2, g3 = 5 Z2, g1 = 6 Z2, g2 = 3 Z2

Das bedeutet folgendes: Die Lösungen ḧangen ab von zwei Parametern;
für diese f̈uhrt Maple die BezeichnungenZ1 und Z2 ein, wobei der
Buchstabe

”
Z“ f ür ganze Zahl stehen soll. Insbesondere ist also der

Lösungsraum zweidimensional, das Polynomf hat also zwei irreduzible
Faktoren. Wir k̈onnen uns eine Basis des Lösungsraums verschaffen,
indem wir für das erste BasispolynomZ1 = 1 und Z2 = 0 setzen und
für das zweiteZ1 = 0 und Z2 = 1. Mit dem Befehl

> assign(%);

können wir aus obigen Gleichungen Zuweisungen machen und dann
substituieren:

> G 1 := subs( Z1 = 1, Z2 = 0, G(x)) mod 7;

G 1 := 1

Das bringt offensichtlich nichts. Beim zweiten Versuch

> G 2 := subs( Z1 = 0, Z2 = 1, G(x)) mod 7;

G 2 := x
5 + 3x4 + 5x3 + 3x2 + 6x

haben wir mehr Gl̈uck und m̈ussen nun f̈ur alle i ∈ F7 die gr̈oßten
gemeinsamen Teiler vonG 2− i undf berechnen:

> for i from 0 to 6 do Gcd(G 2-i, f) mod 7; od;

x
3 + 5x + 2

1
x

3 + 2x2 + 6x + 3
1
1
1
1
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Somit istf = (x3 + 5x + 2)(x3 + 2x2 + 6x + 3) die Zerlegung vonf
in irreduzible Faktoren. Zur Vorsicht können wir das noch von Maple
verifizieren lassen:

> expand((x^3+2*x^2+6*x+3)*(x^3+5*x+2)) mod 7;

x
6 + 2x5 + 4x4 + x

3 + 6x2 + 6x + 6

Da 6 =−1 in F7, ist das in der Tat unser Ausgangspolynomf .

§4: Faktorisierung über den ganzen Zahlen und über
endlichen Körpern

Wie bei der Berechnung des ggT zweier Polynome wollen wir auch bei
der Faktorisierung den Umweg̈uber endliche K̈orper benutzen, um das
Problem f̈ur PolynomëuberZ zu lösen. Allerdings kann es hier häufiger
passieren, daß sich ErgebnisseüberFp deutlich unterscheiden von denen
überZ:

Zunächst einmal muß ein quadratfreies Polynom ausZ[x] modulo p
nicht quadratfrei bleiben:f = (x + 10)(x − 20) etwa ist modulo zwei
oder f̈unf gleichx2 und modulo drei (x + 1)2. Dieses Problem tritt al-
lerdings nur bei endlich vielen Primzahlen auf und kann vermieden
werden: Istf ∈ Z[x] quadratfrei, seine Reduktionf ∈ Fp[x] aber
nicht, so habenf und seine Ableitung einen gemeinsamen Faktor, ihre
Resultante verschwindet also. Da diese Resultante die Reduktion mo-
dulop der Resultante vonf undf ′ ist, bedeutet dies einfach, daßp ein
Teiler derüberZ berechneten Resultante ist, und das läßt sich leicht
nachpr̈ufen. Dazu m̈ussen wir zwar eine Resultante berechnen, was wir
im vorigen Kapitel aus Effizienzgründen vermieden hatten, aber wie wir
bald sehen werden, ist das Problem der Faktorisierung deutlich kom-
plexer als der EUKLID ische Algorithmus, so daß hier der Aufwand für
die Resultantenberechnung nicht weiter ins Gewicht fällt.

Tats̈achlich betrachtet man in der Algebra meist nicht die Resultante von
f undf ′, sondern die sogenannteDiskriminante

D(f ) =
(−1)

1
2 n(n−1)

an

Resx(f, f
′) ,
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deren algebraische Eigenschaften etwas besser sind. Für praktische
Rechnungen ist der Unterschied hier aber unbedeutend, dennwie man
der SYLVESTER-Matrix von f und f ′ leicht ansieht, ist die Resultante
durch eine ḧohere Potenz des führenden Koeffizientenan teilbar als
nur die erste; die Primteiler von Resultante und Diskriminante sind also
dieselben.

Vermeidet man diese, bleibtf auch modulop quadratfrei, jedoch k̈onnen
sich die Zerlegungen in irreduzible Faktoren inZ[x] undFp[x] deutlich
unterscheiden:

Betrachten wir dazu als erstes Beispiel das Polynomx2 + 1 ausZ[x]. Es
ist irreduzibel, da eine Zerlegung die Form (x− a)(x + a) haben m̈ußte
mit a ∈ Z, und inZ gibt es kein Elementa mit a2 = −1.

Auchüber dem K̈orperFp muß eine eventuelle Faktorisierung die Form

(x−a)(x+a) haben mita2 = −1; wir müssen uns alsöuberlegen, wann
das der Fall ist. Die elementare Zahlentheorie sagt uns:

Lemma: Genau dann gibt es im endlichen KörperFp ein Elementa mit
a2 = −1, wennp = 2 oderp ≡ 1 mod 4 ist.

Beweis:Für p = 2 ist naẗurlich 12 = 1 =−1 die Lösung. F̈ur p ≡ 1 mod
4 schreiben wirp = 4k + 1. Nach dem kleinen Satz von FERMAT ist für
allex ∈ F×

p

(xp−1 − 1) = (x2k + 1)(x2k − 1) = 0 ,

das linksstehende Polynom hat alsop− 1 = 4k Nullstellen und zerf̈allt
damit über Fp in Linearfaktoren. Damit gilt dasselbe für die beiden
rechtsstehenden Faktoren; insbesondere gibt es also einx ∈ Fp mit

x2k + 1 = 0. F̈ur a = xk ist danna2 = x2k = −1.

Ist p ≡ 3 mod 4 unda2 = −1 für eina ∈ Fp, so ista4 = 1. Außerdem

ist nach dem kleinen Satz von FERMAT ap−1 = 1. Wegenp ≡ 3 mod 4
ist ggT(4, p−1) = 2 als Linearkombination von 2 undp−1 darstellbar,
also ist aucha2 = 1, im Widerspruch zu Annahmea2 = −1. Somit gibt
es inFp keine Elemente mit Quadrat−1.
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Damit istx2 + 1 genau dann irreduzibelüberFp, wennp ≡ 3 mod 4;
in allen anderen F̈allen zerf̈allt das Polynom in zwei Linearfaktoren.
Nach einem ber̈uhmten Satz von DIRICHLET über Primzahlen in arith-
metischen Progressionen bleibtx2 +1 damit nur modulo der Ḧalfte aller
Primzahlen irreduzibel.

Noch schlimmer ist es beix4 + 1: Auch dieses Polynom ist irreduzibel
überZ: Da seine Nullstellen1

2

√
2(±1± i) nicht in Z liegen, gibt es

keinen linearen Faktor, und wäre

x
4 + 1 = (x2 + ax + b)(x2 + cx + d)

= x
4 + (a + c)x3 + (b + d + ac)x2 + (ad + bc)x + bd

eine Zerlegung in quadratische Faktoren, so zeigen die Koeffizienten
vonx3 und der konstante Term, daßc = −a undb = d = ±1 sein m̈ußte.
Die Produkte

(x2 + ax + 1)(x2− ax + 1) = x
4 + (2− a

2)x2 + 1

und

(x2 + ax− 1)(x2− ax− 1) = x
4 − (2 +a

2)x2 + 1

zeigen aber, daß beides nur für a2 = ±2 zu einer Faktorisierung führen
könnte, was inZ nicht erf̈ullbar ist.

In den KörpernFp dagegen kann es sehr wohl Elemente geben, deren

Quadrat±2 ist, und dann zeigen die obigen Formeln, daßx4 + 1 dort in
ein Produkt zweier quadratischer Polynome zerlegt werden kann. Auch
wenn es ein Elementa ∈ Fp gibt mit a2 = −1, können wirx4 + 1 als

Produkt schreiben, nämlich genau wie oben im Fallex2 + 1 als

x
4 + 1 = (x2 + a)(x2 − a) .

Somit istx4 + 1 über dem K̈orperFp zumindest dann reduzibel, wenn
dort wenigstens eines der drei Elemente−1 und±2 ein Quadrat ist. Um
zu sehen, daßx4 + 1 über jedem dieser K̈orper zerf̈allt, müssen wir uns
alsoüberlegen, daß in keinem der KörperFp alle drei Elementekeine
Quadrate sind. Da−2 =−1 · 2 ist, folgt dies aus

Lemma: Sind im KörperFp die beiden Elementea, b nicht als Quadrate
darstellbar, so istab ein Quadrat.
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Beweis:Für p = 2 ist jedes Element ein Quadrat und nicht zu beweisen.
Ansonsten betrachten wir die Abbildungϕ: F×

p → F×
p , die jedes von

Null verschiedene Element vonFp auf sein Quadrat abbildet. Für zwei

Elementex, y ∈ F×
p ist offensichtlichϕ(x) = ϕ(y) genau dann, wenn

x = ±y ist. Daher besteht das Bild vonϕ aus1
2(p− 1) Elementen, und

genau die Ḧalfte der Elemente vonF×
p sind Quadrate. Ista keines, so ist

auchax2 für keinx ∈ F×
p ein Quadraty2, denn sonst ẅarea = y2x−2

selbst ein Quadrat.

Da es1
2(p−1) Quadrate und genauso viele Nichtquadrate gibt, läßt sich

somit jedes Nichtquadratb alsb = ax2 schreiben mit einem geeigneten
Elementx ∈ Fp. Damit istab = a · ax2 = (ax)2 ein Quadrat.

Die Situation ist also deutlich schlechter als im Fall des EUKLID ischen
Algorithmus, wo wir sicher sein konnten, daß es höchstens endlich viele
schlechte Primzahlen gibt: Hier könnenalle Primzahlen schlecht sein
in dem Sinne, daß ein irreduzibles Polynom ausZ[x] modulop reduz-
ibel wird, und oft wird zumindest die Ḧalfte aller Primzahlen schlecht
sein. Der Ansatz̈uber den chinesischen Restesatz empfiehlt sich hier
also definitiv nicht: Wenn wir die Faktorisierung modulo verschieden-
er Primzahlen durchführen, k̈onnen wir praktisch sicher sein, daß es
darunter auch schlechte gibt, und meist werden auch die Ergebnisse mo-
dulo verschiedener Primzahlen entweder nicht zusammenpassen, oder
aber wir haben mehrere Faktoren gleichen Grades, von denen wir nicht
wissen, welche wir via chinesischen Restesatz miteinanderkombinieren
sollen. Es hat daher keinen Zweck, zufällig Primzahlen zu ẅahlen und
dann eine R̈uckfallstrategie f̈ur schlechte Primzahlen zu entwickeln.

Der Wegüber endliche K̈orper verfolgt daher im Falle der Faktorisie-
rung eine andere Strategie als beim EUKLID ischen Algorithmus: Wir
beschr̈anken uns auf eine einzige Primzahl – unabhängig davon, ob
diese nun gut oder schlecht dafür geeignet ist.

Wir kennen bereits aus dem vorigen Kapitel Schranken für die Koef-
fizienten der Faktoren eines Polynoms; wir könnten also eine Primzahl
wählen, die gr̈oßer ist als das Doppelte dieser Schranke und modulo
dieser rechnen.
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Der Nachteil dabei ist, daß das Rechnen modulo einer Primzahl p umso
teurer wird, je gr̈oßer die Primzahl ist: Die Kosten für Multiplikationen
wachsen quadratisch mit der Stellenzahl vonp, die Kosten f̈ur Divisionen
modulo p nach dem erweiterten EUKLID ischen Algorithmus k̈onnen
sogar bis zu kubisch ansteigen.

Die Alternative bietet ein f̈ur völlig andere Zwecke bewiesenes Resultat
des deutschen Zahlentheoretikers HENSEL, das es erlaubt eine Fakto-
risierung modulop fortzusetzen zu einer Faktorisierung modulo jeder
beliebigerp-Potenz und, was HENSEL wirklich interessierte, zu den
sogenanntenp-adischen Zahlen, mit denen wir uns in Rahmen dieser
Vorlesung allerdings nicht beschäftigen werden.

§5: Das Henselsche Lemma

Lemma: f, g, h seien Polynome ausZ[x] derart, daßf ≡ gh modp;
dabei seieng modp undh modp teilerfremdüberFp[x]. Dann gibt es
für jede naẗurliche Zahln Polynomegn, hn derart, daß

gn ≡ g modp, hn ≡ h modp und f ≡ gnhn modp
n .

Beweisdurch vollsẗandige Induktion: Der Falln = 1 ist die Vorausset-
zung des Lemmas. Ist das Lemma für einn bewiesen, machen wir den
Ansatz

gn+1 = gn + p
n
g
∗ und hn+1 = hn + p

n
h
∗ .

Nach Induktionsvoraussetzung istf ≡ gnhn modpn, die Differenz
f − gnhn ist also durchpn teilbar und es gibt ein Polynomf∗ ∈ Z[x],
so daßf = gnhn + pnf∗ ist. Wir möchten, daß

f ≡ (gn +p
n
g
∗)(hn +p

n
h
∗) = gnhn +p

n(gnh
∗ +hng

∗) +p
2n modp

n+1

wird. Da 2n ≥ n + 1 ist, können wir den letzten Summanden vergessen;
zu lösen ist also die Kongruenz

f ≡ gnhn + p
n
f
∗ = gnhn + p

n(gnh
∗ + hng

∗) modp
n+1

oder
p

n
f
∗ ≡ p

n(gnh
∗ + hng

∗) modp
n−1 .
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Division durchpn macht daraus

f
∗ ≡ gnh

∗ + hng
∗ modp oder f

∗ ≡ gh
∗ + hg

∗ modp ,

denngn ≡ g modp undhn ≡ h modp. Die letztere Kongruenz k̈onnen
wir als Gleichung inFp[x] auffassen und dort lösen, indem wir den
erweiterten EUKLID ischen Algorithmus auf die Polynomeg modp und
h modp ausFp[x] anwenden: Da diese nach Voraussetzung teilerfremd
sind, k̈onnen wir ihren ggT Eins und damit auch jedes andere Polynom
überFp als Linearkombination der beiden darstellen. Da der Grad vonf

die Summe der Grade vong undh ist undf∗ höchstens denselben Grad
wie f hat, k̈onnen wir dann auch eine Darstellungf∗ = gh∗ + hg∗

in Fp[x] finden mit degg∗ ≤ degg und degh∗ ≤ degh. Ersetzen
wir g∗ undh∗ durch irgendwelche Repräsentantanten gleichen Grades
ausZ[x], erfüllengn+1 = gn+png∗ undhn+1 = hn+pnh∗ die Kongruenz
f ≡ gnhn modulopn+1.

KURT HENSEL wurde 1861 im damaligen K̈onigsberg
geboren; als er neun Jahre alt war, zog die Familie nach
Berlin. Er studierte dort und in Bonn; 1884 promovierte
er in Berlin bei KRONECKER, 1886 folgte die Habilita-
tion. Er blieb bis 1901 als Privatdozent in Berlin; 1901
bekam er einen Lehrstuhl in Marburg, den er bis zu
seiner Emeritierung 1930 innehatte. Er starb 1941 in
Marburg. Seine Arbeiten drehen sich hauptsächlich um
die Zahlentheorie und die eng damit verwandte Arith-
metik von Funktionenk̈orpern. Bekannt wurde er vor
allem durch die Einf̈uhrung derp-adischen Zahlen. Er
ist Autor dreier Lehrb̈ucher.

§6: Der Algorithmus von Zassenhaus

Die Werkzeuge aus den vorigen Paragraphen erlauben uns, gemein-
sam eingesetzt, nun die Faktorisierung von Polynomenf aus Z[x]
oderQ[x]. Das einzige, was wir noch nicht explizit formuliert haben,
ist eine Schranke für die Koeffizienten eines Faktors. Aus Kapitel 2,§8,
wissen wir, daß f̈ur einen Teilerg ∈ C[z] eines Polynomsf ∈ C[z] gilt:

H(g) ≤
(

e

[e/2]

) ∣∣∣∣
be

ad

∣∣∣∣ ‖f‖2 ,
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wobeie den Grad vong bezeichnet undad, be die führenden Koeffizien-
ten vonf und g. Für g, f ∈ Z[x] muß be ein Teiler vonad sein, der
Quotientbe/ad hat also ḧochstens den Betrag eins. Der Grade eines
Teilers kann ḧochstens gleich dem Gradd vonf sein, also ist f̈ur jeden
Teilerg ∈ Z[x] von f ∈ Z[x]

H(g) ≤
(

d

[d/2]

)
‖f‖2 .

Nach ZASSENHAUSgehen wir zur Faktorisierung eines Polynomsf aus
Z[x] oderQ[x] nun folgendermaßen vor:

Erster Schritt: Berechne die quadratfreie Zerlegung vonf und ersetze
die quadratfreien Faktoren durch ihre primitiven Anteilegi. Dann gibt es
eine Konstantec, so daßf = c

∏r
i=1 g i

i ist. Fallsf in Z[x] liegt, istc eine
ganze Zahl. F̈ur eine Faktorisierung inZ[x] muß auchc in seine Primfak-
toren zerlegt werden; für eine Faktorisierung inQ[x] kannc als Einheit
ausQ× stehen bleiben. Die folgenden Schritte werden einzeln auf jedes
dergi angewandt, danach werden die Ergebnisse zusammengesetzt zur
Faktorisierung vonf . Für das Folgende seig eines dergi.

Zweiter Schritt:Wir setzenL =
( degg

[ 1
2 degg]

)
‖g‖2 undM = 2L + 1. Dann

wählen wir eine Primzahlp, die weder den f̈uhrenden Koeffizienten
noch die Diskriminante vong teilt. Damit ist auchg modp quadratfrei.

Dritter Schritt: Wir faktorisiereg modp nach BERLEKAMP in Fp[x].

Vierter Schritt:Die Faktorisierung wird nach dem HENSELschen Lemma
hochgehoben zu einer Faktorisierung modulopn für eine naẗurliche
Zahln mit pn ≥M .

Fünfter Schritt: Setzem = 1 und teste f̈ur jeden der gefundenen Fak-
toren, ob er ein Teiler vong ist. Falls ja, kommt er in die ListeL1 der
Faktoren vong, andernfalls in eine ListeL2.

Sechster Schritt:Falls die ListeL2 keine Eintr̈age hat, endet der Algo-
rithmus undg ist das Produkt der Faktoren ausL1. Andernfalls setzen
wir m = m + 1 und testen f̈ur jedes Produkt ausm verschiedenen Poly-
nomen ausL2, ob ihr Produkt modulopn (mit Koeffizienten vom Betrag
höchstensL) ein Teiler vong ist. Falls ja, entfernen wir diem Faktoren
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ausL2 und fügen ihr Produkt in die ListeL1 ein. Wiederhole diesen
Schritt.

Auch wenn der sechste Schritt wie eine Endlosschleife aussieht, endet
der Algorithmus naẗurlich nach endlich vielen Schritten, dennL2 ist
eine endliche Liste und spätestens das Produkt aller Elemente ausL2
muß Teiler vong sein, da sein Produkt mit dem Produkt aller Elemente
vonL1 gleich g ist. Tats̈achlich kann man schon abbrechen, wenn die
betrachteten Faktoren einen größeren Grad haben als1

2 degg, denn falls
f reduzibel ist, gibt es einen Faktor, der höchstens diesen Grad hat.

HANS JULIUS ZASSENHAUSwurde 1912 in Koblenz ge-
boren, ging aber in Hamburg zur Schule und zur Uni-
versiẗat. Er promovierte 1934 mit einer Arbeiẗuber
Permutationsgruppen; seine Habilitation 1940 handelte
von LIE-Ringen in positiver Charakteristik. Da er nicht
der NSdAP beitreten wollte, arbeitete er während des
Krieges als Meteorologe bei der Marine; nach dem
Krieg war er von 1949 bis 1959 Professor in Montréal,
dann f̈unf Jahre lang in Notre Dame und schließlich bis
zu seiner Emeritierung an der Ohio State University in
Columbus. Dort starb er 1991. Bekannt ist er vor allem
für seine Arbeiten zur Gruppentheorie und zur algorith-
mischen Zahlentheorie.

§7: Berechnung von Resultanten und Diskriminanten

Im zweiten Schritt des Algorithmus von ZASSENHAUSwählten wir eine
Primzahl, die kein Teiler der Diskriminante des zu faktorisierenden
Polynoms sein darf. Um dies zu testen, müssen wir die Diskriminante
berechnen oder – was̈aquivalent ist – die Resultante des Polynoms
und seiner Ableitung. F̈ur ein Polynom vom Grad zwanzig ist das eine
39× 39-Determinante. Nach dem LAPLACEschen Entwicklungssatz ist
dies eine Summe von 39!≈ 2 · 1047 Summanden, die jeweils Produkte
von 39 Zahlen sind. Eine solche Summe zu berechnen liegt weitjenseits
der Möglichkeiten heutiger Computer.

Tats̈achlich verwendet natürlich niemand den Entwicklungssatz von LA-
GRANGE um eine Determinante zu berechnen – außer vielleicht bei
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einigen kleineren Spielzeugdeterminanten in Mathematikklausuren. In
allen anderen F̈allen wird man die Matrix durch Zeilen- und/oder Spal-
tenoperationen auf Dreiecksform bringen und dann die Determinante
einfach als Produkt der Diagonaleinträge berechnen. Das dauert für die
SYLVESTER-Matrix zweier Polynome der Grade dreißig und vierzig auf
heutigen Computern weniger als eine halbe Minute.

Stellt man allerdings keine Matrix auf, sondern verlangt von einem Com-
puteralgebrasystem einfach, daß es die Resultante der beiden Polynome
berechnen soll, hat man das Ergebnis nach weniger als einem Zehntel der
Zeit. Einer der Schl̈ussel dazu ist wieder der EUKLID ische Algorithmus.

Angenommen, wir haben zwei Polynomef, g in einer Variablenx über
einem faktoriellen RingR:

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 und

g = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · · + b1x + b0 mit n ≤ m .

Fallsf = a0 konstant ist, alson = 0, gibt es in der SYLVESTER-Matrix
null Zeilen aus Koeffizienten vong und m Zeilen aus Koeffizienten
vonf ; die Matrix ist also einfacha0 mal derm×m-Einheitsmatrix und
die Resultante als ihre Determinante istam

0 .

Andernfalls dividieren wirg durchf und erhalten einen Resth:

g : f = q Resth oder h = g − qf .

Der zentrale Punkt beim EUKLID ischen Algorithmus ist, daß die gemein-
samen Teiler vonf und g genau dieselben sind wie die vonf und h.
Insbesondere haben alsof undg genau dann einen gemeinsamen Teil-
er von positivem Grad, wennf und h einen haben, d.h. Resx(f, g)
verschwindet genau dann, wenn Resx(f, h) verschwindet. Damit sollte
es also einen Zusammenhang zwischen den beiden Resultantengeben,
und den k̈onnen wir zur Berechnung von Resx(f, g) ausn̈utzen, denn
naẗurlich ist Resx(f, h) kleiner und einfacher als Resx(f, g).

Überlegen wir uns, was bei der Polynomdivision mit den Koeffizienten
passiert.
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Wir berechnen eine Folge von Polynomeng0 = g, g1, . . . , gr = h,
wobei gi aus seinem Vorg̈anger dadurch entsteht, daß wir ein Vielfa-
ches vonxjf subtrahieren, wobeij = deggi − degf ist. Der maximale
Wert, denj annehmen kann, ist offenbar degg − degf = m− n.

Die Zeilen der SYLVESTER-Matrix sind Vektoren inRn+m; die erstenm
sind die Koeffizientenvektoren vonxm−1f, . . . , xf, f , danach folgen
die vonxn−1g, . . . , xg, g.

Im ersten Divisionschritt subtrahieren wir vong ein Vielfachesλxjf
mit j = m − n; damit subtrahieren wir auch von jeder Potenzxig das
Polynomλxi+jf . Für 0≤ i < n und 0≤ j ≤ m + n ist 0≤ i + j < m,
was wir subtrahieren entspricht auf dem Niveau der Koeffizientenvek-
toren also stets einem Vielfachen einer Zeile der SYLVESTER-Matrix.
Damit ändert sich nichts am Wert der Determinanten, wenn wir den
Koeffizientenvektor vong nacheinander durch den vong1, . . . , gr = h
ersetzen.

Die Resultantëandert sich also nicht, wenn wir in der SYLVESTER-Matrix
jede Zeile mit Koeffizienten vong ersetzt durch die entsprechende Zeilen
mit Koeffizienten vonh, wobeih als ein Polynom vom Gradm behandelt
wird, dessen f̈uhrende Koeffizienten verschwinden. Isth = csx

s+· · ·+c0,
so ist also Resx(f, g) gleich
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an−1 an−2 . . . a1 a0 0 0 . . . 0
0 an an−1 . . . a2 a1 a0 0 . . . 0
0 0 an . . . a3 a2 a1 a0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
. ..

...
0 0 0 . . . an an−1 an−2 an−3 . . . a0

cm cm−1 cm−2 . . . c2 c1 c0 0 . . . 0
0 cm cm−1 . . . c3 c2 c1 c0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
. ..

...
0 0 0 . . . 0 cm cm−1 cm−2 . . . c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

wobei die Koeffizientencm, . . . , cs+1 alle verschwinden.

Somit beginnt im unteren Teil der Matrix jede Zeile mitm− s Nullen.
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In den erstenm − s Spalten der Matrix stehen daher nur noch Ko-
effizienten vonf : In der ersten ist dies ausschließlich der führende
Koeffizient an von f in der ersten Zeile. Entwickeln wir nach der er-
sten Zeile, k̈onnen wir also einfach die erste Zeile und die erste Zeile
streichen; die Determinante ist dannan mal der Determinante derübrig-
bleibenden Matrix. Diese hat (fallsm > s + 1) wieder dieselbe Gestalt,
wir können also wieder einen Faktoran ausklammern und bekommen
eine Determinante mit einer Zeile und einer Spalte wenigerusw.;das
Ganze funktioniertm− s mal, dann ist der f̈uhrende Koeffizient vonh
in die erste Spalte gerutscht und dieübriggebliebene Matrix ist die
SYLVESTER-Matrix vonf undh – falls etwas̈ubrigbleibt. Offensichtlich
bleibt genau dann nichts̈ubrig, wennh das Nullpolynom ist: Dann sind
die unterenm Zeilen Null, d.h. die Resultante verschwindet.

Andernfalls ist Resx(f, g) = am−s
n Resx(f, h), und da diese Formel auch

für h = 0 gilt, haben wir gezeigt

Lemma: Hat f keinen gr̈oßeren Grad alsg und isth der Divisionsrest
vong durchf , der den Grads habe, so ist Res(f, g) = am−s

n Res(f, h).

Dies l̈aßt sich nun nach Art des EUKLID ischen Algorithmus iterieren:
Berechnen wir wie dort die Folge der Rester1 = h der Division vong
durchf und dann (mitr0 = g) weiterri+1 gleich dem Rest bei der Divi-
sion vonri durchri−1, so k̈onnen wie die Berechnung von Resx(f, g)
durch Multiplikation mit Potenzen der führenden Koeffizienten der Di-
visoren zur̈uckführen auf die viel kleineren Resultanten Resx(ri, ri+1).
Sobaldri+1 eine Konstante ist, egal ob Null oder nicht, haben wir eine ex-
plizite Formel und der Algorithmus endet. Für den Fall, daßf größeren
Grad alsg hat brauchen wir noch

Lemma: Für ein Polynom,f vom Gradn und ein Polynomg vom
Gradn ist Res(f, g) = (−1)nm Res(g, f ).

Beweis:Wir müssen in der SYLVESTER-Matrix m Zeilen zuf mit den
n Zeilen zug vertauschen. Dies kann beispielsweise so realisiert wer-
den, daß wir die unterstef -Zeile nacheinander mit jeder derg-Zeilen
vertauschen, bis sie nachn Vertauschungen schließlich unten steht. Dies
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müssen wir wiederholen, bis allef -Zeilen unten stehen, wir haben also
insgesamtnm Zeilenvertauschungen. Somitändert sich das Vorzeichen
der Determinante um den Faktor (−1)nm.

§8: Swinnerton-Dyer Polynome

Der potentiell problematischste Schritt des obigen Algorithmus ist der
sechste: Vor allem, wenn wir auch Produkte von mehr als zwei Faktoren
betrachten m̈ussen, kann dieser sehr teuer werden. Ein Beispiel dafür
bieten die sogenannten SWINNERTON-DYER-Polynome: Zun paarweise
verschiedenen Primzahlenp1, . . . , pn gibt es genau ein Polynomf vom
Grad 2n mit führendem Koeffizienten eins, dessen Nullstellen genau die
2n Zahlen

±√p1 ±
√

p2± · · · ±
√

pn

sind. Dieses Polynom hat folgende Eigenschaften:
1. Es hat ganzzahlige Koeffizienten.
2. Es ist irreduzibel̈uberZ .
3. Modulo jeder Primzahlp zerf̈allt es in Faktoren vom Grad höchstens

zwei.

Beweisen l̈aßt sich das am besten mit Methoden der abstrakten Algebra,
wie sie in jeder VorlesungAlgebra I präsentiert werden. Da hier keine
Algebra I vorausgesetzt wird, sei nur kurz die Idee angedeutet: Um den
kleinsten Teilk̈orper vonC zu konstruieren, in dem alle Nullstellen vonf
liegen, k̈onnen wir folgendermaßen vorgehen: Wir konstruieren als er-
stes einen K̈orperK1, der

√
p1 entḧalt. Das ist einfach: Der Vektorraum

K1 = Q⊕Q
√

p1 ist offensichtlich so ein K̈orper. Als n̈achstes konstru-
ieren wir einen K̈orperK2, der sowohlK1 als auch

√
p2 entḧalt. Dazu

können wir genauso vorgehen: Wir betrachten einfach den zweidimen-
sionalenK1-VektorraumK2 = K1 ⊕K1

√
p2. Als VektorraumüberQ

ist K2 naẗurlich vierdimensional. Weiter geht es mitK3 = K2⊕K2
√

p3
usw.bisKn = Kn−1⊕Kn−1

√
pn. Als Q-Vektorraum hat dieser K̈orper

die Dimension 2n.

Die GALOIS-Gruppe vonKn überQ hat somit 2n Elemente; da sie offen-
sichtlich die Abbildungen

√
pi 7→ −

√
pi entḧalt, ist sie die von diesen
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Automorphismen erzeugte elementarabelsche Gruppe. Sie läßt die Null-
stellenmenge vonf als ganzes betrachtet fest, also nach dem Wurzelsatz
von VIÈTE auch die Koeffizienten. Somit hatf rationale Koeffizienten,
und da alle Nullstellen ganz sind (im Sinne der algebraischen Zahlen-
theorie), liegen diese sogar inZ. Außerdem operiert die GALOIS-Gruppe
transitiv auf der Nullstellenmenge vonf ; also istf irreduzibel inQ[x]
und damit auchZ[x].

Betrachten wirf modulo einer Primzahlp, so k̈onnen wir die analoge
Konstruktion durchf̈uhren ausgehend vom KörperFp anstelle vonQ.
Während wir aber im Falle der rationalen Zahlen sicher sein konnten,
daß
√

pi nicht bereits im K̈orperKi−1 liegt, ist dies hier nicht mehr der
Fall: Für ungeradesp gibt es1

2(p+1) Quadrate inFp; dazu k̈onnte auchpi

geḧoren. Falls nicht, istK = Fp⊕Fp
√

pi ein Körper mitp2 Elementen.
Wie man in der Algebra lernt, gibt es aber bis auf Isomorphie nur einen
solchen K̈orper; K entḧalt daher die Quadratwurzelnaller Elemente
von Fp und somitalle Nullstellen vonf modp. Sp̈atestens̈uber K
zerf̈allt f modp also in Linearfaktoren, und da alle Koeffizienten inFp

liegen, lassen sich je zwei Linearfaktoren, die nicht inFp[x] liegen,
zu einem quadratischen Faktor ausFp[x] zusammenfassen. Somit hat
f modp höchstens quadratische Faktoren.

(Für eine ausf̈uhrlichere und etwas elementarere Darstellung siehe etwa
§6.3.2 in MICHAEL KAPLAN: Computeralgebra,Springer,2005.)

Falls wir f nach dem oben angegebenen Algorithmus faktorisieren,
erhalten wir daher modulojeder Primzahl p mindestens 2n−1 Fak-
toren. Diese lassen sicḧuber das HENSELsche Lemma liften zu Fak-
torenüberZ, und wir müssen alle Kombinationen aus mindestens 2n−2

Faktoren ausprobieren bis wir erkennen, daßf irreduzibel ist, also min-

destens 22
n−2

Möglichkeiten. F̈ur n = 10 etwa istf ein Polynom vom
Grad 1024, dessen Manipulation durchaus im Rahmen der Möglich-
keiten eines heutigen Computeralgebrasystems liegt. Das Ausprobieren
von 2256 ≈ 1077 Möglichkeitenüberfordert aber selbst heutige Super-
computer oder parallel arbeitende Cluster aus Millionen von Computern
ganz gewaltig: Der heutige Sicherheitsstandard der Kryptographie geht
davon aus, daß niemand in der Lage ist, 2128 (oder sogar nur 2100) Re-



Kap. 3: Faktorisierung von Polynomen 

chenoperationen in realistischer Zeit (d.h. wenigen Jahren) auszuf̈uhren.

SIR HENRY PETER FRANCIS SWINNERTON-DYER, 16th Baronet, wurde 1927 geboren; er
studierte und lehrte an der Universität von Cambridge, wo er unter anderem Dean des Trin-
ity College, Master von St. Catherine College und Vizekanzler der Universiẗat war; heute
ist er Professor emeritus. Obwohl er hauptsächlich f̈ur seine Beitr̈age zur Zahlentheorie
bekannt ist, beschäftigte er sich zun̈achst mit Differentialgleichungen. Am bekanntesten
ist er durch die Vermutung von BIRCH und SWINNERTON-DYER über den Zusammenhang
zwischen der Arithmetik einer elliptischen Kurve und analytischen Eigenschaften von
derenζ-Funktion.

§9: Faktoren und Gittervektoren

In diesem Paragraphen soll eine Methode vorgestellt werden, die für
Polynome einer Ver̈anderlichen̈uberZ (derQ), aber leider auch nur für
diese, eine Alternative zum stumpfsinnigen Ausprobieren im sechsten
Schritt des Algorithmus von ZASSENHAUSbietet.

Sie wurde 1982 vorgestellt in

A.K. LENSTRA, H.W. LENSTRA, L. LOVÁSZ: Factoring Polynomials with
Rational Coefficients,Math. Ann.261(1982), 515–534

und wird nach den Initialen der drei Autoren kurz als LLL bezeichnet.

ARJEN K. LENSTRA wurde 1956 in Groningen geboren und studierte Mathematik an
der Universiẗat Amsterdam, wo er 1984̈uber das Thema Faktorisierung von Polynomen
promovierte. Danach arbeitete er zunächst als Gastprofessor an der Informatikfakultät der
Universiẗat von Chicago, dann ab 1989 in einem Forschungszentrum von Bellcore. 1996
wurde er Vizepr̈asident am Corporate Technology Office der City Bank in New York, von
2000 bis 2006 auch Teilzeitprofessor an der Technischen Universiẗat Eindhoven. 2004
wechselte er von der City Bank zu Lucent Technology, die ehemaligen Bell Labs; seit
2006 ist er Professor für Kryptologie an der Eidgen̈ossischen Technischen Hochschule in
Lausanne. Seine Arbeiten befassen sich mit der Faktorisierung von Zahlen und Polynomen
sowie mit kryptographischen Verfahren und Attacken.

Sein Bruder HENDRIK W. LENSTRA wurde 1949 geboren. Auch er studierte an der Uni-
versiẗat Amsterdam, wo er 1977 bei dem Algebraischen Geometer und Zahlentheoretiker
FRANSOORT über Zahlk̈orper mit EUKLID ischem Algorithmus promovierte und 1978 Pro-
fessor wurde. 1987 wechselte er nach Berkeley; von 1998 bis zu seiner Emeritierung in
Berkeley lehrte er sowohl in Berkeley als auch an der Universität Leiden, seither nur noch
in Leiden. Seine Arbeiten beschäftigen sich haupts̈achlich mit der algorithmischen Seite
der Zahlentheorie; außer für den LLL-Algorithmus ist er vor allem bekannt für seinen
Algorithmus zur Faktorisierung ganzer Zahlen mit elliptischen Kurven.
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LÁSZLÓ LOVÁSZ wurde 1948 in Budapest geboren und promovierte 1971 an der dortigen
Universiẗat. Nach k̈urzeren Aufenthalten an verschiedenen ungarischen und ausländischen
Universiẗaten (darunter 1984/85 in Bonn) ging er 1993 nach Yale, wo er bis 2000 eine
Professur hatte. Von 1999 bis 2006 war er Senior Researcher bei Microsoft Research.
Seit 2006 ist er Direktor des mathematischen Instituts der Eötvös Loŕand Universiẗat
in Budapest. F̈ur die Wahlperiode 2007–2010 war er auch Präsident der Internationalen
Mathematikervereinigung IMU.

Ausgangspunkt der Methode von LENSTRA, LENSTRA und LOVÁSZ ist
das folgende

Lemma:psei eine Primzahl,k eine beliebige natürliche Zahl. Außerdem
seif ∈ Z[x] ein Polynom vom Gradd undh ∈ Z[x] eines vom Grade
mit folgenden Eigenschaften:
1.) h hat führenden Koeffizienten eins
2.) h modpk ist in (Z/pk)[x] ein Teiler vonf modpk

3.) h modp ist irreduzibel inFp[x]

4.) (h modp)2 ist kein Teiler vonf modp in Fp[x].
Dann gilt:
a) f hat inZ[x] einen irreduziblen Faktorh0, der modulop ein Vielfa-

ches vonh modp ist.
b) h0 ist bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmt.
c) Für einen beliebigen Teilerg vonf in Z[x] sind folgende Aussagen

äquivalent:
(i) h modp teilt g modp in Fp[x]

(ii) h modpk teilt g modpk in (Z/pk)[x]
(iii) h0 teilt g in Z[x].

Beweis:Die irreduziblen Faktorenhi von f in Z[x] können modulop
in Fp[x] eventuell weiter zerlegt werden. Da (h modp)2 kein Teiler
von f modp ist, teilt h modp genau eines derhi modp; wir setzen
h0 = hi. Da irreduzible Faktoren inZ[x] bis aufs Vorzeichen eindeutig
bestimmt sind, ist auchb) klar. In c) folgt (i) sofort aus(ii) wie auch
aus(iii) ; zu zeigen ist die Umkehrung.

Sei alsoh modp ein Teiler vong modp und f = gq. Da (h modp)2

kein Teiler vonf modp ist, kannh modp kein Teiler vonq modp sein,
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also auchh0 kein Teiler vonq. Somit mußh0 als irreduzibler Teiler
vonf ein Teiler vong sein und(iii) ist bewiesen.

Zum Beweis von(ii) beachten wir, daßh modp und q modp teiler-
fremd sind; der erweiterte EUKLID ische Algorithmus liefert uns also
eine Darstellung der Eins als Linearkombination dieser beiden Poly-
nome inFp[x]. Wir liften die Koeffizienten nachZ[x] und haben somit
Polynomea, b ∈ Z[x], f ür dieah + bq ≡ 1 modp ist, d.h. es gibt ein
Polynomc ∈ Z[x], so daßah + bq = 1− pc ist. Da

(
1− pc

)(
1 +pc + (pc)2 + · · · + (pc)k−1) = 1− (pc)k

ist, erhalten wir durch Multiplikation dieser Gleichung mit dem zweiten
Faktor eine neue Gleichung der Form

ãh + b̃q = 1− (pc)k .

Multiplizieren wir diese noch mitg, so folgt

ãg · h + b̃q · g = ãgh + b̃f ≡ g modp
k .

Hier ist die linke Seite modulopk durchh teilbar, also auch die rechte
Seiteg, womit (ii) bewiesen ẅare.

Der sechste Schritt des Algorithmus von ZASSENHAUS kann so inter-
pretiert werden, daß er zu jedem irreduziblen Faktorh ∈ Fp[x] von
f modp den zugeḧorigen Faktorh0 ∈ Z[x] von f bestimmt, indem er
nötigenfalls alle Kombinationen aush und den anderen Faktoren von
f modp durchprobiert. Der Algorithmus von LENSTRA, LENSTRA und
LOVÁSZ konstruierth0 direkt und ohne Kenntnis der anderen Faktoren,
indem er den Vektor der Koeffizienten von~h0 als einen

”
kurzen“ Gitter-

vektor identifiziert.

Wir fixieren dazu eine natürliche Zahlm ≥ e = degh und betrachten
die MengeΛ aller Polynome ausZ[x] vom Grad ḧochstensm, die
modulopk durchh modpk teilbar sind.Λ ist eine Teilmenge des (m+1)-
dimensionalenR-Vektorraums aller Polynome vom Grad höchstensm,
den wirüber die Basis 1, x, . . . , xm mit Rm+1 identifizieren. Dabei ist die
L2-Norm‖f‖2 eines Polynoms ausV gleich der̈ublichen EUKLID ischen
Länge|~v| seines Koeffizientenvektors~v ∈ Rm+1.
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Definition: Eine TeilmengeΓ ⊂ Rm+1 heißtGitter, wenn es eine Basis
(~b0, . . . ,

~bm) vonRm+1 gibt, so daß

Γ =

{
m∑

i=0

λi
~bi

∣∣∣ λi ∈ Z

}
.

Wir bezeichnen diese Basis dann als eine Basis des GittersΓ und
schreiben kurzΓ = Z~b0⊕ · · · ⊕ Z~bm.

Dah führenden Koeffizienten eins und Grade hat, bilden die Polynome
pkxi mit 0 ≤ i < e undhxj mit 0 ≤ j ≤ m − e eine Basis der oben
definierten MengeΛ; diese ist also ein Gitter.

Gitterbasen sind genauso wenig eindeutig wie Basen von Vektorräumen.
Sind (~b0, . . . ,

~bm) und (~c0, . . . ,~cm) zwei Basen des GittersΓ, so sind
beide insbesondere Basen vonRm+1, es gibt also MatrizenM,N ∈
R(m+1)×(m+1), die diese beiden Basen ineinanderüberf̈uhren. Am ein-
fachsten l̈aßt sich das dadurch ausdrücken, daß wir die Spaltenvektoren
~bi zu einer MatrixB zusammenfassen und die~cj zu einer MatrixC;
dann istC = MB undB = NC. Die Eintr̈age vonM undN müssen
ganzzahlig sein, denn die~cj müssen ja ganzzahlige Linearkombinatio-
nen der~bi sein und umgekehrt. Außerdem istMN = NM gleich der
Einheitsmatrix. Somit sind detM und detN ganzzahlig mit Produkt
eins, d.h. detM = detN = ±1. Insbesondere unterscheiden sich detB
und detC höchstens durch das Vorzeichen.

Definition: Der Betrag von detB heißt Determinanted(Γ) des GittersΓ.

Wie wir gerade gesehen haben, istd(Γ) unabḧangig von der geẅahlten
Gitterbasis. Im oben definierten GitterΛ istd(Λ) = pke, dah den f̈uhren-
den Koeffizienten eins hat und die hinteren Terme der Polynome hxj

durch Zeilenoperationen aus der Determinante entfernt werden k̈onnen.

Ein Vektorraum hat keinen echten Untervektorraum gleicherDimension;
bei Gittern ist das natürlich anders: MitΓ ist auch 2Γ ein Gitter und
ganz offensichtlich verschieden vonΓ. Allgemein sagen wir, ein Gitter
Γ ⊂ Rm+1 sei einUntergitter des Gitters∆ ⊂ Rm+1, wennΓ eine
Teilmenge von∆ ist.
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Ist in dieser Situation~b0, . . .
~bn eine Gitterbasis vonΓ und~c0, . . . ,~cn eine

von ∆, so lassen sich die~bi als Linearkombinationen der~cj schreiben.
Mit den gleichen Bezeichnungen wie oben ist daherB = NC mit
einer ganzzahligen MatrixN . Die inverse MatrixM freilich ist im
Falle eines echten Untergitters nicht mehr ganzzahlig, sondern hat nur
rationale Eintr̈age. Wir k̈onnen allerdings die Nenner begrenzen: Die
GleichungNM gleich Einheitsmatrix l̈aßt sichübersetzen inm + 1
lineare Gleichungssysteme für die Spalten~mi von M , dennN ~mi = ~ei

ist deri-te Einheitsvektor desRm+1. Lösen wir dieses Gleichungssystem
nach der CRAMERschen Regel, so stehen im Zähler der Formeln f̈ur die
Einträge von~mi Determinanten ganzzahliger Matrizen und in Nenner
steht jeweils die DeterminanteD von M . Somit kann ḧochstens diese
als Nenner auftreten undD ·∆ ⊆ Γ ⊆ ∆.

In Kürze wird es f̈ur uns wichtig sein, daß es zu einer gegebenen Basis
von∆ spezielle, daran angepaßte Basen vonΓ gibt:

Lemma: Ist Γ ein Untergitter von∆ und (~b0, . . . ,
~bm) eine Gitterbasis

von∆, so gibt es eine Gitterbasis (~c0, . . . ,~cm) vonΓ derart, daß

~c0 = µ00
~b0

~c1 = µ10
~b0 + µ11

~b1

· · ·
~cm = µm0

~b0 + · · · + µmm
~bm

mit ganzen Zahlenµij undµii 6= 0.

Beweis:DaD~bi in Γ liegt, gibt es inΓ auf jeden Fall f̈ur jedesi Vektoren
der Formµi0

~b0 + · · ·+µii
~bi mit µii 6= 0.~ci sei ein solcher Vektor mit mi-

nimalem|µii|. Wir wollen zeigen, daß diese Vektoren~ci eine Gitterbasis
vonΓ bilden. Da die lineare Unabhängigkeit trivial ist, muß nur gezeigt
werden, daß sich jeder Vektor ausΓ als ganzzahlige Linearkombination
der~ci schreiben l̈aßt.

Angenommen, es gibt Vektoren~v ∈ Γ, für die das nicht der Fall
ist. Da ~v auch in ∆ liegt, gibt es auf jeden Fall eine Darstellung
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~v = λ0
~b0 + · · · + λk

~bk mit ganzen Zahlenλi und einemk ≤ m. Wir
wählen einen solchen Vektor~v mit kleinstm̈oglichemk.

Da µkk nach Voraussetzung nicht verschwindet, gibt es eine ganze
Zahl q, so daß|λk − qµkk| kleiner ist als der Betrag vonµkk. Dann
kann auch der Vektor

~v − q~ck = (λ0− qµk0)~b0 + · · · + (λk − zµkk)~bk

nicht als ganzzahlige Linearkombination der~ci dargestellt werden, denn
sonst ḧatte auch~v eine solche Darstellung. Wegen der Minimalität vonk
kann daherλk−qµkk nicht verschwinden. Da aber Betrag vonλk−qµkk

kleiner ist als der vonµkk, widerspricht dies der Wahl von~v als Vektor
mit minimalem|µkk|. Somit kann es keinen Gittervektor ausΓ geben,
der nicht als ganzzahlige Linearkombination der~ci darstellbar ist, und
das Lemma ist bewiesen.

Bei der Anwendung von Gittern auf das Faktorisierungsproblem werden
die GRAM-SCHMIDT-Orthogonalisierungen von Gitterbasen eine große
Rolle spielen; daher sei kurz an diesen Orthogonalisierungsprozeß erin-
nert. Zun̈achst die

Definition: a) Ein EUKLID ischer Vektorraum ist ein reeller Vektor-
raumV zusammen mit einer Abbildung

{
V × V → V

(~v, ~w) 7→ ~v · ~w
mit folgenden Eigenschaften:
1.) (λ~u + µ~v) · ~w = λ(~u · ~w) + µ(~v · ~w) für alle λ, µ ∈ R und alle

~u,~v, ~w ∈ V .
2.) ~v · ~w = ~w · ~v für alle~v, ~w ∈ V .
3.) ~v · ~v ≥ 0 für alle~v ∈ V und~v · ~v = 0 genau dann, wenn~v = 0.
Die AbbildungV × V → V wird als Skalarprodukt bezeichnet.
b) Zwei Vektoren~v, ~w ∈ V heißen orthogonal, wenn~v · ~w = 0 ist.
c) Eine Basis (~c0, . . . ,~cm) eines EUKLID ischen Vektorraums heißtOr-
thogonalbasis,wenn~ci · ~cj = 0 für allei 6= j.
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Wichtigstes Beispiel ist der VektorraumRm+1 mit seinem Standard-
skalarprodukt




v0
...

vm


 ·




w0
...

wm


 =

m∑

i=0

viwi .

Das Produkt eines Vektors~v mit sich selbst ist dann das Quadrat seiner
EUKLID ischen L̈ange, und wenn wir ihn als Koeffizientenvektor eines
Polynoms vom Gradm ausR[x] auffassen, ist das auch das Quadrat der
L2-Norm dieses Polynoms.

Das Orthogonalisierungsverfahren von GRAM und SCHMIDT konstru-
iert aus einer beliebigen Basis (~b0, . . . ,

~bm) desRm+1 schrittweise eine
Orthogonalbasis (~c0, . . . ,~cm), und zwar so, daß in jedem Schritt der
von den Vektoren~b0, . . . ,

~br erzeugte Untervektorraum gleich dem von
~c0, . . . ,~cr erzeugten ist.

Der erste Schritt ist der einfachste: Da es noch keine Orthogonaliẗatsbe-
dingung f̈ur~c0 gibt, können wir einfach~c0 =~b0 setzen.

Nachdem wirr ≥ 1 Schritte durchgeführt haben, haben wirr linear
unabḧangige Vektoren~c0, . . . ,~cr−1 mit ~ci ·~cj = 0 für i 6= j aus dem von
~b0, . . . ,

~br aufgespannten Untervektorraum. Istr = m, haben wir eine
Orthogonalbasis; andernfalls muß ein auf den bisher konstruierten~ci

senkrecht stehender Vektor~cr gefunden werden, der zusammen mit
diesen den von~b0 bis~br erzeugten Untervektorraum erzeugt.

Da~c0, . . . ,~cr−1 und~b0, . . . ,
~br−1 denselben Untervektorraum erzeugen,

gilt dasselbe f̈ur ~c0, . . . ,~cr−1,
~br und~b0, . . . ,

~br; das Problem ist, daß
~br im allgemeinen nicht orthogonal zu den~ci sein wird. Wir d̈urfen~br

aber ab̈andern um einen beliebigen Vektor aus dem von~c0, . . . ,~cr−1
aufgespannten Untervektorraum; also setzen wir

~cr =~br + λ0~c1− · · · − λr−1~cr−1

und versuchen, dieλi so zu bestimmen, daß dieser Vektor orthogonal
zu~c0, . . . ,~cr−1 wird.
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Wegen der Orthogonalität der~ci ist

~cr · ~ci =~br · ~ci −
r−1∑

j=0

λj(~cj · ~ci) =~br · ~ci − λi(~ci · ~ci) ;

setzen wir daher

λi =
~br+1 · ~ci

~ci · ~ci

,

so ist~v · ~ci = 0 für allei = 0, . . . , r − 1.

Nach demm+1-ten Schritt haben wir eine Orthogonalbasis (~c0, . . . ,~cm)
vonRm+1 konstruiert.

Der d̈anische Mathematiker JØRGAN PEDERSENGRAM

(1850–1916) lehrte an der Universität Kopenhagen, war
aber gleichzeitig auch noch geschäftsführender Direk-
tor einer Versicherungsgesellschaft und Präsident des
Verbands der d̈anischen Versicherungsunternehmen. Er
publizierte anscheinend nur eine einzige mathemati-
sche ArbeitSur quelque th́eor̀emes fondamentaux de
l’alg èbre moderne,die 1874 erschien. Das GRAM-
SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren, durch das
er heute hauptsächlich bekannt ist, stammt wohl von
LAPLACE (1749–1827) und wurde auch schon 1836 von
CAUCHY verwendet.

ERHARD SCHMIDT (1876–1959) wurde im damals deut-
schen Ort Dorpat geboren; heute gehört dieser zu Est-
land und heißt Tartu. Er studierte in Berlin bei SCHWARZ

und promovierte 1905 ins G̈ottingen bei HILBERT mit
einer Arbeitüber Integralgleichungen. Nach seiner Pro-
motion wechselte er nach Bonn, wo er 1906 habili-
tierte. Danach lehrte er in Z̈urich, Erlangen und Breslau,
bis er 1917 als Nachfolger von SCHWARZ nach Berlin
berufen wurde. Er ist einer der Begründer der mod-
ernen Funktionalanalysis; insbesondere geht die Ver-
allgemeinerung EUKLID ischer und HERMITEscher Vek-
torräume zu sogenannten HILBERT-Räumen auf ihn
zurück.
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Als Beispiel wollen wir eine Orthogonalbasis des von

~b0 =




1
2
2
4


 , ~b1 =




−3
4
0
5


 und~b2 =




−1
−2

3
6




aufgespannten UntervektorraumsU vonR4 bestimmen.

Als ersten Vektor der Orthogonalbasis wählen wir einfach~c0 =~b0.

Für den zweiten Vektor machen wir den Ansatz~c1 =~b1 − λ~c0, wobeiλ
so geẅahlt werden muß, daß~c1 · ~c0 =~b1 · ~c0− λ~c0 · ~c0 = 0 ist. Da

~c0 ·~b1 = −3 + 2 · 4 + 4 · 5 = 25 und ~c0 · ~c0 = 12 + 22 + 22 + 42 = 25 ,

müssen wirλ = 1 setzen und~c1 =~b1 − ~c0 =




−4
2
−2

1


 .

Für den noch fehlenden dritten Vektor der Orthogonalbasis ist der Ansatz
entsprechend:

~c2 =~b2 − λ~c0− µ~c1 mit ~c2 · ~c0 = ~c2 · ~c1 = 0 .

~c2 · ~c0 =~b2 · ~c0− λ~c0 · ~c0 = (−1− 4 + 6 + 24) + 25λ =⇒ λ = 1

~c2 · ~c1 =~b2 · ~c1 + µ~c1 · ~c1 = (4− 4− 6 + 6)− 25µ =⇒ µ = 0

~c2 =~b2 − ~c0 =




−2
−4

1
2


 .

Unsere Orthogonalbasis besteht also aus den drei Vektoren

~c0 =




1
2
2
4


 , ~c1 =




−4
2
−2

1


 und ~c2 =




−2
−4

1
2


 .
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Wenn wir den Zusammenhang zwischen der Ausgangsbasis (~b0, . . . ,
~bm)

und der Orthogonalbasis (~c0, . . . ,~cm) explizit festhalten wollen, m̈ussen
wir den oben berechneten Koeffizienten Namen geben, die auchvom
Schritt abḧangen. Wir schreiben

~ci =~bi −
i−1∑

j=0

µij~cj für i = 0, . . . ,m mit µij =
~bi · ~cj

~cj · ~cj

.

Im gerade durchgerechneten Beispiel etwa ist

~c0 =~b0, ~c1 =~b1 − ~c0 und ~c2 =~b2 − ~c0 ,

alsoµ10 = µ20 = 1 undµ21 = 0.

Lösen wir die obigen Formeln auf nach~bi, kommen wir auf

~bi = ~ci +
i−1∑

j=0

µij~cj und ~ci ·
i−1∑

j=0

µij~cj =
i−1∑

j=0

µij~ci · ~cj = 0 .

Geometrisch bedeutet dies, daß~ci der Lotvektor bei der Projektion von~bi

auf den von~c1, . . . ,~ci−1 aufgespannten Untervektorraum ist oder, anders

ausgedr̈uckt, die orthogonale Projektion von~bi auf das orthogonale
Komplement dieses Raums.

Ist allgemein~w = ~u + ~v die Summe zweier aufeinander senkrecht ste-
henden Vektoren, so ist

~w · ~w = (~u + ~v) · (~u + ~v) = ~u · ~u + ~v · ~v ,

denn~v · ~w = 0. Insbesondere sind daher die Längen von~v und ~w
höchstens gleich der L̈ange von~w. In unserer Situation bedeutet dies,
daß

|~ci| ≤
∣∣~bi

∣∣ für i = 0, . . . ,m ,

kein Vektor der Orthogonalbasis kann also länger sein als der entspre-
chende Vektor der Ausgangsbasis.

Im Falle einer Gitterbasis (~b0, . . . ,
~bm) ist die nach GRAM-SCHMIDT

berechnete Orthogonalbasis zwar eine Basis desRm+1, aber im all-
gemeinen keine Gitterbasis: Es gibt schließlich keinen Grund, warum
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dieµij ganze Zahlen sein sollten, so daß die~cj oft nicht einmal im Git-
ter liegen, und tats̈achlich muß ein Gitter auch keine Orthogonalbasis
haben.

Hätte etwa das Gitter

Λ = Z

(
1
0

)
⊕ Z

(√
2

1

)

eine Orthogonalbasis (~u,~v), so g̈abe es ganze Zahlena, b, c, d, so daß

~u = a

(
1
0

)
+ b

(√
2

1

)
=

(
a + b
√

2
b

)

und

~v = c

(
1
0

)
+ d

(√
2

1

)
=

(
c + d
√

2
d

)

wäre. Das Skalarprodukt dieser beiden Vektoren wäre null, d.h.

(a + b
√

2)(c + d
√

2) + bd = (ac + 3bd) + (ad + bc)
√

2 = 0 .

Wegen der Irrationaliẗat von
√

2 ist dies nur dann m̈oglich, wennad+bc
verschwindet. Nun wissen wir aber, daß die Determinante derMatrix für
einen Wechsel der Gitterbasis±1 sein muß, d.h.ad−bc = ±1. Addition
dieser Gleichung zuad + bc = 0 führt auf 2ad = ±1, was mit ganzen
Zahlena, d offensichtlich nicht gelten kann. Somit hat zumindest dieses
Gitter keine Orthogonalbasis.

Trotzdem ist die aus einer Gitterbasis konstruierte Orthogonalbasis auch
nützlich zum Versẗandnis des Gitters. Als erstes Beispiel dafür wollen
wir die Determinante des Gitters geometrisch interpretieren:

Die reelle MatrixM , die den Wechsel von der Ausgangsbasis zur Ortho-
gonalbasis beschreibt, ist wie die obigen Formeln zeigen eine Dreiecks-
matrix mit lauter Einsen in der Hauptdiagonale, hat also Determinante
eins. Obwohl die~ci keine Gitterbasis bilden, ist daher die Determinante
des Gitters auch gleich dem Betrag der Determinante der Matrix C mit
den~ci als Spaltenvektoren. Das ist aber einfach das Produkt der Längen
der~ci, denn derij-Eintrag vonCT C ist ~ci · ~cj . Da die~ci eine Ortho-
gonalbasis bilden, verschwindet dieses Skalarprodukt für i 6= j, also ist



 Computeralgebra WS2011

CT C eine Diagonalmatrix und ihre Determinante ist das Produkt der
Längenquadrate~ci · ~ci. Der Betrag der Determinante vonC selbst ist
daher das Produkt der Längen.

Geometrisch entspricht die Orthogonalisierung nach GRAM-SCHMIDT

einer Folge von Scherungen, die aus dem von den Vektoren~bi aufge-
spannten Parallelepiped einen Quader machen. Nach dem Prinzip von
CAVALIERI bleibt das Volumen dabei unverändert, und das Volumen ei-
nes Quaders ist natürlich einfach das Produkt seiner Seitenlängen. Somit
ist die Determinante eines Gitters gleich dem Volumen des von den
Basisvektoren aufgespannten Parallelepipeds, dem sogenannten Fun-
damentalbereich des Gitters. Je nach Wahl der Basis kann dieser sehr
verschiedene Formen haben, aber sein Volumen ist stets dasselbe.

Das wollen nun anwenden, um die Determinante eines Gitters abzu-
scḧatzen durch die L̈angen der Vektoren aus einer beliebigen Gitterbasis
(~b0, . . . ,

~bm). Ist (~c0, . . . ,~cm) die zugeḧorige Orthogonalbasis, so ist
die Determinante des Gitters das Produkt der Längen der Vektoren~ci.
Wie wir oben gesehen haben, kann kein Vektor~ci länger sein als der
entsprechende Vektor~bi, und damit folgt die

Ungleichung von Hadamard: Im GitterΓ = Z~b0⊕ · · · ⊕ Z~bm ist

d(Γ) ≤
m∏

i=0

∣∣~bi

∣∣

JACQUES SALOMON HADAMARD wurde 1865 in Ver-
sailles geboren, lebte aber ab dem Alter von drei Jahren
in Paris. Dort studierte er von 1884-1888 an der Ecole
Normale Suṕerieure; ẅahrend der anschließenden Ar-
beit an seiner Dissertation verdiente er seinen Lebens-
unterhalt als Lehrer. Nach seiner Promotion 1892 ging
er zun̈achst als Dozent, ab 1896 als Professor für Astro-
nomie und Theoretische Mechanik an die Universität
von Bordeaux. Ẅahrend dieser Zeit bewies er unter
anderem den berühmten Primzahlsatz, wonach sich
die Anzahl der Primzahlen≤ n asymptotisch verḧalt
wie n/ ln n. Um wieder nach Paris zurückzukommen,

akzeptierte er 1897 dort zwei (schlechtere) Stellen an der Sorbonne und am Collège de
France; am letzteren erhielt er 1909 einen Lehrstuhl. 1912 wurde er Nachfolger von
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CAMILLE JORDAN an der Ecole Polytechnique sowie Nachfolger von HENRI POINCARÉ

an der Acad́emie des Sciences. 1940 mußte er nach USA emigrieren und lehrte an der
Columbia University in New York, kehrte aber sofort nach Kriegsende zurück nach Paris.
Unter seinen Arbeiten befinden sich außer dem Primzahlsatz auch fundamentale Beiträge
unter anderem zur Theorie der partiellen Differentialgleichung, zu geod̈atischen Linien und
zur Variationsrechnung. Auch politisch war er sehr aktiv, zunächst zugunsten von ALFRED

DREYFUS. Nach 1945 engagierte er sich, nachdem drei seiner Söhne in den Weltkriegen
gefallen waren, f̈ur die Friedensbewegung; zum Internationalen Mathematikerkongress
in Cambridge,Mass.,dessen Ehrenpräsident er war, erhielt er deshalb nur nach der
Intervention zahlreicher amerikanischer Mathematiker ein Einreisevisum f̈ur die USA.

Die Ungleichung von HADAMARD spielt eine wichtige Rolle im Beweis
des folgenden Lemmas, das bei der Suche nach dem zu Beginn des
Paragraphen definierten Polynomsh0 nützlich sein wird. Alle Bezeich-
nungen seien wie dort.

Lemma: Erfüllt ein Polynomv ∈ Λ die Ungleichung‖f‖2 ·‖v‖2 < pke,
so istv durchh0 teilbar.

Beweis:Für das Nullpolynom ist die Aussage trivial; sei alsov 6= 0 und
g = ggT(f, v). Nach dem ersten Lemma dieses Paragraphen reicht es zu
zeigen, daßh modp ein Teiler vong modp ist.

Sollte dies nicht der Fall sein, sindh modp und g modp wegen der
Irreduzibilität vonh modp teilerfremd; wie oben gibt es also Polynome
a, b, c ∈ Z[x], so daß gilt

ah + bg = 1− pc .

Sein = degg undm′ = degv; dann istn ≤ m′ ≤ m. Wir definieren
eine neue Teilmenge

M =
{
λf + µv

∣∣ λ, µ ∈ Z[x], degλ < m
′ − n, degµ < d− n

}

des GittersZ⊕Zx⊕ · · · ⊕Zxd+m′−n−1; ihre naẗurliche Projektion auf
das UntergitterZxn ⊕ Zxn+1⊕ · · · ⊕ Zxd+m′−n−1 seiM′.

Angenommen, das Elementλf + µv ∈ M wird dabei auf das Nullpoly-
nom projiziert. Dann muß einerseits der Grad vonλf + µv kleiner alsn
sein, andererseits istλf + µv durchg teilbar undn = degg. Also muß
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λf +µv = 0 sein undλf = −µv. Division durchg = ggT(f, v) führt auf

λ
f

g
= −µ

v

g
und ggT

(
f

g
,
v

g

)
= 1 .

Somit mußµ ein Vielfaches vonf/g sein. Der Grad vonµ ist aber nach
Definition kleiner alsd − n = degf − degg, also istµ = 0 und damit
auchλ = 0. Daher sind die Projektionen der Polynome

x
i
f für 0≤ i < m

′ − n und x
j
v für 0≤ j < d− n

nachM′ linear unabḧangig. Wie die Definition vonM zeigt, bilden sie
auch ein Erzeugendensystem, also istM′ ein Gitter, und die obigen
Polynome bilden eine Gitterbasis. Darauf können wir die Ungleichung
von HADAMARD anwenden:

d(M′) ≤ ‖f‖m
′−n

2 · ‖v‖e−n
2 ≤ ‖f‖m2 ‖v‖

d
2 < p

ke ,

wobei das letzte Kleinerzeichen die Voraussetzung des Lemmas ist.

Im Rest des Beweises wollen wir zeigen, daßd(M′) ≥ pke sein muß, was
zusammen mit der gerade gezeigten Ungleichung zu einem Widerspruch
führt und damit das Lemma beweist.

Sei dazuw ∈ M ein Polynom vom Grad kleinern + e. Als Element
von M ist es durchg teilbar. Multiplizieren wir die obige Gleichung
ah + bg = 1− pc mit 1 +pc + · · · + (pc)k−1, erhalten wir eine Gleichung
der Formãh + b̃g = 1− (pc)k mit ã, b̃ ∈ Z[x]. Multiplikation dieser
Gleichung mit dem Polynomw/g führt auf eine neue Gleichung

a
∗
h + b

∗
w =

w

g

(
1− (pc)p

)
≡ w

g
modp

k mit a
∗
, b

∗ ∈ Z[x] .

Als Element vonM läßt sichw in der Formw = λf +µv schreiben, und
nach Voraussetzung sind sowohlf als auchv modulopk durchh teilbar.
Also ist auchw und damit nach der gerade bewiesenen Gleichungw/g

modulopk durchh teilbar. Der Grad vonw ist kleiner alsn+e, undg hat
Gradn, also ist der Grad vonw/g kleiner alsn + e− n = e = degh. Da
h führenden Koeffizienten eins hat, wird dieser Grad modulopk nicht
kleiner; also mußw/g und damit auchw modulopk das Nullpolynom
sein. Somit ist jedes Polynom ausM mit Grad kleinern + e durchpk

teilbar.
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Das GitterM′ liegt in Zxn ⊕ · · · ⊕ Zxd+m′−n−1 und hat eine Gitter-
basis ausd + m′ − 2n Elementen, ist also ein Untergitter im Sinne der
Definition dieses Paragraphen. Die Polynomexn bisxd+m′−n−1 bilden
naẗurlich eine Basis des größeren Gitters; daher hatM nach dem zweiten
Lemma dieses Paragraphen eine Gitterbasis aus Polynomen der Grade
n, n + 1, . . . , d+m′−n−1. Die erstene davon m̈ussen, wie wir gerade
gesehen haben, durchpk teilbar sein. Die Determinante vonM ′ ist der
Betrag der Determinante der Matrix aus den Basisvektoren; auf Grund
der Gradbedingung ist dies eine Dreiecksmatrix, die Determinante ist
also einfach das Produkt der führenden Koeffizienten und hat damit
mindestens Betragpke. Dies liefert den verlangten Widerspruch.

Das gerade bewiesene Lemma legt nahe, daß uns Polynome kleiner
L2-Norm im GitterΛ zu Faktoren vonf verhelfen k̈onnen, und in der
Tat zeigen LENSTRA, LENSTRA und LOVÁSZ, daß wirh0 konstruieren
können als ggT der Polynome aus einer

”
geeigneten“ Gitterbasis vonΛ.

Im nächsten Paragraphen soll diese auch für viele andere Aufgaben

”
geeignete“ Basis allgemein konstruiert werden.

§10: Der LLL-Algorithmus zur Basisreduktion

Der hier vorgestellte Algorithmus wurde zwar in der zu Beginn des
vorigen Paragraphen zitierten Arbeit von LENSTRA, LENSTRA und
LOVÁSZ speziell f̈ur die Faktorisierung von Polynomen ausZ[x] ent-
wickelt, er fand aber inzwischen zahlreiche weitere Anwendungen in
der Kryptographie, der diskreten Optimierung und anderswo. Deshalb
wird hier nicht von Polynomen, sondern nur allgemein von Vektoren
die Rede sein, und wir werden auch, wie dortüblich, die Numerierung
nicht wie im vorigen Paragraphen bei der für Polynome sinnvollen Null
beginnen, sondern bei eins.

Wir gehen daher aus von einem GitterΓ = Z~b1 ⊕ · · · ⊕ Z~bn ≤ Rn und
wollen dort nach kurzen Vektoren suchen.

Falls die Gitterbasis~b1, . . . ,
~bn eine Orthogonalbasis desRn ist, hat ein



 Computeralgebra WS2011

Vektor~v = a1
~b1 + · · · + an

~bn ausΓ die Länge

|~v| =
√

a2
1
~b1 ·~b1 + · · · + a2

n
~bn ·~bn ;

wenn wir zus̈atzlich noch annehmen, daß
∣∣~b1

∣∣ ≤ · · · ≤
∣∣~bn

∣∣ ist, sind

daher±~b1 kürzeste Vektoren inΓ. Je nach L̈ange von~b2 gilt even-
tuell dasselbe auch für ±~b2; falls ~b2 aber l̈anger ist als~b1, müssen
wir auf der Suche nach zweitkürzesten Vektoren die L̈angen von~b2

und 2~b1 miteinander vergleichen und können uns entsprechend weiter
hochhangeln, bis wir alle Vektoren unterhalb einer vorgegebenen L̈ange
gefunden haben.

Wie wir bereits im vorigen Paragraphen gesehen haben, hat ein Gitter
jedoch im allgemeinen keine Orthogonalbasis; wir müssen wir uns daher
mit weniger zufrieden geben. Trotzdem wollen wir eine Basis, die sich
zumindest nicht allzu sehr von einer Orthogonalbasis unterscheidet.
Letzteres k̈onnen wir auch so formulieren, daß sich die Basis nicht zu
sehr von ihrer GRAM-SCHMIDT-Orthogonalisierung unterscheiden soll,
denn wenn wir dieses Verfahren auf eine Orthogonalbasis anwenden,
ändert sich ja nichts.

Die nach GRAM-SCHMIDT konstruierten Vektoren der Orthogonalbasis
sind

~ci =~bi −
i−1∑

j=1

µij~cj mit µij =
~bi · ~cj

~cj · ~cj

,

wobei dieµij aber im allgemeinen keine ganzen, sondern nur rationale
Zahlen sind.

Wenn der Vektor~ci nicht im Gitter liegt, k̈onnen wir wenigstens ver-
suchen, ihn durch einen m̈oglichstähnlichen Gittervektor zu ersetzen,
um so n̈aher an das orthogonale Komplement zu kommen. Wir können
beispielsweise alle Zahlenµij ersetzen durch die jeweils nächstgelegene
ganze Zahl (oder eine der beiden, fallsµij die Hälfte einer ungeraden
Zahl sein sollte).

Wir können daher eine Basis findet, für die alle Koeffizientenµij bei
der GRAM-SCHMIDT-Orthogonalisierung ḧochstens den Betrag12 haben.
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LENSTRA, LENSTRA und LOVÁSZ stellen noch eine weitere Bedingung:
∣∣~ci + µi i−1~ci−1

∣∣2 ≥ 3
4

∣∣~ci−1

∣∣2 für allei > 1 .

Um diese sogenannte LOVÁSZ-Bedingung zu verstehen, multiplizieren
wir beiden Seiten aus. Wegen der Orthogonalität der~cj ist

|~ci|
2 + µ

2
i i−1

∣∣~ci−1

∣∣2 ≥ 3
4

∣∣~ci−1

∣∣2 oder |~ci|2 ≥
(

3
4 − µ2

i i−1

) ∣∣~ci−1

∣∣2 .

Da die Betr̈age derµij höchstens12 sind, folgt insbesondere

|~ci|
2 ≥ 1

2

∣∣~ci−1

∣∣2 oder
∣∣~ci−1

∣∣2 ≤ 2 |~ci|2 .

Diese Bedingung sorgt also dafür, daß sich die L̈angen der~ci nicht zu
stark unterscheiden.

Man könnte sich fragen, warum hier ausgerechnet die Konstante3
4 ver-

wendet wird. In der Tat funktioniert die folgende Konstruktion auch,
wenn 3

4 durch irgendeine Konstanteα mit 1
4 < α < 1 ersetzt wird. Die

Zwei in der gerade bewiesenen Ungleichung wird dann zu 4/(4α− 1),
d.h. für α knapp unter eins k̈onnen wir sie auf eine Zahl knappüber 4/3
herunterdr̈ucken, ẅahrendα-Werte nahe14 zu sehr schwachen Schranken
führen. Starke Schranken sind zwar besser, allerdings wird dann auch
der Aufwand f̈ur die Konstruktion einer entsprechenden Basis deutlich
größer. Der Wertα = 3

4 ist ein Kompromiß, der sich beẅahrt hat und
daher – soweit mir bekannt – praktischüberall verwendet wird.

Die formale Definition einer
”
geeigneten“ Basis ist somit

Definition: Eine Gitterbasis~b1, . . . ,
~bn mit GRAM-SCHMIDT-Orthogo-

nalisierung
~ci =~bi −

i−1∑

j=1

µij~cj

heißt LLL-reduziert, wenn
∣∣µij

∣∣ ≤ 1
2

für allei, j und

∣∣~ci + µi i−1~ci−1

∣∣2 ≥ 3
4

∣∣~ci−1

∣∣2 für allei > 1 .

Diese Basen k̈onnen nur dann n̈utzlich sein, wenn sie existieren.
Wir wollen uns daher zun̈achst ansehen, wie LENSTRA, LENSTRA und
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LOVÁSZ eine solche Basis konstruieren. Der Algorithmus ist natürlich
nahe an der GRAM-SCHMIDT-Orthogonalisierung; da es für Gitterbasen
deutlich weniger Manipulationsm̈oglichkeiten gibt als f̈ur Vektorraum-
basen und wir außerdem noch die LOVÁSZ-Bedingung erf̈ullen müssen,
treten aber eine ganze Reihe zusätzlicher Komplikationen auf.

Wir gehen aus von irgendeiner Basis (~b1, . . . ,
~bn) eines GittersΓ ⊂ Rn

und wollen daraus eine LLL-reduzierte Basis konstruieren.Als erstes
konstruieren wir dazu nach GRAM-SCHMIDT eine Orthogonalbasis beste-
hend aus den Vektoren

~ci =~bi −
i−1∑

j=1

µij~cj ∈ R
n mit µij =

~bi · ~cj

~cj · ~cj

. (∗)

Im Laufe des Algorithmus werden die~bi,~cj und dieµij in jedem Schritt
ver̈andert, allerdings stets so, daß die Gleichungen (∗) erfüllt bleiben.

Wie bei GRAM-SCHMIDT hangeln wir uns dimensionsweise hoch,
d.h. wir realisieren die Bedingungen aus der Definition einer LLL-
reduzierten Basis zunächst f̈ur Teilgitter. Dazu fordern wir f̈ur eine
naẗurliche Zahlk ≥ 1 die Bedingungen

∣∣µij

∣∣ ≤ 1
2 für 1≤ j < i ≤ k (Ak)

und ∣∣~ci + µi i−1~ci−1

∣∣2 ≥ 3
4

∣∣~ci−1

∣∣2 für 1 < i ≤ k (Bk)

Für k = 1 gibt es keine Indizesi, j, für die die rechtsstehenden Unglei-
chungen erf̈ullt sind, die Bedingungen sind also leer und somit trivialer-
weise erf̈ullt. Für k = n dagegen besagen diese beiden Bedingungen,
daß (~b1, . . . ,

~bn) eine LLL-reduzierte Gitterbasis vonΓ ist. Wir müssen
alsok schrittweise erḧohen. Im Gegensatz zur Verfahren von GRAM-
SCHMIDT müssen wir hier allerdingsk gelegentlich aucherniedrigen
statt erḧohen. Der Wert vonk wird aber stets zwischen Null undn
liegen und stets so gewählt sein, daß die Bedingungen (Ak) und (Bk)
erfüllt sind.

Für jeden neuen Wert vonk, egal ob er gr̈oßer oder kleiner ist als sein
Vorgänger, f̈uhren wir die folgenden Schritte durch:
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Wir wollen die Gitterbasis und die davon abgeleitete Orthogonalba-
sis einschließlich der Koeffizientenµij so ver̈andern, daß auch (Ak+1)
und (Bk+1) gelten.

Die Bedingung|µk+1k| ≤ 1
2 ist kein großes Problem: Wir runden ein-

fachµk+1k zur n̈achsten ganzen Zahlq (oder einer der beiden nächsten)
und ersetzen~bk+1 durch~bk+1 − q~bk. Damit (∗) weiterhin gilt, ersetzen
wir µk+1k durchµk+1k−q und dieµk+1j mit j < k durchµk+1j−qµkj .

Für das weitere Vorgehen m̈ussen wir zwei F̈alle unterscheiden:

Fall 1: k ≥ 1 und|~ck+1 + µk+1k~ck|2 < 3
4 |ck|2

In diesem Fall vertauschen wir~bk und~bk+1. Da die GRAM-SCHMIDT-
Orthogonalisierung von der Reihenfolge der Basisvektorenabḧangt,
müssen wir dann eine neue Orthogonalbasis (~d1, . . . ,

~dn) berechnen.

An den~cj mit j < k (so es welche gibt)̈andert sich dabei nichts:
Sie werden beim GRAM-SCHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren
berechnet, bevor die Vektoren~bk und~bk+1 ins Spiel kommen. F̈ur j < k

ist somit~dj = ~cj .

Auch für j > k +1 ist ~dj = ~cj , denn derj-te Vektor der Orthogonalbasis
ist die Projektion desj-ten Vektors der Ausgangsbasis auf das orthogo-
nale Komplement des von den erstenj−1 Basisvektoren aufgespannten
Untervektorraums, und für j > k + 1 ist

[~c1, . . . ,~cj ] = [~b1, . . . ,
~bj ] = [ ~d1, . . . ,

~dj ] .

Bleiben noch die Vektoren~dk und ~dk+1. Die müssen verschieden sein
von den Vektoren~ck und ~dk+1, denn [~c1, . . . ,~ck] = [~b1, . . . ,

~bk], aber
[ ~d1, . . . ,

~dk] = [~b1, . . . ,
~bk−1,

~bk+1].

Nach den Formeln zur GRAM-SCHMIDT-Orthogonalisierung ist

vck =~bk −
k−1∑

j=1

µkj~cj mit µkj =
~bk · ~cj

~cj · ~cj
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und

~ck+1 =~bk+1−
k∑

j=1

µk+1j~cj mit µk+1j =
~bk+1 · ~cj

~cj · ~cj

=~bk+1−
k−1∑

j=1

µk+1j~cj − µk+1k
~bk +

k−1∑

j=1

µk+1kµkj~cj

=~bk+1− µk+1k
~bk −

k−1∑

j=1

(µk+1j − µk+1kµkj)~cj ;

entsprechend ist

~dk =~bk+1−
k−1∑

j=1

νkj
~dj mit νkj =

~bk+1 · ~dj

~dj · ~dj

und

~dk+1 =~bk −
k∑

j=1

νk+1j
~dj mit νk+1j =

~bk · ~dj

~dj · ~dj

=~bk −
k−1∑

j=1

νk+1j~cj − νk+1k


~bk+1−

k−1∑

j=1

νkj~cj


 .

Da~cj = ~dj für j < k, folgt insbesondere

νkj = µk+1j und νk+1j = µkj für j < k

~dk+1 = ~ck − νk+1k
~dk und

~dk =~bk+1−
k−1∑

j=1

νkj
~dj =~bk+1−

k−1∑

j=1

µk+1j~cj = ~ck+1 + µk+1k~ck .

Nach der Voraussetzung für das Eintreten von Fall 1 ist das Längen-
quadrat des letzten Vektors kleiner als3

4 des L̈angenquadrats von~ck;
zumindest ein Vektor der Orthogonalbasis wird also durch die Ver-
tauschung von~bk und~bk+1 kürzer. Das Quadrat seiner Länge ist

~dk · ~dk = ~ck+1 · ~ck+1 + µ
2
k+1k ~ck · ~ck .
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Damit können wir nun auchνk+1k durch Daten der
”
alten“ Basis aus-

drücken: Der Z̈ahler ist

~bk · ~dk =
(
~ck +

k−1∑

j=1

µkj~cj

)
· ~dk = ~ck · ~dk ,

denn f̈ur j ≤ k − 1 steht~dk senkrecht auf~dj = ~cj . Deshalb ist auch

~ck · ~dk = ~ck ·
(
~bk+1−

k−1∑

j=1

νkj
~dj

)
= ~ck

~bk+1 ,

also ist

νk+1k =
~bk · ~dk

~dk · ~dk

=
~ck ·~bk+1

~dk · ~dk

=
|~ck|2∣∣~dk

∣∣2 ·
~ck ·~bk+1

~dk · ~dk

=
|~ck|2∣∣~dk

∣∣2 · µk+1k

=
µk+1k |~ck|2

|ck+1|2 + µ2
k+1k |~ck|2

.

Dank dieser Formeln ist daher auch~dk+1 = ~ck − νk+1k
~dk vollständig

durch Daten der
”
alten“ Basis ausdrückbar.

Die Vektoren~dj mit j > k+1 sind wieder gleich den entsprechenden~cj ,

denn derj-te Vektor der Orthogonalbasis ist ja der Lotvektor von~bj auf

den von~b1, . . . ,
~bj−1 aufgespannten Untervektorraum, und für j > k+1

hat sich durch die Vertauschung von~bk und~bk+1 weder an~bj noch an
diesem Vektorraum etwas geändert. Aus diesem Grund sind auch die
Koeffizientenνij gleich den entsprechendenµij , sofern wederi nochj
gleichk oderk + 1 sind.

Damit fehlen uns nur noch die Koeffizientenνik undνi k+1 für i > k +1.
Um sie zu berechnen, drücken wir zun̈achst~ck und~ck+1 aus durch~dk

und ~dk+1: Nach den obigen Formeln ist
~dk = ~ck+1 + µk+1k~ck

~dk+1 = ~ck − νk+1k
~dk = (1− νk+1kµk+1k)~ck − νk+1k~ck+1 .

Addition vonνk+1k-mal der ersten Gleichung zur zweiten eliminiert~ck+1
und liefert uns die Gleichung

~ck = νk+1k
~dk + ~dk+1 .
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Setzen wir dies ein in die zweite Gleichung, erhalten wir

(1− νk+1kµk+1k)(νk+1k
~dk + ~dk+1)− ν~ck+1 = ~dk+1

und damit
~ck+1 = (1− νk+1kµk+1k)~dk − µk+1k

~dk+1 .

Da in der Summe~dk = ~ck+1 + µk+1k~ck die Vektoren~ck und~ck+1 ortho-

gonal sind, ist
∣∣~dk

∣∣2 = |~ck+1|2 + µ2
k+1k |~ck|2, also

|~ck+1|2∣∣~dk

∣∣2 =

∣∣~dk

∣∣2− µ2
k+1k |~ck|2∣∣~dk

∣∣2 = 1− |~ck|2∣∣~dk

∣∣2µ
2
k+1k = 1− νk+1kµk+1k .

Somit ist

~ck+1 =
|~ck+1|2∣∣~dk+1

∣∣2
~dk − µk+1k

~dk+1 .

Mit diesen beiden Formel gehen wir nun für i > k+1 in die Gleichungen

~bi = ~ci +
i−1∑

j=1

µij~cj ,

Die Teilsummeµik~ck +µi k+1~ck+1 aus den Termen fürj = k undj = k+1
wird dabei zu(

µikνk+1k + µi k+1
|~ck+1|2∣∣~dk

∣∣2

)
~dk +

(
µik − µi k+1µk+1k

)
~dk+1 .

Somit ist

νik = µikνk+1k + µi k+1
|~ck+1|2∣∣~dk

∣∣2 und νi k+1 = µik − µi k+1µk+1k .

Wir ersetzen nun alle~ci durch die entsprechenden~di und alleµij durch
die entsprechendenνij ; dann ist (∗) auch f̈ur die Gitterbasis mit ver-

tauschten Positionen von~bk und~bk+1 erfüllt. Die Bedingungen (Ak)
und (Bk) sind nun allerdings nur noch für k − 1 sicher erf̈ullt; wir
müssen daherk durchk − 1 ersetzen und einen neuen Iterationsschritt
starten.

2. Fall: k = 0 oder|~ck+1 + µk+1k~ck|2 ≥ 3
4 |~ck|2
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In diesem Fall sorgen wir zunächst daf̈ur, daß alleµk+1j einen Betrag
von höchstens ein halb haben. (Im Fallk = 0 gibt es hier naẗurlich nichts
zu tun.)

Für j = k haben wir das bereits zu Beginn des Schritts für k
sichergestellt; wir ẅahlen nun den größten Indexℓ < k, für den
|µk+1ℓ| größer ist als1

2 und verfahren damit wie oben: Wir ersetzen
~bk+1 durch~bk+1− q~bℓ undµk+1ℓ durchµk+1ℓ − q, wobeiq die n̈achste
ganze Zahl zuµk+1ℓ ist, und wir ersetzen alleµk+1j mit j < ℓ durch
µk+1j − qµℓ j . Sofern es danach immer noch einµk+1j vom Betrag
größer1

2 gibt, wählen wir wieder den größten Indexj mit dieser Eigen-
schaft und so weiter, bis alle

∣∣µk+1j

∣∣ ≤ 1
2 sind.

Fallsk = n ist, endet der Algorithmus an dieser Stelle, und wir haben eine
LLL-reduzierte Basis gefunden. Andernfalls ersetzen wirk durchk + 1
und beginnen mit einem neuen Iterationsschritt.

Um zu sehen, daß das Verfahren nach endlich vielen Schrittenabbricht,
müssen wir uns̈uberlegen, daß der obige Fall 1, in dem der Indexk
erniedrigt wird, nicht unbegrenzt häufig auftreten kann. Ausgangspunkt
dazu ist die Beobachtung, daß zumindesteinVektor der Orthogonalbasis
im ersten Fall verk̈urzt wird: Derk-te Vektor wird ersetzt durch einen
neuen, dessen Längenquadrat ḧochstens gleich34 mal des alten ist.

Um dies auszunutzen, definieren wir für k = 1, . . . , n die reelle Zahldk

als Determinante derk × k-Matrix Bk mit ij-Eintrag~bi ·~bj . Für k = n
können wir sie leicht auf bekannte Größen zur̈uckführen: IstB die
n×n-Matrix mit dem Basisvektor~bi alsi-ter Spalte, so ist offensichtlich
Bn = BT B, also istdn = (detB)2 = d(Γ)2. Insbesondere ist alsodn

unabḧangig von der Gitterbasis und hängt nur ab vom Gitter.

Entsprechend k̈onnen wir f̈ur dk das GitterΓk = Z~b1 ⊕ · · · ⊕ Z~bk im
VektorraumR~b1⊕· · ·⊕R~bk betrachten. Auch dies ist ein EUKLID ischer
Vektorraum; wenn wir dort eine Orthonormalbasis (d.h. eineOrthogo-
nalbasis, deren sämtliche Vektoren L̈ange eins haben) auszeichnen, wird
er isomorph zumRk mit seinemüblichen Skalarprodukt. Daher hängt
auchdk nur ab vonΓk, nicht aber von den Vektoren~b1, . . . ,

~bk.
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Solange wir im LLL-Algorithmus nur dieµij auf Werte vom Betrag
höchstens12 reduzieren,̈andert sich nichts an den GitternΓk, also bleiben
auch diedk unver̈andert.

Wenn wir aber zwei Basisvektoren~bk und~bk+1 miteinander vertauschen,
ändert sich das GitterΓk und nur dieses;alle anderenΓi bleiben un-
ver̈andert.dk ist das Quadrat vond(Γk), und d(Γk) können wir auch
als Produkt der L̈angen der Vektoren der zugeordneten Orthogonalbasis
berechnen. Von diesen̈andert sich nur derk-te, und dessen L̈angen-
quadrat wird kleiner als drei Viertel des Längenquadrats des entspre-
chenden Vektors der vorherigen Orthogonalbasis. Somit wird dk mit
einem Faktor von ḧochstens34 multipliziert.

Dasselbe gilt dann auch für das ProduktD aller dk; wenn wir zeigen
können, daß dieses eine nur vom Gitter abhängige untere Schranke hat,
folgt also, daß wir nicht unbegrenzt oft im Fall 1 des Algorithmus sein
können und dieser daher nach endlich vielen Schritten enden muß. Diese
untere Schranke liefert uns der

Gitterpunktsatz von Minkowski: Γ ⊂ Rn sei ein Gitter undM ⊂ Rn

sei eine zum Nullpunkt symmetrische beschränkte konvexe Teilmenge
von Rn. Falls das Volumen vonM größer ist als 2nd(Γ), entḧalt M
mindestens einen vom Nullpunkt verschiedenen Punkt des Gitters.

Bevor wir diesen Satz beweisen,überlegen wir uns zun̈achst, daß er
uns wirklich untere Schranke für alledk und damit auch f̈ur D liefert.
Dazu wenden wir ihn an auf das GitterΓk, das wir – siehe oben – als
Teilmenge eines VektorraumsRk auffassen k̈onnen, und den Ẅurfel

M =
{

(x1, . . . , xk) ∈ R
k ∣∣ |xi| ≤ ε für allei

}
.

Wenn dessen Volumen (2ε)k größer ist als 2nd(Γk), gibt es inΓk (und
damit erst recht inΓ) einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor ausM .
Dessen L̈ange ist ḧochstens gleich der halben Diagonale vonM , also
ε
√

k. Somit gibt es inΓk und damit erst recht inΓ einen Vektor~v 6= ~0,
dessen L̈ange ḧochstens gleichε

√
n ist.

Da Gitter diskrete Mengen sind, gibt es inΓ eine Untergrenzeµ für die
Länge eines vom Nullvektor verschiedenen Vektors: Andernfalls wäre
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der Nullvektor ein Ḧaufungspunkt des Gitters.

Falls der gerade betrachtete Würfel die Voraussetzung des Satzes von
MINKOWSKI erfüllt, muß daherµ ≤ ε

√
n sein, d.h. f̈ur ε < µ/

√
n kann

die Voraussetzung nicht erfüllt sein. Somit ist
(

µ√
n

)k
≤ d(Γk) .

Damit haben wir eine nur vom Gitter abhängige Untergrenze für d(Γi)
gefunden, also auch für di und damit auch f̈ur das ProduktD aller di.
Dies zeigt, sofern wir den Gitterpunktsatz von MINKOWSKI vorausset-
zen, daß der LLL-Algorithmus zur Basisreduktion nach endlich vielen
Schritten endet.

Bleibt also noch der Beweis des Satzes von MINKOWSKI:

(~b1, . . . ,
~bn) sei eine Gitterbasis undB sei die Matrix mit den~bi als

Spaltenvektoren. Dann ist

ϕ:

{
R

n → R
n

~v 7→ B~v

eine bijektive lineare Abbildung, die das GitterZn ⊂ Rn aufΓ abbildet.
Volumina werden bei dieser Abbildung mit detB = d(Γ) multipliziert;
die Mengeϕ−1(M ) hat also mindestens das Volumen 2n und ist wegen
der Lineariẗat vonϕ beschr̈ankt, symmetrisch und konvex. Es reicht,
wenn wir zeigen, daß diese Menge einen vom Nullpunkt verschiedenen
Punkt ausZn entḧalt.

Dies ist auch die Version des Satzes, die MINKOWSKI selbst bewiesen
hat; hier soll aber nicht sein Beweis wiedergegeben werden,sondern
eine sp̈ater gefundene Alternative von BLICHFELDT. Dieser bewies 1914
den folgenden

Satz: B sei eine beschränkte Teilmenge vonRn mit einem Volumen
größer eins. Dann enthält B zwei verschiedene PunkteP,Q, deren
Verbindungsvektor inZn liegt.

Wenden wir diesen Satz an auf die MengeB = 1
2ϕ−1(M ), so finden

wir zwei PunkteP,Q ∈ B, deren Verbindungsvektor inZn liegt. Die
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Punkte 2P und 2Q liegen inϕ−1(M ), also –wegen der vorausgesetzten
Symmetrie – auch−2Q. Wegen der Konvexität vonϕ(M ) liegt auch
der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke von 2P und−2Q in ϕ−1(M );
in Koordinaten ist dies der Punkt

1
2

(
2P + (−2Q)

)
= P −Q ∈ Zn .

Damit ist der Gitterpunktsatz vom MINKOWSKI modulo dem Satz von
BLICHFELDT bewiesen.

Als letztes bleibt damit noch der Satz von BLICHFELDT zu zeigen.

Dazu seiW =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣ 0 ≤ xi < 1 für allei

}
und für

~v ∈ Zn seinW~v = W + ~v der um~v verschobene Ẅurfel W . Dann sind
offensichtlich alleW~v disjunkt undüberdecken gemeinsam denRn.
DaB beschr̈ankt ist, k̈onnen nur endlich viele derW~v einen nichtleeren
DurchschnittB~v mit B haben. F̈ur jeden dieser Durchschnitte betrachten
wir seine VerschiebungB~v−~v um den Vektor−~v; das ist offensichtlich
eine Teilmenge vonW .

Die Summe der Volumina aller dieser Teilmengen ist gleich dem Vol-
umen vonB, dennB ist die disjunkte Vereinigung allerB~v. Damit ist
diese Summe nach Voraussetzung größer als eins; daW das Volumen
eins hat, muß es also zwei Vektoren~v 6= ~w geben, so daßB~v ∩ B~w

nicht leer ist. F̈ur einen PunktR aus diesem Durchschnitt seiP seine
Translation um~v undQ die um ~w. Dann liegenP ∈ B~v undQ ∈ B~w

beide inB, und ihr Verbindungsvektor ist~w − ~v ∈ Zn.

HERMANN MINKOWSKI wurde 1864 als Sohn einer
deutsch-j̈udischen Kaufmannsfamilie im damals russis-
chen Aleksotas (heute Kaunas in Litauen) geboren. Als
er acht Jahre alt war, zog die Familie um nach Königs-
berg, wo er auch zur Schule und ab 1880 zur Uni-
versiẗat ging. Einer seiner Komillitonen war HILBERT.
Während seines Studiums ging er auch für drei Semester
nach Berlin, promovierte aber 1885 in Königsberg̈uber
quadratische Formen. In seiner Habilitationsschrift von
1887, die ihm eine Stelle an der Universität Bonn ver-
schaffte, bescḧaftigt er sich erstmalig mit seinerGe-
ometrie der Zahlen,in der der Gitterpunktsatz ein

wichtiges Hilfsmittel ist. 1892 ging er zurück nach K̈onigsberg, 1894 dann an die ETH
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Zürich, wo EINSTEIN einer seiner Studenten war. 1902 folgte (auf Initiative vonHILBERT)
der Ruf auf einen Lehrstuhl in G̈OTTINGEN, wo er sich vor allem mit mathematischer
Physik bescḧaftigte. Die Geometrie des (in heutiger Terminologie) MINKOWSKI-Raums
erwies sich als fundamental für die Entwicklung der Relativitätstheorie. Er starb 1909 im
Alter von nur 44 Jahren an einem damals nicht behandelbaren Blinddarmdurchbruch.

HANS FREDERIK BLICHFELDT wurde 1873 in D̈anemark
geboren, jedoch wanderte die Familie bereits 1888 aus
in die USA. Er bestand zwar bereits in Dänemark die
Aufnahmepr̈ufung zur Universiẗat mit Auszeichnung,
aber seine Eltern konnten die Studiengebühren nicht
aufbringen. So konnte er erst nach vier Jahren Arbeit in
Farms und S̈agem̈uhlen ab 1894 an der Stanford Uni-
versity in Palo Alto, Kalifornien studieren. Einer seiner
dortigen Professoren lieh im das notwendige Geld zum
Promotionsstudium bei SOPHUS LIE in Leipzig; seine
Promotion bescḧaftigte sich mit Transformationsgrup-
pen imR

3. 1898 kehrte er zurück nach Stanford, wo er
zun̈achst alsinstructorarbeitete. 1913 erhielt er einen Lehrstuhl, 1927 bis zu seiner Emer-
itierung 1938 war er Dekan der mathematischen Fakultät. Seine Arbeiten beschäftigen
sich mit der Geometrie der Zahlen und der Gruppentheorie. Erstarb 1945 in Palo Alto.

Als Beispiel f̈ur die LLL-Reduktion wollen wir eine LLL-reduzierte
Basis des von

~b1 =

( 1
2
3

)
, ~b2 =

( 3
2
1

)
und ~b3 =

( 2
3
1

)

erzeugten GittersΓ ⊂ R3 bestimmen.

Als erstes brauchen wir die zugehörige Orthogonalbasis. Nach GRAM-
SCHMIDT setzen wir~c1 =~b1 und ẅahlen dannµ21 so, daß

(~b2− µ21~c1) · ~c1 = 10− 14µ21 = 0

ist, d.h.

µ21 =
5
7

und ~c2 =
1
7

( 16
4
−8

)
.

Der dritte Vektor~c3 =~b3 − µ31~c1− µ32~c3 wird so geẅahlt, daß

~c3 · ~c1 = 11− 14µ21 = 0 und ~c3 · ~c2 =
36
7
− 48

7
µ32 = 0 ,
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wir haben also

µ31 =
11
14

, µ32 =
3
4

und ~c3 =
1
2

(−1
2
−1

)
.

Wir beginnen die LLL-Reduktion mitk = 1 und m̈ussen als erstes testen,
obµ21 = 5

7 einen Betrag von ḧochstens12 hat. Das ist offensichtlich nicht

der Fall; die n̈achste ganze Zahl istq = 1, also ersetzen wir~b2 durch

~b2−~b1 =

( 2
0
−2

)

undµ21 durchµ21− 1 =− 2
7.

~c2 + µ21~c1 =

( 2
0
−2

)

hat Längenquadrat acht, was kleiner ist als3
4 |~c1|2 = 21

2 . Daher sind wir

in Fall 1 und m̈ussen~b1 und~b2 vertauschen. Der neue erste Vektor der
Orthogonalbasis ist der gerade berechnete Vektor~d1 = ~c2 + µ21~c1 und

ν21 = µ21
|~c1|2

|~c2|2 + µ21 |~c1|2
= −1

2
.

Damit ist

~d2 = ~c1− ν21
~d1 =

(2
2
2

)
;

die neuen Koeffizienten sind

ν31 = µ31ν21 + µ32
|~c2|2∣∣~d1

∣∣2 =
1
4

und ν32 = µ31− µ32µ21 = 1 .

Wir ersetzen die~ci durch die~di und dieµij durch dieνij ; außerdem
müssen wir, da wir Basisvektoren vertauscht haben,k um eins erniedri-
gen. Wir gehen also mitk = 0 in den n̈achsten Iterationsschritt.

Dort sind wir mitk = 0 automatisch im zweiten Fall, und es gibt nichts
zu tun; also erḧohen wirk wieder auf eins und starten mit einen neuen
Iterationsschritt.
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Als erstes muß sichergestellt werden, daßµ21 höchstens Betrag12 hat;
daµ21 = − 1

2, ist dies der Fall.

~c2 + µ21~c1 =

( 1
2
3

)

hat Längenquadrat 14, was größer ist als3
4 |~c1|2; wir sind also im zwei-

ten Fall und m̈ussen dieµ2j mit j < 1 auf Betr̈age von ḧochstens1
2

reduzieren. Da es keinej < 1 gibt, ist diese Bedingung leer; wir können
alsok auf zwei erḧohen und zum n̈achsten Schritt gehen.

µ32 = 1 hat zu großen Betrag, muß also auf Null reduziert werden; damit
Bedingung (∗) erfüllt bleibt, müssen wir auchµ31 durchµ31− µ21 = 3

4

ersetzen und~b3 durch

~b3−~b2 =

( 1
1
−2

)
.

Dann hat

~c3 + µ32~c2 =
1
2

(−1
2
−1

)

Längenquadrat32 , während 3
4 |~c2|2 = 9 ist, wir sind also wieder im

ersten Fall und m̈ussen~b2 mit~b3 vertauschen. Neuer zweiter Vektor der
Orthogonalbasis wird

~d2 = ~c3 + µ32~c2 =
1
2

(−1
2
−1

)

und

ν32 = µ32
|~c2|2

|~c3|2 + µ2
32 |~c2|2

= 0, ν21 = µ31 =
3
4
, ν31 = µ21 = −1

2
.

Damit können wir nun auch den dritten Vektor der neuen Orthogonal-
basis berechnen als

~d3 = ~c2− ν32
~d2 =

( 2
2
2

)
.
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Wir ersetzen~c2,~c3 durch~d2,
~d3 und dieµij durch die entsprechendenνij ,

erniedrigenk auf eins und beginnen mit einem neuen Iterationsschritt.

Dieser beginnt mit der Reduktion vonµ21 = 3
4. Nächste ganze Zahl ist

eins, also setzen wir

~b2← ~b2 −~b1 =

(−1
1
0

)
und µ21← µ21− 1 =−1

4
.

Um zu sehen, in welchem Fall wir sind, müssen wir das L̈angenquadrat
zwei von

~c2 + µ21~c1 =

(−1
1
0

)

mit 3
4 |~c1|2 = 6 vergleichen: Wir sind wieder in Fall 1 und müssen jetzt

~b1 und~b2 miteinander vertauschen. Neuer erster Vektor der Orthogonal-
basis wird~d1 = ~c2 + µ21~c1; nach GRAM-SCHMIDT muß das natürlich der
neue Vektor~b1 sein. Weiter ist

ν21 = µ21
|~c1|2

|~c2|2 + µ2
21 |~c1|2

= −1 und ~d2 = ~c1− ν21
~d1 =

( 1
1
−2

)
.

Die restlichenνij sind

ν31 = µ31ν21 + µ23
|~c2|2∣∣~d1

∣∣2 =
1
2

und ν32 = µ31− µ32µ21 = −1
2

.

Wir ersetzen~c1,~c2 durch~d1,
~d2 und dieµij durchνij , setzenk = 0 und

beginnen einen neuen Iterationsschritt.

Für k = 0 gibt es nichts zu tun, also können wir gleich wieder aufk = 1
erhöhen und einen neuen Schritt starten. Hier muß als erstesµ21 = −1
reduziert und die Basis entsprechend angepaßt werden:

~b2← ~b2 +~b1 =

( 1
1
−2

)
und µ21← µ21 + 1 = 0 .

Da µ21 verschwindet, ist~c2 + µ21~c1 = ~c2 = ~b2, das alte~b1; sein L̈angen-
quadrat ist sechs und damit größer als3

4 |~c1|2 = 3
2. Daher sind wir im
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Fall 2, wo es auch f̈ur k = 1 nichts zu tun gibt, wir k̈onnen also gleich
mit k = 2 weitermachen.

µ32 = 1
2 ist bereits klein genug, und

~c3 + µ32~c2 =
1
2

( 3
3
6

)

hat Längenquadrat27
2 , was gr̈oßer ist als3

4 |~c2|2 = 9
2. Daher sind wir

wieder im Fall 2 und m̈ussen uns daher nur noch um die restlichenµ3j

kümmern, d.h. umµ31 = 1
2. Dessen Betrag ist nicht größer als1

2, somit
gibt es nichts mehr zu tun. Wir können also aufk = 3 erḧohen und der
Algorithmus endet mit der LLL-reduzierten Basis aus

~b1 =

(−1
1
0

)
, ~b2 =

( 1
1
−2

)
und ~b3 =

( 1
2
3

)
.

Die zugeḧorige Orthogonalbasis desR3 besteht aus~c1 = ~b1 und~c2 = ~b2
sowie

~c3 =

( 2
2
2

)
=~b3 −

1
2
~c1 +

1
2
~c2 .

Nachdem wir nun gesehen haben, daß wir aus einer vorgegebenen Basis
eine LLL-reduzierte Basis konstruieren können, stellt sich die Frage,
was uns so eine Basis nützt bei der Suche nach kurzen Vektoren in
einem Gitter. Unter den Vektoren einer LLL-reduzierten Basis muß kein
kürzester Vektor des Gitters vorkommen, aber wir können immerhin
obere Schranken finden für die Längen der Basisvektoren.

(~b1, . . . ,
~bn) sei eine LLL-reduzierte Basis eines GittersΓ ⊂ Rn und

(~c1, . . . ,~cn) sei die dazu nach GRAM-SCHMIDT berechnete Orthogonal-
basis. Dann ist

~bi = ~ci +
i−1∑

j=1

µij~cj =⇒
∣∣~bi

∣∣2 = |~ci|
2+

i−1∑

j=1

µ
2
ij

∣∣~cj

∣∣2 ≤ |~ci|
2+

1
4

i−1∑

j=1

∣∣~cj

∣∣2 ,
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denn f̈ur eine LLL-reduzierte Basis sind alle
∣∣µij

∣∣ ≤ 1
2 . Außerdem ist

wegen der LOVÁSZ-Bedingung
∣∣~cj−1

∣∣2 ≤ 2
∣∣~cj

∣∣2; mehrfache Anwen-

dung dieser Ungleichung führt auf
∣∣~cj

∣∣2 ≤ 2i−j |~ci|2 für alle j < i
und

∣∣~bi

∣∣2 ≤ |~ci|
2 +

1
4

i−1∑

j=1

2j−i |~ci|
2 =


1 +

1
4

i−1∑

j=1

2i


 |~ci|

2 =
1 + 2i−1

2
|~ci|

2

≤ 2i−1 |~ci|
2 .

Ebenfalls wegen der LOVÁSZ-Bedingung gilt f̈ur j < i die Ungleichung∣∣~cj

∣∣2 ≤ 2i−j |~ci|2 und damit auch
∣∣~bj

∣∣2 ≤ 2j−1 ∣∣~cj

∣∣2 ≤ 2j−12i−j |~ci|
2 = 2i−1 |~ci|

2 .

Nun seien~v1, . . . , ~vm irgendwelche linear unabhängige Vektoren aus
dem GitterΓ undk sei die kleinste Zahl mit der Eigenschaft, daß alle
~vi im von~b1 bis~bk aufgespannten Teilgitter liegen. Dann gibt es Koef-
fizientenλij , νij derart, daß

~vi =
k∑

j=1

λij
~bj =

k∑

j=1

νij~cj

ist. Dieλij müssen dabei ganze Zahlen sein, dieνij naẗurlich nicht. Da
wir die νij aus denλij berechnen k̈onnen, indem wir die Darstellung

der~bj als Linearkombinationen der~cj einsetzen, muß aberνik = λik

und somit ganzzahlig sein, denn außer~bk liefert kein anderes~bj einen
Beitrag mit~ck.

Wir wählen eini, für dasλik = νik nicht verschwindet; wegen der
Minimalität vonk muß es das geben. Dann ist

∣∣~bk

∣∣2 ≤ 2k−1 |~ck|
2 ≤ 2k−1

λ
2
ik |~ck|

2 ≤ 2k−1 |~vi|
2

und für j < k ist
∣∣~bj

∣∣2 ≤ 2k−1 |~ck|
2 ≤ 2k−1 |~vi|

2 .
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Über die Zahleni undk wissen wir nur, daßk zwischenm undn liegen
muß (sonst ẅaren die~vj linear abḧangig) undi ≤ m. Daher haben wir
für allej ≤ m die Abscḧatzung

∣∣~bj

∣∣2 ≤ 2n−1 max
{
|~v1|

2
, . . . , |~vm|

2}

oder ∣∣~bj

∣∣ ≤ 2(n−1)/2 max
{
|~v1| , . . . , |~vm|

}
.

Speziell f̈ur m = 1 erhalten wir die Abscḧatzung
∣∣~b1

∣∣ ≤ 2(n−1)/2 |~v1|

für jeden vom Nullvektor verschiedenen Gittervektor~v1. Dies gilt ins-
besondere f̈ur den k̈urzesten solchen Vektor; die Länge von~b1 übersteigt
dessen L̈ange also ḧochstens um den Faktor 2(n−1)/2.

§11: Anwendung auf Faktorisierungsprobleme

Wie in §9 betrachten wir wieder ein Polynomf ∈ Z[x] vom Gradd
sowie ein Polynomh ∈ Z[x] vom Grade mit führendem Koeffizienten
eins, das modulo einer Primzahlp irreduzibel ist und modulo einer
gewissenp-Potenzpk Teiler vonf . Wir nehmen außerdem an, daßh2

modulop kein Teiler vonf modp ist; wenn wir von einem quadratfreien
Polynomf ausgehen undp die Diskriminante nicht teilt, ist letzteres
automatisch erf̈ullt.

Nach dem ersten Lemma aus§9 hatf einen bis aufs Vorzeichen eindeutig
bestimmten irreduziblen Faktorh0, der modulop durchh teilbar ist.
Diesen Faktor wollen wir berechnen.

Dazu betrachten wir wieder das GitterΛ aller Polynome ausZ[x] vom
Grad ḧochstens einer gewissen Schrankem, die modulopk durch h
teilbar sind; nach dem letzten Lemma aus§9 ist ein Polynomv ∈ Λ
mit ‖f‖2 · ‖v‖2 < pke ein Vielfaches vonh0. Wenn wir gen̈ugend viele
kurze Vektoren ausΛ finden, k̈onnen wir daher hoffen, daß deren ggT
gleichh0 ist.
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Als erstes wollen wir eine Schranke für die L2-Norm eines Teilers
vonf finden. Aus den̈Uberlegungen zur LANDAU-MIGNOTTE-Schranke
in Kapitel 2,§8 folgt leicht

Lemma: Ist g ∈ Z[x] ein Teiler vom Grade des Polynomsf ∈ Z[x],
so ist

‖g‖2 ≤
√(

2e

e

)
‖f‖2 .

Beweis:Wenng Teiler vonf ist, muß auch der führende Koeffizient
vong Teiler des f̈uhrenden Koeffizienten vonf sind; daher ist das Maß
µ(g) kleiner oder gleichµ(f ), und letzteres wiederum ist nach Lemma 4
aus Kapitel 2,§8 kleiner oder gleich‖f‖2. Nach dem dortigen Lemma 2
ist außerdem der Betrag desi-ten Koeffizienten vong kleiner oder gleich(
e
i

)
µ(g), also kleiner oder gleich

(
e
i

)
‖f‖2. Somit ist

‖g‖2
2 ≤

e∑

i=0

(
e

i

)2

‖f‖2
2 .

Das Lemma ist bewiesen, wenn wir zeigen können, daß die Summe
der

(
e
i

)2
gleich

(2e
e

)
ist. Dies l̈aßt sich am einfachsten kombinatorisch

einsehen:
(2e

e

)
ist die Anzahl von M̈oglichkeiten, aus einer MengeM

von 2e Elementene auszuẅahlen. Wir zerlegenM in zwei disjunkte
TeilmengenM1 undM2 mit jee Elementen. Die Wahl vone Elementen
ausM ist gleichbedeutend damit, daß wir für irgendeini zwischen 0
unde zun̈achsti Elemente vonM1 ausẅahlen und danne− i Elemente

ausM2. Die Anzahl der M̈oglichkeiten daf̈ur ist
(
e
i

)(
e

e−i

)
=
(
e
i

)2
, die

Summe aller dieser Quadrate ist also
(2e

e

)
.

Damit können wir nun zun̈achst eine Schranke für den Grad vonh0
finden:

Lemma: (b0, . . . , bm) sei eine LLL-reduzierte Basis des GittersΛ

undp
ke

< 2md/2
(

2m

m

)d/2

‖f‖m+d
2 . Genau dann hath0 höchstens den



Kap. 3: Faktorisierung von Polynomen 

Gradm, wenn

‖b0‖2 < d

√
pke

‖f‖m2
.

Beweis:Fallsb0 diese Ungleichung erfüllt, ist ‖f‖m2 ‖b0‖d2 < pke, nach
dem letzten Lemma aus§9 ist alsob0 ein Vielfaches vonh0, und damit
kannh0 höchstens den Gradm haben.

Umgekehrt sei degh0 ≤ m. Nach der oben bewiesenen LANDAU-
MIGNOTTE-Schranke f̈ur die L2-Norm eines Teilers vonf ist

‖h0‖2 ≤
√(

2m

m

)
‖f‖2 .

Kombinieren wir dies mit der Ungleichung am Ende des vorigenPara-
graphen, erhalten wir die Abschätzung

‖b0‖2 ≤ 2m/2 ‖h0‖2 ≤ 2m/2

√(
2m

m

)
‖f‖2 .

Nach Voraussetzung ist

p
ke

< 2md/2
(

2m

m

)d/2

‖f‖m+d
2 =⇒ pke

‖f‖m2
< 2md/2

(
2m

m

)d/2

‖f‖d2 .

Ziehen wir auf beiden Seiten der letzten Ungleichung died-te Wurzel
und kombinieren dies mit der obigen Abschätzung f̈ur ‖b0‖2, folgt die
Behauptung.

Lemma: Angenommen, zus̈atzlich zu den Voraussetzungen des vorigen
Lemmas existieren Indizesj, für die

∥∥bj

∥∥
2

< d

√
pke

‖f‖m2
ist, undt ist der gr̈oßte solche Index. Dann ist

degh0 = m− t und h0 = ggT(b0, . . . , bt) .



 Computeralgebra WS2011

Beweis:Wir betrachten die MengeJ aller Indizesj mit ‖bj‖ < d

√
pke

‖f‖m
2

.

Das Lemma am Ende von§9 sagt uns, daßh0 jedesbj mit j ∈ J teilt,
also auch

h1 = ggT
({

bj

∣∣ j ∈ J
})

.

Da jedes dieserbj durchh1 teilbar ist und ḧochstens den Gradm hat,
liegt es im Gitter

Z · h1⊕ Z · xh1⊕ · · · ⊕ Z · xm−degh1h1 .

Da diebj als Elemente einer Basis linear unabhängig sind, ist die Ele-
mentanzahl vonJ höchstens gleichm+ 1−degh1. Nach der zu Beginn
dieses Paragraphen bewiesenen LANDAU-MIGNOTTE-Schranke f̈ur die
L2-Norm eines Teilers ist außerdem

∥∥xi
h0

∥∥
2

= ‖h0‖2 ≤
√(

2m

m

)
‖f‖2

für jedesi. Da die verschiedenenxih0 linear unabḧangig sind, ist daher
nach der Abscḧatzung am Ende von§10

∥∥bj

∥∥
2
≤ 2m/2

√(
2m

m

)
‖f‖2 für j = 0, . . . ,m− degh0 .

Wegen der vom vorigen Lemmäubernommenen Voraussetzung

p
ke

> 2md/2
(

2m

m

)d/2

‖f‖m+d
2

ist die rechte Seite kleiner als died-te Wurzel auspke/ ‖f‖m2 , so daß alle
j ≤ m + 1− degh0 in J liegen.J hat daher mindestensm + 1− degh0
Elemente und ḧochstensm+1−degh1 Elemente. Dah0 ein Teiler vonh1
ist, muß also degh0 = degh1 sein. Um zu sehen, daß sich die beiden
Polynome ḧochstens durch das Vorzeichen unterscheiden, genügt es zu
zeigen, daß auchh1 primitiv ist.

h1 ist der ggT vonb0 bis bt; wäreh1 nicht primitiv, könnten also auch
diesebj nicht primitiv sein. Wenn aber eine ganze Zahld eines der
Polynomebj teilt, ist wegen der Primitiviẗat von h0 auch bj/d ein
Vielfaches vonh0, d.h. bj/d liegt im Gitter Λ. Da (b0, . . . , bm) eine
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Gitterbasis ist, geht das nur für d = ±1. Also istbj und damit auchh1
primitiv.

Damit ist klar, wie wir den Algorithmus von ZASSENHAUSzur Faktori-
sierung eines primitiven Polynomsf ∈ Z[x] vom Gradd so ab̈andern
können, daß nicht mehr im Extremfall alle Kombinationen der Faktori-
sierung modulop miteinander kombiniert werden m̈ussen: Wir berech-
nen zun̈achst die Resultante vonf undf ′ und ẅahlen einen Primzahlp,
die diese nicht teilt. Dann faktorisieren wirf modp nach dem Algorith-
mus von BERLEKAMP; die Faktoren positiven Grades seien so normiert,
daß ihre ḧochsten Koeffizienten alle eins sind. Außerdem berechnen wir
die LANDAU-MIGNOTTE-Schranke f̈ur die Faktoren vonf und ẅahlen
eine ZahlM , die gr̈oßer ist, als deren Doppeltes.

Wir schreibenf = f1f2 mit zwei Polynomenf1, f2 ∈ Z[x], wobei wir
vonf1 die Faktorisierung inZ[x] kennen und vonf2 nur die modulop.
Zunächst ist naẗurlich f1 = 1 undf2 = f .

Solangef2 positiven Grad hat, betrachten wir einen der irreduzi-
blen Faktoren vonf2 modp aus Fp[x]; sein Grad seie. Mit Hilfe
des HENSELschen Lemmas liften wir den Faktor zu einem Polynom
h ∈ Z[x], der auch noch modulo einerp-Potenzpk ≥ M Teiler vonf2
ist.

Wir wählen einen Gradm ≥ e und wollen entweder einen modulop
durchh teilbaren irreduziblen Faktorh0 von f2 mit Grad ḧochstensm
konstruieren oder aber beweisen, daß es keinen solchen Faktor gibt.

Dazu stellen wir zun̈achst sicher, daß

p
ke

> 2md/2
(

2m

m

)d/2

‖f‖m+d
2

und betrachten dann zum GitterΛ mit Basis

p
k
X

i für 0≤ i < e und x
j
h für 0≤ j ≤ m− e

die LLL-Reduktionb0, . . . , bm dieser Basis. Falls

‖b0‖2 ≥ d

√
pke

‖f‖m2
,
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gibt es keinen Faktorh0 vom Grad ḧochstensm. Wennm ≥ [ 1
2] degf2

ist, wissen wir, daßf2 irreduzibel, alsoh0 = f2 ist; andernfalls m̈ussen
wir entwederm erhöhen oder einen anderen irreduziblen Faktor von
f2 modp betrachten.

Wenn obige Ungleichung nicht gilt, ẅahlen wir f̈ur t den gr̈oßten Indexj
mit

∥∥bj

∥∥
2

< d

√
pke

‖f‖m2
und k̈onnenh0 berechnen als ggT vonb0, . . . , bt.

Wir ersetzen dannf1 durchf1h0 undf2 durchf2/h0. Zur Faktorisierung
des neuenf2 modulo p brauchen wir naẗurlich keinen BERLEKAMP-
Algorithmus, sondern k̈onnen einfach testen, welche Faktoren des alten
f2 modp in h0 modp (oder im neuenf2 modp) stecken.

Was haben wir durch diese mathematisch deutlich kompliziertere
Modifikation gewonnen? Theoretisch sehr viel: Wie das Beispiel der
SWINNERTON-DYER-Polynome zeigte, kann es uns im sechsten Schritt
des Algorithmus von ZASSENHAUSpassieren, daß wir bei der Faktorisie-
rung eines Polynoms vom Gradd bis zu 2[d/2] Kombinationen auspro-
bieren m̈ussen, bevor wir erkennen, daß das zu faktorisierende Polynom
irreduzibel ist. Alle anderen Schritte erfordern einen Zeitaufwand, der
als Funktion vonn sehr viel langsamer ansteigt als 2[d/2], so daß asymp-
totisch betrachtet dieser Term dominiert.

Ein guter Teil der zitierten Arbeit von LENSTRA, LENSTRAund LOVÁSZ

widmet sich der Frage, wie groß der entsprechende Aufwand mit LLL-
Reduktion ist; sie zeigen, daß der dominierende Term hier nur d12 ist,
was – wie aus der Analysis bekannt – deutlich schwächer ansteigt.

Läßt man zur Illustration die beiden Kurven im Bereich vond = 0 bis
d = 100 von Maple zeichnen (erste der beiden folgenden Abbildun-
gen), so ist eine der beiden praktisch ununterscheidbar vonderd-Achse,
während die andere steil ansteigt. Nachrechnen zeigt allerdings, daß die
steil ansteigende rote Kurve der Graph vond 7→ d12 ist: Für d = 100 et-
wa ist 250 ≈ 1,125899907·1015 und 5012 ≈ 2,441406250·1020 ist mehr



Kap. 3: Faktorisierung von Polynomen 

als 200 000 mal so groß. Erst zwischend = 179 undd = 180 schnei-
den sich die beiden Kurven, und ab dort dominiert dann die Exponen-
tialkurve. Damit man etwas sehen kann, sind in der zweiten Abbildung
die (dekadischen) Logarithmen der beiden Funktionen aufgezeichnet.
Wie man sieht, liegt im unteren Bereich, mit dem wir es meist zu tun
haben, die Kurve zud12 deutlichüber der f̈ur 2d/2; erst abd = 180 wird
2d/2 größer.
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Für Polynome in den Größenordnungen, mit denen wir esüblicher-
weise zu tun haben, sollte also der klassische ZASSENHAUS-Algorithmus
schneller sein. Theoretisch könnte man den Exponenten 12 noch für
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jedesε > 0 auf 9 +ε reduzieren, indem man asymptotisch schnellere
Algorithmen zur Multiplikation ganzer Zahlen einsetzt, inder Praxis
wird der Algorithmus dadurch allerdings deutlich langsamer: Die ent-
sprechenden Methoden sind zwar nützlich für Zahlen mit Millionen von
Dezimalstellen, nicht aber bei

”
nur“ ein paar hundert oder Tausend.

Man muß auch bedenken, daß sich alle hier angegebenen Schranken auf
den schlechtestm̈oglichen Fall beziehen, der nur selten eintritt. In der
Praxis sind beide Algorithmen deutlich schneller als es dieasymptoti-
schen Schranken vermuten lassen.

Maple benutzt anscheinend zur Faktorisierung keine Gittermethoden,
obwohl die LLL-Reduktion f̈ur Gitterbasen als Funktionlattice zur
Verfügung steht. Bislang scheint Faktorisierung mit LLL auf experi-
mentelle zahlentheoretische Systeme beschränkt zu sein, in denen nicht
überQ, sondern̈uber einem Erweiterungskörper faktorisiert wird. LLL-
Basisreduktion hat heute Anwendungen in vielen Teilen der Mathema-
tik, bei der urspr̈unglich vorgesehenen Anwendung der Faktorisierung
von Polynomen ausZ[x] spielt er aber bislang in der Praxis nur eine
ziemlich untergeordnete Rolle,

§12: Faktorisierung von Polynomen mehrerer Veränder-
licher

Wie beim ggT k̈onnen wir uns auch bei der Faktorisierung von Poly-
nomen in mehrerer Veränderlichen anlehnen an die in den vorigen Para-
graphen betrachtete Vorgehensweise für Polynome einer Veränderlichen
überZ. Eine einfache rekursive Vorgehensweise wäre die folgende:

Wir fassen den PolynomringRn = k[x1, . . . , xn] in n Veränderlichen
über einem Ring oder K̈orper k auf als Polynomring in der einen
Veränderlichenxn überk[x1, . . . , xn−1] und führen die Faktorisierung
eines Polynoms eines Polynoms inn Variablen wie folgt zur̈uck auf
Faktorisierungsprobleme inn− 1 Variablen:

Erster Schritt:Berechne den Inhalt des Polynomsüberk[x1, . . . , xn−1].
Da dieser ein Polynom inn− 1 Ver̈anderlichen ist, kann er faktorisiert
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werden. F̈ur die folgenden Schritte k̈onnen wir daher annehmen, daß
das zu faktorisierende Polynom primitiv ist.

Zweiter Schritt: Wir setzen f̈ur eine derübrigen Variablen, beispiels-
weisexn−1, einen festen Wertc ∈ k ein derart, daß der Koeffizient der
führendenxn-Potenz dabei nicht verschwindet. Dadurch erhalten wir
ein Polynom inn− 1 Ver̈anderlichen, das wir faktorisieren können.

Dritter Schritt: Die Faktorisierung wird nach einem Analogon des
HENSELschen Lemmas hochgehoben zu einer Faktorisierung modu-
lo (xn−1 − c)d, wobei d den Grad des zu faktorisierenden Polynoms
in der Variablenxn−1 bezeichnet.

Vierter Schritt: Setzem = 1 und teste f̈ur jeden der gefundenen Fak-
toren, ob er das zu faktorisierende Polynom teilt. Falls ja,kommt er in
die ListeL1 der Faktoren, andernfalls in eine ListeL2.

Fünfter Schritt: Falls die ListeL2 keine Eintr̈age hat, endet der Algorith-
mus, und das Polynom ist das Produkt der Faktoren ausL1. Andernfalls
setzen wirm = m + 1 und testen f̈ur jedes Produkt ausm verschiedenen
Polynomen ausL2, ob ihr Produkt modulo (xn−1− c)d ein Teiler vong
ist. Falls ja, entfernen wir diem Faktoren ausL2 und fügen ihr Produkt
in die ListeL1 ein. Dieser Schritt wird wiederholt, bis die ListeL2 leer
ist.



Kapitel 4
Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen

Die klassische Aufgabe der Algebra besteht in der Lösung von Glei-
chungen und Gleichungssystemen. Im Falle eines Systems vonPoly-
nomgleichungen in mehreren Veränderlichen kann die L̈osungsmenge
sehr kompliziert sein und, sofern sie unendlich ist, möglicherweise nicht
einmal explizit angebbar: Im Gegensatz zum Fall linearer Gleichungen
können wir hier im allgemeinen keine endliche Menge von Lösungen
finden, durch die sich alle anderen Lösungen ausdrücken lassen. Trotz-
dem gibt es Algorithmen, mit denen sich nichtlineare Gleichungssyste-
me deutlich vereinfachen lassen, und zumindest bei endlichen Lösungs-
mengen lassen sich diese auch konkret angeben – sofern wir die Null-
stellen von Polynomen einer Veränderlichen explizit angeben können.

§1: Variablenelimination mit Resultanten

Wir wissen aus Kapitel 2, daß zwei Polynomef, g ∈ R[x] über einem
faktoriellen RingR genau dann eine gemeinsame Nullstelle haben, wenn
ihre Resultante verschwindet. Dies können wir anwenden, um aus einem
System nichtlinearer Gleichungen eine Variable zu eliminieren und es
so sukzessive auf Gleichungen in einer Veränderlichen zur̈uckzuf̈uhren:

Im Gleichungssystem

f1(x1, . . . , xn) = · · · = fm(x1, . . . , xn) = 0

betrachten wir diefi ∈ k[x1, . . . , xn] als Polynome inxn mit Koef-
fizienten ausk[x1, . . . , xn−1]. Falls die Resultante Resxn

(fi, fj) für
zwei Polynomefi, fj das Nullpolynom ist, habenfi und fj einen
gemeinsamen Faktor; dies wird wohl nur selten der Fall sein.Falls wir
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die Polynome vorher faktorisieren und dann das eine Gleichungssys-
tem ersetzen durch mehrere Systeme aus Polynomen kleinerenGrades,
können wir das sogar ausschließen.

Häufiger und interessanter ist der Fall, daß die Resultante nur für gewisse
(n − 1)-tupel (x1, . . . , xn−1) ∈ kn−1 verschwindet. Dann wissen wir,
daß die Polynome

fi(x1, . . . , xn−1, x) und fj(x1, . . . , xn−1, x)

ausk[x] zumindest in einem Erweiterungskörper vonk eine gemein-
same Nullstelle haben. Falls wirx1, . . . , xn−1 kennen, k̈onnen wir diese
Nullstelle(n) bestimmen, indem wir die Nullstellen zweierPolynome in
einer Ver̈anderlichen berechnen und miteinander vergleichen.

Um das obige Gleichungssystem zu lösen, f̈uhren wir es also zurück auf
das Gleichungssystem

Resxn
(fi, fi+1)(x1, . . . , xn−1) = 0 für i = 1, . . . ,m− 1 ,

lösen dieses und betrachten für jedes L̈osungstupel jenes Gleichungssys-
tem inxn, das entsteht, wenn wir im Ausgangssystem für die erstenn−1
Variablen die Werte aus dem Tupel einsetzen. Die Lösungen dieses Glei-
chungssystems sind gerade die Nullstellen des größten gemeinsamen
Teilers aller Gleichungen.

Man beachte, daß dieser ggT durchaus gleich eins sein kann, daß es also
nicht notwendigerweise eine Erweiterung des Tupels (x1, . . . , xn−1) zu
einer L̈osung des gegebenen Gleichungssystems gibt: Wenn alle Re-
sultanten verschwinden, haben nach Einsetzen zwarf1 und f2 eine
gemeinsame Nullstelle und genauso auchf2 undf3, aber diese beiden
Nullstellen k̈onnen verschieden sein. Es muß also keine gemeinsame
Nullstelle vonf1, f2 undf3 geben.

Als Beispiel f̈ur die Lösung eines nichtlinearen Gleichungssystems mit
Resultanten betrachten wir die beiden Gleichungen

f (x, y) = x
2+2y2+8x+8y−40 und g(x, y) = 3x2+y

2+18x+4y−50 .

Ihre Resultante bezüglichx ist

Resx(f, g) = 25y4 + 200y3− 468y2− 3472y + 6820 ;
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Maple gibt deren Nullstellen an als

y = −2± 1
5

√
534± 24

√
31 .

Diese k̈onnen wir beispielsweise ing einsetzen, die entstehende quad-
ratische Gleichung für x lösen, um dann zu testen, ob das Lösungspaar
(x, y) auch eine Nullstelle vong ist. Zumindest mit Maple ist das durch-
aus machbar.

Einfacher wird es aber, wenn wiry stattx eliminieren:

Resy(f, g) = (5x2 + 28x− 60)2

ist das Quadrat eines quadratischen Polynoms; dessen Nullstellen

x = − 14
5
± 4

5

√
31

uns die wohlbekannte L̈osungsformel liefert. Diese Werte können wir
nun in f oder g einsetzen, die entstehende Gleichung lösen und das
Ergebnis ins andere Polynom einsetzen.

Alternativ können wir auch mitbeidenResultanten arbeiten: Ist (x, y)
eine gemeinsame Nullstelle vonf und g, so mußx eine Nullstelle
von Resy(f, g) sein undy eine von Resx(f, g). Da es nur 4× 2 = 8
Kombinationen gibt, k̈onnen wir diese hier einfach durch Einsetzen
testen. Wie sich zeigt, hat das System die vier Lösungen

(
− 14

5
+

4
5

√
31, −2− 1

5

√
534− 24

√
31

)

(
− 14

5
+

4
5

√
31, −2 +

1
5

√
534− 24

√
31

)

(
− 14

5
− 4

5

√
31, −2− 1

5

√
534 + 24

√
31

)

(
− 14

5
− 4

5

√
31, −2 +

1
5

√
534 + 24

√
31

)
.

Zum Abschluß dieses Paragraphen wollen wir uns nochüberlegen, daß
die Resultante zweier Polynome noch aus einem anderen Grundfür jede
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gemeinsame Nullstelle verschwinden muß: Sie läßt sich n̈amlich als
Linearkombination der beiden Polynome darstellen:

Lemma: R sei ein Ring undf, g ∈ R[x] seien PolynomëuberR. Dann
gibt es Polynomep, q ∈ R[x], so daß Resx(f, g) = pf + qg ist.

Man beachte, daßp, q, f undg zwar Polynome sind, die Resultante aber
nur ein Element vonR.

Beweis:Wir schreiben

f = adx
d + · · · + a1x + a0 und g = bex

e + · · · + b1x + b0 ,

wobei wir annehmen k̈onnen, daßad und be nicht verschwinden. Die
Gleichungen

x
i
f = adx

d+i + · · ·+a1x
1+i +a0x

i und x
j
g = bex

e+j + · · ·+b1x
1+j +b0

für i = 0, . . . , e− 1 undj = 0, . . . , d− 1 können wir in Vektorschreib-
weise so zusammenfassen, daß wir den (d + e)-dimensionalen VektorF
mit Komponentenxe−1f, . . . , xf, f, xd−1g, . . . , xg, g darstellen in der
Form

F = x
d+e−1

r1 + · · · + xrd+e−1 + x
0
rd+e

mit Vektorenrk ∈ Rd+e, deren Eintr̈age Koeffizienten vonf und g
sind. Die Resultante ist nach Definition gleich der Determinanten der
(d + e)× (d + e)-Matrix mit denrk als Spaltenvektoren.

Nun gehen wir vor, wie bei der Herleitung der CRAMERschen Regel: Wir
betrachten obige Vektorgleichung als ein lineares Gleichungssystem mit
rechter SeiteF in den

”
Unbekannten“xk und tun so, als wollten wir

den Wert vonx0 = 1 aus diesem Gleichungssystem bestimmen. Dazu
ersetzen wir nach CRAMER in der Determinante des Gleichungssystems
die letzte Spalte durch die rechte Seite, berechnen also dieDeterminante

det(r1, . . . , rd+e−1, F ) = det
(
r1, . . . , rd+e−1,

d+e∑

k=1

x
d+e−k

rk

)

=
d+e∑

k=1

x
d+e−k det(r1, . . . , rd+e−1, rk)

= det(r1, . . . , rd+e−1, rd+e) ,
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denn f̈ur k 6= d + e steht die Spalterk zweimal in der Matrix, so daß die
Determinante verschwindet.

Wenn wir bei der Berechnung von det(f1, . . . , rd+e−1) nach dem LA-
GRANGEschen Entwicklungssatz die Polynomef und g in F stehen
lassen, erhalten wir die Determinante als Ausdruck der Formpf + qg
mit Polynomenp undq ausR[x]: Da f undg beide nur in der letzten
Spalte vorkommen, dort aber in jedem Eintrag genau eines derbeiden,
entḧalt jedes der (d + e)! Produkte, die nach LAGRANGE aufsummiert
werden, genau eines der beiden Polynome. Nach der obigen Rechnung
ist pf + qg gleich der Determinante derrk, also die Resultante.

§2: Gauß und Euklid

Resultanten waren bereits im 19. Jahrhundert wohlbekannt.Erst 1966
entwickelte BRUNO BUCHBERGEReinen alternatives Ansatz, dessen Be-
deutung in der Computeralgebra – genau wie im Falle der Resultan-
ten – weitüber die L̈osung nichtlinearer Gleichungssysteme hinausgeht.
Mit diesem Verfahren wollen wir uns in den folgenden Paragraphen
bescḧaftigen.

Ausgangspunkt sind der GAUSS-Algorithmus zur L̈osung linearer Glei-
chungssysteme und der Algorithmus zur Polynomdivision, wie er im
EUKLID ische Algorithmus zur Berechnung des ggT zweier Polynome
verwendet wird:

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem durch GAUSS-Elimination
lösen, bringen wir es zunächst auf eine Treppengestalt, indem wir die
erste vorkommende Variable aus allen Gleichungen außer derersten eli-
minieren, die zweite aus allen Gleichungen außer den erstenbeiden, uns
so weiter, bis wir schließlich Gleichungen haben, deren letzte entweder
nur eine Variable entḧalt oder aber eine Relation zwischen Variablen, für
die es sonst keine weiteren Bedingungen mehr gibt. Konkret sieht ein
Eliminationsschritt folgendermaßen aus: Wenn wir im Falleder beiden
Gleichungen

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = u (1)

b1x1 + b2x2 + · · · + bnxn = v (2)
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die Variablex1 mit Hilfe von (1) aus (2) eliminieren wollen, ersetzen
wir die zweite Gleichung durch ihre Summe mit−b1/a1 mal der ersten.
Die theoretische Rechtfertigung für diese Umformung besteht darin,
daß das Gleichungssystem bestehend aus (1) und (2) sowie dasneue
Gleichungssystem dieselbe Lösungsmenge haben, und daranändert sich
auch dann nichts, wenn noch weitere Gleichungen dazukommen.

Ähnlich können wir vorgehen, wenn wir ein nichtlineares Gleichungs-
system in nur einer Variablen betrachten: Am schwersten sind naẗurlich
die Gleichungen vom ḧochsten Grad, also versuchen wir, die zu re-
duzieren auf Polynome niedrigeren Grades. Das kanonische Verfahren
dazu ist die Polynomdivision: Haben wir zwei Polynome

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 und

g = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · · + b1x + b0

mit m ≤ n, so dividieren wirf durchg, d.h. wir berechnen einen Quo-
tientenq und einen Restr derart, daßf = qg +r ist undr kleineren Grad
alsg hat. Konkret: Bei jedem Divisionsschritt haben wir ein Polynom

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ,

das wir mit Hilfe des Divisors

g = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · · + b1x + b0

reduzieren, indem wir es ersetzen durch

f − bm

an

x
n−m

g ,

und das f̈uhren wir so lange fort, bisf auf ein Polynom von kleinerem
Grad alsg reduziert ist: Das ist dann der Divisionsrestr. Auch hier ist
klar, daß sich nichts an der Lösungsmengëandert, wenn man die beiden
Gleichungenf, g ersetzt durchg, r, denn

f = qg + r und r = f − qg ,

d.h.f undg verschwinden genau dann für einen Wertx, wenng undr
an der Stellex verschwinden.
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In beiden F̈allen ist die Vorgehensweise sehrähnlich: Wir vereinfachen
das Gleichungssystem schrittweise, indem wir eine Gleichung erset-
zen durch ihre Summe mit einem geeigneter Vielfachen einer anderen
Gleichung.

Dieselbe Strategie wollen wir auch anwenden Systeme von Polynom-
gleichungen in mehreren Veränderlichen. Erstes Problem dabei ist, daß
wir nicht wissen, wie wir die Monome eines Polynoms anordnensollen
und damit, was der führende Term ist. Dazu gibt es eine ganze Reihe
verschiedener Strategien, von denen je nach Anwendung mal die eine,
mal die andere vorteilhaft ist. Wir wollen uns daher zunächst damit
bescḧaftigen.

§3: Der Divisionsalgorithmus

Wir betrachten Polynome inn Variablen x1, . . . , xn und setzen zur
Abkürzung

x
α = x

α1

1 · · · x
αn

n mit α = (α1, . . . , αn) ∈ N0 .

Eine Anordnung der Monome ist offensichtlicḧaquivalent zu einer
Anordnung aufNn

0 , und es gibt sehr viele M̈oglichkeiten, diese Men-
ge anzuordnen. F̈ur uns sind allerdings nur Anordnungen interessant,
die einigermaßen kompatibel sind mit der algebraischen Struktur des
Polynomringsk[x1, . . . , xn]; beispielsweise wollen wir sicherstellen,
daß der f̈uhrende Term des Produkts zweier Polynome das Produkt der
führenden Terme der Faktoren ist – wie wir es auch vom Eindimension-
alen her gewohnt sind. Daher definieren wir

Definition: a) Eine Monomordnung ist eine Ordnungsrelation
”
<“

aufNn
0 , für die gilt

1.
”
<“ ist eine Linear- oder Totalordnung, d.h. für zwei Elemente

α, β ∈ Nn
0 ist entwederα < β oderβ < α oderα = β.

2. Für α, β, γ ∈ Nn
0 gilt α < β =⇒ α + γ < β + γ.

3.
”
<“ ist eine Wohlordnung, d.h. jede TeilmengeI ⊆ Nn

0 hat ein
kleinstes Element.
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b) Für f =
∑

α∈I cαxα ∈ k[x1, . . . , xn] mit cα 6= 0 für alle α ∈
I ⊂ N0 seiγ das gr̈oßte Element vonI bez̈uglich einer fest geẅahlten
Monomordnung. Dann bezeichnen wir bezüglich dieser Monomordnung
– γ = multidegf als Multigrad vonf
– xγ = FM f als führendes Monom vonf
– cγ = FK f als führenden Koeffizienten vonf
– cγxγ = FTf als führenden Term vonf

Der Grad degf von f ist, wie in der Algebräublich, der ḧochste Grad
eines Monoms vonf ; je nach geẅahlter Monomordnung muß das nicht
unbedingt der Grad des führenden Monoms sein.

Beispiele von Monomordnungen sind

a) Die lexikographische Ordnung:Hier ist α < β genau dann, wenn
für den ersten Indexi, in dem sichα undβ unterscheiden,αi < βi ist.
Betrachtet man Monomexα als Worteüber dem (geordneten) Alphabet
{x1, . . . , xn}, kommt hier ein Monomxα genau dann vorxβ , wenn
die entsprechenden Worte im Lexikon in dieser Reihenfolge gelistet
werden. Die ersten beiden Forderungen an eine Monomordnungsind
klar, und auch die Wohlordnung macht keine großen Probleme:Man
betrachtet zun̈achst die Teilmenge aller Exponentenα ∈ I mit kleinst-
möglichemα1, unter diesen die Teilmenge mit kleinstmöglichemα2,
usw.,bis man beiαn angelangt ist. Sp̈atestens hier ist die verbleibende
Teilmenge einelementig, und ihr einziges Element ist das gesuchte klein-
ste Element vonI.

b) Die graduierte lexikographische Ordnung:Hier ist der Grad eines
Monoms erstes Ordnungskriterium: Ist degxα < degxβ, so definieren
wir α < β. Falls beide Monome gleichen Grad haben, sollα < β genau
dann gelten, wennα im lexikographischen Sinne kleiner alsβ ist. Auch
hier sind offensichtlich alle drei Forderungen erfüllt.

c) Die inverse lexikographische Ordnung:Hier istα < β genau dann,
wenn f̈ur den letzten Index i, in dem sichα und β unterscheiden.
Das entspricht offensichtlich gerade der lexikographischen Anordnung
bez̈uglich des r̈uckwärts gelesenen Alphabetsxn, . . . , x1. Entsprechend



 Computeralgebra WS2011

läßt sich naẗurlich auch bez̈uglich jeder anderen Permutation des Alpha-
bets eine Monomordnung definieren, so daß diese Ordnung nicht sonder-
lich interessant ist – außer als Bestandteil der im folgenden definierten
Monomordnung:

d) Die graduierte inverse lexikographische Ordnung:Wie bei der
graduierten lexikographischen Ordnung ist hier der Grad eines Monoms
erstes Ordnungskriterium: Falls degxα < degxβ , ist α < β, und nur
falls beide Monome gleichen Grad haben, sollα < β genau dann gelten,
wennα im Sinne der inversen lexikographischen Ordnunggrößer ist
alsβ. Man beachte, daß wir hier also nicht nur die Reihenfolge derVari-
ablen invertieren, sondern auch die Ordnungsrelation im Fall gleicher
Grade. Es ist nicht schwer zu sehen, daß auch damit eine Monomord-
nung definiert wird; siehëUbungsblatt.

Für das folgende werden wir noch einige Eigenschaften einer Monom-
ordnung ben̈otigen, die in der Definition nicht erẅahnt sind.

Als erstes wollen wir uns̈uberlegen, daß bezüglich jeder Monomord-
nung aufNn

0 kein Element kleiner sein kann als (0, . . . , 0): Wäre n̈amlich
α < (0, . . . , 0), so ẅare wegen der zweiten Eigenschaft auch

2α = α + α < α + (0, . . . , 0) = α

und so weiter, so daß wir eine unendliche Folge

α > 2α > 3α > · · ·
hätten, im Widerspruch zur dritten Forderung.

Daraus folgt nun sofort, daß das Produkt zweier Monome größer ist
als jeder der beiden Faktoren und damit auch, daß ein echter Teiler
eines Monoms immer kleiner ist als dieses. Außerdem folgt, daß f̈ur ein
Produkt von Polynomen stets FM(fg) = FM(f ) · FM(g) ist.

Die Eliminationsschritte beim GAUSS-Algorithmus k̈onnen auch als Di-
visionen mit Rest verstanden werden, und beim EUKLID ischen Algo-
rithmus ist ohnehin alles Division mit Rest. Für ein Verallgemeinerung
der beiden Algorithmen auf Systeme nichtlinearer Gleichungssysteme
brauchen wir also auch einen Divisionsalgorithmus für Polynome in
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mehreren Ver̈anderlichen, der die eindimensionale Polynomdivision mir
Rest und die Eliminationsschritte beim GAUSS-Algorithmus verallge-
meinert.

Beim GAUSS-Algorithmus brauchen wir im allgemeinen mehr als nur
einen Eliminationsschritt, bis wir eine Gleichung auf eineVariable re-
duziert haben; entsprechend wollen wir auch hier einen Divisionsalgo-
rithmus betrachten, der gegebenenfalls auch mehrere Divisoren gleich-
zeitig behandeln kann.

Wir gehen also aus von einem PolynomR = f ∈ k[x1, . . . , xn], wobei
k irgendein K̈orper ist, in dem wir rechnen können, meistens alsok = Q
oderk = Fp. Dieses Polynom wollen wir dividieren durch die Polynome
f1, . . . , fm ∈ R, d.h. wir suchen Polynomea1, . . . , am, r ∈ R, so daß

f = a1f1 + · · · + amfm + r

ist, wobeir in irgendeinem noch zu präzisierenden Weise kleiner als
diefi sein soll.

Da es sowohl bei GAUSS als auch bei EUKLID auf die Anordnung der
Terme ankommt, legen wir als erstes eine Monomordnung fest;wenn
im folgenden von f̈uhrenden Termenetc.die Rede ist, soll es sich stets
um die f̈uhrenden Termeetc.bez̈uglich dieser Ordnung handeln.

Mit dieser Konvention geht der Algorithmus dann folgendermaßen:

Gegebensindf, f1, . . . , fm ∈ R
Berechnetwerdena1, . . . , am, r ∈ R mit f = a1f1 + · · · + amfm + r

1. Schritt (Initialisierung):Setzea1 = · · · = am = r = 0. Fallsf = 0
endet der Algorithmus damit; andernfalls setzen wirp = f .

2. Schritt:Falls keiner der f̈uhrenden Terme FTfi den f̈uhrenden Term
FTp teilt, wird p ersetzt durchp− FTp undr durchr + FTp.

3. Schritt (Divisionsschritt):Andernfalls seii der kleinste Index, f̈ur den
FTfi Teiler von FTr ist; der Quotient seiq. Dann wirdai ersetzt durch
ai + q undp durchp− qfi. Weiter geht es mit dem 2. Schritt.
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Offensichtlich ist die Bedingungf −p = a1f1 + · · ·+amfm +r nach der
Initialisierung im ersten Schritt erfüllt, und sie bleibt auch bei jeder An-
wendung des zweiten oder dritten Schritts erfüllt. Außerdem endet der
Algorithmus nach endlich vielen Schritten: Bei jedem Divisionsschritt
wird der führende Term vonp eliminiert, und alle Monome, die eventu-
ell neu dazukommen, sind kleiner oder gleich dem führenden Monom
vonfi. Da letzteres das (alte) führende Monom vonp teilt, kann es nicht
größer sein als dieses, d.h. der führende Term des neuenp ist kleiner als
der des alten. Wegen der Wohlordnungseigenschaft einer Monomord-
nung folgt daraus, daß der Algorithmus nach endlich vielen Schritten
abbrechen muß.

Um den Algorithmus besser zu verstehen, betrachten wir zunächst zwei
Beispiele:

Als erstes dividieren wirf = x2y + xy2 + y2 durchf1 = xy − 1 und
f2 = y2− 1.

Zur Initialisierung setzen wira1 = a2 = r = 0 undp = f . Wir verwenden
die lexikographische Ordnung; bezüglich derer ist der f̈uhrende Term
vonp gleichx2y und der vonf1 gleichxy. Letzteres teiltx2y, wir setzen
also

p← p− xf1 = xy
2 + x + y

2 und a1← a1 + x = x .

Neuer f̈uhrender Term vonp ist xy2; auch das ist ein Vielfaches vonxy,
also setzen wir

p← p− yf1 = x + y
2 + y und a1← a1 + y = x + y .

Nun ist x der führende Term vonp, und der ist weder durchxy noch
durchy2 teilbar, also kommt er in den Rest:

p← p− x = y
2 + y und r ← r + x = x .

Der nun f̈uhrende Termy2 von p ist gleichzeitig der f̈uhrende Term
vonf2 und nicht teilbar durchxy, also wird

p← p− f2 = y + 1 und a2← a2 + 1 = 1 .

Die verbleibenden Terme vonp sind weder durchxy noch durchy2

teilbar, kommen also in den Rest, so daß wir als Ergebnis erhalten

f = a1f1 + a2f2 + r mit a1 = x + y, a2 = 1 und r = x + y + 1 .



Kap. 4: Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen 

Wenn wir statt durch das Paar (f1, f2) durch (f2, f1) dividiert hätten,
hätten wir im ersten Schritt zwar ebenfallsx2y durch xy dividiert,
denn durchy2 ist es nicht teilbar. Der neue führende Termxy2 ist
aber durch beides teilbar, und wennf2 an erster Stelle steht, nehmen wir
im Zweifelsfall dessen f̈uhrenden Term. Man rechnet leicht nach, daß
man hier mit folgendem Ergebnis endet:

f = a1f1 + a2f2 + r mit a1 = x + 1, a2 = x und r = x + 1 .

Wie wir sehen, sind also sowohl die
”
Quotienten“ai als auch der

”
Rest“r

von der Reihenfolge derfi abḧangig. Sie ḧangen naẗurlich im allge-
meinen auch ab von der verwendeten Monomordnung; deshalb haben
wir die schließlich eingef̈uhrt.

Als zweites Beispiel wollen wirf = xy2−x durch die beiden Polynome
f1 = xy + 1 undf2 = y2 − 1 dividieren. Im ersten Schritt dividieren
wir xy2 durchxy mit Ergebnisy, ersetzen alsof durch−x− y. Diese
beiden Terme sind weder durchxy noch durchy2 teilbar, also ist unser
Endergebnis

f = a1f1 + a2f2 + r mit a1 = y, a2 = 0 und r = −x− y .

Hätten wir stattdessen durch (f2, f1) dividiert, hätten wir als erstesxy2

durchy2 dividiert mit Ergebnisx; daf = xf2 ist, geht die Division hier
ohne Rest auf. Der Divisionsalgorithmus erlaubt uns also nicht einmal
die sichere Feststellung, obf als Linearkombination derfi darstellbar
ist oder nicht; als alleiniges Hilfsmittel zur Lösung nichtlinearer Glei-
chungssysteme reicht er offenbar nicht aus. Daher müssen wir in den
folgenden Paragraphen noch weitere Werkzeuge betrachten.

§4: Der Hilbertsche Basissatz

Die Grundidee des Algorithmus von BUCHBERGERbesteht darin, das
Gleichungssystem so abzuändern, daß m̈oglichst viele seiner Eigen-
schaften bereits an den führenden Termen der Gleichungen ablesbar
sind.

Angenommen, wir haben ein nichtlineares Gleichungssystem

f1(x1, . . . , xn) = · · · = fr(x1, . . . , xn) = 0 mit fi ∈ R = k[x1, . . . , xn] ;
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seine L̈osungsmenge seiL ⊆ kn.

Ist g = g1f1 + · · · + grfr mit gi ∈ R ein beliebiges Element des von
f1, . . . , fr erzeugten IdealsI ⊳ R, so ist f̈ur jede L̈osung (x1, . . . , xr)
ausL offensichtlich auchg(x1, . . . , xr) = 0. Ist I = (h1, . . . , hs) eine
andere Erzeugung vonI, so hat das obige Gleichungssystem daher
dieselbe L̈osungsmenge wie das System

h1(x1, . . . , xn) = · · · = hs(x1, . . . , xn) = 0 .

Zur Lösung des Systems sollten wir daher versuchen, ein möglichst

”
einfaches“ Erzeugendensystem für das IdealI zu finden.

Ganz besonders einfach (wenn auch selten ausreichend) sindIdeale, die
von Monomen erzeugt werden:

Definition: Ein IdealI ⊳ R = k[x1, . . . , xn] heißtmonomial,wenn es
von (nicht notwendigerweise endlich vielen) Monomen erzeugt wird.

Nehmen wir an,I werde erzeugt von den Monomenxα mit α aus einer
IndexmengeA. Ist dannxβ irgendein Monom ausI, kann es als endliche
Linearkombination

x
β =

r∑

i=1

fix
αi mit αi ∈ A

geschrieben werden, wobei diefi irgendwelche Polynome ausR sind.
Da sich jedes Polynom als Summe von Monomen schreiben läßt, k̈onnen
wir fi alsk-Linearkombination von Monomenxγ schreiben und bekom-
men damit eine neue Darstellung vonxβ als Summe von Termen der
Form cxγxα mit α ∈ A, β ∈ Nn

0 und c ∈ k. Sortieren wir diese
Summanden nach den resultierenden Monomenxγ+α, entsteht einek-
Linearkombination verschiedener Monome, die insgesamt gleichxβ ist.
Das ist aber nur m̈oglich, wenn diese Summe aus dem einen Summan-
denxβ besteht, d.h.β läßt sich schreiben in der Formβ = α + γ mit
einemα ∈ A und einemγ ∈ Nn

0 .

Dies zeigt, daß ein Monomxβ genau dann inI liegt, wennβ = α + γ
ist mit einemα ∈ A und einemγ ∈ Nn

0 ; das IdealI selbst besteht
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also genau aus den Polynomenf , die sich alsk-Linearkombinationen
solcher Monome schreiben lassen.

Damit folgt insbesondere, daß ein Polynomf genau dann in einem
monomialen IdealI liegt, wenn jedes seiner Monome dort liegt.

Lemma von Dickson: Jedes monomiale Ideal inR = k[x1, . . . , xn]
kann von endlich vielen Monomen erzeugt werden.

Der Beweiswird durch vollsẗandige Induktion nachn geführt. Im Fall
n = 1 ist alles klar, denn da sind die Monome gerade die Potenzen
der einzigen Variable, und natürlich erzeugt jede Menge von Potenzen
genau dasselbe Ideal wie die Potenz mit dem kleinsten Exponenten aus
dieser Menge. Hier kommt man also sogar mit einem einzigen Monom
aus.

Fürn > 1 bezeichnen wir f̈urα ∈ Nn
0 mit x′α das Monomxα1

1 · · · x
αn−1

n−1
und betrachten das Ideal

J =
(
x
′α ∣∣ xα ∈ I

)
⊳ k[x1, . . . , xn/1] .

Nach Induktionsvoraussetzung wirdJ erzeugt von endlich vielen
Monomenx′α

Jedes Monom aus aus dem endlichen Erzeugendensystem vonJ läßt sich
in der Formx′α schreiben mit einemα ∈ Nn

0 , für dasxα in I liegt. Unter
den Indizesαn, die wir dabei jeweils an das (n−1)-tupel (α1, . . . , αn−1)

anḧangen, seir der gr̈oßte. Dann liegtx′α′

xr
n für jedes Monom aus dem

Erzeugendensystem vonJ in I und damit f̈ur jedes Monom ausJ . Die
endlich vielen Monomexα′

xr
n erzeugen also zumindest ein Teilideal

von I.

Es gibt aber natürlich auch noch Monome inI, in denenxn mit einem
kleineren Exponenten alsr auftritt. Um auch diese Elemente zu erfassen,
betrachten wir f̈ur jedess < r das IdealJs ⊳ k[x1, . . . , xn−1], das von
allen jeden Monomenx′α erzeugt wird, f̈ur diex′αxs

n in I liegt. Auch
jedes derJs wird nach Induktionsannahme erzeugt von endlich vielen
Monomenx′α, und wenn wir die s̈amtlichen Monomex′αxs

n zu un-
serem Erzeugendensystem hinzunehmen (für alles = 0, 1, · · · , r − 1),
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haben wir offensichtlich ein Erzeugendensystem vonI aus endlich vie-
len Monomen gefunden.

LEONARD EUGENE DICKSON (1874–1954) wurde in
Iowa geboren, wuchs aber in Texas auf. Seinen Bachelor-
und Mastergrad bekam er von der University of Texas,
danach ging er an die Universität von Chicago. Mit sei-
ner 1896 dort eingereichte DissertationAnalytic Repre-
sentation of Substitutions on a Power of a Prime Num-
ber of Letters with a Discussion of the Linear Group
wurde er der erste dort promovierte Mathematiker. Auch
die weiteren seiner 275 wissenschaftlichen Arbeiten,
darunter acht B̈ucher, bescḧaftigen sich vor allem mit
der Algebra und Zahlentheorie. Den größten Teil seines
Berufslebens verbrachte er als Professor an der Univer-
sität von Chicago, dazu kommen regelmäßige Besuche
in Berkeley.

Beliebige Ideale sind im allgemeinen nicht monomial; schondas von
x + 1 erzeugte Ideal ink[x] ist ein Gegenbeispiel, denn es enthält weder
das Monomx noch das Monom 1, im Widerspruch zu der oben gezeigten
Eigenschaft eines monomialen Ideals, zu jedem seiner Elemente auch
dessen s̈amtliche Monome zu enthalten.

Um monomiale Ideale auch für die Untersuchung solcher Ideale nützlich
zu machen, ẅahlen wir eine Monomordnung aufR und definieren f̈ur
ein beliebiges IdealI ⊳ R =

def
k[x1, . . . , xn] das monomiale Ideal

FM(I) =
(

FM(f )
∣∣ f ∈ I r {0}

)
,

das von den f̈uhrenden Monomenaller Elemente vonI erzeugt wird
– außer naẗurlich dem nicht existierenden führenden Term der Null.

Nach dem Lemma von DICKSON ist FM(I) erzeugt von endlich vielen
Monomen. Jedes dieser Monome ist, wie wir eingangs gesehen haben,
ein Vielfaches eines der erzeugenden Monome, also eines führenden
Monoms eines Elements vonI. Ein Vielfaches des f̈uhrenden Monoms
ist aber das f̈uhrende Monom des entsprechenden Vielfachen des Ele-
ments vonI, denn FM(xγf ) = xγ FM(f ), da f̈ur jede Monomordnung
gilt α < β =⇒ α + β < α + γ. Somit wird FM(I) erzeugt von endlich
vielen Monomen der Form FM(fi), wobei diefi Elemente vonI sind.
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Wir wollen sehen, daß die Elementefi das IdealI erzeugen; damit folgt
insbesondere

Hilbertscher Basissatz: Jedes IdealI ⊳ R = k[x1, . . . , xn] hat ein
endliches Erzeugendensystem.

Beweis:Wie wir bereits wissen, gibt es Elementef1, . . . fm ∈ I, so daß
FM(I) von den Monomen FM(fi) erzeugt wird. Um zu zeigen, daß die
Elementefi das IdealI erzeugen, betrachten wir ein beliebiges Element
f ∈ I und versuchen, es alsR-Linearkombination derfi zu schreiben.
Division von f durchf1, . . . , fm zeigt, daß es Polynomea1, . . . , am

undr in R gibt derart, daß

f = a1f1 + · · · + amfm + r .

Wir sind fertig, wenn wir zeigen k̈onnen, daß der Divisionsrestr ver-
schwindet.

Falls r nicht verschwindet, zeigt der Divisionsalgorithmus, daß das
führende Monom FM(r) von r durch kein f̈uhrendes Monom FM(fi)
eines der Divisorenfi teilbar ist. Andererseits ist aber

r = f − (a1f1 + · · · + amfm)

ein Element vonI, und damit liegt FM(r) im von den FM(fi) erzeugten
Ideal FM(I). Somit muß FM(r) Vielfaches eines FM(fi) sein, ein Wider-
spruch. Also istr = 0.

DAVID HILBERT (1862–1943) wurde in K̈onigsberg ge-
boren, wo er auch zur Schule und zur Universität ging.
Er promovierte dort 1885 mit einem Thema aus der In-
variantentheorie, habilitierte sich 1886 und bekam 1893
einen Lehrstuhl. 1895 wechselte er an das damalige Zen-
trum der deutschen wie auch internationalen Mathema-
tik, die Universiẗat Göttingen, wo er bis zu seiner Emer-
itierung im Jahre 1930 lehrte. Seine Arbeiten umfassen
ein riesiges Spektrum aus unter anderem Invarianten-
theorie, Zahlentheorie, Geometrie, Funktionalanalysis,
Logik und Grundlagen der Mathematik sowie auch zur
Relativiẗatstheorie. Er gilt als einer der Väter der mod-
ernen Algebra.
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§5: Gröbner-Basen und der Buchberger-Algorithmus

Angesichts der Rolle der führenden Monome im obigen Beweis bietet
sich folgende Definition an für eine Idealbasis, bezüglich derer m̈oglichst
viele Eigenschaften bereits an den führenden Monomen abgelesen wer-
den k̈onnen:

Definition: Eine endliche TeilmengeG = {g1, . . . , gm} ⊂ I eines Ideals
I ⊳ R = k[x1, . . . , xn] heißt Standardbasis oder GRÖBNER-Basis vonI,
falls die Monome FM(gi) das Ideal FM(I) erzeugen.

WOLFGANG GRÖBNER wurde 1899 im damals nocḧosterreichischen S̈udtirol geboren.
Nach Ende des ersten Weltkriegs, in dem er an der italienischen Front k̈ampfte, studierte
er zun̈achst an der TU Graz Maschinenbau, beendete dieses Studium aber nicht, sondern
begann 1929 an der Universität ein Mathematikstudium. Nach seiner Promotion ging er
zu EMMY NOETHERnach G̈ottingen, um dort Algebra zu lernen. Aus materiellen Gründen
mußte er schon bald nachÖsterreich zur̈uck, konnte aber auch dort zunächst keine Anstel-
lung finden, so daß er Kleinkraftwerke baute und im Hotel seines Vaters aushalf. Ein
italienischen Mathematiker, der dort seinen Urlaub verbrachte, vermittelte ihm eine Stelle
an der Universiẗat Rom, die er 1939 wieder verlassen mußte, nachdem er sich beim An-
schluß S̈udtirols an Italien f̈ur die deutsche Staatsbürgerschaft entschieden hatte. Während
des zweiten Weltkriegs war arbeitete er größtenteils an einem Forschungsinstitut der Luft-
waffe, nach Kriegsende als Extraordinarius in Wien, dann als Ordinarius in Innsbruck,
wo er 1980 starb. Seine Arbeiten beschäftigen sich mit der Algebra und algebraischen
Geometrie sowie mit Methoden der Computeralgebra zur Lösung von Differentialglei-
chungen.

Die Theorie der GRÖBNER-Basen wurde von seinem Studenten BRUNO BUCHBERGERin
dessen Dissertation entwickelt. BUCHBERGERwurde 1942 in Innsbruck geboren, wo er
auch Mathematik studierte und 1966 bei GRÖBNER promovierte mit der ArbeitEin Algo-
rithmus zum Auffinden der Basiselemente des Restklassenrings nach einem nulldimension-
alen Polynomideal.Er arbeitete dann zunächst als Assustent. nach seiner Habilitation als
Dozent an der Universität Innsbruck, bis er 1974 einen Ruf auf den Lehrstuhl für Comput-
ermathematik an der Universität Linz erhielt. Dort gr̈undete er 1987 das Research Institute
for Symbolic Computation (RISC), dessen Direktor er bis 1999 war. 1989 initiierte er
in Hagenberg (etwa 20 km nordöstlich von Linz) die Gr̈undung eines Softwareparks mit
angeschlossener Fachhochschule; er hat mittlerweile fastTausend Mitarbeiter. Außer mit
Computeralgebra beschäftigt er sich auch im Rahmen des Theorema-Projekts mit dem
automatischen Beweisen mathematischer Aussagen.

Wie der obige Beweis des HILBERTschen Basissatzes zeigt, erzeugt
eine GRÖBNER-Basis das Ideal, und jedes Ideal im Polynomring hat
eine GRÖBNER-Basis. Bevor wir uns damit beschäftigen, wie man diese
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berechnen kann, wollen wir zunächst eine wichtige Eigenschaften be-
trachten.

Sei g1, . . . , gm GRÖBNER-Basis eines IdealsI ⊳ R. Wir wollen ein
beliebiges Elementf ∈ R durchg1, . . . , gm dividieren. Dies liefert als
Ergebnis

f = a1g1 + · · · + amgm + r ,

wobei kein Monom vonr durch eines der Monome FM(gi) teilbar ist.
Wie wir wissen, sind allerdings bei der Polynomdivision weder der
Divisionsrestr noch die Koeffizientenai auch nur im entferntesten
eindeutig. Sei etwaf = a1g1 + · · · + amgm + r = b1g1 + · · · + bmgm + s;
dann ist (a1 − b1)g1 + · · · + (am − bm)gm = s− r.

Links steht ein Element vonI, also auch rechts. Andererseits enthält aber
wederr nochs ein Monom, das durch eines der Monome FM(gi) teilbar
ist, d.h.r − s = 0. Somit ist bei der Division durch die Elemente einer
GRÖBNER-Basis der Divisionsrest eindeutig bestimmt. Insbesondere ist
f genau dann ein Element vonI, wenn der Divisionsrest verschwindet.
Wenn wir eine GRÖBNER-Basis haben, k̈onnen wir also leicht entschei-
den, ob ein gegebenes Elementf ∈ R im IdealI liegt.

Nachdem im Fall einer GRÖBNER-Basis der Divisionsrest nicht von
der Reihenfolge der Basiselemente abhängt, k̈onnen wir ihn durch ein
Symbol bezeichnen, das nur von derMengeG = {g1, . . . , gm} abḧangt;

wir schreibenf
G

.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, wie sich eine GRÖBNER-Basis
eines vorgegebenen IdealsI finden l̈aßt.

Dazu m̈ussen wir uns als erstesüberlegen,wie das Ideal vorgegeben
sein soll. Wenn wir damit rechnen wollen, müssen wir irgendeine Art
von endlicher Information haben; was sich anbietet ist natürlich ein
endliches Erzeugendensystem.

Wir gehen also aus von einem IdealI = (f1, . . . , fm) und suchen eine
GRÖBNER-Basis. Das Problem ist, daß die Monome FM(fi) im allge-
meinen nicht ausreichen, um das monomiale Ideal FM(I) zu erzeugen,
denn dieses enthält jajedesMonom eines jeden Elements vonI und nicht
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nur das f̈uhrende. Wir m̈ussen daher neue Elemente produzieren, deren
führende Monome in den gegebenen Elementenfi oder auch anderen
Elementen vonI erst weiter hinten vorkommen.

BUCHBERGERs Idee dazu war die Konstruktion sogenannterS-Poly-
nome: Seienf, g ∈ R zwei Polynome; FM(f ) = xα und FM(g) = xβ

seien ihre f̈uhrenden Monome, undxγ sei das kgV vonxα undxβ , d.h.
γi = max(αi, βi) für allei = 1, . . . , n. DasS-Polynom vonf undg ist

S(f, g) =
xγ

FT(f )
· f − xγ

FT(g)
· g .

Da xγ

FT(f ) · f und xγ

FT(g) · g beide nicht nur dasselbe führende Monomxγ

haben, sondern es wegen der Division durch den führendenTermstatt
nur das f̈uhrende Monom auch beide mit Koeffizient eins enthalten,
fällt es bei der Bildung vonS(f, g) weg, d.h.S(f, g) hat ein kleineres
führendes Monom. Das folgende Lemma ist der Kern des Beweises,
daßS-Polynome alles sind, was wir brauchen, um GRÖBNER-Basen zu
berechnen.

Lemma: Für die Polynomef1, . . . , fm ∈ R sei

S =
m∑

i=1

λix
αifi mit λi ∈ k und αi ∈ N

n
0

eine Linearkombination, zu der es einδ ∈ Nn
0 gebe, so daß alle Sum-

mandenxδ als führendes Monom haben, d.h.αi + multidegfi = δi für
i = 1, . . . ,m. Falls multidegS < δ ist, gibt es Elementeλij ∈ k, so daß

S =
m∑

i=1

m∑

j=1

λijx
γij S(fi, fj)

ist mit xγij = kgV
(
FM(fi), FM(fj)

)
.

Beweis:Der führende Koeffizient vonfi seiµi; dann istλiµi der führen-
de Koeffizient vonλix

αifi. Somit ist multidegS genau dann kleiner als
δ, wenn

∑m
i=1 λiµi verschwindet. Wir normieren allexαifi auf führen-
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den Koeffizienten eins, indem wirpi = xαifi/µi betrachten; dann ist

S =
m∑

i=1

λiµipi = λ1µ1(p1− p2) + (λ1µ1 + λ2µ2)(p2 − p3) + · · ·
+ (λ1µ1 + · · · + λm−1µm−1)(pm−1− pm)

+ (λ1µ1 + · · · + λmµm)pm ,

wobei der Summand in der letzten Zeile genau dann verschwindet, wenn
multidegS < δ.

Da allepi denselben Multigradδ und denselben führenden Koeffizienten
eins haben, k̈urzen sich in den Differenzenpi− pj die führenden Terme
weg, genau wie in denS-Polynomen. In der Tat: Bezeichnen wir den
Multigrad von kgV

(
FM(fi), FM(fj)

)
mit γij , so ist

pi − pj = x
δ−γij S(fi, fj) .

Damit hat die obige Summendarstellung vonS die geẅunschte Form.

Daraus folgt ziemlich unmittelbar

Satz:Ein Erzeugendensystemf1, . . . , fm eines IdealsI im Polynomring
R = k[x1, . . . , xn] ist genau dann eine GRÖBNER-Basis, wenn jedesS-
PolynomS(fi, fj) bei der Division durchf1, . . . , fm Rest null hat.

Beweis:Als R-Linearkombination vonfi undfj liegt dasS-Polynom
S(fi, fj) im IdealI; falls f1, . . . , fm eine GRÖBNER-Basis vonI ist, hat
es also Rest null bei der Division durchf1, . . . , fm.

Umgekehrt seif1, . . . , fm ein Erzeugendensystem vonI ⊳ R mit der
Eigenschaft, daß alleS(fi, fj) bei der Division durchf1, . . . , fm (in ir-
gendeiner Reihenfolge) Divisionsrest null haben. Wir wollen zeigen, daß
f1, . . . , fm dann eine GRÖBNER-Basis ist, d.h. daß FM(f1), . . . , FM(fm)
das Ideal FM(I) erzeugen.

Sei alsof ∈ I ein beliebiges Element; wir m̈ussen zeigen, daß FM(f )
im von den FM(fi) erzeugten Ideal liegt.

Daf in I liegt, gibt es eine Darstellung

f = h1f1 + · · · + hmfm mit hi ∈ R .
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Falls sich hier bei den führenden Termen nichts wegkürzt, ist der
führende Term vonf die Summe der f̈uhrenden Terme gewisser Pro-
duktehifi, die allesamt dasselbe führende Monom FM(f ) haben. We-
gen FM(hifi) = FM(hi) FM(fi) liegt FM(f ) daher im von den FM(fi)
erzeugten Ideal.

Falls sich die maximalen unter den führenden Termen FT(hifi) gegen-
seitig wegk̈urzen, l̈aßt sich die entsprechende Teilsumme derhifi nach
dem vorigen Lemma auch als eine Summe vonS-Polynomen schreiben.
Diese wiederum lassen sich nach Voraussetzung durch den Divisionsal-
gorithmus als Linearkombinationen derfi darstellen. Damit erhalten
wir eine neue Darstellung

f = h̃1f1 + · · · + h̃mfm mit h̃i ∈ R ,

in der der maximale Multigrad eines Summanden echt kleiner ist als
in der obigen Darstellung, denn in der Darstellung als Summevon S-
Polynomen sind die Terme mit dem maximalem Multigrad verschwun-
den.

Mit dieser Darstellung k̈onnen wir wie oben argumentieren: Falls sich
bei den f̈uhrenden Termen nichts wegkürzt, haben wir FM(f ) als El-
ement des von den FM(fi) erzeugten Ideals dargestellt, andernfalls
erhalten wir wieder viaS-Polynome und deren Reduktion eine neue
Darstellung vonf als Linearkombination derfi mit noch kleinerem
maximalem Multigrad der Summanden, und so weiter. Das Verfahren
muß schließlich mit einer Summe ohne Kürzungen bei den führenden
Termen enden, da es nach der Wohlordnungseigenschaft einerMonom-
ordnung keine unendliche absteigende Folge von Multigraden geben
kann.

Der BUCHBERGER-Algorithmus in seiner einfachsten Form macht aus
diesem Satz ein Verfahren zur Berechnung einer GRÖBNER-Basis aus
einem vorgegebenen Erzeugendensystem eines Ideals:

Gegebensindm Elementef1, . . . , fm ∈ R = k[x1, . . . , xn].

Berechnetwird eine GRÖBNER-Basisg1, . . . , gr des davon erzeugten
IdealsI = (f1, . . . , fm) mit gi = fi für i ≤ m.
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1. Schritt (Initialisierung):Setzegi = fi für i = 1, . . . ,m; die Menge
{g1, . . . , gm} werde mitG bezeichnet.

2. Schritt:SetzeG′ = G und teste f̈ur jedes Paar (f, g) ∈ G′ × G′ mit
f 6= g, ob der Restr bei der Division vonS(f, g) durch die Elemente
von G′ (in irgendeiner Reihenfolge angeordnet) verschwindet. Falls
nicht, wirdG ersetzt durchG ∪ {r}.
3. Schritt: Ist G = G′, so endet der Algorithmus mitG als Ergebnis;
andernfalls geht es zurück zum zweiten Schritt.

Wenn der Algorithmus im dritten Schritt endet, ist der Rest bei der
Division vonS(f, g) durch die Elemente vonG stets das Nullpolynom;
nach dem gerade bewiesenen Satz istG daher eine GRÖBNER-Basis. Da
sowohl dieS-Polynome als auch ihre Divisionsreste inI liegen undG
ein Erzeugendensystem vonI entḧalt, ist auch klar, daß es sich dabei
um eine GRÖBNER-Basis vonI handelt. Wir m̈ussen uns daher nur noch
überlegen, daß der Algorithmus nach endlich vielen Iterationen abbricht.

Wenn im zweiten Schritt ein nichtverschwindender Divisionsrestr auf-
taucht, ist dessen führendes Monom durch kein führendes Monom eines
Polynomsg ∈ G teilbar. Das von den führenden Monomen derg ∈ G
erzeugte Ideal vonR wird daher gr̈oßer, nachdemG um r erweitert
wurde. Wenn dies unbeschränkt m̈oglich wäre, k̈onnte das Ideal FM(I)
kein endliches Erzeugendensystem haben, im Widerspruch zum Lemma
von DICKSON. Also kann der zweite Schritt nur endlich oft durchlaufen
werden.

Der Algorithmus kann natürlich auf mehrere offensichtliche Weisen
optimiert werden: Beispielsweise stößt man beim wiederholten Durch-
laufen des zweiten Schritts immer wieder auf dieselbenS-Polynome,
die daher nicht jedes Mal neu berechnet werden müssen, und wenn eines
dieser Polynome einmal Divisionsrest null hatte, hat es auch bei jedem
weiteren Durchgang Divisionsrest null, denn dann wird ja wieder durch
dieselben Polynome (plus einiger neuer) dividiert. Es gibtinzwischen
auch zahlreiche nicht offensichtliche Verbesserungen undOptimierun-
gen; wir wollen uns aber mit dem Prinzip begnügen und f̈ur den Rest
des Semesters lieber einige Anwendungen betrachten.
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Der BUCHBERGER-Algorithmus hat den Nachteil, daß er das vorgegebe-
ne Erzeugendensystem in jedem Schritt größer macht ohne je ein Ele-
ment zu streichen. Dies ist weder beim GAUSS-Algorithmus noch beim
EUKLID ischen Algorithmus der Fall, bei denen jeweils eine Gleichung
durch eine andereersetztwird. Obwohl wir sowohl die Eliminations-
schritte des GAUSS-Algorithmus als auch die einzelnen Schritte der Poly-
nomdivisionen beim EUKLID ischen Algorithmus durchS-Polynome
ausdr̈ucken k̈onnen,müssenwir im allgemeinen Fall zus̈atzlich zug
und S(f, g) auch noch das Polynomf beibehalten; andernfalls kann
sich die L̈osungsmengëandern:

Als Beispiel k̈onnen wir das Gleichungssystem

f (x, y) = x
2
y + xy

2 + 1 = 0 und g(x, y) = x
3 − xy − y = 0

betrachten. Wenn wir mit der lexikographischen Ordnung arbeiten, sind
hier die einzelnen Monome bereits der Größe nach geordnet, insbeson-
dere stehen also die führenden Monome an erster Stelle und

S(f, g) = xf (x, y)− yg(x, y) = x
2
y

2 + xy
2 + x + y

2 .

Der führende Termx2y2 ist durch den f̈uhrenden Termx2y vonf teilbar;
subtrahieren wiryf vom S-Polynom, erhalten wir das nicht weiter
reduzierbare Polynom

h(x, y) = −xy
3 + xy

2 + x + y
2− yz.

Sowohlg(x, y) als auch dash(x, y)-Polynom verschwinden im Punkt
(0, 0), dieser ist aber keine Lösung des Ausgangssystems, daf (0, 0) = 1
nicht verschwindet.

Aus diesem Grund werden die nach dem BUCHBERGER-Algorithmus
berechneten GRÖBNER-Basen oft sehr groß und unhandlich. Betrachten
wir dazu als Beispiel das System aus den beiden Gleichungen

f1 = x
3− 2xy und f2 = x

2
y − 2y

2 + x

und berechnen eine GRÖBNER-Basis bez̈uglich der graduiert lexiko-
graphischen Ordnung. Dann ist

S(f1, f2) = yf1− xf2 = −x
2
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weder durch den führenden Term vonf1 noch den vonf2 teilbar, muß
also als neues Elementf3 in die Basis aufgenommen werden.

S(f1, f3) = f1 + xf3 = −2xy

kann wieder mit keinem derfi reduziert werden, muß also als neues
Elementf4 in die Basis. Genauso ist es mit

f5 = S(f2, f3) = f2 + yf3 = −2y
2 + x .

Im so erweiterten Erzeugendensystem bestehend aus den Polynomen

f1 = x
3 − 2xy, f2 = x

2
y − 2y

2 + x, f3 = −x
2
,

f4 = −2xy und f5 = −2y
2 + x

sind dieS-Polynome

S(f1, f2) = f3, S(f1, f3) = f4 und S(f2, f3) = f5

trivialerweise auf Null reduzierbar, die anderen Kombinationen m̈ussen
wir nachrechnen:

S(f1, f4) = yf1−
x

2
f4 = −2xy

2 = yf4

S(f1, f5) = y
2
f1 +

x3

2
f5 = −2xy

3 +
x4

2
=

x

2
f1 + f2 + y

2
f4− f5

S(f2, f4) = f2 +
x

2
f4 = −2y

2 + x = f5

S(f2, f5) = yf2 +
x2

2
f5 =

x3

2
+ xy − 2y

3 =
1
2
f1−

1
2
f4 + yf5

S(f3, f4) = −yf3−
x

2
f4 = 0

S(f3, f5) = −y
2
f3−

x2

2
f5 =

1
2
f1−

1
2
f4

S(f4, f5) = −y

2
f4−

x

2
f5 =

x2

2
= −1

2
f3

Somit bilden diese f̈unf Polynome eine GRÖBNER-Basis des vonf1
undf2 erzeugten Ideals.

Zum Glück brauchen wir aber nicht alle fünf Polynome. Das folgende
Lemma gibt ein Kriterium, wann man auf ein Erzeugendes verzichten
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kann, und illustriert gleichzeitig das allgemeine Prinzip, wonach bei ei-
ner GRÖBNER-Basis alle wichtigen Eigenschaften anhand der führenden
Termen ablesbar sein sollten:

Lemma: G sei eine GRÖBNER-Basis des IdealsI ⊳ k[x1, . . . , xn], und
g ∈ G sei ein Polynom, dessen führendes Monom im von den führenden
Monomen der restlichen Basiselemente erzeugten monomialen Ideal
liegt. Dann ist auchG r {g} eine GRÖBNER-Basis vonI.

Beweis:G r {g} ist nach Definition genau dann eine GRÖBNER-Basis
von I, wenn die f̈uhrenden Terme der Basiselemente das Ideal FT(I)
erzeugen. DaG eine GRÖBNER-Basis vonI ist und die f̈uhrenden Terme
egal ob mit oder ohne FT(g) dasselbe monomiale Ideal erzeugen, ist das
klar.

Im obigen Beispiel haben wir die führenden Monome

FM(f1) = x
3
, FM(f2) = x

2
y, FM(f3) = x

2
,

FM(f4) = xy und FM(f5) = y
2 ;

offensichtlich sind FM(f1) und FM(f2) durch FM(f3) teilbar, so daß wir
auff1 undf2 verzichten k̈onnen: Auch die Polynomef3, f4 undf5 bilden
eine GRÖBNER-Basis des vonf1 undf2 erzeugten Ideals. Zur weiteren
Normierung k̈onnen wir noch durch die führenden Koeffizienten teilen
und erhalten dann dieminimaleGRÖBNER-Basis

f̃3 = x
2
, f̃4 = xy und f̃5 = y

2 − x

2
.

Definition: Eine minimale GRÖBNER-Basis vonI ist eine GRÖBNER-
Basis vonI mit folgenden Eigenschaften:
1.) Alle g ∈ G haben den f̈uhrenden Koeffizienten eins
2.) Für keing ∈ G liegt FT(g) im von den f̈uhrenden Termen derübrigen

Elemente erzeugten Ideal.

Es ist klar, daß jede GRÖBNER-Basis zu einer minimalen GRÖBNER-Basis
verkleinert werden kann: Durch Division können wir alle f̈uhrenden Ko-
effizienten zu eins machen ohne etwas an der Erzeugung zuändern, und
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nach obigem Lemma k̈onnen wir nacheinander alle Elemente eliminie-
ren, die die zweite Bedingung verletzen.

Wir können aber noch mehr erreichen: Wenn nicht das führende sondern
einfachirgendeinMonom eines Polynomsg ∈ G im von den f̈uhrenden
Termen der̈ubrigen Elemente erzeugten Ideal liegt, ist dieses Monom
teilbar durch das f̈uhrende Monom eines anderen Polynomsh ∈ G. Wir
können den Term mit diesem Monom daher zum Verschwinden bringen,
indem wirg ersetzen durchg minus ein Vielfaches vonh. Da sich dabei
nichts an den f̈uhrenden Termen der Elemente vonG ändert, bleibtG
eine GRÖBNER-Basis. Wir k̈onnen somit aus den Elementen einer mi-
nimalen GRÖBNER-Basis Terme eliminieren, die durch den führenden
Term eines anderen Elements teilbar sind. Was dabei schließlich entste-
hen sollte, ist einereduzierteGRÖBNER-Basis:

Definition: Eine reduzierte GRÖBNER-Basis vonI ist eine GRÖBNER-
Basis vonI mit folgenden Eigenschaften:
1.) Alle g ∈ G haben den f̈uhrenden Koeffizienten eins
2.) Für keing ∈ G liegt ein Monom vong im von den f̈uhrenden Termen

derübrigen Elemente erzeugten Ideal.

Die minimale Basis im obigen Beispiel ist offenbar schon reduziert,
denn außer̃f5 bestehen alle Basispolynome nur aus dem führendem
Term, und beif̃5 ist der zus̈atzliche Term linear, kann also nicht durch
die quadratischen führenden Terme der anderen Polynome teilbar sein.

Reduzierte GRÖBNER-Basis haben eine für das praktische Rechnen mit
Idealen sehr wesentliche zusätzliche Eigenschaft:

Satz: Jedes IdealI ⊳ k[x1, . . . , xn] hat eine eindeutig bestimmte re-
duzierte GRÖBNER-Basis.

Beweis:Wir gehen aus von einer minimalen GRÖBNER-BasisG und
ersetzen nacheinander jedes Elementg ∈ G durch seinen Rest bei der
Polynomdivision durchG r {g}. Da bei einer minimalen GRÖBNER-
Basis kein f̈uhrendes Monom eines Element das führende Monom eines
anderen teilen kann,ändert sich dabei nichts an den führenden Termen,
G ist also auch nach der Ersetzung eine minimale GRÖBNER-Basis. In
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der schließlich entstehenden Basis hat keing ∈ G mehr einen Term,
der durch den f̈uhrenden Term eines Elements vonG r {g} teilbar
wäre, denn auch wenn wir bei der Reduktion der einzelnen Elemente
durch eine eventuell andere Menge geteilt haben, hat sich doch an den
führenden Termen der Basiselemente nichts geändert. Also gibt es eine
reduzierte GRÖBNER-Basis.

Nun seienG und G′ zwei reduzierte GRÖBNER-Basen vonI. Jedes
Elementf ∈ G′ liegt insbesondere inI, also istf

G
= 0. Insbesondere

muß der f̈uhrende Term vonf durch den f̈uhrenden Term einesg ∈ G

teilbar sein. Umgekehrt ist aber auchgG′

= 0, d.h. der f̈uhrende Term
vong muß durch den f̈uhrenden Term eines Elements vonf ′ ∈ G′ teilbar
sein. Dieser f̈uhrende Term teilt dann insbesondere den führenden Term
vonf , und daG′ als reduzierte GRÖBNER-Basis minimal ist, mußf ′ = f
sein. Somit gibt es zu jedemg ∈ G genau einf ∈ G′ mit FT(f ) = FT(g);
insbesondere habenG undG′ dieselbe Elementanzahl. Tatsächlich muß
sogarf = g sein, dennf − g liegt in I, entḧalt aber keine Term, der
durch den f̈uhrenden Term irgendeines Elements vonG teilbar ẅare.
Also istf − g = 0.

§6: Anwendungen von Gröbner-Basen

Die Eindeutigkeit der reduzierten GRÖBNER-Basis bedeutet, daß wir Ide-
ale des Polynomrings durch endlich viele Daten eindeutig beschreiben
können; insbesondere können wir entscheiden, ob zwei Mengen von
Polynomen dasselbe Ideal erzeugen. Dies ist der Ausgangspunkt für
zahlreiche Anwendungen von GRÖBNER-Basen in der kommutativen
Algebra, algebraischen Geometrie, Kontrolltheorie und soweiter.

Wir wollen uns hier mit zwei einfacheren Anwendungen begnügen,
zun̈achst dem Hauptproblem dieser Vorlesung, der Lösung algebraischer
Gleichungen und Gleichungssysteme.

Wir gehen also aus vonm Polynomgleichungen

fi(x1, . . . , xn) = 0 mit fi ∈ k[x1, . . . , xn] f ür i = 1, . . . ,m

und suchen die L̈osungsmenge

V (I) =
{

(x1, . . . , xn) ∈ k
n ∣∣ fi(x1, . . . , xn) = 0 für i = 1, . . . ,m

}
.
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Wir verwenden die lexikographische Ordnung mitx1 > · · · > xn und
betrachten das von denfi erzeugte IdealI ⊳ k[x1, . . . , xn].

Zur Lösung des Gleichungssystems wollen wir, wie von linearen Glei-
chungssystemen gewohnt, nacheinander die Variablen eliminieren; dazu
definieren wir

Definition: Dask-te Eliminationsideal eines IdealI ⊳ k[x1, . . . , xn]
ist Ik = I ∩ k[xk+1, . . . , xn].

Satz: IstG eine GRÖBNER-Basis vonI bez̈uglich der lexikographischen
Ordnung, so istG ∩ Ik eine GRÖBNER-Basis vonIk.

Beweis:Die Elemente vonG = {g1, . . . , gm} seien so angeordnet, daß
G∩ Ik = {g1, . . . , gr} ist. Wir müssen zeigen, daß sich jedesf ∈ Ik als
Linearkombination vong1, . . . , gr darstellen l̈aßt.

Der Divisionsalgorithmus bezüglich der lexikographischen Ordnung
gibt uns eine Darstellungf = h1g1 + · · · + hngn von f als Element
von I. Dabei mußten allehi mit i > r verschwinden, denn daf in Ik

liegt, kann bei der Division kein führender Term einesgi /∈ Ik je den
führenden Term des Dividenden teilen. Somit istG ∩ Ik eine Basis
vonIk. Um zu zeigen, daß es sich dabei sogar um eine GRÖBNER-Basis
handelt, k̈onnen wir zum Beispiel zeigen, daß alleS(gi, gj) mit i, j ≤ r
ohne Rest durchG ∩ Ik teilbar sind. DaG nach Voraussetzung eine
GRÖBNER-Basis ist, sind sie auf jeden Fall ohne Rest durchG teilbar,
und wieder kann bei der Division nie der führende Term eines Dividen-
den durch den einesgi mit i > r teilbar sein.

Ist I das von den Gleichungen eines nichtlinearen Gleichungssystems
erzeugte Ideal, so ist jede Lösung (x1, . . . , xn) des Systems Nullstelle
aller Polynome ausI, insbesondere also auch aller Polynome ausIk. Für
jede L̈osung ist daher das Tupel (xk+1, . . . , xn) Nullstelle der Polynome
ausIk.

Daraus ergibt sich eine Strategie zur Lösung nichtlinearer Gleichungs-
systeme nach Art des GAUSS-Algorithmus: Wir bestimmen zun̈achst eine
(reduzierte) GRÖBNER-Basis f̈ur das von den Gleichungen erzeugte Ideal
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des Polynomringsk[x1, . . . , xn] und betrachten als erstes das Elimina-
tionsidealIn−1. Dieses besteht nur aus Polynomen inxn; falls wir mit
einer reduzierten GRÖBNER-Basis arbeiten, gibt es darin höchstens ein
solches Polynom.

Falls es ein solches Polynom gibt, muß jede Lösung des Gleichungs-
system als letzte Komponente eine von dessen Nullstellen haben. Wir
bestimmen daher diese Nullstellen und setzen sie nacheinander in das
restliche Gleichungssystem ein. Dadurch erhalten wir Gleichungssyste-
me inn−1 Unbekannten, wo wir nach Gleichungen nur inxn−1 suchen
können, und so weiter.

Im obigen Beispiel etwa besteht die reduzierte GRÖBNER-Basis bez̈ug-
lich der lexikographischen Ordnung aus den beiden Polynomen

g1 = x− 2y
2 und g2 = y

3 .

Das EliminationsidealI1 wird also erzeugt vong2 = y3, d.h. f̈ur jede
Lösung (x, y) mußy verschwinden. Setzen wiry = 0 in g1, so sehen
wir, daß auchx verschwinden muß, der Nullpunkt ist also die einzige
Lösung.

Nun kann es natürlich vorkommen, daßIn−1 das Nullideal ist; falls unter
den L̈osungen des Systems unendlich viele Werte für die letzte Variable
vorkommen, muß das sogar so sein. Es kann sogar vorkommen, daßalle
Eliminationsideale außerI0 = I das Nullideal sind. In diesem Fall führt
die gerade skizzierte Vorgehensweise zu nichts.

Bevor wir uns dar̈uber wundern, sollten wir uns̈uberlegen, was wir
überhaupt unter der L̈osung eines nichtlinearen Gleichungssystems ver-
stehen wollen. Im Falle einer endlichen Lösungsmenge ist das klar:
Dann wollen wir eine Auflistung der sämtlichen L̈osungstupel. Bei ei-
ner unendlichen L̈osungsmenge ist das aber nicht mehr möglich. Im
Falle eines linearen Gleichungssystems wissen wir, daß dieLösungs-
menge ein affiner Raum ist; wir können sie daher auch wenn sie un-
endlich sein sollte durch endlich viele Daten eindeutig beschreiben, zum
Beispiel durch eine spezielle Lösung und eine Basis des Lösungsraums
des zugeḧorigen homogenen Gleichungssystems.
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Bei nichtlinearen Gleichungssystemen gibt es im allgemeinen keine
solche Beschreibung unendlicher Lösungsmengen: Die Lösungsmenge
des Gleichungssystems

x
2 + 2y2 + 3z2 = 100 und 2x2 + 3y2 − z

2 = 0

etwa ist die Schnittmenge eines Ellipsoids mit einem elliptischen
Kurven; sie besteht aus zwei ovalen Kurven höherer Ordnung. Die
GRÖBNER-Basis besteht in diesem Fall aus den beiden Polynomen

x
2 − 11z2 + 300 und y

2 + 7z2− 200 ,

stellt uns dieselbe Menge also dar als Schnitt zweier elliptischer
Zylinder. Eine explizitere Beschreibung der Lösungsmenge ist schwer
vorstellbar.

Auf der Basis von STURMschen Ketten, dem Lemma von THOM und Ve-
rallgemeinerungen davon hat die semialgebraische Geometrie Metho-
den entwickelt, wie man auch allgemeinere Lösungsmengen nichtline-
arer Gleichungssysteme durch eine sogenannte zylindrische Zerlegung
qualitativ beschreiben kann; dazu wird derRn in Teilmengen zerlegt,
in denen die L̈osungsmenge entweder ein einfaches qualitatives Verhal-
ten hat oder aber leeren Durchschnitt mit der Teilmenge. Dadurch kann
man insbesondere feststellen, in welchen Regionen desRn Lösungen
zu finden sind.

In manchen F̈allen lassen sich L̈osungsmengen parametrisieren; wie
man mit Methoden der algebraischen Geometrie zeigen kann, ist das
aber im allgemeinen nur bei Gleichungen kleinen Grades der Fall und
kommt daher f̈ur allgemeine L̈osungsalgorithmen nicht in Frage.

Stets m̈oglich ist das umgekehrte Problem, d.h. die Beschreibung einer
parametrisch gegebenen Menge in impliziter Form. Hier haben wir also
Gleichungen der Form

x1 = ϕ1(t1, . . . , tm), . . . , xn = ϕn(t1, . . . , tm)

und suchen Polynomef1, . . . , fr, die genau auf der Menge aller
(x1, . . . , xn) verschwinden, f̈ur die es eine solche Darstellung gibt.

Dazu ẅahlen wir eine lexikographische Ordnung, bei der alleti größer
sind als diexj und bestimmen eine GRÖBNER-Basis f̈ur das von den
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Polynomenxi − ϕi(t1, . . . , tm) erzeugte Ideal. Dessen Schnitt mit
k[x1, . . . , xn] ist ein Eliminationsideal, hat also als Basis genau die
Polynome aus der GRÖBNER-Basis, in denen keineti vorkommen.

§7: Der Hilbertsche Nullstellensatz

In diesem Paragraphen wollen wir Kriterien für die Lösbarkeit eines
nichtlinearen Gleichungssystems sowie für die Endlichkeit der L̈osungs-
menge herleiten. Außerdem̈uberlegen wir uns, wann ein Polynom
g auf der L̈osungsmenge eines nichtlinearen Gleichungssystems ver-
schwindet. Naẗurlich muß es dann verschwinden, wenn es im von
den Gleichungen erzeugten Ideal liegt, aber die Umkehrung dazu gilt
nicht: Die Nullstellenmenge des System mit der einzigen Gleichung
(x − y)3 = 0 etwa besteht genau aus den Punkten (x, y) mit x = y,
und dort verschwindet auch das lineare Polynomx − y, das schon aus
Gradgr̈unden nicht im von (x− y)3 erzeugten Ideal liegen kann.

Wenn wir über einem endlichen K̈orper arbeiten, beispielsweise dem
KörperFp, haben wir das zusätzliche Problem, daß es Polynome gibt,
die auf ganzFn

p verschwinden: Nach dem kleinen Satz von FERMAT

ist beispielsweisexp − x = 0 für alle x ∈ Fp, und daraus lassen
sich leicht Polynome inn Variablen konstruieren, die auf ganzFn

p ver-
schwinden. Wir wollen uns als erstesüberlegen, daß dieses Phänomen
bei unendlichen K̈orpern nicht auftreten kann:

Lemma: k sei ein unendlicher K̈orper undf ∈ k[x1, . . . , xn] sei nicht
das Nullpolynom. Dann gibt esa1, . . . , an ∈ k derart, daßf (a1, . . . , an)
nicht verschwindet.

Wir f ühren denBeweisdurch Induktion nachn: Für Polynome einer
Veränderlichen folgt dies aus der Tatsache, daß ein vom Nullpoly-
nom verschiedenes Polynom höchstens so viele Nullstellen haben kann,
wie sein Grad angibt, also auch jeden Fall endlich viele. In einem un-
endlichen K̈orper muß es daher Elemente geben, für die das Polynom
nicht verschwindet.
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Für n > 1 schreiben wirf = fdx
d
n + fd−1x

d−1 + · · · + f1x + f0 als
Polynom inxn mit Koeffizientenfi ∈ k[x1, . . . , xn−1], wobei wir an-
nehmen k̈onnen, daß der führende Koeffizientfd nicht das Nullpolynom
ist. Nach Induktionsannahme gibt es danna1, . . . , an−1 ∈ k, für die
fd(a1, . . . , an−1) nicht verschwindet. Setzen wirx1, . . . , xn−1 auf diese
Werte, ist daherf (a1, . . . , an−1, xn) ∈ k[xn] nicht das Nullpolynom,
hat also nur endlich viele Nullstellen. Ẅahlen wir f̈ur an ∈ k irgendein
Element, das keine Nullstelle ist, mußf (a1, . . . , an−1, an) von Null
verschieden sein.

Korollar: Das Polynomf ∈ k[x1, . . . , xn] über dem unendlichen
Körperk habe den Gesamtgradd. Dann gibt es Elementeλi ∈ k, für die
das Polynomf (y1 +λ1yn, . . . , yn−1 +λn−1yn, y) aus dem Polynomring
k[y1, . . . , yn] = k[y1, . . . , yn−1][yn] als Polynom inyn den f̈uhrenden

Termcyd
n hat mit einemc 6= 0 ausk.

Den Beweisführen wir wieder durch Induktion nachn: Für n = 1 ist
y1 = x1, und die Behauptung trivial; sei alson > 1. Wir schreiben

g(y1, . . . , yn) =
def

f (y1 + λ1yn, . . . , yn−1 + λn−1yn, y)

=
∑

e

ae(λ1, . . . , λn−1)y
e

als Polynom in denyi mit Koeffizienten ausk[λ1, . . . , λn−1]; die Summe
Läuft alsoüber gewissen-Tupele ∈ Nn

0 vom Grad ḧochstensd. Da wir
in f für jedesxi einen inyn linearen Ausdruck eingesetzt haben, führt
jedes Monom vonf nach Einsetzen und Ausmultiplizieren zu einer
Summe, in der ein Term mityd

n vorkommt; der Koeffizient vonyd
n

ist also nicht das Nullpolynom ausk[λ1, . . . , λn−1]. Nach dem gerade
bewiesenen Lemma gibt es daherλi ∈ k, für die dieser Koeffizient von
Null verschieden ist, und mit diesenλi gilt die Behauptung.

Dieses eher technische Korollar sagt also, daß wir durch eine linea-
re Koordinatentransformation immer erzwingen können, daß eine der
Variablen mit dem Gesamtgrad als Exponenten auftritt. Diesbenutzen
wir, um zu untersuchen, wann ein Gleichungssystem unlösbar ist.
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Dabei wollen wir dieUnlösbarkeitin einem starken Sinn interpretieren:
Die Gleichungx2 + 1 = 0 hat beispielsweise zwar keine reelle Lösung,
aber sie hat die beiden komplexen Lösungenx = ±i. So eine Gleichung
wollen wir nicht als unl̈osbar betrachten. Wir definieren

Definition: a) Ein Körper k heißt algebraisch abgeschlossen,wenn
jedes nichtkonstante Polynom ausk[x] mindestens eine Nullstelle hat.
b) Ist I ein Ideal ink[x1, . . . , xn] und istk′ ein Körper, derk entḧalt,
setzen wir

Vk′(I) =
{

(z1, . . . , zn) ∈ k
′n ∣∣ f (z1, . . . , zn) = 0 für allef ∈ I

}
.

c) Erzeugen die Polynomef1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xn] das IdealI, so
seiVk′(f1, . . . , fm) = Vk′(I).

Schwache Form des Hilbertschen Nullstellensatzes:k sei ein K̈or-
per,K ein algebraisch abgeschlossener Körper, derk entḧalt, undI sei
ein Ideal im Polynomringk[x1, . . . , xn] überk. Dann istVK(I) = ∅
genau dann, wenn das IdealI die Eins entḧalt.

In Gleichungen ausgedrückt heißt dies, daß das Gleichungssystem

fi(x1, . . . , xn) = 0 für i = 1, . . . ,m

genau dann selbst inK keine L̈osung hat, wenn die Eins im Ideal
(f1, . . . , fm) liegt, wenn es also Polynomeg1, . . . , gm ∈ k[x1, . . . , xn]
gibt, für dieg1f1 + · · · + gmfm = 1 ist.

Der Beweiserfolgt auch hier wieder durch vollständige Induktion nach
der Anzahl der Variablen:

Für n = 1 ist jedes IdealI ⊳ k[x] ein Hauptideal; es sei erzeugt von
f ∈ k[x]. Nach Definition eines algebraisch abgeschlossenen Körpers
hatf genau dann keine Nullstelle inK, wennf konstant ist, und das ist
äquivalent dazu, daßI die Eins entḧalt.

Für n > 1 betrachten wir ein Erzeugendensystemf1, . . . , fm von I.
Nach dem obigen Korollar k̈onnen wir annehmen, daßf1 den Termxd

n

entḧalt, wobeid den Grad vonf1 bezeichnet: Eine lineare Koordinaten-
transformation̈andert schließlich nichts daran, obVK(I) leer ist oder
nicht und auch nichts daran, obI die Eins entḧalt oder nicht.
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Wir f ühren eine neue Variableu ein und betrachten das Polynom

h = f2 + uf3 + · · · + u
m−2

fm ∈ k[x1, . . . , xn, u]

sowie die Resultante Resxn
(f1, h) ∈ k[x1, . . . , xn−1, u]. Wir schreiben

sie als Polynom

Resxn
(f1, h) = aℓ(x1, . . . , xn−1)uℓ + · · · + a0(x1, . . . , xn−1)

in u mit Koeffizienten ausk[x1, . . . , xn−1].

Wie wir am Ende von§1 gesehen haben, läßt sich die Resultante zweier
Polynome als Linearkombination dieser Polynome darstellen; es gibt
daher Polynomep, q ∈ k[x1, . . . , xn, u], so daß gilt

Resxn
(f1, h) = pf1 + qh = pf1 + qf2 + quf3 + · · · + qu

m−2
fm .

Vergleichen wir dies mit obiger Darstellung der Resultanteals Polynom
in u, sehen wir, daß die Koeffizientenpolynomeai(x1, . . . , xn−1) im
IdealI = (f1, . . . , fm) liegen m̈ussen.

Wenn wir zeigen k̈onnen, daß diese Polynome keine gemeinsame Null-
stelle inKn−1 haben, wissen wir nach Induktionsannahme, daß sich die
Eins ink[x1, . . . , xn−1] als Linearkombination derai darstellen l̈aßt; da
diese Polynome inI liegen, liegt die Eins somit erst recht inI, und wir
sind fertig.

Angenommen, dieai hätten eine gemeinsame Nullstelle (z1, . . . , zn−1)
in Kn−1. Dann ẅare Resxn

(f1, h)(z1, . . . , zn−1, u) ∈ k[u] das Null-
polynom. Somit ḧatten die beiden Polynome

f1(z1, . . . , zn−1, xn) ∈ k[xn] und h(z1, . . . , zn−1, xn, u] ∈ k[xn, u]

einen nichtkonstanten gemeinsamen Faktor. InK gäbe es dann eine
Nullstelle zn von f1(z1, . . . , zn−1, xn), für die h(z1, . . . , zn−1, zn, u)
das Nullpolynom ẅare. Nach Definition vonh verschẅanden dann nicht
nur f1(z1, . . . , zn), sondern auch allefj(z1, . . . , zn) für j = 2, . . . ,m.
Damit läge (z1, . . . , zn) in VK(I), was wir aber als leer vorausgesetzt
haben. Damit ist klar, daß dieai keine gemeinsame Nullstelle haben
können, und der Satz ist bewiesen.
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Ob ein Ideal die Eins enthält oder nicht, kann man seiner GRÖBNER-
Basis leicht ansehen: Da der führende Term eines jeden Polynoms aus
dem Ideal durch den führenden Term eines Elements der GRÖBNER-
Basis teilbar sein muß, enthält diese im Falle eines Ideals, das die Eins
entḧalt, ein Polynom, dessen führendes Monom die Eins ist. Da diese
bez̈uglich jeder Monomordnung das kleinste Monom ist, muß somitdie
GRÖBNER-Basis eine Konstante enthalten. Die zugehörige minimale und
erst recht die reduzierte GRÖBNER-Basis besteht in diesem Fall nur aus
der Eins.

Kriterium: Ein nichtlineares Gleichungssystem ist genau dann unlös-
bar selbsẗuber einem algebraisch abgeschlossenen Körper, derk entḧalt,
wenn seine reduzierte GRÖBNER-Basis nur aus der Eins besteht.

Die starke Form des HILBERTschen Nullstellensatzes sagt uns allgemein,
welche Polynome auf der Nullstellenmenge eines Ideals verschwinden:

Hilbertscher Nullstellensatz: I ⊳ k[x1, . . . , xn] sei ein Ideal, und das
Polynomg ∈ k[x1, . . . , xn] verschwinde in jedem Punkt vonVK(I),
wobeiK ein algebraisch abgeschlossener Körper sei, derk entḧalt. Dann
gibt es eine natürliche Zahlr, so daßgr in I liegt.

Beweis:f1, . . . , fm sei ein Erzeugendensystem vonI und

J = (f1, . . . , fm, T g − 1) ⊳ k[x1, . . . , xn, T ] .

Für einen Punkt (z1, . . . , zn, t) ∈ VK(J) müßte einerseits gelten

fj(z1, . . . , zn) = 0 für allej = 1, . . . ,m ,

so daß (z1, . . . , zn) in VK(I) läge; andererseits wäre auch

tg(z1, . . . , zn)− 1 = 0 .

Da g in allen Punkten ausVK(I) verschwindet, ist das nicht m̈oglich,
also istVK(J) = ∅. Nach der schwachen Form des HILBERTschen Null-
stellensatzes muß somit die Eins inJ liegen; es gibt also Polynome
a0, . . . , am ∈ k[x1, . . . , xn, T ], so daß

a1f1 + · · · + anfn + a0(Tg − 1) = 1
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ist. Im Quotientenk̈orper vonk[x1, . . . , xn] können wir in dieser Iden-
tität T = 1/g einsetzen. Dadurch können die Summanden Potenzen
vong in ihre Nenner bekommen; durch Multiplikation mit der höchsten
auftretenden Potenzgr erhalten wir eine Polynomgleichung der Form

b1f1 + · · · + bmfm = g
r mit bj ∈ k[x1, . . . , xn] .

Dies beweist die Behauptung.

Definition: R sei ein Ring undI ⊳ R ein Ideal vonR. DasRadikal
von I ist die Menge

√
I =

def

{
a ∈ R

∣∣ ∃n ∈ N : a
n ∈ I

}
.

Das Radikal besteht also aus allen Ringelementen, die eine Potenz inI
haben. Es ist selbst ein Ideal, denn sinda, b ∈

√
I zwei Elemente mit

an ∈ I undbm ∈ I, so sind in

(a + b)n+m =
n+m∑

k=0

(
n + m

k

)
a

n+m−k
b
k

die erstenm Summanden Vielfache vonan, und die restlichenn sind
Vielfache vonbm. Somit liegt jeder Summand inI, also auch die Summe.
Für ein beliebigesr ∈ R liegt naẗurlich auchra in

√
I, denn seinen-te

Potenz (ra)n = rnan liegt in I.

Falls ein Ideal mit seinem Radikalübereinstimmt, entḧalt esalle Poly-
nome, die aufVK(I) verschwinden; zwei Polynome nehmen genau dann
in jedem Punkt vonVK(I) denselben Wert an, wenn ihre Differenz inI
liegt, wenn sie also moduloI dieselbe Restklasse definieren.

Wenn das IdealI nicht mit seinem Radikal̈ubereinstimmt, gilt zwar
nicht mehrgenau dann,aber wir k̈onnen trotzdem die Elemente des
FaktorvektorraumsA = k[x1, . . . , xn]/I auffassen als Funktionen
von VK(I) nachK: Für jede Restklasse und jeden Punkt ausVK(I)
nehmen wir einfach irgendein Polynom aus der Restklasse undsetzen
die Koordinaten des Punkts ein. Da die Differenz zweier Polynome aus
derselben Restklasse inI liegt, wird sie nach Einsetzen des Punktes
zu Null, der Wert ḧangt also nicht ab von der Wahl des Polynoms.
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Auch Polynome ausK[x1, . . . , xn] definieren in dieser Weise Funktio-
nenVK(I) → K; hinreichend (aber nicht notwendig) dafür, daß zwei
Polynome dieselbe Funktion definieren ist, daß ihre Differenz im vonI
erzeugten Ideal̄I ⊳ K[x1, . . . , xn] liegt.

Im Falle von Polynomen einer Veränderlichen ist jedes Ideal vonk[x]
ein Hauptideal; istI = (f ) mit einem Polynomf 6= 0 vom Gradd, so
können wir die Restklassen repräsentieren durch die Polynome vom
Grad ḧochstensd − 1, denn jedes Polynomg ∈ k[x] hat dieselbe
Restklasse wie sein Divisionsrest bei der Polynomdivisiondurch f .
Somit istA = k[x]/I in diesem Fall eind-dimensionaler Vektorraum.
DaVK(I) gerade aus den Nullstellen vonf in K besteht, von denen es
höchstensd verschiedene gibt, liefert die Dimension vonA eine obere
Schranke f̈ur die Elementanzahl vonVK(I); wenn wir die Nullstellen
mit ihrer Vielfachheit z̈ahlen, ist die Dimension vonA sogargleichder
Gesamtzahl der Nullstellen.

Dies gilt auch f̈ur Polynome mehrerer Veränderlicher, ist allerdings
schwerer zu beweisen. Vielfachheiten werden wir erst im nächsten Para-
graphen betrachten; hier begnügen wir uns mit dem folgenden

Satz:I sei ein Ideal im Polynomringk[x1, . . . , xn] über dem K̈orperk,
undK sei ein algebraisch abgeschlossener Körper, in demk enthalten
sei. Dann gilt:VK(I) ist genau dann endlich, wennA = k[x1, . . . , xn]/I
ein endlichdimensionaler Vektorraum ist. In diesem Fall ist die Dimen-
sion vonA eine obere Schranke für die Elementanzahl vonVK(I).

Den recht umfangreichenBeweisführen wir in mehreren Schritten:

1. Schritt: Wenn der VektorraumA endliche Dimension hat, istVK(I)
endlich.

Bezeichnet n̈amlich d die Dimension vonA, so sind f̈ur jedesi die
Potenzen 1, xi, . . . , x

d
i linear abḧangig; es gibt also ein Polynom aus

k[xi], das moduloI zur Null wird und somit inI liegt. Für jeden Punkt
ausVK(I) muß diei-te Koordinate eine Nullstelle dieses Polynoms sein,
so daß diese nur endlich viele Werte annehmen kann. Da dies für allei
gilt, ist VK(I) endlich.
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2. Schritt: WennVK(I) endlich ist, hat derK-VektorraumĀ endliche
Dimension.

BestehtVK(I) nur aus endlich vielen Punkten, so nimmt jede der Ko-
ordinatenfunktionenx1, . . . , xn auf VK(I) nur endlich viele Werte an;
es gibt also f̈ur jedesi ein Polynom ausK[xi], das auf ganzVK(I) ver-
schwindet. Nach dem HILBERTschen Nullstellensatz muß eine Potenz
dieses Polynoms in̄I liegen, es gibt also auch in̄I für jedesi ein Polynom
nur inxi. Somit gibt es einen Graddi derart, daß sichxe

i für e ≥ di mo-
duloĪ durch die endlich vielenxi-Potenzen 1, xi, . . . , x

di−1
i ausdr̈ucken

läßt. Damit l̈aßt sich auch jedes Monom ausK[x1, . . . , xn] modulo Ī
durch jene Monome ausdrücken, bei denen jede Variablexi höchstens
mit Exponentdi − 1 auftritt. Da es nur endlich viele solche Monome
gibt, istK[x1, . . . , xn]/Ī ein endlichdimensionalerK-Vektorraum.

3. Schritt:A ist genau dann endlichdimensional, wennĀ endlichdimen-
sional ist; in diesem Fall haben beide dieselbe Dimension.

Ist A endlichdimensional, so ẅahlen wir eine Basis und zu jedem Ba-
siselement ein Polynom ausk[x1, . . . , xn], das moduloI gleich diesem
Element ist. Diese Polynome liegen erst recht inK[x1, . . . , xn], und
es ist klar, daß ihre Restklassen moduloĪ den VektorraumĀ erzeugen.
Somit ist auchĀ endlichdimensional. Die Gleichheit von dimk A und
dimK Ā folgt, falls wir zeigen k̈onnen, daß dieses Erzeugendensystem
linear unabḧangig ist.

Dazu zeigen wir die folgende, etwas allgemeinere Aussage: Sind
B1, . . . , Br Polynome ausk[x1, . . . , xn] mit Restklassenb1, . . . , br mo-
dulo I und Restklassen̄b1, . . . , b̄r moduloĪ, so sind diebi genau dann
linear abḧangig, wenn es diēbi sind.

Die eine Richtung ist einfach: Falls diebi linear abḧangig sind, gibt es
Skalareλi ∈ k, die nicht alle verschwinden, so daßλ1b1 + · · · + λrbr

der Nullvektor ausA ist. λ1B1 + · · · + λrBr liegt daher inI, also erst
recht inĪ, so daß auchλ1b̄1 + · · · + λr b̄r der Nullvektor ausĀ ist.

Wenn diēbi linear abḧangig sind, gibt esλi ∈ K, so daßλ1b̄1+· · ·+λr b̄r

der Nullvektor ausĀ ist, d.h.λ1B1 + · · · + λrBr liegt in Ī. Da dieλi
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nicht ink liegen m̈ussen, n̈utzt und das noch nichts, um etwasüber diebi

auszusagen.

Um trotzdem deren lineare Abhängigkeit zu beweisen, ẅahlen wir ein
endliches Erzeugendensystemf1, . . . , fm des IdealsI; wir wissen dann,
daß es Polynomeg1, . . . , gm ausK[x1, . . . , xn] gibt mit

λ1B1 + · · · + λrBr = g1f1 + · · · + gmfm .

ist. Die Polynomegj sindK-Linearkombinationen von MonomenMjℓ

in den VariablenXi. Die obige Gleichung ist alsöaquivalent zu einer
Gleichung der Form

λ1B1 + · · · + λrBr −
m∑

j=1

rj∑

ℓ=1

νjℓMjℓfj = 0

mit Elementenνjℓ ∈ K, die von dengj abḧangen. Sortieren wir diese
Gleichung nach Monomen, können wir dies so interpretieren, daß ein
(recht großes) lineares Gleichungssystem in den Variablenλi undµjℓ

eine nichttriviale L̈osung hat. Da dieBi und diefj Polynome mit Koef-
fizienten ausk sind, ist dies ein homogenes lineares Gleichungssystem
mit Koeffizienten ausk. Es hat genau dann nichttriviale Lösungen̈uberk,
wenn der Rang seiner Matrix kleiner ist als die Anzahl der Variablen, was
man durch das Verschwinden gewisser Determinanten charakterisieren
kann.

Da k in K enthalten ist, k̈onnen wir dieses Gleichungssystem auch
über K betrachten; an den Bedingungen für die Lösbarkeit ändert
sich dadurch nichts, denn eine Determinante mit Einträgen ausk ver-
schwindet naẗurlich in K genau dann, wenn sie ink verschwindet.

Somit muß das Gleichungssystem auch eine nichttriviale Lösungüberk
haben, es gibt also bereits Elementeλ′

i ∈ k und µjℓ ∈ k, die das
Gleichungssystem lösen. Damit ist dann

λ
′
1B1 + · · · + λ

′
rBr = g

′
1f1 + · · · + g

′
mfm

mit Polynomeng′j ∈ k[x1, . . . , xn], die linke Seite liegt also im IdealI.
Somit istλ′

1b1 + · · · + λ′
rbr der Nullvektor inA. Die λ′

i können nicht
allesamt verschwinden, denn ansonsten müßte mindestens einµjℓ 6= 0
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sein, Null ẅare also gleich einer nichttrivialen Linearkombination von
Monomen, was absurd ist. Also sind auch diebi linear abḧangig.

Bleibt noch zu zeigen, daßA endlichdimensional ist, wenn̄A endlichdi-
mensional ist. Das folgt sofort aus der gerade gezeigtenÄquivalenz der
linearen Abḧangigkeitüberk undüberK: Hat Ā die endliche Dimen-
sion d, so ist jede Teilmenge von̄A mit mehr alsd Elementen linear
abḧangig. Damit ist, wie wir gerade gesehen haben, auch jede Teilmenge
von mehr alsd Elementen ausA linear abḧangig, alsoA endlichdimen-
sional.

4. Schritt: FallsVK(I) endlich ist, gibt es ein homogenes lineares Poly-
nom u = c1x1 + · · · cnxn ausK[x1, . . . , xn], das f̈ur jeden Punkt aus
VK(I) einen anderen Wert annimmt.

Wir betrachten die Polynomeua = x1 + ax2 + · · · + an−1xn zu den
verschiedenen Elementena ∈ K. Für je zwei verschiedene Nullstellen
z, w ∈ VK(I) ist ua(z) = ua(w) genau dann, wenn

(z1− w1) + (z2− w2)a + · · · + (zn − wn)an−1

verschwindet. Die Koordinatenzi, wi vonz undw sind Elemente vonK;
diea ∈ K, für dieua(z) = ua(w) ist, sind also die Nullstellen eines Poly-
noms in einer Ver̈anderlichen̈uberK vom Grad ḧochstensn−1. Daher
gibt es ḧochstensn − 1 Wertea ∈ K, für dieua(z) = ua(w) ist. Wenn
VK(I) endlich ist, gibt es auch nur endlich viele verschiedene Paare aus
voneinander verschiedenen Elementen; somit gibt es nur endlich viele
a ∈ K, für dieua(z) = ua(w) sein kann f̈ur irgendwelchevoneinander
verschiedene Elemente vonVK(I). DaK als algebraisch abgeschlosse-
ner Körper unendlich sein muß, gibt es somit Polynomeua, die für je
zwei verschiedene Elemente vonVK(I) verschiedene Werte annehmen.
Falls bereitsk ein unendlicher K̈orper ist, k̈onnen wir sogar entspre-
chendea ∈ k finden; in diesem Fall gibt es also schon ink[x1, . . . , xn]
solche Polynome.

6. Schritt: Die Elementanzahlr von VK(I) ist höchstens gleich der
Dimension vonA.

Da wir im 3. Schritt gesehen haben, daß dimk A = dimK Ā ist, können
wir auch mit dieser Dimension argumentieren. Aus dem 5. Schritt wissen
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wir, daß es ein Polynomu ∈ K[x1, . . . , xn] gibt, das f̈ur jedes Element
von VK(I) einen anderen Wert annimmt. Wir ersetzenu durch seine
Restklasse ˜u moduloĪ in Ā. Wir wollen unsüberlegen, daß die Elemente
1, ũ, . . . , ũr−1 ∈ Ā linear unabḧangig sind, wennVK(I) mindestensr
Elemente entḧalt: Falls es eine Relation der Form

∑r−1
ℓ=0 λℓũ

ℓ = 0 gäbe
mit λℓ ∈ k, so l̈age das Polynom

∑r−1
ℓ=0 λℓu

ℓ in Ī, würde also f̈ur jedes
derr Elemente vonVK(I) verschwinden. Dau für jedes dieser Elemente
einen anderen Wert annimmt, ist dies bei einem Polynom vom Gradr nur
möglich, wenn alle Koeffizientenλℓ verschwinden, was die behauptete
lineare Unabḧangigkeit beweist. Somit enthält Ā mindestensr linear
unabḧangige Elemente, d.h. dimK Ā ≥ r. Damit ist die Behauptung
und auch der gesamte Satz bewiesen.

In der Computeralgebra interessieren wir uns nicht in erster Linie
für abstrakte S̈atzeüber Nullstellenmenge und Ideale; wir wollen die
Lösungsmengen eines Systems von Polynomgleichungen möglichst ex-
plizit angeben. Die beste Chance dazu haben wir, wenn die Lösungs-
menge endlich ist; daher interessieren wir uns für möglichst einfache
Kriterien daf̈ur, daßVK(I) eine endliche Menge ist. (Die eigentlich sehr
viel interessantere Frage nach der Endlichkeit vonVk(I) ist um soviel
schwieriger zu beantworten, daß sie jenseits unserer Ambitionen bleiben
muß; halbwegs allgemeine Resultate hierzu sind zumindest derzeit un-
bekannt.)

Wie wir gerade gesehen haben, ist diese Endlichkeitäquivalent zur
Endlichdimensionaliẗat des VektorraumsA; wir suchen daher Krite-
rien, die dies garantieren. Da wir uns im Kapitelüber GRÖBNER-Basen
befinden, sollten diese auch damit etwas zu tun haben.

Wir betrachten daher zwar weiterhin ein Gleichungssystem der Form

fj(x1, . . . , xn) = 0 für j = 1 . . . ,m mit fj ∈ k[1, . . . , xn] ,

nehmen aber an, daß wir eine GRÖBNER-BasisG des von den Poly-
nomenfj ∈ k[x1, . . . , xn] erzeugten IdealsI bez̈uglich irgendeiner
Monomordnung kennen.

Wir müssen dann entscheiden, ob der VektorraumA = k[x1, . . . , xn]/I
endliche Dimension hat. Im eindimensionalen Fall ist das einfach:I ist
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dann ein Hauptideal, eine reduzierte GRÖBNER-Basis besteht nur aus
einem Element, und wenn dieses ein Polynom vom Gradd ist, hat
A = k[x]/I die Restklassen der Elemente 1, x, . . . , xd−1 als Basis.

Ähnlich können wir auch im Falle mehrerer Veränderlicher argumen-
tieren: Wenden wir den Divisionsalgorithmus an auf ein beliebiges
Polynom und die GRÖBNER-Basis, erhalten wir eine Darstellung des
Polynoms als Summe einer Linearkombination mit Koeffizienten aus
k[x1, . . . , xn] von Elementen der GRÖBNER-Basis und einem Rest.
Dieser ist einek-Linearkombination von Monomen, die durch kein
führendes Monom eines Elements der GRÖBNER-Basis teilbar sind.
Somit bilden diese Monome eine Basis des VektorraumsA; falls es
nur endlich viele davon gibt, istA endlichdimensional.

Einfacher ist das folgende Kriterium:

Lemma: VK(I) ist genau dann endlich, wenn die GRÖBNER-Basis vonI
(bez̈uglich irgendeiner Monomordnung) für jedesi ein Polynom mit
einerxi-Potenz als f̈uhrenden Term enthält.

Beweis:Falls die GRÖBNER-Basis f̈ur jedesi ein Polynom mit f̈uhrendem
Monomxdi

i entḧalt, ist jedes Monom, in dem einxi mit einem Exponen-
ten gr̈oßer oder gleichdi vorkommt, durch das führende Monom eines
Elements der GRÖBNER-Basis teilbar. Die Monome, für die das nicht der
Fall ist, haben f̈ur jedesi einen Exponenten echt kleinerdi; es gibt also
nur endlich viele solche Monome. Somit hatA endliche Dimension, und
VK(I) ist endlich.

Ist umgekehrtVK(I) endlich, so entḧalt Ī für jedesi ein Polynom
aus K[xi] – siehe Schritt 2 im Beweis des obigen Satzes. Da die
GRÖBNER-Basis vonI gleichzeitig eine GRÖBNER-Basis vonĪ ist, muß
das f̈uhrende Monom eines ihrer Elemente die höchstexi-Potenz in
diesem Polynom teilen, muß also selbst eine Potenz vonxi sein.

§8: Multiplizitäten

Um, wie im eindimensionalen Fall, statt einer Ungleichung eine Glei-
chung f̈ur die Anzahl der Nullstellen zu bekommen, müssen wir diesen
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eine Vielfachheit oder, wie man auch sagt, Multiplizitäten zuordnen. Im
Falle von Polynomen einer Veränderlichen k̈onnen wir diese mit Hilfe
von Ableitungen definieren; falls wir̈uber den reellen Zahlen arbei-
ten, reicht zur Bestimmung der Multiplizität daher die Kenntnis einer
beliebig kleinenε-Umgebung.

In der Algebra haben wir keineε-Umgebungen, aber wir können uns
auch mit algebraischen Methoden auf die Umgebung eines Punktes
konzentrieren: Wir betrachten einfach an Stelle von Polynomen be-
liebige rationale Funktionen, von denen wir nur verlangen,daß der
Nenner im betrachteten Punkt nicht verschwindet.

Sei zun̈achstf ∈ k[x] ein Polynom einer Ver̈anderlichen, das beix = z
einer-fache Nullstelle habe. Dann istf (x) = (x − z)rg(x) mit einem
Polynomg ∈ k[x], das beix = z nicht verschwindet. Der im vorigen
Paragraphen eingeführte FaktorraumĀ = K[x]/(f ) hat als Basis die
Potenzenxℓ mit 0 ≤ ℓ < degf ; alternativ k̈onnen wir naẗurlich auch
die entsprechenden Potenzen (x− z)ℓ nehmen. Dann verschwindet ein
Element vonA genau dann im Punktz, wenn es im von den (x − z)ℓ

mit ℓ > 0 aufgespannten Untervektorraum liegt.

Wenn wir alle anderen Elemente vonA als Nenner zulassen, sollte man
zun̈achst erwarten, daßA dadurch gr̈oßer wird. Tats̈achlich aber ist das
Gegenteil der Fall: Wenn wir von den̈ublichen Regeln der Bruchrech-
nung ausgehen, ist beispielsweise

(x− z)r =
(x− z)r

1
=

(x− z)rg
g

=
f

g
=

0
g

= 0 ,

denn wir rechnen ja modulof , undg ist als Nenner zugelassen, dag(z)
nicht verschwindet. Entsprechendes gilt für alle (x−z)ℓ mit ℓ ≥ r, nicht
aber f̈ur die mitℓ < r, denn hier br̈auchten wir ja noch mindestens einen
Faktor (x − z), um im Zähler auff zu kommen, und Funktionen, die
in z verschwinden, sind im Nenner nicht erlaubt. Durch das Einführen
solcher Nenner verringert sich also die Dimension vonA; der neue
Vektorraum hat nur noch die Dimensionr, was gleich der Vielfachheit
der Nullstellez ist. Wir können ihnüber die Basis aus den (x − z)ℓ

mit ℓ < r identifizieren mit einemr-dimensionalen Untervektorraum
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von Ā, und die Dimensionen der so definierten Unterräume zu den
verschiedenen Nullstellen vonf erg̈anzen sich zur Dimension von̄A.

Für Polynome einer Veränderlichen ist das sicherlich eine sehr um-
sẗandliche Art der Betrachtung; sie hat aber den Vorteil, daß sie sich auf
Polynome in mehreren Veränderlichen verallgemeinern läßt.

Als erstes m̈ussen wir klar definieren, was oben kurz als die
”
Einführung

von Nennern“ bezeichnet wurde:

Definition: R sei ein (kommutativer) Ring.
a)Eine TeilmengeS ⊆ Rr{0} heißtmultiplikativ abgeschlossen,wenn
sie mit je zwei Elementenf, g ∈ S auch deren Produkt enthält.
b) Die Lokalisierungvon R nach der multiplikativ abgeschlossenen
MengeS ist die Menge aller Paare (f, g) ∈ R×S modulo der folgenden
Äquivalenzrelation:

(f, g) ∼ (f ′
, g

′)⇐⇒ ∃h ∈ R r {0} : h(fg
′ − f

′
g) = 0 .

Die Äquivalenzklasse des Paars (f, g) wird mit f
g

bezeichnet, die Men-

ge aller Äquivalenzklassen mitS−1R. Sie wird zum Ring durch die
Verknüpfungsdefinitionen

f

g
+

f ′

g′
=

fg′ + f ′g

gg′
und

f

g
· f

′

g′
=

ff ′

gg′
.

Man sollte sich kurz̈uberlegen, daß diese Verknüpfungen wohldefiniert
sind, daß das Ergebnis also nicht von der Wahl spezieller Repräsentanten
(f, g) und (f ′, g′) abḧangt; im wesentlichen ist dies die gleiche Rechnung
wie bei der Einf̈uhrung des Quotientenkörpers in Kapitel 2§6.

FallsR nullteilerfrei ist, k̈onnen wir in der Definition der̈Aquivalenz-
relation auf des Elementh verzichten, denn wennh(fg′ − f ′g) für ein
h 6= 0 verschwindet, muß der zweite Faktor Null sein. Da unsere Ringe
A und Ā im allgemeinen nicht nullteilerfrei sind, ist – wie wir gerade
am Beispiel der Polynome einer Veränderlichen gesehen haben – die
Möglichkeit zur Erweiterung mit Nullteilern wesentlich.

Die größte multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines Integritäts-
bereichsR ist R r {0}; in diesem Fall istS−1R der Quotientk̈orper.
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Falls R Nullteiler entḧalt, d.h. Elementeg 6= 0, zu denen es einh 6= 0
gibt mit gh = 0, ist R r {0} nicht mehr multiplikativ abgeschlossen:
Zwar liegeng undh in R r {0}, nicht aber deren Produkt. In diesem
Fall besteht die gr̈oßte multiplikativ abgeschlossene TeilmengeS ⊂ R
aus allenf ∈ R, für die es keing 6= 0 gibt mit fg = 0, wir müssen
also außer der Null auch noch alle Nullteiler ausschließen.Die Men-
ge S−1R wird in diesem Fall alsvollständiger Quotientenringvon R
bezeichnet. Man beachte, daß sichR in so einem Fall nicht injektiv in
S−1R einbetten l̈aßt: F̈ur einen Nullteilerh und eing 6= 0 mithg = 0 ist
h/1 = hg/g = 0/g = 0.

Weitere typische Beispiele multiplikativ abgeschlossener Teilmengen
eines Rings sind die Potenzen eines Nichtnullteilers oder auch das Kom-
plement eines Primideals: Ein IdealI ⊳ R heißtPrimideal wenn f̈ur
je zwei Elementef, g ∈ R mit fg ∈ I mindestens einer der beiden
Faktorenf, g in I liegt. Dies ist offensichtlicḧaquivalent dazu, daß die
MengeR r I multiplikativ abgeschlossen ist.

Wir interessieren uns für IdealeI ⊳ k[x1, . . . , xn], f ür dieVK(I) eine
endliche Menge ist; dabei bezeichnetK wie üblich einen algebraisch
abgeschlossenen Körper, derk entḧalt. Die Elemente der Vektorräume
A = k[x1, . . . , xn]/I und Ā = K[x1, . . . , xn]/Ī können wir als Funk-
tionen aufVK(I) mit Werten inK interpretieren. Da sich Funktionen
miteinander multiplizieren lassen, sind auchA und Ā Ringe, deren
Multiplikation offensichtlich mit der im Polynomring kompatibel ist.
Für jedesz ∈ VK(I) ist die Menge

Sz =
{
f ∈ Ā

∣∣ f (z) 6= 0
}

multiplikativ abgeschlossen, denn die Funktionswerte liegen ja im (null-
teilerfreien) K̈orperK. Diese Lokalisierungen wollen wir im folgenden
genauer untersuchen.

Definition: a) Āz =
def

S−1
z Ā

b) Die VielfachheitoderMultiplizität einer Nullstellez ∈ VK(I) ist die
Dimension vonĀz alsK-Vektorraum.

Wie wir oben gesehen haben, entspricht dies für Polynome einer
Veränderlichen der gewohnten Vielfachheit; wir wollen unsüberlegen,
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daß sich die Vielfachheiten der verschiedenen Elemente vonVK(I) auch
im Falle von Polynomen mehrerer Veränderlichen zu dimK Ā addieren.

Dazu ben̈otigen wir noch einen Begriff aus der Linearen Algebra:

Definition: V1, . . . , Vr seien Vektorr̈aumeüber dem K̈orperk. Die di-
rekte Summe

r⊕

i=1

Vi = V1⊕ · · · ⊕ Vr

ist als Menge gleich dem kartesischen ProduktV1 × · · ·Vr der Vek-
torräume; die Vektorraumaddition ist definiert durch

(v1, . . . , vr) + (w1, . . . , wr) = (v1 + w1, . . . , vr + wr) ,

und für die Multiplikation mit einem Skalarλ ∈ k setzen wir

λ(v1, . . . , vn) = (λv1, . . . , λvn) .

Die Vektorr̈aumeVi können identifiziert werden mit jenen Untervek-
torräumen von⊕r

i=1Vi, in denen alle Komponenten außer eventuell der
i-ten gleich dem Nullvektor sind.

Wenn alle R̈aumeVi endliche Dimensionen haben, ist die Dimension
ihrer direkten Summe offensichtlich einfach die Summe dieser Dimen-
sionen: Ẅahlen wir in jedem der VektorräumeVi eine Basis und fassen
wir Vi auf als Untervektorraum der direkten Summe, so ist die Vereini-
gung der Basen derVi offensichtlich eine Basis des Summenraums. Ins-
besondere ist jeder endlichdimensionalek-Vektorraum mit einer Basis
b1, . . . , bn isomorph zur direkten Summe der eindimensionalen Unter-
vektorr̈aumekbi.

Satz: Ist VK(I) endlich, so istĀ ∼=
⊕

z∈VK (I)

Āz

Beweis:Wie wir aus dem vorigem Paragraphen wissen (4. Schritt im
Beweis des letzten Satzes), gibt es ein homogenes lineares Polynom
überK, das f̈ur jeden Punkt ausVK(I) einen anderen Wert annimmt.
Durch einen linearen Koordinatenwechsel können wir erreichen, daßx1



 Computeralgebra WS2011

diese Eigenschaft hat. Wir bezeichnen diex1-Koordinate eines Punktes
z ∈ VK(I) mit z1 und betrachten die LAGRANGE-Polynome

sz =

∏
w∈VK (I)r{z}(x1 − w1)∏
w∈VK (I)r{z}(z1− w1)

∈ K[x1] ;

offensichtlich istsz(z) = 1 undsz(w) = 0 für alle w 6= z ausVK(I).
Somit verschwindet das Produktszsw zweier solcher Funktionen in je-
dem Punkt vonVK(I); nach dem HILBERTschen Nullstellensatz liegt
daher eine Potenz vonszsw im IdealĪ. Bezeichnetr den gr̈oßten Expo-
nenten, den wir f̈ur eines der Produkteszsw brauchen, haben daher die
Polynometz = sr

z die Eigenschaft, daßtztw für z 6= w in Ī liegt, und
tz(z) = 1.

Wir betrachten nun das IdealJ von K[x1, . . . , xn], das vonI und den
sämtlichentz erzeugt wird. Es hat offensichtlich keine gemeinsame
Nullstelle, denn die gemeinsamen Nullstellen vonĪ sind diez ∈ VK(I),
und für jedes dieserz ist tz(z) = 1. Nach der schwachen Form des
HILBERTschen Nullstellensatzes enthält J daher die Eins; es gibt also
Polynomepz ∈ K[x1, . . . , xn] und ein Polynomp ∈ Ī, so daß

∑

z∈VK (I)

pztz + p = 1

ist. Die Restklassenez ∈ Ā vonpztz moduloĪ erfüllen die Gleichungen
1.)
∑

z∈VK (I) ez = 1

2.) e2
z = ez

3.) ez(z) = 1
4.) ezew = 0 für z 6= w ausVK(I)

Die einzige noch nicht gezeigte Aussage ist 2.); sie folgt aus der Glei-
chung

ez − e
2
z = ez(1− ez) = ez

∑

w 6=z

ew =
∑

w 6=z

ezew = 0 .

Elementee eines RingsR mit der Eigenschafte2 = e bezeichnet man als
Idempotente;sie haben die Eigenschaft, daß das Ideal (e) = Re selbst
ein Ring ist mite als der Eins, denn (ae)(be) = abe2 = abe für alle
a, b ∈ R.
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Wir wollen uns als n̈achstes̈uberlegen, daß der RinḡAez isomorph ist
zur Lokalisierung vonĀ beiz; der Isomorphismus ist gegeben durch




Āez → Āz

fez 7→
f

1

.

Zum Nachweis der Bijektiviẗat konstruieren wir eine Umkehrabbildung
Āz → Āez wie folgt: Zu jedemg ∈ Ā mit g(z) 6= 0 setzen wir

g̃ =
def

g

g(z)
− 1 ∈ Āz, d.h. g = g(z)(1 + g̃) .

Da g̃(z) verschwindet undez(w) = 0 für alle w 6= z, verschwindet
g̃ez auf ganzVK(I). Nach dem HILBERTschen Nullstellensatz gibt es
somit eine Potenz eines Repräsentanten, die in̄I liegt, d.h. es gibt eine
naẗurliche ZahlN , so daß

(
g̃ez)N = g̃Nez die Null vonĀ ist. Dann ist

(1 + g̃)ez ·
(
1− g̃ + g̃

2 − · · · + (−1)N−1
g̃

N−1)
ez = (1− g̃

N )ez = ez ;

im RingĀz hat also 1+ ˜g ein Inverses und damit auchgez = g(z)(1+g̃)ez.
Wir bilden daher den Bruchf/g ∈ Āz ab auf

f · 1
g(z)

·
(
1− g̃ + g̃

2 − · · · + (−1)N−1
g̃

N−1)
ez ∈ Āz ,

und mit Hilfe der gerade durchgeführten Rechnung folgt leicht, daß die
beiden Abbildungen zueinander invers, also Isomorphismensind.

Zum Beweis des Satzes fehlt nun nur noch, daßĀ die direkte Summe
der RingeĀez ist; das ist klar, da die Summe derez gleich eins ist und
ezew = 0 für z 6= w.

Weiteresüber den Umgang mit Multipliziẗaten und die L̈osung nichtli-
nearer Gleichungssysteme mit endlicher Lösungsmenge findet man zum
Beispiel in demÜbersichtsartikel

LAUREANO GONZALEZ-VEGA, FABRICE ROUILLIER, MARIE-FRANÇOISE

ROY: Symbolic Recipes for Polynomial System Solvingin: ARJEH M.
COHEN, HANS CUYPERS, HANS STERK [EDS.]: Some Tapas of Computer
Algebra,Springer,1999,

dessen Anfangsteil ich in diesem und dem vorigen Paragraphen weitge-
hend folgte.


