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Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und sdlimdiglichst
geringer Verbgerung erscheinen. Es ist daher in seiner Catafitif
keinen Fall miteinem Lehrbuch zu vergleichen; insbesomdieid Fehler
bei dieser Entstehensweise nicht nudgtich, sonderrsicher. Dabei
handelt es sich wohl leider nicht immer nur um harmlose Tehfsr,
sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagerelidansm
Teile aus anderen SkriptetirfHorerkreise der verschiedensten Niveaus
Ubernommen sind, ist die &entation auch teilweise ziemlich inho-
mogen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissef3-Mi
trauen gegen seinen Inhalt gelesen werden. Falls Sie Fihdan,
teilen Sie mir dies bitte pegslich oder per e-mail (seiler@math.uni-
mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unaediich
finden, bin ich @ir entsprechende Hinweise dankbar.

Falls geiiigend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit
Listen mit Berichtigungen und Verbesserungen zusammi@rstdn
der online Version werden riglich alle bekannten Fehler korrigiert.

Biographische Angaben von Mathematikern beruhei3gmteils auf
den entsprechenden Artikeln imMacTutor History of Mathemat-
ics archive(www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/), von wo
auch die meisten abgedruckten Bilder stammen. Bei nochdzlre
Mathematikern bezog ich mich, soweiglich, auf deren eigenen In-
ternetauftritt.
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Kapitel 1
Nullstellen von Polynomgleichungen

80: Was ist Computeralgebra

Sobald kurz nach dem zweiten Weltkrieg die ersten Compunt&sra-
versititen auftauchten, wurden sie von Mathematikern nicht nar zu
numerischen Rechnen eingesetzt, sondern diuchlle anderen Arten
mathematischer Routinearbeiten, genau wie auch schiberfalle zur
Verfigung stehenden Mittel benutzt wurden: Beispielsweisestkan
ierte D.H. LEHMER bereits vor rund achtzig Jahren, lange vor den ersten
Computern, mit Fahrradketten Maschinen, die (gro3éjrtiehe Zahlen

in ihre Primfaktoren zerlegen konnten.

Computer manipulieren Bitfolgen; von den meisten Anwendeasrden
diese zur Zeit der ersten Computer zwar als Zahlen inteepteaber
wie wenig ster selbst die Buchhalter bemerkteanken sie nalrlich
auch Informationen ganz anderer Art darstellen. Deshaltdenbe-
reits auf den ersten Computern (deren Leistudigisfkeit nach heutigen
Standards nicht einmal der eines programmierbaren Tassttemers
entspricht) algebraische, zahlentheoretische und araleseakt ma-
thematische Berechnungen durchiget wurden. Programmiert wurde
meist in Assembler, da dieaggigen kbhere Programmiersprachen der
damaligen ZeitfORTRAN, ALGOL 60, COBOL, .. ) vor allem mit Blick
auf numerischéozw.,im Fall von COBOL, betriebswirtschaftliche An-
wendungen konzipiert worden waren.

Eine Ausnahme bildete die 1958 vooHN MCCARTHY entwickelte
ProgrammierspracheSP, die speziell fir symbolische Manipulation
entwickelt wurde, vor allem solche im Bereich damistlichen Intel-
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ligenz. In dieser Sprache wurden Ende der Sechzigerjalererdien
Computeralgebrasysteme geschrieldACSYMA ab 1968 ebenfalls
am M.I.T. zuréchst vor allemiir alle Arten von symbolischen Rechnun-
gen in Forschungsprojekten des M.I.LREDUCEungefihr gleichzeitig
von ANTHONY C. HEARN vor allem fur Berechnungen in der Hochen-
ergiephysik.

Beide Systeme verbreiteten sich schnell an den Uniétesitund wur-
den bald auch schotiif eine Vielzahl anderer Anwendungen benutzt;
dies wiederumiihrte zur Weiterentwicklung der Systeme sowohl durch
die urspiinglichen Autoren als auch durch Benutzer, die neue Pakete
hinzufugten, und esithrte auch dazu, dald anderswo neue Computer-
algebrasysteme entwickelt wurden, wie beispielswaisgle an der
University of Waterloo (einer der Partnerunivesgn von Mannheim).

Mit der zunehmenden Nachfrage lohnte es sich auch, deutlighr
Arbeit in die Entwicklung der Systeme zu stecken, so daf3 digen
Systeme oft nicht mehr inISP geschrieben waren, sondern in klas-
sischen Programmiersprachen Wi©@DULA oder Cbzw.spater C++,

die zwar fir das symbolische Rechnen einen erheblidhdren Pro-
grammieraufwand erfordern als$SP, die dafir aber auch zu deutlich
schnelleren Programmeitiren.

Eine gewisse #sur bedeutete das Auftreten vdmathematicaim
Jahr 1988. Dies ist das erste System, das von Anfang an rem ko
merziell entwickelt wurde. Der Firmenignder und Initiator $EVE
WOLFRAM kommt zwar aus dem Univergisbereich (bevor er seine
Firma giindete, forschte er ainstitute for Advanced Studi@sPrince-
ton Uber zelluare Automaten), abdviathematicawar von Anfang an
gedacht als ein Produkt, das an Naturwissenschaftlerniegee und
Mathematikeverkauftwerden sollte. Ein wesentlicher Aspekt, der aus
Sicht dieser Zielgruppe den Kauf viathematicattraktiv machte, ob-
wohl zumindestdamals noch eine ganze Reihe anderer Systsmeer
gegen nominale Géir erfaltlich waren, bestand in der dglichkeit,
auf einfache Weise Graphiken zu erzeugen. Bei den ersteierSgs
hatte dies nie eine Rolle gespielt, da Graphik damalsitngr teure
Plotter und (zumindest in Univeraisrechenzentrum) mit Wartezeiten
von rund einem Tag erstellt werden konnte. 1988 gab es bd?P€ls
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mit (damals noch sehr schwachen) grapaik§en Bildschirmen, und
Visualisierung spielte pkzlich in allen Wissenschaften eine erheblich
groRRere Rolle als zuvor.

Der Nachteil der ersteNlathematicaVersionen war eine im Vergleich
zur Konkurrenz ziemlich hohe Fehlerquote bei den mathestiadin
Berechnungen. (Perfektist in diesem Punkt auch heute reioftdom-
puteralgebrasystem.) Der grof3e Vorteil der einfachen ugyazeg von
Graphiken sowie das sehr gute Begleitbuch vaiEv& WOLFRAM,
das deutlichiiber dem Qualétsniveau auch heutblicher Software-
dokumentation liegt, bescherkéathematicaeinen groRen Erfolg. Da
auch Systeme wisIACSYMA und MAPLE mittlerweile in selbgindi-
ge Unternehmen ausgegliedert worden waréhyte die Konkurrenz
am Markt schnell dazu, dal3 Graphik auch ein wesentlichetaBdteil
anderer Computeralgebrasysteme wurde undMathematicaetwas
vorsichtiger mit den Regeln der Mathematik umging; heuterschei-
den sich die beiden kommerziell dominanten Systetagie undMath-
ematicanicht mehr wesentlich in ihren Graph@tiigkeiten und ihrer
(geringen, aber bemerkbarentifigkeit mathematischer Fehler. Hinzu
kam der Markt der Sdiler und Studenten, so daf3 ein am Markt er-
folgreiches Computeralgebrasystem auch in der Lage seib, e
Grundaufgaben der Schulmathematik und der Mathematikdusiy
zumindest der ersten Semester der gefragtesten Stddigagu dsen.

Da die meisten, die mit dem Begrifomputeralgebraiberhaupt etwas
anfangen knnen, an Computeralgebrasysteme denken, hat sich dadurch
auf die Bedeutung des Wor@omputeralgebraverandert: Gemeinhin
versteht man darunter nicht mehr nur ein Programm, das djsobe
Berechnungen eraglicht, sondern eines, dager ernstzunehmende
Graphikfahigkeiten verfigt und viele @ngige Aufgabentyperb$en
kann, ohne dal3 der Benutzer notwendigerweise verstehtanesolche
Aufgaben bst.

Hier in der Vorlesung wird es in erster Linie um die Algoritem
gehen, die hinter solche System stehen, insbesondere,ddinesich
mit der klassischen Aufgabe des symbolischen Rechnensdeafaln
denUbungen wird es allerdings zumindest auch teilweise dareineq,
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Computeralgebrasysteme effizient einzusetzen auch zuahégrung
mathematischer Sachverhalte.

Mit vielen Fragestellungen der Computeralgebra wie etwaLédsung
von Polynomgleichungen oder Systemen solcher Gleichubgsctaf-
tigt sich auch die numerische Mathematik; um die untersiicieen
Ansatze beider Gebiete zu versteheriigsen wir uns die Unterschiede
zwischen numerischem Rechnen, exaktem Rechnen und syctterin
Rechnen klar machen.

Numerisches Rechnen gilt gemeinhin a@as Rechnen mit reellen
Zahlen. Kurzes Nachdenken zeigt, dal® wirkliches Rechnénemiien
Zahlen weder mit Papier und Bleistift noch per Computéglith ist:
Die MengeR der reellen Zahlen ist schlieRlichberabahlbar, aber
sowohl unsere Gehirne als auch unsere Computer sind endkctDa-
tentypreal oderfloat oder auctdouble einer Programmiersprache kann
daher unmglich das Rechnen mit reellen Zahlen exakt wiedergeben.

Tatsachlich gerigt das Rechnen mit reellen Zahlen per Compuidigy
anderen Regeln als denen, die wir vondrier der reellen Zahlen
gewohnt sind. Zuachst einmal rassen wir uns notgedrungen auf eine
endliche Teilmenge voR beschanken;in der Numerik sind dies tradi-
tionellerweise die sogenannten Gleichtkommazahlen.

Eine Gleitkommazahl wird dargestelltin der Fogns +m - b=, wobei

die Mantissem zwischen 0 und 1 liegt und d&xponent eine ganze
Zahl aus einem gewissen vorgegebenen Bereich ist. Die Bastisn
heutigen Computern gleich zwei, in einigen alten Mainfr&@oenputern
sowie in vielen Taschenrechnern wird awch 10 verwendet.

Praktisch alle heute gefuchliche CPUsfr Computer richten sich beim
Format fir m und e nach dem IEEE-Standard 754 von 1985. Hier ist
b = 2, und einfach genaue Zahlen werden in einem Wort aus 32Bit g
speichert. Das erste dieser Bits stéhitfas Vorzeichen, nullir positive,
eins fir negative Zahlen. Danach folgen acht Rit fien Exponentea
und 23 Bit fur die Mantissen.

Die acht Exponentenbitdanen interpretiert werden als eine ganze
Zahl n zwischen 0 und 255; wenn keinen der beiden Extremwerte
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0 und 255 annimmt, wird das Bitmuster interpretiert als dieittéom-
mazahl (Mantisse im Zweiersystem)

+1Lmy ... myg X o127

Die Zahlen, die in obiger Form dargestellt werdémken, liegen somit
zwischen 2%° ~ 1,175- 10" und (2— 2723 . 2'%" ~ 3,403 10%,
Das fihrende Bit der Mantisse ist stets gleich eins (sogenammtaali-
sierte Darstellung) und wird deshalb gleich gar nicht dogespeichert.
Der Grund liegt natrlich darin, daR man eiriihrendes Bit null durch
Erniedrigung des Exponenten zum Verschwinden bringen kaes
sei denn, man hat bereits den niedrigdgiichen Exponenten = 0,
entsprechend = —127.

Fur n = 0 gilt daher eine andere Konvention: Jetzt wird die Zatdrint

pretiert als
-126,

+0,mq ... My3 X 2 ;
man hat somit einen (unter Numerikern nicht unumstritt¢riémter-
laufbereichaus sogenanntesubnormalerzahlen, in dem mit immer
weniger geltenden Ziffern Zahlen auch noch positive Weigdimunter
zu 275 x 271% = 2719 & 1 401- 107** dargestellt werdendnnen,
auBerdem ndtlich die Null, bei der amtliche 32 Bit gleich null sind.

Auch der andere Extremwent= 255 hat eine Sonderbedeutung: Falls
alle 23 Mantissenbit gleich null sind, steht dies je nachzearhenbit
flir 00, andernfalls fir NAN (not a number)d.h das Ergebnis einer
illegalen Rechenoperation wig—1 oder (/0. Das Ergebnis von /D
dagegen ist nicht NAN, sondermd, und—1/0 = —oc.

Doppeltgenaue Gleitkommazahlen werden entsprechendcestali;
hier stehen insgesamt 64 Bit zur églung, einesifr das Vorzeichen,
elf fir den Exponenten und 58rfdie Mantisse. Durch die elf Exponen-
tenbit khnnen ganze Zahlen zwischen null und 2047 dargestellt werde
abgesehen von den beiden Extréftehn entspricht dies dem Exponenten
e=n—1023.

Der Exponent sorgtdaiir, daf’ Zahlen aus einem relativ grof3en Bereich
dargestellt werdendanen, er hat aber auch zur Folge, daR die Dichte
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der darstellbaren Zahlen in den verschiedenedl38nordnung stark
variiert: Am dichtesten liegen die Zahlen in der Umgebung Nell,
und mit steigendem Betrag werden die Abwle benachbarter Zahlen
immer gil3er.

Um dies anschaulich zu sehen, betrachten wir ein |BEBiches
Gleitkommasystem mit nur sieben Bit, einetin flas Vorzeichen und je
drei fur Exponent und Mantisse. Das folgende Bild zeigt die Vientej
der so darstellbaren Zahlen (mit Ausnahme von NAN):

—00 - o0

Um ein Gefihl dafir zu bekommen, was die@irfdas praktische Rech-
nen mit Gleitkommazahlen bedeutet, betrachten wir eirogeal System
mit der uns besser vertrauten Dezimaldarstellung von Zafile die
es einen eigenen IEEE-Standard 854 von 1987 gibt), und zeranan
wir an, daB wir eine dreistellige dezimale Mantisse habehExponen-
ten zwischen -3 und 3. Da es bei einer von zwei verschiedeasis B
keine Maglichkeit gibt, bei einer normalisierten Mantisse dige®ffer
einzusparen, schreiben wir die Zahlen in der Fet@ymn,m,m, - 10°.

Zunachst einmal ist klar, dal} die Summe zweier Gleitkommamahle
aus diesem System nicht immer als Gleitkommazahl im sellysa S
tem darstellbar ist: Ein einfaches Gegenbeispigierdie Addition der
groRten darstellbaren Zah)999- 10° = 999 zu 5 = (6 - 10" Natiirlich

ist das Ergebnis 1004 nicht mehr im System darstellbar. B&EF
Standard sieht vor, daf3 in so einem Fall @merflowBedingung gesetzt
wird und das Ergebnis gleichx wird. Wenn man (wie es die meisten
Compiler standard@f3ig tun) dieoverflowBedingung ignoriert und mit
dem Ergebnis 4o weiter rechnet, kann dies zu akzeptablen Ergebnis-
sen fihren: Beispielsweise &e die Rundung von/1999 + 5) auf die
Null far viele Anwendungen kein gar zu groRer Fehler, auch wenn es
dafurin unserem System die sehr viel genauere Darstellymlﬁ()lo_3

gibt. Spatestens wenn man das Ergebnis mit 999 multipliziert, um den
Wert von 999(999 + 5) zu berechnen, sind die Konsequenzen aber
katastrophal: Nun bekommen wir eine Null anstelle vo89@ - 10°.
Ahnlich sieht es auch aus, wenn wir anschlieRend 500 stibteah
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oo — 500 = o0, aber (999 + 5)- 500 = 504 ist eine Zahl, die sich in
unserem System sogar exakt darstellen lief3e!

Auch ohne Bereiclitherschreitung kann es Probleme geben: Beispiels-
weise ist

123 + Q0456 = 0123- 10° + 0,456- 10 * = 123 0456

mit einer nur dreistelligen Mantisse nicht exakt darstallitlier sieht

der Standard vor, dafl} das Ergebnis zu einer darstellbatdrggeun-

det wird, wobei mehrere Rundungsvorschriften zur Auswagihen.
Voreingestellt istiblicherweise eine Rundung zuachsten Maschi-
nenzahl; wer etwas andere$ahte, kann dies durch spezielle Bits in
einem Prozessorstatusregister spezifizieren. Im Beisfiiele man also
123+Q0456 = 123 oder (bei Rundung nach oben) 124 setzen und dabei
zwangshufig einen Rundungsfehler machen.

Wegen solcher unvermeidlicher Rundungsfehler gilt da®2issivge-
setz selbst dann nicht, wenn es keine Berdiblesschreitung gibt: Bei
Rundung zur Achsten Maschinenzahl ist beispielsweise

(0,456.10°+0,3-10 %) +0,4-10 = 0,456-10°+0,4-10 3= 0,456 10",
aber
0,456-10°+(0,3-10 °+0,4-10 )= 0,456-10°+0,7-10 3= 0,457-10".

Ein mathematischer Algorithmus, dessen Korrektheit uxbeausset-
zung der Krperaxiomeifir R bewiesen wurde, muf3 daher bei Gleitkom-
marechnung kein korrektes oder auch nurérernd korrektes Ergebnis
mehr liefern — ein Problem, das keinesfalls nur theoretidédeutung
hat.

In der numerischen Mathematik ist dieses Problentitiah schon
seit Jahrzehnten bekannt; das erste Buch, das sich aef8iiidamit
besclaftigte, war

J.H. WILKINSON: Rounding errors in algebraic procesdegntice Hall,
1963; Nachdruck bddover,1994.

Heute enthlt fast jedes Lehrbuch der Numerischen Mathematik entspre
chende Abschnitte; zweiilgher in denen es speziell um diese Probleme,
ihr theoretisches Verdhdnis und praktische Algorithmen geht, sind
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FRANCOISE CHAITIN -CHATELIN, VALERIE FRAYSSE: Lectures on finite
precision computations, SIAM, 1996

sowie das sehr audfrlichen Buch

NicHOLAS J. HGHAM: Accuracy and stability of numerical algorithms,
SIAM, 1996.

Eine ausfihrliche und elementare Darstellung der IEEE-Arithmetiku
des Umgangs damit findet man in

MICHAEL L. OVERTON: Numerical Computing with IEEE Floating Point
Arithmetic — Including One Theorem, One Rule of Thumb and One
Hundred and One ExerciseS|AM, 2001.

Um zu sehen, wie sich Probleme mit Rundungsfehlern bei eddgdhen
Fragestellungen auswirkerdknen, wollen wir zum Abschlul3 dieses
Paragraphen ein Beispiel ausi\WINSONs Buch betrachten. Er geht aus
vom Polynom zwanzigsten Grades

f@)=-D—-2)x—-3) - (z— 18)x — 19)(x — 20)

mit den Nullstellen 12, ..., 20. In ausmultiplizierter Form iarde es
mehrere Zeilen betigen: Der goRRte Koeffizient, der von:®, hat
zwanzig Dezimalstellen, und die meisten anderen habent nieh
weniger.

Der Koeffizient vonz*® ist allerdings noctiilberschaubar: Wie man sich
leicht Uiberlegt, ist er gleich der negativen Summe der Zahlen viom ei
bis zwanzig, alse-210.

WILKINSON stdrt nun diesen Koeffizienten um einen kleinen Betrag und
berechnetdie Nullstellen des so modifizierten Polynomsashten wir
etwa die Nullstellen vo(z) = f(z) — 10~%2"; wir ersetzen inf also
den Koeffizienten-210 durch—210,000000001. Die neuen Nullstellen
sind, auf finf Nachkommastellen gerundet,

1,0000 2,0000 3,0000 4,0000 5,000Q
6,0000 7,0000 80001 89992 10,008

10957, 12,383+ 0,10867, 14,374+ 0,77316,
16,572+ 0,88332, 18,670+ 0,35064, 20,039.
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Durch kleinste Veiinderungen an einem einzigen Koeffizienten, wie sie
beispielsweise jederzeit durch Rundungen entstebandn, kann sich
also selbst das qualitative Bithdern: Hier etwa reduziert sich die An-
zahl der (@ir viele Anwendungen einzig relevanten) reellen Nullstell
von zwanzig auf zwlf. Schon wenn wir ved3liche Aussageiiber die
Anzahl reeller Nullstellen brauchenfknen wir uns also nicht allein
auf numerische Berechnungen verlassen, sondern braultbarative
Methoden wie zum Beispiel explizitedsungsformeln, mit denen wir
auch theoretisch arbeiteknen.

§1: Quadratische Erganzung

Um 830 legte der arabische GelehrtiBl ADSCHA FAR MUHAMMAD IBN
MusaA AL-CHWARIZMI sein zweites Bucll-Kitab al-muchtasar fi hisab
al-dschabr wa-lI-mugabaléRechnen durch EEnzung und Ausgleich)
vor; al-dschabrgab der Algebra ihren Namen undLACHWARIZMI
flhrte zum Wort Algorithmus. Das Buch befal3te sich mit system
tischen losungsverfahrenif lineare und quadratische Gleichungen, die
auch geometrisch motiviert und veranschaulicht wurden.

Wenn wir beispielsweise die quadratische GIeichmﬁg axr = b geo-
metrisch interpretieren wollen, suchen wir nach einem Qataginer
unbekannten Seitefthger derart, daf? die Elche des Quadrats zusam-
men mit der des Rechtecks mit Seiteanda gleichb ist.

X X al2

Die linke Zeichnung zeigt dieses Quadrat undider das Rechteck;
auf der rechten Seite ist diedite des Rechtecks neben das Quadrat
gewandert, so daf} abgesehen von dem kleinen Quadrat rdwdms o
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nun ein Quadrat mit Seiteiger + 5 entstanden ist. Die ®fe des
kleinen Quadrats ist bekannt: Seine Se#@gle ist5. Wir suchen somit
eine Zahl:c derart, da3 das Quadrat mit Se@mj;ex + 5 die Flache
b+ " hat; das Problem ist also Zigkgefihrt auf das Z|ehen einer
Quadratwurzel
a a?
X = —E :l: b + Z .

Dieses Verfahren war zumindest gruatgich in allen filhen Hochkul-
turen bekannt; die ersten bekannten Hinweise darauf findkrpereits

vor Uiber vier Tausend Jahren bei den Babyloniern.

Wenn wir versuchen, i die Gleichungen:® + az? = b ahnlich zu
argumentieren, fissen wir ins Dreidimensionale gehen und auf den
Wirfel mit Kanteningex eine quadratische&sle mit Basisquadrat
der Seiterdngexr und Hohea stellen. Um sie so zu verteilen, daf3 wir
mdoglichst nahe an einen neueriiviel kommen, nissen wir jeweils ein
Drittel davon auf drei der Seitedithen des \lirfels platzieren:

Leider fehlt hier nun nicht nur ein WAffel der Kanterdnge3, sondern
auch noch drei quadratisché8en der hex auf Grundfachen mit
Seiteniinge 3. Wir kdnnen das Volumen des Gikfels mit Seiterdnge
x + § also nicht einfach durch die bekanntendGena, b ausdiicken,
sondern haben auch noch einen Term mit der Unbekannten



11 Computeralgebra ws 2011

Trotzdem ist diese Ideditzlich, sogartir Gleichungenbheren Grades.
Die allgemeine Gleichung-ten Grades hat die Form

n—1 +

n -_—
a,r +a, 1T ctartay=0,

wobei wir natirlich voraussetzen, dafy, nicht verschwindet. Falls wir
uber einem Krper wieR oderC arbeiten, knnen wir durcha,, divi-
dieren und erhalten die neue Gleichung

n n—1 _
T tc,_x TH-Ftcoxtcepg=0

mit hochstem Koeffizienten eins.

Geometrisch betrachtet wollen wir einerdimensionalen Hyperirfel
bekommen, dessen Seiténber+ -~ sein sollte; rechnerisch bedeutet
dies, daR wir die neue Variable= x + <.~ betrachten undberall in
der Gleichung: durchy — <=1 ersetzen:

n n n—2
xr tc,_1x +c,_ox t-.--+tcrte

c n c n—2 c
Z(y— n_l) +Cn—1(y— n_l) +"'+C1(3J—n—_l)+co
n

n n
= (yn - cn—lyn_l + nci—wn_z +-- )
_ -1 _
reo . (yn 1 (n )cn—lyn 2+...>
n
_ —2) _
+e s (y 2_ =By 3*"')
n
4 ...
2
2 (n—1)c;, 4
:yn+<ncn—l_ n - T2 | Ynat .

Wir kommen also auf ein Polynomten Grades iny, das keinen Term
mit 3"~ hat.

Im Fallen = 2 hat dieses Polynom die F0|gﬁ1+p, wir kdnnen also seine
Nullstellen einfach durch Wurzelziehen ermitteliirkz > 2 haben wir
immerhin einen Term weniger als in der allgemeinen Gleichuxten
Grades und iiassen sehen, ob uns das bei désling helfen kann.
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§2: Polynome in Computeralgebrasystemen

Die Elimination des zweitbichsten Termsl3t sich éir Gleichungen nicht
allzu hohen Grades problemlos explizit durighfen, ist aber eine eher
unangenehme und ziemlich langweilige Rechnung. Geraderi@om-
puteralgebra sollte man so etwas besser einem Comiiogelassen.

Computeralgebrasysteme sind Programme, die gémaolche Zwecke
entwickelt wurden — auch wenn ihredRigkeiten heute meist weit
dariiber hinausgehen. Hier soll beispielhaft das Computelbadgystem
Maple betrachtet werden; in anderen Systemen werden dénBefwar

im allgemeinen etwas anders ausseheniigézh der grundatzlichen
Fahigkeiten gibt es aber keine nennenswerten Unterschiidehier
abgedruckten Ein- und Ausgabezeilen sind im Stil gdassischen*
Maple worksheetsgehalten; die neueren \ersionen benutzen stan-
dardn@fig eine Form mit zweidimensionaler Eingabe, fur die adeh-P
tasten benutzt werdenirasen, was sich im Druck nur schwer darstellen
laRt.

In Maple werden mathematische Auidke, die nur Grundrechenarten
enthalten, in deiiblichen mathematischen Notation eingegeben, aller-
dings sollte das Multiplikationszeichennie weggelassen werden. (In
den neuernworksheet&ann es fehlen, wenn der entstehende Ausdruck
nicht als Variablenname oder Funktionsaufrufinterpretierden kann.

So wird beispielsweised?als 2. a erkannt und: b — b a als Null; ohne
Zwischendume ist abetb—ba die Differenz der beiden (verschiedenen)
Variablenab undba. Auch (@ +b)(a — b) fhrt nicht aufa® — b?, sondern
aufa(a—b)+b(a—b), wobeia(a+b) undb(a — b) keine Multiplikationen,
sondern Anwendungen der Funktioneandb auf das Argument + b
sind. Wer nicht auf solche Feinheiten achtebamte, sollte besser stets
das Multiplikationszeichen mit eingeben)idie Exponentiation wird
das Zeicherr verwendet, fir Zuweisungen =. Als Variablen kbnnen
(unter anderem) alle mit einem Buchstaben beginnenderefradgs
Buchstaben und Ziffern verwendet werden; abgeschlossereivi Be-
fehl im allgemeinen mit einem Strichpunkt. In den newesrksheets
fuhrt~ dazu, daf? dieachsten Zeichen im Exponenten geschrieben wer-
den; zum Verlassen des Exponenten dient die Pfeiltaste reattts.
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Entsprechendes giltif /, was in den Nennetihrt.
Die Definition eines Polynoms vom Grad drei kann somit in dmmnfr
>P :=x"3 + a*x”2 + b*x + c;

eingegeben werden. Maple quittiert diesen Befehl mit desgabe
P=a

Wie wir bald sehen werden, ist das nicht immeingchenswert; Zwi-

schenergebnisseéknen in der Computeralgebra oft sehr umfangreich

sein und mehrere Bildschirmseiten in Anspruch nehmens Bagl Aus-

gabe des Ergebnisses nicht @ngcht ist, mul’ der Befehl einfach mit
einem Doppelpunkt anstelle eines Semikolons abgescimogsaien.

2
+az”+br+c

Um den quadratischen Term van zu eliminieren, nissen wir das
Polynom in der neuen Variablg = z + § schreiben; dies leistet der
Substitutionsbefehl

>Q :=subs(x =y - a/3, P);
0= (1 ralo- 3 oo 2)

Einige altere Computeralgebrasysteme wie beispielsw&EBOUCE

hatten gleich ausmultipliziert; die meisten heute gefohlichen Sys-
teme verzichten darauf, sofern es nicht explizit verlarigdviDer Befehl

zum Ausmultiplizieren heif¥xpand:

> expand(Q); 5 yaz 243 ba

— ? + E +by — E +c
Das Ergebnis sieht ziemlich nach Kraut undid@n aus, allerdings war
das auch nicht anders zu erwarten: Zwar betrackiten als die Variable
dieses Polynoms und b, ¢ als Parameter, abdiifMaple sinda, b, ¢, «

undy gleichberechtigte Variablen.

Wenn wir einen Ausdrucl als Polynom iny dargestellt sehen wollen,
missen wir den Befehtollect(f, y) eingeben; zum Sortieren
der Terme vonf nach Potenzen vop dient sort (£, y). Fur ein
Ubersichtliches Ergebnis sollten wir hier gleich beidew@mden. Da
wir dem letzten Ergebnis keinen Namen gegeben habéssem wir
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auch noch eine neue Variable kennen lerrigtezeichnet in Maple
stets das Ergebnis der letzten Ausgabe; daneben gibt eg#idéahdie
vorletzte und,%% fur die drittletzte.

Damit ist klar, wie es weitergeht:
> R := sort(collect(%, y), y);

Ro= 3, 7a2+b +2a3+ 7ba
=Y 3 YT T3

Somit haben wir ein Polynom der Forgﬁ + py + ¢ gefunden; mit dem
Befehl coeff (£, y™n) odercoeff(f, y, n) kdnnen wirp undgq
noch isolieren, wobeiifr ¢ natirlich nur die zweite Form in Frage
kommt. Alternativ &f3t sichg auch isolieren, indem wiy einfach auf
Null setzen:

> p := coeff(R, y); q := subs(y=0, R);

Wir kdnnen das Ergebnisif ¢ auch noch etwas sortierter darstellen:
> sort(q, [a, b, cl);
24 ab

27 3

83: Kubische Gleichungen

Unser rachstes Ziel ist es, die Gleichung

3
y +tpy+tq=0
explizit zu bsen. Auch wenn die Griechen geometrische Konstruktio-
nen (jenseits von Zirkel und Lineal) kannten, mit denen sisun-

gen kubischer Gleichungen konstruieren konnten, sollteoeh bis ins
16. Jahrhundert dauern, bevor eine explizitesiingsformel gefunden



15 Computeralgebra ws 2011

war — ein Zeichen daf, dal der bsungsansatz nicht gerade offen-
sichtlich ist.

Der Trick, der schlie3lich zum Erfolgihrte, ist folgender: Wir schreiben
die Variabley als Summe zweier neuer Variablerundv und machen
dadurch das Problem auf den ersten Blick nur schwierigedefarseits

ist diese Summendarstellung tdich alles andere als eindeutig; wir
konnen daher hoffen, dal3 es auch dann naidubhgen gibt, wenn wir
anu undwv zusatzliche Forderungen stellen und dadurch das Problem
vielleicht vereinfachen.

Einsetzen vorny = u + v fuhrt auf die Bedingung
(u+v)3+p(u+v)+q=u3+3u2U+3uv2+U3+p(u+v)+q:0.
Dies kbnnen wir auch anders zusammenfassen als
(u3 +0° + q)+ Buv+p)u+tv)=0,

und natirlich verschwindet diese Summe insbesondere dann, wenn be
de Summanden einzeln verschwinden. Falls es uns also getingi
Zahlenu, v zu finden mit

W= —q und 3uv=-p,
haben wir eine bsung gefunden.

Zwei solche Zahlem, v erfullen erst recht die schiichere Bedingung

3
p

~55
wir kennen also die Summe und das Produkt ihrer dritten Reten
Damit kennen wir aber aucit undv®:

3, 3 3 3
u +v =—q und u v =

Haben zwei Zahlen, k das Produkt und die Summe, so sind. und
k die beiden Nullstellen der Gleichung

(Z_h)(z_k)zzz_(h+k)Z+hk:zz—sz+r:O;

falls wir » unds kennen, erhalten wit undk also einfach als bsungen
einer quadratischen Gleichung:

2
h:%+\/%—r und k=2 /2 o

4

NI ®»
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oder umgekehrt.

In unserem Fall ist daher

[ 2 3
Bty a9, (ﬂ) +(72)
2 2

und v = —% - (%)Z + (2)3,

wobei es auf die Reihenfolge riglich nicht ankommt.

Somit kennen wir:® und v®. Fur w und v selbst gibt es dann jeweils
drei Moglichkeiten, Allerdings tihren nicht alle neun Kombinationen
dieser Miglichkeiten zu Ibsungen, denniif eine Losung mul} ja die
Bedingung 3v = —p erfullt sein, nicht nur® - v° = —2—17p3

Dies Rt sich am besten dadurch gdwleisten, dal® willir v irgendeine
der drei Kubikwurzeln von® nehmen und dann= —p/3u setzen. Die

drei Losungen der kubischen GIeichuyl?g+ py +¢q = 0sind also

gy e )

wobei furw nacheinander jede der drei Kubikwurzeln eingesetzt werden
muf3. (Es spielt keine Rolle, welche der beiden Quadratviunag
nehmen, denn ersetzen wir die eine durch die andere, vehwsvir
dadurch einfach undwv.)

Da selbst von den drei Kubikwurzeln einer reellen Zahl naeekeell

ist, missen wir zur Bestimmung aller drebsungen einer kubischen
Gleichungimmer auch mit komplexen Zahlen rechnen, selbst wenn
sowohl Koeffizienten als auchdsungen allesamt reell sind.

Betrachten wir dazu als einfaches Beispiel die Gleichung
(-1 —2)@—3)=2°—62"+1lx — 6;
sie hat nach Konstruktion die dredkungen 12 und 3.

Falls wir das nicht wif3ten, vilrden wir als erstes durch die Substitution
y = x — 2 den quadratischen Term eliminieren. Einsetzenwery + 2
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Die erste bsung einer kubischen Gleichung geht wohl Wenden wir trotzdem unseredsungsformel an: Bei dieser Gleichung
aus LIPIONE DEL FERRO (1465-1526) ztiick, der von .

1496 bis zu seinem Tod an der UniveasiBologna istp = —1undg =0, also

lehrte. 1515 fand er eine Methode, um die Nullstellen

von z2 + pz = ¢ fir positive Werte vonp und g zu 3 -1 /-1 _ /-1

bestimmen (Negative Zahlen waren damals in Europa U= E - ﬁ - ?

noch nicht im Gebrauch). Er v@&ffentlichte diese je-

doch nie, so daR idcOLOFONTANA (1499-1557, oberes fUr die rein imagire Kubikwurzel. Das zugéhigev muf3 die Glei-
Bild), genannt RRTAGLIA (der Stotterer), dieselbe Me- chunguv = 3 erfiillen, also isty = —u und wir erhalten als erstedisung

thode 1535 noch einmal entdeckte und gleichzeitig auch —u+v=0
noch eine Modifikation, um einen leicht verschiedenen Y )

Typ kubischer Gleichungen z@den. RRTAGLIA war Die beiden anderen Kubikwurzeln erhalten wir, indem wir cbelle

mathematischer Autodidakt, war aber schnell als Fach- Kubikwurzel mit einer der beiden komplexen dritten Einbeitrzeln
mann anerkannt und konnte seinen Lebensunterhalt als L. .
multiplizieren, d.h. also mit

Mathematiklehrer in Verona und Venedig verdienen.

Die Losung allgemeiner kubischer Gleichungen geht _ 1 \/§z — 1 \/§Z
auf den Mathematiker, Arzt und NaturforschelRG- p= 2 + N und p=—5 - ——
LAMO CARDANO (1501-1576, mittleres Bild) zuck, .

dem TARTAGLIA nach langem Cngen und unter dem Im ersten Fall ist

Siegel der Verschwiegenheit seine Methode mitgeteilt 1 \/§

hatte. LoDOVICO FERRARI (1522—-1565) kam 14ahrig U=\ —=p= —i|—=+— | =—
als Diener zu @GRDANO; als dieser merkte, daERRARI 3 3 ( )
schreiben konnte, machte er ihn zu seinem Sakret

1540 fand ERRARI die Losungsmethodédif biquadra- und

tische Gleichungen; 1545 \ifentlichte G\RDANO in 1 -2 _ —-2(3- V/31) 1 . V3

seinem BuchArs magnadie Losungsmethodenif ku- = @ = 3+ \/§z - 32 + (\/g)z ) 6

v =
bische und biquadratische Gleichungen. ) o
wir erhalten somit die bisungy = v +v = —1.

i;

liefert Die dritte Kubikwurzel
(y+2 -6y +2) +11(+2) -6 V3. (1 Vai\_1 Va3
=yt 6y 12y +8—6y° — 24y — 24+ 1Y +22—6=4° —y, YTV It <_§ N T) "2 6"
wir missen also zuichst die Gleichung® — y = 0 losen. Hierzu schlieB3lich fihrt auf
brauchen wir selbstveidlich keine Bsungstheorie kubischer Glei- 1 2 23+V3i) 1 /3.
chungen: Ausklammern vanund die dritte binomische Formel zeigen v= 3 = 3_ V3 = 2+ (V3y = 2 + B "

sofort, dalR

und liefert so die Bsungy = v + v = 1.
v -y =y’ - 1) =yly+ 1)y — 1) W=t

genau an den Stellep= —1,0, 1 verschwindet, und da = y + 2 ist,
hat die Ausgangsgleichung di&sungen: = 1,2, 3. ©—T7x+6=0.

Etwas komplizierter wird es bei der Gleichung
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Da sie keinen:®>-Term hat, knnen wir gleichp = —7 undq = 6 in die
Formel einsetzen und erhalten

_ 73
P I

10
3\/—3+§\/§i.

Was nun? Wenn wir einen Ansatz der Fours r +is machen, kommen
wir auf ein System von zwei kubischen Gleichungen in zwei &nb
kannten, also ein schwierigeres Problem als unsere Ausglaichung.

Wir kdnnen auch Maple nach dem Wert dieser Kubikwurzel fragen:

Die imagirare Einheit wird dort als grof3es eingegeben und Wurzeln
(abgesehen von der auch algrt darstellbaren Quadratwurzel) durch
Potenzen mit gebrochenem Exponenten; wir tippen also

> (-3 + 10/9%sqrt (3)*I)~(1/3);

(3
(3 + %)I\@)

und erhalten unsere Eingabe unausgerechnéckuMit dem Befehl
evalc kdnnen wir Maple veranlassen, das Ergebnis — fatiginch — in
der Forma + bi darzustellen:

> evalc(%);

1_ (1) q(2) 5 (}) } 10v3 T
91 7837933721 cos| — 31arcta —127 + 3
2:9(3)9(3) 51 (8 [ = r( ”
+97,7 9%3/21 <S|n< 3arcta >7 > + 3)

Dieses Ergebnisist offensichtlich noch nichtin der bégglichen Weise
dargestellt; mit dem Kommandeimplify kdnnen wir Maple dazu
Uiberreden, sich etwas mehiiille zu geben:

> u := simplify(%);

1 1 10/3\ =
u = §\/7\/§<cos<—§ arctan< ) + §)

27

. 1 10v/3 T\ .
+ SIn <—§ arctan( 57 ) + §) 2)
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Maple arbeitet hier also mit der Polarkoordinatendanstgjkomplexer
Zahlen: Jede komplexe Zahlaf3t sich darstellen in der Form
z = |z| (cosp +isiny) ,
und
{/z=3/]z|(cos +ising) .
Leider gibt es keine einfache Formel, die Sinus und Kosioasivdurch
cosy und siny ausdiickt. Aus den Additionstheoremeihknen wir uns

natirlich leicht Formeln fir cos 3v und sin 3v verschaffen; wenn wir
das nicht selbst ausrechnen wollen, tut es Maipteufis:

> expand(cos(3*alpha)) ;
4 cos@)3 — 3cosg)

Um z = cos£ zu berechnen, iissen wir also die kubische Gleichun
3

42° — 3z = cosyp l6sen, was uns wiederum auf die Berechnung einer
Kubikwurzel fuhrtusw.

Trotzdem ist die obige Darstellung debsung nicht vllig nutzlos:
Sie gibt uns immerhin Formelrif den Real- und den Imagirteil
der Losung, und diese Formelidknen wir numerisch auswerten. Der
Maple-Befehl daffir heildtevalf, wobei dasf fiur floating pointsteht,
d.h. also @ir Gleitkommaarithmetik.

> evalf (u);
1.000000001 + 154700539

Wie jedes numerische Ergebnis stimmt diese Zahlniah nur rahe-
rungsweise, und zumindest in diesem Fall ist die Hypotlded& es sich
beim Realteil um eine durch Rundungsfehler atsthte Eins handeln
kann, eindJberlegung wert. Falls dem so sein sollte, ist

Ccos —:—Larctan E)\/é +ﬁ _i_ §
3 27 3) VaJ7 VT’

und daraus folgt danitber die Beziehung sfx + cog o = 1, da

. 1 10 T 3 4 227
_ _ +_ ) = — _ = =4+
sm( 3arctan<27\/§> 3) +4/1 - i\/; + 5
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und

1 27 2\/3
u:1j:§\/§\/?-7\/_i:1j:T\/—z’

ist. Bislang war alles noch Spekulation; nun kommt die Probe

3
<1i Z\fz> :112\/§i—4¢g\/§i:—3i %)\/éi,

alsoisty =1+ %52 Das zugebrigew ist

7 7 _7(3-2/39) -1 2V3.
T 3u 3+2/3i F#+2.3 3

Damit ist die erste isungx = u + v = 2 gefunden. Die beiden an-

deren sind nun (etwas langwierige) Routingaken also beruhigt Maple

Uberlassen werden. Wir verwenden dabei den Bedehlc, der eine

komplexe Zahl — sofern dglich — auf die Formu + b bringt und den

Befehlconjugate, der die konjugiert komplexe Zahl berechnet:

> rho := -1/2 + sqrt(3)/2*I; u := 1 + 2/3*sqrt(3)*I;
1 1
p=tiliz
2 22
u = 1+§I\/§

> evalc(uxrho + 7/(3%u*xrho));
-3

> evalc(uxconjugate(rho) + 7/(3*u*conjugate(rho)));
1

Obwohl die drei lbsungen 12 und —3 unserer Gleichung allesamt
ganzzabhlig sind, konnten wir dies also durch blof3es Eiesdtrunsere
Formel nicht erkennen und konnten insbesondere die Kubit@bmur
durch Erraten und Nachigfen in einer einfachen Form darstellen.

Wenn wir eine reelle Kubikwurzel finderdknen, ist die Situation auch
nicht unbedingt viel besser. Betrachten wir etwa die Glench

22— 322 +9r+13=0.
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Hier setzen witx = y + 1 und erhalten die neue Gleichung
(y+1) -3+ 1) +9(y+1) +13
=® 43 +3y+1- 3@ +2y+1)+9y+9+13
= y3 + 6’y +20=0
mit p = 6 undg = 20. Damitistf = 2 und$ = 10, also

u= 3\/—10 +v/100+8 = 3\/—10+\/1_08 = 3\/—10+6\/§

Da 108 gbRRer ist aIs{—lO)2 =100, gibt es eine positive reelle Wurzel;
wir rechnen zuachst mit dieser und erhalten als erstestung

p 3 2
p=u—2L=3%_10+6/3- ——
! 3u V/~10+ 6.3

Damit haben wir im Prinzip einedsung gefunden, die auch Maple nicht
weiter vereinfachen kann:

>u := (-10 + 6%sqrt(3))~(1/3); simplify(u - 2/u);

u:= (-10+6/3)
(—10+6/3)(3) —2
(=10 +6y/3)(3)

Wenn wir das allerdings numerisch auswerte@ndgt sich wieder die
Hypothese auf, daR hier tatshlich etwas sehr viel einfacheres steht:

> evalf (%) ;
—1.999999986

Einsetzen vory = —2 in unsere kubische Gleichung zeigt in der Tat,
dafi
(—2)°+6-(-2)+20=-8-12+20=0

ist. Aber warum ist

V-10+6/3- 2 = 2
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und wie, vor allem, kann man das der linken Seite ansehen?

Wie die Erfahrung der Computeralgebra zeigt, kann es exdodmwierig
sein, auch nur zu entscheiden, ob zwei Wurzeldiddr gleich sind;
direkte allgemeine Verfahren dazu gibt es nicht. Unserengbgibt uns
daher zwar immer drei Wurzelausitke, die losungen der gegebenen
Gleichung sind, aber dieséknen fir Zahlen stehen, die sich auch sehr
viel einfacher ausdrcken lassen.

Im vorliegenden Fall, wo die numerische Berechnung einendéung

nahelegt, bnnen wir wieder versuchen, diese zu beweisen: Aus der

vermuteten Gleichung
u—g = -2 folgt W —2=-2u.

u
Quadratische Eénzung mau:htdarau&-(l)2 = 3,alsoisty = —14++/3.
Die dritte Potenz davon ist

(—1+v3)°=-14+3/3-3.3+3/3=-10+6V3,
also ist tatéchlichu = —1 ++/3 und
2 1+vE 2(-1—+/3)

y1:—1+\/§—7_1+\/§: C1+v3)1_v3)

+
:—1+\/§+2 22\/52_2_

Nachdem wiru in einfacher Form ausgeiatkt haben, lassen sich nun
auch die anderen beider@sungen berechnen:

up:(_1+\/§)_—1+2\/§i:(1—\/§);(3—\/§)i
und
up= (—14/3)- —1—2\/§i _ (1—\/5)—2(3—\/5)1'
Damit ist
2 _HA-V3)-B-V3)i) _4(1-V3)-B-V3))
up  (1— 3P+ (3- V3P 16— 8v/3

(1-Vv3)— (3-v3)i)(2+v3) _ —(1+V3)— (3+3)i
22— V3)(2+V3) B 2 !

Kap. 1: Nullstellen von Polynomgleichungen 24

also

2 _(@-V3+E- V3, A+VD+ @+
Yo =up—— = *

=1+3.
up 2 2

_ 2
Entsprechend folgj; = up — —=1— 3i.
up

Die Mathematiker desiihfzehnten und sechzehnten Jahrhunderts, auf
die die Losungsformeliir kubische Gleichungen zickgeht, hatten
natirlich weder Computer noch Taschenrechner; auch kanrdemesi-

er Dezimalbiiche noch komplexe Zahlen. Trotzdem konnten sie er-
staunlich gut mit der bsungsformel umgehen. §3.2 des Buchs

TEO MORA: Solving Polynomial Equation Systems I: The Kronecker-
Duval PhilosophyCambridge University Pres2003

sind zwei Beispieleifr ihre Vorgehensweise zu finden:

Bei der Gleichung:3 + 3z — 14 = 0istp = 3 undg = —14, also
u:\3/7+\/72+1 :\3/7+5\/§.

Der numerische Bherungswert 214213562ifir diese (reelle) Wurzel
hilft uns nicht weiter. Wenn wir aber auf gut @lk versuchen, eine
Waurzel zu finden, die sich auch in der Foam b/2 mit ganzen Zahlen
a undb schreibendfdt, Dann ist

(a+bV2)° =’ +3d°bV2 + Bab® + 26°V2 = 7+5/2,

also
 +6ab°=7 und 3b+2°=5.

Damit haben wir, wie schon oben dihnt, ein System vomwei ku-
bischen Gleichungen anstelle von einer, jetzt allerdingisn wir nur
nach ganzzahligendsungen. Aus der ersten Gleichunignken wira
ausklammern und erhalteia® + 6b%) = 7. Somit muf% ein Teiler von
sieben sein, d.lu = +1 odera = 7. Die negativen Zahlen scheiden
aus, da die Klammer nicht negativ werden kann, und auel? ist nicht
mdglich, denn dann @re die linke Seite mindestens gleic‘% Wenn es
eine ganzzahlige dsung gibt, muf? daher = 1 sein; durch Einsetzen
folgt, dal? dann mib = +1 die erste Gleichung in der Tat &l ist. Die
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zweite Gleichung(3a® + 2b%) = 5 zeigt, daR auch positiv sein muf3
unda = b = 1 beide Gleichungen arfit. Somit ist

uw=\/7+5/2=1+2

fur die reelle unter den drei Kubikwurzeln. Da wir eine Gleing mit
reellen Koeffizienten haben, muf? auch das zoggk v reell sein und
kann genauso wie bestimmt werden:

v=\3/7—5\/§:1—\/§ und z=u+v=2.

Damit war die Gleichungifr die Zwecke des sechzehnten Jahrhunderts
geldst, denn da es noch keine komplexen Zahlen gab, suchte @ich n
mand nach komplexendsungen.

Wir interessieren und (zumindest gelegentlich) auth Komplexe
Zahlen; die beiden noch fehlendeiidungen knnen wir nun entweder
berechnen algp + vpz undup2 +vp, oder aber wir dividieren die Glei-
chung durch: — 2 und erhalten das quadratische Polyndiw 2z + 7
mit den Nullstellen—1 4+ /6.

Bei Gleichungen mit drei reellen Nullstelleiitrt die Losungsformel,
wie wir oben gesehen habeémmeriibers Komplexe, aber auch damit
wurden Q\RDANO und seine Zeitgenossen fertig WA betrachtet als
Beispiel daiir die Gleichungz:3 — 21z — 20 = 0. Hier ist

u:\3/10+\/102—73:\3/1o+\/%:\3/10—9\/—_3.

v/—3 war fur CARDANO im Gegensatz zu/2 keine Zahl; trotzdem
rechnete er damit als mit einem abstrakten Symbol&®iher Regel

V=3-y/3=-3,

Wenn wir wieder auf unser @Gtk vertrauen und einen Ansatz der Form
u = a + by/—3 machen, kommen wir auf das Gleichungssystem

a>—9b’°=10 und 3%H—30°=9.

Ausklammern voru bzw.b und Kiirzen der zweiten Gleichung durch
drei fuhrt auf

a(a®— 9% =10 und b(a® —b?) =3.
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Wenn es ganzzahliggdsungen gibt, mu wegen der zweiten Gleichung
b= =+1 oderb = +£3 sein.b = +1 fihrt aufa® — 1 = +3, alsob = 1 und

a = £2; fur b = £3 laft sich kein ganzzahligesfinden. Einsetzen in
die erste Gleichung zeigt, daf3= —2,b = 1 das Systemiist, also ist
—2+y/—3 eine der drei Wurzeln. Die anderedrinten wir finden, indem
wir das Problem durch Abdividieren auf eine quadratischeicBling
reduzieren; alternativ — und das war wohl die Methode deddhthun-
derts — bnnen wir die Einsctimkung aufheben, dad und b ganze
Zahlen sein missen und auch Bche mit kleinen Nennern zulassen.

Der kleinstnigliche Nenner ist zwei; der Ansatz
a b 3
<§ + §\/—3> =10+9/-3

fuhrt auf die Gleichungem(a® — 9%) = 80 undb(a® — b°) = 24,
wobei mindestens eine der Zahleund b ungerade sein muf3, da wir
ansonsten nichts neues bekommen. Da rechts jeweils gestdenZ
stehen, sieht man leicht, daf3 dann beide Zahlen ungeradmgssen;
damit bleiben alsalfr a nur die Maglichkeiteru = +1 oder+5 und firb
entsprechentl= +1 oder+3. Einsetzen zeigt, dal wir mit=5,b6=1
unda = —1,b = —3 Losungen bekommen. Die drei Kubikwurzeln von
—10 + 9¢/—3 sind somit
5 1 1 3

—2++/-3, §+§\/—_3 und _E_E\/__s'
Zu jedem dieser drei figlichen Werte vorny missen wir jene Zahd
finden, Ur die uv = %1 = 7 ist; in allen drei Rllen erfalt man den
Summanden = 7/u dadurch, da man einfach das Vorzeichen des
Koeffizienten vony/—3 andert. Die drei mit so groRem Aufwand er-
mittelten Losungen der kubischen Gleichung sind also einfach die drei
ganzen Zahlen

(—2+V=3)+(-2—V-3) =4,
<g+%\/—_3>+<g—:—2l\/—_3> = 5 und

(339 (339
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Wie die Beispiele in diesem Paragraphen zeigen, haben wir éveak-
ten Losen kubischer Gleichungen nach der hier betrachtetendtorfin
mit komplizierten Ausdicken zu tun, von denen sich nachher (nach teil-
weise recht trickreichen Aidszen) herausstellt, dal sie sich &atslich
sehrviel einfacher darstellen lassen. Dies ist ein allgeesd’roblem der
der Computeralgebra, zu dem es leider keine allgemetrseihg gibt:
Wie D. RCHARDSON 1968 gezeigt hat, kann es keinen Algorithmus
geben, der von zwei beliebigen reellen Austken entscheidet, ob sie
gleich sind oder nicht. Dabei reicht es schon, wenn wir nusdhiicke
betrachten, die aus ganzen Zahlen, den GrundrechenaeeBjris-
und der Betragsfunktion sowie der Zahlaufgebaut werdendnnen.
Wir werden allerdings auch sehen, daf3 wir fvichtige Teilmengen
von R solche Algorithmen haben.

Dies gilt insbesondere im Falle aller in diesem Paragrajpluégetrete-
nen Ausdiicke; wir werden im Laufe der Vorlesung noch mehrere Strate-
gien kennenlernen, wie wir zumindest bei den hier betraeht®eispie-

len die Losungen erheblich einfacher und schneller gefund¢teh als
Uber die allgemeine dsungsformel.

84: Biquadratische Gleichungen

Vorher wollen wir aber noch Gleichungen vom Grad vier béttan.
Auch sie lassen sich aden: Hier eliminiert man den kubischen Term
von

x4+ax3+bx2+cx+d:0

durch die Substitutiop = z + ¢; dies fihrt auf eine Gleichung der Form
y +py’Haqy+r=0.

Zu deren losung benutzen wir einen anderen Trick als im kubischen
Fall: Wir versuchen, die Quadrate der Nullstellen durcteajaeignete
Verschiebung zu &sungen einer quadratischen Gleichung zu machen,
die wir dann mit der bekannterblsungsformel aufisen knnen.

Wir nehmen also an, wirdtten eine bsungz dieser Gleichung und
betrachten dazuif eine zu@dchst noch beliebige Zahldie Zahlz?+u.
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Daz*+ p22 + ¢z + r verschwindet, ist? = —pzz —qz —r, also
(z2 + u)2 =+ 2ut uf = (2u —p)z2 —qz +u’ 7.
Falls rechts das Quadrat eines linearen Polynemist steht, ist
(z2 + u)2 = (sz+ t)2 = 2 +u= +(sz +1),
wir missen also nur die beiden quadratischen Gleichungen
zzq:(sz+t)+u20
I6sen, um die bsungen der biquadratischen Gleichung zu finden.
Natirlich ist die rechte Seite (2— p)z2 —qz+u®—rim allgemeinen
kein Quadrat eines linearen Polynomgjmwir konnen aber hoffen, daf3

es zumindestifr gewisse spezielle Werte der bislang noch witlichen
Konstantey eines ist.

Ein quadratisches Polynomz2 + Bz + ~ ist genau dann Quadrat ei-
nes linearen, wenn die beiden Nullstellen der quadratis@ieichung
oz’ + [z +~ = 0 Ubereinstimmen. Diese Nullstelledknen wir einfach
berechnen:

2 B 7 B, | B v
+2+421=0 == 4= -1
i az « — 2c 40?2 o

Die Ausgangsgleichungist genau dann das Quadrat ein@sdim@oly-
noms, wenn beide&sungerubereinstimmen, wenn also der Ausdruck
unter der Wurzel verschwindet. Bringen wir diesen auf denptaen-
ner, kommen wir auf die Bedingurﬁf — 4ary = 0. In unserem Fall ist
a=(2u—p),=—qundy = u® — r; wir erhalten also die Bedingung

q2 —4(2u — p)(y2 —r)= —8u+ 4pu2 + 8ru + q2 —4pr=0.

Dies ist eine kubische Gleichungrfu, die wir mit der Methode aus
dem vorigen Abschnitidsen lnnen. Istu, eine der lbsungen, so steht
in der Gleichung

(zz+uo)2 = (2uq —p)22 —qz +u(2) —r.

rechts das Quadrat eines linearen Polynoms,ilas wir — da wir
alle Koeffizienten kennen — problemlos hinschreibénren. Diesifihrt
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dann nach Wurzelziehen zu zwei quadratischen Gleichurigenderen
Wurzeln die Nullstellen der biquadratischen Gleichunglsin

Es ware nicht schwer, mit Hilfe der&sungsformeliir kubische Glei-
chungen, eine explizite Formdilif die vier Losungen hinzuschreiben;
sie ist allerdings erstens deutlidniger und zweitendif die praktische
Berechnung reeller Nullstellen mindestens genauso pruddisch wie
die fur kubische Gleichungen.

85: Gleichungen hoheren Grades

Nach der (mehr oder weniger) erfolgreichen Aisiling der kubischen
und biquadratischen Gleichungen in der erstéiftd des sechzehnten
Jahrhunderts besaftigten sich nairlich viele Mathematiker mit dem
nachsten Fall, der Gleichungriiften Grades. Hier gab es jedadber 250
Jahre lang keinerlei Fortschritt, bis zu Beginn des neunteghJahrhun-
derts ABEL glaubte, eine bsung gefunden zu haben. Er entdeckte dann
aber recht schnell seinen Fehler und bewies stattdesseh d8R es
unnbglichist, die Losungen einer allgemeinen Gleichufkigften (oder
hoheren) Grades durch Grundrechenarten und Wurzeln atiszeir.

Die Grundidee seines Beweises liegtin der Betrachtung yom&etrien
innerhalb der Bsungsmenge: Man betrachtet die Menge aller Permuta-
tionen der Nullstellenmenge, die durch Abbildunge© — C erreicht
werden lbnnen, wobeip sowohl mit der Addition als auch der Multip-
likation vertraglich sein mul3. AeL zeigt, dal’ diese Permutationém f
allgemeine Gleichungen vom Grad@¥er vier eine (in heutiger Termi-
nologie) nichtaufbsbareGruppe bilden und daf} es aus diesem Grund
keine Losungsformel geben kann, in der nur Grundrechenarten und
Wurzeln vorkommen. Der Beweis ist so umfangreich, daR3 esgmumen

mit den daifir notwendigen Definitionen unda&en) typischerweise den
grof3ten Teil der Vorlesunglgebra | einnimmt;iber Einzelheiten kann
daher hier nichts weiter gesagt werden. Interessentenfiihaien fast
jedem Algebralehrbuch im Kapitélber GLois-Theorie. Ein kurzes,
gut lesbares Buch, das sich ganz darauf konzentriertyist et

EMIL ARTIN: Galoissche Theorie, 1959 (Neuauflage 2004bsiitsch
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Der norwegische Mathematiker il$ HENRIK ABEL
(1802-1829) ist trotz seinenifnen Todes (an Tuberku-
lose) Initiator vieler Entwicklungen der Mathematik des
neunzehnten Jahrhunderts; Begriffe wie abelsche Grup-
pen, abelsche Integrale, abelsche Funktionen, abelsche
Varietaten, die auch in der heutigen Mathematik noch
allgegenvartig sind, verdeutlichen seinen Einflu3. Zu
seinem 200. Geburtstag stiftete die norwegische Regierung
einen ABEL-Preisestir Mathematik mit gleicher Ausstat-
tung und Vergabebedingungen wie die Nobelpreise; er-
ster Preistiger war 2003 EAN-PIERRE SERRE (*1926)

vom College de Francdif seine Arbeiteriiber algebra-
ische Geometrie, Topologie und Zahlentheorie.

Der ABELsche Satz besagt selbstvardlich nicht, daf? Gleichungen
hoheren als vierten Grademlosbarseien; er sagt nur, daf3 s all-
gemeinemicht mdglich ist, die Losungen durch Wurzelausdike in
den Koeffizienten darzustelleniiFeine allgemeine@sungsformel muf3
man also aufRer Wurzeln und Grundrechenarten noch weitakdiboen
zulassen. Beispielsweise fanden sowobRMITE als auch KRONECKER
1858 Losungsformelnifr Gleichungeniinften Grades mit sogenannten
elliptischen Modulfunktionen; 187@®éte dRDAN damit Gleichungen
beliebigen Grades.

86: Der Wurzelsatz von Viete

In einem Grof3teil dieser Vorlesung wird es um Methoden getven
man trotz des Fehlens brauchbarésungsformeln Aussagéiber die
Nullstellen von Polynomgleichungeiiheren Grades machen kann. Die
folgende Methodeifhrt nur in speziellen &len, dann aber mit sehr
geringem Aufwand zu Nullstellen:

Angenommen, wir haben ein Polynom
- 2
f@)=a2"+a, 2" " +a, @" "+ +ax" +aw+ag,

mit (nicht notwendigerweise verschiedenen) Nullstellgn. .., z,,.
Dann ist auchf(z) = (z — z1)(x — 2,) - - - (z — 2,,). Ausmultiplizieren
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und Koeffizientenvergleich liefert uns die Gleichungen

no1=—(z++2z,)

Qp_n = E 2%,

i<j

3= _E Zi%jZ

i<j<k

a

ag=(~1)"z 2,
Allgemein ista,, _,. bis aufs Vorzeichen gleich der Summe alle Produkte
ausr Wertenz, mit verschiedenem Index. Diese Summen bezeichnet
man als dieelementarsymmetrischen Funktionier,, ..., z,, und die
obigen Gleichungen als den Wurzelsatz vaaé.

FRANCOIS VIETE (1540-1603) studierte Jura an der
Universitt Poitiers, danach arbeitete er als Hauslehrer.
1573, ein Jahr nach dem Massaker an den Hugenotten,
berief ihn GHARLES IX (obwohl VIETE Hugenotte war)

in die Regierung der Bretagne; unteeski 11l wurde

er geheimer Staatsrat. 1584 wurde er auf Druck der
katholischen Liga vom Hofe verbannt und beditigte

sich funf Jahre lang nur mit Mathematik. UnteleNt

RI IV arbeitete er wieder am Hof und knackte u.a.
verschiisselte Botschaften an den spanischeimil
PHILIP 11. In seinem Buchin artem analyticam isagoge
rechnete er als erster systematisch mit symbolischen
Grofen.

Fir eine quadratische Gleichung + pz + ¢ = 0 besagt er einfach, dai
die Summe der &sungen gleich-p und das Produkt gleicist. Das
hatten wir bereits in bei derdsung kubischer Gleichungen ausgenutzt,
um zwei Zahlen mit vorgegebenen Wertém Summe und Produkt zu
berechnen.

Diese Summen, die sogenannten elementarsymmetrisché&tidhien,
sind fur r-Werte im mittleren Bereich recht umfangreich, die beiden
Faller = 0 undr = n — 1 kdnnen aber gelegentlich ganitalich sein,
um Losungen zu erraten:
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Falls wir aus irgendeinem Grund erwarten, daf3 alle Nulstejanz-
zahlig sind, folgt aus der Tatsache, daf? ihr Produkt gleieh){qy ist,
daB sie allesamt Teiler vag, sein missen. Au3erdem ist ihre Summe
gleich—a,,_;.

Bei der Gleichungf(x) = 2% — 72+ 6 = 0 etwa, die uns i3 so viele
Schwierigkeiten machte, ist das Produkt aller Nullsteliggich —6;
falls sie alle ganzzahlig sind, kommen also nut, +2, +3 und +6

in Frage. Aus diesen acht Zahlerugsen wir drei (nicht notwendiger-
weise verschiedene) auatlen mit Produkt-6 und Summe null. Das
geht offensichtlich nur mit 12 und—3; Einsetzen zeigt, dal3 dies auch
tatsachlich Nullstellen sind.

Man beachte, dal3 dieses Einsetzen unbedingt notwendiBeasder
Gleichungg(x) = 2 — 6z +6 = 0 Hatten wir genauso vorgehen
kénnen und v@ren auf dieselben drei Kandidaten gekommen, aber
g(1) = 1L g(2) = 2 undg(—3) = —3. Hier fuhrt aber die bBsungs-
formel aus$3 relativ schnell ans Ziel: Einsetzen der Paramgter—6
undgq = 6 in die Losungsformeliihrt zurachst auf

\/—— qZ —=3{-3+/9-8=Y=2=-32

fur die reelle Wurzel; die erstedsung ist also

b 3 2 3 3
—u— —=—V2——==—V2— V4.
1= o V2 7% V24

Fur die zweite und dritte isung nlissen wir mitup bzw.up anstelle
vonu arbeiten und erhalten

2 _
= V2p-———=-V2p- V4 und
p 3\/§p p p
23=—V2p— —=—=V2p- Vap,
was nach Einsetzen von= —1 + 1+/3i undp = —} — 1/3i auf die
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beiden komplexen@sungen

xz/gz—w<—%i§i> —~ W(—%¢£’i>
%/§+3%/Zi\/§(%/§— V4)
2 2

fuhrt. Natirlich erfullen auch diese Zahlen den Satz voig ¥, jedoch
nitzt uns dieser nichts, um sie zu erraten.

i

Auch die ebenfalls auf8 bekannte Gleichung(x) = 2*—21x—-20=0
laRkt sich nach \TE leicht [6sen: Hier ist das Produkt aller Null-
stellen gleich 20:falls sie alle ganzzahlig sind, kommen also nur
+1,4+2 +4, 45 +10 und +20 in Frage. Aus diesen M Zahlen
mussen wir drei (nicht notwendigerweise verschiedene) abkm mit
Produkt 20 und Summe null. Das geht offensichtlich nur it —4
und 5, und wieder zeigt Einsetzen, dal? dies auchdhteh Nullstellen
sind.

Betrachten wir als achstes Beispiel das Polynom
flx) = 2" +140° — 520% — 140+ 51

mit ay = 51 = 3-17. Da das Produkt aller Nullstellen diesen Wert
haben muf3, kommen — falidle Nullstellen ganzzahlig sind -&if diese

nur die Werte+1,+3, +£17 und+51 in Frage. Vidre eine der Null-
stellen+51, miRten alle anderen den Betrag eins haben und die Summe
konnte nicht gleich-14 sein. Daher mul eine Nullstelle Betrag drei und
eine Betrag 17 haben, die beiden anderen Betrag eins. Rrotiuind
Summe-—14 erzwingt dabei offensichtlich, daR sowohl +1 als audh
Nullstellen sind, auRerdem17 und +3. Einsetzen zeigt, dal alle vier
auch tatachlich Nullstellen sind.

Beim Polynom
fx) = 2% +272° — 318" — 5400:° — 10176:° + 27648 + 32768

schlieBlich ista, = 32768 = 2°; hier wissen wir also nur, daf3 — sofern
alle Nullstellen ganzzahlig sind — jede Nullstelle die Fair’ haben
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muf3, wobei die Summe aller Exponenten gleich 15 sein muf3 isnd d
Anzahl der negativen Vorzeichen gerade. Einsetzen zeift, d

-1, 2, -4, -8 16 -32

die Nullstellen sind.

Man beachte, daRR diese Vorgehensweise nur funktioniernveas
Polynom ldchsten Koeffizienten eins hat; andernfalls ist das Produkt
der Nullstellen gleich dem Quotienten aus konstantem Kaefften
und fuhrendem Koeffizienten mat(1)®"24



Kapitel 2
Der Euklidische Algorithmus

Angenommen, wir suchen die gemeinsamen Nullstellen zvridy-
nome in derselben Vanderlichenz. Dann ldnnen wir nditrlich ver-
suchen, zuachst die Nullstellen eines der beiden Polynome zu finden
und dann durch Einsetzen iiberpiifen, welche davon auch Null-
stellen des zweiten sind. Im Extremfall gibt es keinerleingegnsame
Nullstellen, und wir nissen trotzdem zéchst alle Nullstellen eines
Polynoms von ridglicherweise hohem Grad berechnen.

Die bessere Alternative besteht darin, sichahst zuiberlegen, dal3
es zu zwei Polynomeiiber einem Krper (und auch noch unter deutlich
schwacheren Voraussetzungen an die Koeffizienten) stets entiéten
gemeinsamen Teiler gibt, dessen Nullstellen genau die igsaraen
Nullstellen der beiden Polynome sind. Wenn sich dieséBtg gemein-
same Teiler effizient berechnedldt, nussen wir nur noch seine Null-
stellen bestimmen, was aus Graidigen meist erheblich einfacher sein
durfte.

Die Existenz des @f3ten gemeinsamen Teilers zweier Polynome be-
weist der EUKLIDische Algorithmus, der gleichzeitig auch zu dessen
Berechnung eingesetzt werden kann. Seine Anwendung atfayA
nom und dessen Ableitung wird uns auf die sogenannte quesieat
Zerlegung eines Polynomitiren und damit auf einen ersten Schritt zur
Zerlegung eines Polynoms in irreduzible Faktoren.

Wirwerden allerdings sehen, daf3 dexeiD ische Algorithmusin seiner
einfachsten Form zu sehr ilibersichtlichen und schwer handhabbaren
Zwischenergebnisseiliren kann. Durch geeignete Modifikationaft
sich seine Effizienz ganz deutlich steigern. Diese Modiitkegn ihren
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uns allerdings in andere Zahlbereiche; um hier nicht wiatles neu be-
weisen zu rissen, wollen wir uns daher nicht darauf beéacdken, den
EukLIDischen Algorithmusiir Polynome mit rationalen oder reellen
Koeffizienten zu betrachten, sondern gleich am Anfang eligebaai-
sche Struktur definieren, die alles bietet, wiaisden BJKLID ischen Al-
gorithmus beitigt wird, den EuKLIDischen Ring. Wenn wir dann ager
groflte gemeinsame Teiler anderer Objekte suchéssen wir uns nur
nochiiberlegen, ob wir uns in einemJELIDischen Ring befinden; falls
ja, konnen wir alle Konstruktionen undafe einfactiibernehmen.

81: Euklidische Ringe

Wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden, beruht dexLibische

Algorithmus wesentlich auf der Division mit Rest. EivtE IDischer

Ring soll daher definiert werden als eine algebraische &truk der Ad-

dition, Subtraktion, Multiplikation und Division mit Resturchgeiihrt

werden kbnnen und dengewohnten* Regeln gégen. Konkret heifdt
das folgendes:

Definition: a) Ein Ring ist eine Meng& zusammen mit zwei Rechen-

operationen+‘ und,-“ von R x R nachR, so daf gilt:

1.) R bildet beziglich ,+* eine abelsche Gruppe, d.liirfdie Addition
gilt das Kommutativgesetg+ g = g + f sowie das Assoziativgesetz
(f+g)+h=f+(g+h)furallef g, h € R, es gibt ein Element
Oc R,sodalB 0+ = f+0=ffurallef € R,und zujedeny € R
gibt es ein Element-f € R, so dal3f + (—f) = O ist.

2.) Die Verknipfung,“: R x R — R erfullt das Assoziativgesetz
f(gh) = (fg)h,und es gibt ein Element4& R,sodaR ¥ = f1 = f.

3.) .+ und, " erfillen die Distributivgesetzg(g + h) = fg + fh und
(f+9)h=fh+gh.

b) Ein Ring heikommutativfalls zusatzlich noch das Kommutativge-
setzfg = gf der Multiplikation gilt.

¢) Ein Ring heinullteilerfrei wenn gilt: Falls ein Produkfg = 0 ver-
schwindet, muf3 mindestens einer der beiden Faktfyrergleich Null
sein. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring heidtegritatsbereich.
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Natirlich ist jeder Korper ein Ring; fir einen Korper werden schlief3lich
genau dieselben Eigenschaften gefordert unétzlish auch noch die
Kommutativitat der Multiplikation sowie die Existenz multiplikativer
Inverser. Ein Krper ist somit insbesondere auch ein Intégsibereich.

Das bekannteste Beispiel eines Rings, der ketmpiér ist, sind die
ganzen Zahlen; auch sie bilden einen Intégsibereich.

Auch die Menge

k[z] = {i aia:i

=0

neNo,aiek}

aller Polynome mit Koeffizienten aus einendiferk ist ein Integrifits-
bereich; ersetzt man derokperk durch einen beliebigen kommutativen
Ring R, ist R[«] immerhin noch ein Ring. Maiiberlegt sich leicht, daf?
R[z] genau dann ein Integétsbereich ist, wenn audh einer ist.

Als Beispiel eines nichtkommutativen Ring$rnen wir die Menge
aller n x n-Matrizen Uber einem Krper betrachten; dieser Ring hat
auch Nullteiler, denn beispielsweise ist

10 0O 0\ _/0 O
00 0 1/ \o o0/
obwohl keiner der beiden Faktoren die Nullmatrix ist.

Was uns nun noch fehlt, ist eine Division mit Redir Zahlena, b, ¢,
ausNj ist die Aussage
a:b=qRestr

aquivalent zu den beiden Bedingungen
a=bg+r und 0<r<hb.

Die erste dieser Bedingungeidrknen wir in einem beliebigen Ring
hinschreiben, eine Kleinerrelation haben wir dort allegdi nicht. An-
dererseits brauchen wir aber etwas nach Art der zweitenngedi:
Falls der Divisionsrest nicht in irgendeiner Weise kleialsrder Divisor
sein mul3, Bnnten wir einfachmmersagen: : b = 0 Resta, was nicht
sonderlich viel fitzt.
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Wir fordern deshalb die Existenz einer Funktiorn? ~. {0} — N, die
im Falle eines von Null verschiedenen Divisionsregtsfen Rest einen
kleineren Wert annimmt algif den Divisor:

Definition: Ein EUKLIDischer Ring ist ein Integéttsbereichk zusam-
men mit einer Abbildung: R ~ {0} — N,, so daB gilt: Istf = gh, so
istv(f) > max(v(g), v(h)), und zu je zwei Elementefi g € R gibt es
Elemente, r € R mit

f=qq+r und r=0oder(r) < v(g).

Wir schreiben auclf : g = ¢ Restr und bezeichnen als Divisionsrest
bei der Division vonf durchyg.

Standardbeispiel sind auch hier wieder die ganzen Zahlewinals v
einfach die Betragsfunktion nehmeirnen. Quotient und Divisions-
rest sind durch die Forderungr) < v(y) allerdings nicht eindeutig
festgelegt, beispielsweise ist im Sinne dieser Definition

11:3=3Rest2 und 11:3=4Restl.

Die Definition des EKLIDischen Rings verlangt nur, dalReedestens
eine Darstellung gibt; Eindeutigkeit ist nicht gefordert.

Das fir uns im Augenblick wichtigste Beispiel ist der Polynongrkjx]
Uber einem Krperk; hier zeigt die bekannte Polynomdivision mit Rest,
daf die Bedingungen éitft sind beiglich der Abbildung

o k[z] ~ {0} — Ng
' f+ Gradf

Hier ist es allerdings wichtig, daR ein Korper ist: Bei der Polynom-
division mit Rest niissen wir schlielich dielihrenden Koeffizienten
durcheinander dividieren, und daare etwa im Polynomring[xz] nicht
mdglich.

Dies beweist freilich nicht, daR[x] keinEUKLIDischer Ring viare, denn
in der Definition war ja nur gefordert, da3 &8 frgendeineFunktiony

irgendeinDivisionsverfahren gibt; dessen Nichtexistenz ist sehnss
zu zeigen —es sei denn, eine der im folgenden hergeleitéggen&chaf-
ten eines BKLIDischen Rings ist nicht €iflt. Bei Z[x] ist dies, wie wir
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bald sehen werden, bei der linearen Kombinierbarkeit d&sryder Tat
der Fall, so da®[z] kein EukLIDischer Ring sein kann.

Ein weiteres bekanntes Beispiel einasEIDischen Rings ist der Ring
der Gaussschen Zahlen, d.h. die Menge aller komplexer Zahlen mit
ganzzahligem Real- und Imagirteil; hier konnen wirv(z +iy) = z2+y>
setzen. Da dieser Ring hier keine Rolle spielen wird, setangnh Beweis
verzichtet.

§2: Der grof3te gemeinsame Teiler

Bevor wir uns mit der Berechnung desoten gemeinsamen Teilers
zweier Elemente einesUELIDischen Rings besélitigen, niissen wir
zurachst definieren, was das sein soll. Da es bei der Divisiozcitkinen
Nullteiler keinen eindeutigen Quotienten geben kann, ly@&sken wir
uns auf Integritsbereiche.

Definition: R sei ein Integriaitsbereich.

a) Ein Element: € R heilt Teiler vonf € R, in Zeichenh|f, wenn es
eing € R gibt, so dal¥f = gh ist.

b) A € R heilRtgrofiter gemeinsamer Teildkurz ggT) der beiden
Elementef undg ausR, wennh Teiler von f und vong ist und wenn
fur jeden anderen gemeinsamen Teileon f undg gilt: r|h.

c) Zwei Elementef, g € R heilRenassoziiertwenn f Teiler vong und
g Teiler vonf ist.

d) Ein Elementu € R heil3tEinheit,falls es einv € R gibt mituv = 1.
Die Menge aller Einheiten voR bezeichnen wir mif2*.

In einem Korper ist ndifrlich jedes von null verschiedene Element Teiler
eines jeden anderen Elements und damit auch eine Einhé&itdamge-
gen sindt-1 die beiden einzigen Einheiten, und zwei ganze Zahlen sind
genau dann assoziiert, wenn sie sidtstens im Vorzeichen unter-
scheiden.

Man beachte, dal wir beim @Bten gemeinsamen Teiler di&roRRe"
Uber Teilbarkeit definieren; von daher ist auler 2 auehein gilter
gemeinsamer Teiler von 8 und 10. Insbesonderglist’ grofite gemein-
same Teiler also im allgemeinen nicht eindeutig bestimrat uns bei
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seiner Berechnung in Polynomringen noch einiges an Pradiesthaf-
fen wird.

In einem Polynomrindiber einem Integréttsbereich ist der Grad des
Produkts zweier Polynome gleich der Summe der Grade deofeakt
da das konstante Polynom eins Grad null hat, muR daher jedeiEi
Grad null haben; die Einheiten vd&{z] sind also genau die Einheiten
von R. Speziell fir Polynomringeiber Korpern sind dies genau die von
null verschiedenen Konstanten.

Damit wissen wir auch, wann zwei Polynome assoziiert sind:

Lemma: Zwei von null verschiedene Elemenfeg eines Integrits-
bereichs sind genau dann assoziiert, wenn es eine Einbéit, so daf
f =ugist.

Beweis:Eine Einheitu € R hat nach Definition ein Inverses* € R,
und ausf = ug folgt g = u‘lf. Somit ist f Teiler vong und g Teiler
von f; die beiden Elemente sind also assoziiert.

Sind umgekehrf, g € R~ {0} assoziiert, so gibt es Elementev € R
derart, dalyy = uf und f = vg ist. Damit istg = uf = uvg und
f = vg = vuf, also (1— uv)g = 0 und (1— vu)f = 0. Da wir in
einem Integriatsbereich sind und, g nicht verschwinden, muf3 somit

wv = vu = 1 sein, d.hz undv sind Einheiten. .

Damit sind also zwei Polynomigber einem Krper genau dann assozi-
iert, wenn sie sich nur um eine von null verschiedene mikégle
Konstante unterscheiden. Nur bis auf eine solche Konskémeen wir
auch den ¢il3ten gemeinsamen Teiler zweier Polynome bestimmen,
denn allgemein gilt:

Lemma: Der giofl3te gemeinsame Teiler zweier Polynome ist bis bis auf
Assoziiertheit eindeutig. Sind aldo und i zwei gio3te gemeinsame
Teiler der beiden Elementg¢ und g, so sindh und h assoziiert; ist
umgekehrth ein giter gemeinsamer Teiler vghiund g und isth
assoziiert zuh, so ist auchi ein gliter gemeinsamer Teiler vof
undg.
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BeweisSindh undh groRte gemeinsame Teiler, so sind sie insbesondere
gemeinsame Teiler und damit Teiler eines jededl3ge gemeinsamen
Teilers. Somit missenh und i einander teilen, sind also assoziiert. Ist

h ein go3ter gemeinsamer Teiler uhdassoziiert zuh, so teilth jedes
Vielfache vonh, ist also auch ein gemeinsamer Teiler, undhdaden
gemeinsamen Teiler teilt, gilt dasselbe auigh/. Somit ist auchh ein

groRter gemeinsamer Teiler.
|

83: Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers

Hier kommen wir endlich zum ELID ischen Algorithmus.

Bei EUKLID, in Proposition 2 des siebten Buchs seislEmmentewird er
so beschrieben (nach ddbersetzung von GEMENS THAER in Oswalds
Klassiker der exakten Wissenschaften, Band 235):

Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind
ihr grofRtes gemeinsames Mal3 zu finden.

Die zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander
sind, seien ABI'A. Man soll das gifdite gemeinsame Mal3
von AB, T'A finden.

A B

r A

WennTA hier AB mif3t — sich selbst mif3t es auch — dann
ist TA gemeinsames Mal3 vdm\, AB. Und es ist klar, dai3
es auch das @fite ist, denn keine Zahl @Rerl’A kannTA
messen.

WennTA aber AB nicht mi3t, und man nimmt bei ABA
abwechselnd immer das kleinere vonb@eren weg, dann
mufl3 (schlie3lich) eine Zatilbrig bleiben, die die vorange-
hende mif3t. Die Einheit kannamlich nichtiibrig bleiben;
sonst niiBten ABT'A gegeneinander prim sein, gegen die
Voraussetzung. Also muf} eine Zaltdrig bleiben, die die vo-
rangehende miRT’A lasse, indem es BE mif3t, EA, kleiner
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als sich selbstibrig; und EA lasse, indem e8Z mii3t, ZI",
kleiner als sich selbdibrig; undl’Z messe AE.

A E B

r z A

H

DaI'Z AE mif3tund AEAZ, mulll'Z auchAZ messen; es mif3t
aber auch sich selbst, muR3 also auch das GBAzmessen.
TA mil3t aber BE; also midfZ auch BE; es mif3t aber auch
EA, mul also auch das Ganze BA messen. Und es mif3t auch
TA; T'Z mi3t also AB und’A; also istl’Z gemeinsames Mal3
von AB, T'A. Ich behaupte, dal3 es auch dasf3je ist. Ware
namlichT"Z nicht das gbf3te gemeinsame Mal3 von AB),

so nli3te irgendeine Zahl gRerI"Z die Zahlen AB und’A
messen. Dies geschehe; die Zahl sei H. Da H dakmale
undI’A BE mif3t, maRe H auch BE; es soll aber auch das Ganze
BA messen, mfdte also auch den Rest AE messen. AE mif3t
aberAZ; also mifRte H auchAZ messen; es soll aber auch
das GanzATI' messen, mfite also auch den RS messen,

als gbRere Zahl die kleinere; dies ist udglich. Also kann
keine Zahl gbl3erI"Z die Zahlen AB und’A messen]'Z ist
also das gifite gemeinsame Mal? von AB); dies hatte man
beweisen sollen.

Es ist nicht ganz sicher, obUELID wirklich gelebt hat;

das nebenstehende Bild aus dem 18. Jahrhundert ist mit
Sicherheit reine PhantasieuELID ist vor allem bekan-

nt als Autor delElementejn denen er u.a. die Geomet-
rie seiner Zeit systematisch darstellte und (in gewisser
Weise) auf wenige Definitionen sowie die bhmten
funf Postulate ziirckfiihrte. Diese Elemente entstanden
um 300 v. Chr. und waren zwar nicht der erste, aber doch
der erfolgreichste Versuch einer solchen Zusammenfas-
sung. BUKLID arbeitete wohl am Museion in Alexan-
drien; aul3er den Elementen schrieb er noch ein Buch
Uber Optik und weitere, teilweise verschollenécBer.
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Was hier als erstegberrascht, ist die Bescimkung auf nicht zueinan-
der teilerfremde Zahlen. Der Grund dafiegt darin, daf3 die klassische
griechische Philosophie und Mathematik die Eins nicht ablde-
trachtete: Zahlen begannen erst bei der Zwei, und auch Meng8&ten
mindestens zwei Elemente haben. Auch bei den Aristotadis@yllo-
gismen mul3te sich ein &dikat auf mindestens zweielementige Klassen
beziehen: Die oft als klassischer Syllogismus zitiertel@gveise

Alle Menschen sind sterblich
SOKRATESi st ein Mensch
Also ist SOKRATES sterblich

ware von ARISTOTELEShicht anerkannt worden, denn es gab schlief3lich
nur einen KRATES. Erst bei seinen Nachfolgern, den Peripatetikern,
setzte sich langsam auch die Eins als Zahl durch; ihr ZeitggmEKLID
macht noch brav eine Fallunterscheidung: In Propositiammittelbar
vor der hier abgedruckten Proposition Zhft er praktisch dieselbe
Konstruktion durchiir teilerfremde Zahlen.

Als zweites &llt auf, dal? BEKLID seine Konstruktion rein geomet-
risch durchiihrt; wenn er von einer Strecke eine andere Streckagibtr
solange es geht, ist das tidich in unserer heutigen arithmetischen
Sprache gerade die Konstruktion des Divisionsrests bdbiysion der
beiden Strecke@hgen durcheinander.

Die wesentliche Operation beinuELIDischen Algorithmus ist somit
die Division mit Rest, und die haben wir (nach Definition) edg¢m
EukLiDischen Ring. Tatgchlich funktioniert der so modifizierteUk-
LiDische Algorithmus in jedem@LIDischen Ring und berechnet dort
den gbRten gemeinsamen Teiler.

In heutiger Sprache ausgéakt beruht der BkLIDische Algorithmus

auf folgenden beiden Tatsachen:

1. Wenn wir zwei Elementg, g eines EXKLIDischen Rings mit Rest
durcheinander dividieren, so igt: ¢ = ¢ Restr aquivalent zu jeder
der beiden Gleichungen

f=qg+r und r=f—qg.
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Diese zeigen, dal3 jeder gemeinsame Teiler yamd g auch ein
gemeinsamer Teiler vop und r ist und umgekehrt. Die beiden
Paare f, g) und (g, r) haben also dieselben gemeinsamen Teiler und
damit auch denselben@ften gemeinsamen Teiler:

agT(f, 9) = 99T(g,7) -

2. ggT(f,0) = f, denn jedes Element eines Integtitbereichs teilt die
Null.

Aus diesen beiden Beobachtungen folgt nun leicht

Satz:In einem BUKLID ischen Ring gibtes zu je zwei Elementgw € R

stets einen g@if3ten gemeinsamen Teiler. Dieser kann nach folgendem
Algorithmus berechnet werden:

Schritt 0: Setzery = fundr; = g

Schritti, ¢ > 1: Fallsr, = O ist, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis
99T(f,g) = r,_4; andernfalls wirdr,_; mit Rest durchr; dividiert,
wobeir;,, der Divisionsrest sei.

Der Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten unéklieden
groRten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Wir Uiberlegen uns als erstes, dal¥#en Schritt fir; > 1 stets
99T(f,9) =ggT(,_4, ;) ist. Furi = 1 gilt dies nach der Konstruktion
im nullten Schritt. Falls es im-ten Schritt fir eini > 1 gilt und
der Algorithmus nicht mit demi-ten Schritt abbricht, wird dort;,;
als Rest bei der Division von,_, durchr, berechnet; wie wir oben
gesehen haben, ist somit 9gJ,(;.1) = 99T(;_4,7;), und das ist nach
Induktionsvoraussetzung gleich dem ggT voandg.

Falls der Algorithmus imi-ten Schritt abbricht, istdort = 0. Aul3erdem
ist dort wie in jedem anderen Schritt auch gglf) = 9gT@;_1,7;)-
Somit istr;_, der ggT vonf undg.

SchlieBlich muf3 noch gezeigt werden, dafd der Algorithmak aadlich
vielen Schritten abbricht. Dazu dient die FunktienNach Definition
eines BKLIDischen Rings ist ini-ten Schritt entweder(r;) < v(r;_4)
oderr; = 0. Dav nur natirliche Zahlen und die Null als Werte an-
nimmt und es keine unendliche absteigende Folge solchde giibt,
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muf nach endlich vielen Schritten = 0 sein, womit der Algorithmus wie rem(f, g, x), weist aber zustzlich noch der Variableg den
abbricht. . Wert des Quotienten zu. Dasnul3 dabei in Hochkommata stehen, weil
auf der linken Seite einer Zuweisung eine Variable stehefl.rralls
Als erstes Beispiel wollen wir denkLID ischen Algorithmus anwenden der Quotient etwa das Polynarfi + z + 1 ware und die Variable aus
auf zwei ganze Zahlen: Um den ggT von 200 und 148 zu Berechnen, einer vorigen Rechnung den Wert- 3 hatte, wilrderem (£, g, x, q)
mussen wir als erstes 200 durch 148 dividieren: versuchen, die Zuweisung- 3 := 2%+ +1 auszufihren, was natlich

Unsinn ist und auf eine Fehlermelduridhft. Die Hochkommata ing’

200: 148 =1 Rest 52 . . . . :
8 es sorgen ddir, daf3 unabfingig von einem etwaigen vorigen Wert v@im

Als nachstes wird 148 durch 52 dividiert: jedem Fall nur der Variablennameerwendet wird, so daR die sinnvolle
148 : 52 = 2 Rest 44 Anweisungg := 22 + z + 1 ausgeihrt wird.
Weiter geht es mit der Division von 52 durch 44: >f :=x"8 + x76 - 3*%x74 - 3*x"3 + 8*%x"2 + 2%x - b;
52:44 =1 Rest8 f=at+a® -3t —33P+8%+ 20 -5
Im nachsten Schritt dividieren wir > g 1= 3*kx76 + 5*x74 - 4¥x72 - O*x + 21;

B S I
44 :8 =5Rest4 g:=3z +5z —4a" —9zx+21

und kommen schlieRlich mit >r2 :=ren(f, g, x, ’q’); q;

54 1, 1
8:4=2Rest0 7‘2-——53 ¥ ~ 3
zu einer Division,die aufgeht. Somit haben 200 und 148 défitgn = 2
gemeinsamen Teiler vier. 3 9
Als zweites Beispiel wollen wir den gRten gemeinsamen Teiler der > 78 := remlg, 12, X) ’117 , 441
beiden Polynome o ) . 2 r3 .= T 9z + -5
f=x"+x —3r — 3" +8"+2x -5 > r4 := rem(r2, r3, x);
und 233150 102500
g=3°+50" — 4e? —9r+21 " T Te591 © T 2197
ausQ[«z] berechnen. Da Polynomdivision aufwendiger ist als digehi > r5 := rem(r3, r4, x);
Rechnungen, wollen wir die Rechenarbeit von Maple erleuigssen. o5 .= 1288744821
Wir brauchen dazu im wesentlichen nur den Befe&h (£, g, x), 543589225
der den Rest bei der Division vofidurchg berechnet, wobef und g > r6 := rem(rd, r5, x);
als Polynome in: aufgefal3t werden. Falls uns auch der Quotient inter- 6= 0

essiert, Bnnen wir den durchuo (£, g, x) berechnen lassen. Alter-
nativ kdnnen wir aber auch dem Befekdm noch ein viertes Argument Der ggT vonf undg ist somitry = 12824821 Da der ggT nur bis auf
geben: Die Eingabeen(f, g, x, ’q’) fuhrt auf dasselbe Ergebnis eine multiplikative Konstante bestimmt ispknen wir freilich genauso
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gut sagen, der ggT vofi und g sei eins. In der Tat liefert uns Maple
auch diese Antwort, wenn wir direkt nach dem ggT yoandg fragen:

> ged(f, g);
1

Die Frage ist nun: NIssen wir wirklich mit so riesigen Bchen wierg
rechnen, um auf diese einfache Antwort zu kommen?

Da der gbl3te gemeinsame Teiler ohnehin nur bis auf eine multiplika-
tive Konstante bestimmt ist, béstde ein einfacher Ausweg darin, vor
jeder Polynomdivision den Dividenden mit einer geeigné¢enstan-
ten zu multiplizieren um so sicherzustellen, daf? beim Dérigh keine
Nenner auftreten. Bei der Division eines Polynoms vom Graflirch

ein Polynom vom Gradn < n wird bis zun — m + 1 mal durch den
fuhrenden Koeffizienten des Divisors dividiert; wir nissen als den
Dividenden vorher mig™~"** multiplizieren. Im obigen Beispiebirt

das auf folgende Rechnung:

> r2 := rem(37°3%f, g, x);
72 = 15"+ 32 — 9

> r3 := rem((-15)"3*g, r2, x);
3 := 15795 + 30375 — 59535
> r4 := rem(15795°3*r2, r3, x);

rd 1= 1254542875143750- 1654608338437500

> r5 := rem(1254542875143750°2*r3, r4d, x);
r5 1= 12593338795500743100931141992187500

Verglichen mit der Gof3e der Ausgangsdaten und des Ergebnisses entste-

hen auch hier wieder riesige Zahlen. Das ist leider kein&falt: Auch
wenn es sich hier um ein (vondMALD E. KNUTH fiir sein BuchThe
Art of Computer Programmingjbschnitt 4.6.1) konstruiertes beson-
ders extremes Beispiel handelt, zeigt die Erfahrung, dafes/beim
EukLiDischen Algorithmusiir Polynomeiiber den rationalen Zahlen
oft mit einer Explosion der Koeffizienten zu tun haben, dikéiner
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Weise der Komplexit des Ergebnisses entspricht. Wenn wir den Algo-
rithmus ernsthaft auf gfiere Polynome anwenden wollen, sollten wir
nach Wegen suchen, um dieses Problem zu umschiffen.

Solche Wege gibt es in der Tatjrfihr Verstindnis ist allerdings einiges
mehr an Theorie erforderlich algirf den hier behandelten einfachen
EukLIDischen Algorithmus.

84: Der erweiterte Euklidische Algorithmus

Zur Bestimmung des ggT zweier Elemente einesliD ischen Ringsk
berechnen wir eine Reihe von Elementenwobeiry, undr; die Aus-
gangsdaten sind und alle weiterendurch Division mit Rest ermittelt
werden:

r,_q1.7; =q; Restr;,,

Damit istr;,, = r;,_1 — ¢;r; als Linearkombination seiner beiden Vor-
gangerr; undr;_; mit Koeffizienten ausk darstellbar, die wiederum
R-Linearkombinationeinrer Vorganger sindusw.Wenn wir alle diese
Darstellungen ineinander einsetzen, erhaltensyvachlief3lich als Lin-
earkombination der Ausgangselemente. Dies gilt insbes@niir das
letzte nichtverschwindende, den ggT. Der ggT zweier Elemenfeg
eines BKLIDischen Rings ist somit darstellbar &sLinearkombination
von f undg.

Algorithmisch sieht dies folgendermal3en aus:

SChI’IttO Setze"o = f, T =g, Qg = ﬁl =1 Undal = ﬁo =0. M|t2 =1
ist dann
ri_g=a,_1atf;,_b und 7, =oa+;b.

Diese Relationen werden in jedem der folgenden Schrittaltenn

Schritt 7, ¢ > 1: Fallsr; = 0 ist, endet der Algorithmus mit
99T(f,9) =ri_1 = a1 f +Biag.

Andernfalls dividiere mam,_; mit Rest durch; mit dem Ergebnis

Tio1 = QT e
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Dann ist
Tisr = — ;1 ¥ 1im1 = =g, f + B,9) + (;_1f + B;_19)
= (o1 — o)) f+(Bimy — 489
man setze also

Qi =g — oy und B =61 — ;5 -

Da die Schritte hier einfach Erweiterungen der entspredéeischritte
des klassischenukLiD ischen Algorithmus sind, ist klar, daf3 auch dieser
Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht und Bfgebnis
den ggT liefert. Da die beiden Relationen aus Schritt O Eralveiteren
Schritten erhalten bleiben, ist auch klar, daR dieser ggTEade als
Linearkombination dargestellt ist.

Obwohl es keinerlei Anhaltspunkt daf gibt, da3 diese Erweiterung
EukLID bekannt gewesen seirbknte, bezeichnet man sie als dam
weitertenEukLIDischen Algorithmus, Vor allem in der fradgischen
Literatur wird die Darstellung des ggT als Linearkombioatauch als
Identitat von BEzouT bezeichnet, da dieser sie 1766 in einem Lehrbuch
beschrieb und als erster auch auf Polynome anwanidt&dhlen ist die
Erweiterung jedoch bereits 1624 zu finden in der zweiten Aefldes
BuchsProblemes plaisants etédectables qui se fonts par les nombres
von BACHET DE MEzIRIAC. (Eine vereinfachte Ausgabe dieses Buchs
von 1874 wurde 1993 bei Blanchard neu aufgelegt; sie ist antihe
verfugbar unteenum.cnam.fr/DET/8PY45.html.)

CLAUDE GASPAR BACHET SIEUR DE MEzIRIAC (1581-
1638) verbrachte den @i8ten Teil seines Lebens in sei-
nem Geburtsort Bourg-en-Bresse. Er studierte zwar bei
den Jesuitenin Lyon und Milano undtrat 1601 in den Or-
den ein, trat aber bereits 1602 wegen Krankheit wieder
aus und kehrte nach Bourg #igk. Sein Buch erschien
erstmals 1612, Am bekanntesten istdBET fur seine
lateinischeUbersetzung dehrithmetikavon DIOPHAN-

TOS. In einem Exemplar davon schrieleRMAT seine
Vermutung an den Rand. Auch Gedichte vorcBET
sind erhalten. 1635 wurde er Mitglied der frésischen
Akademie der Wissenschaften.
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ETIENNE BEzouT (1730-1783) wurde in Nemours in
der lle-de-France geboren, wo seine Vorfahren Ma-
gistrate waren. Er ging stattdessen an die Akademie
der Wissenschaften; seine Hauptb&gtgung war die
Zusammenstellung von Lehibhern fir die Militaraus-
bildung. Im 1766 erschienenen dritten Band (von vier)
seinesCours de Matbmatiquesa l'usage des Gardes
du Pavillon et de la Marindst die Identitit von BEzouT
dargestellt. Seine Bher waren so erfolgreich, daf}
sie ins Englischelibersetzt und z.B. in Harvard als
Lehrbicher benutzt wurden. Heute ist er vor allem
bekannt durch seinen Beweis, daR sich zwei Kurven der
Graden und m in hochstensnm Punkten schneiden
kdnnen.

Als Beispiel wollen wir den ggT von 200 und 148 als Linearkanattion
darstellen. Der Rechengang ist imdich genau derselbe wie &8, nur
daf? wir jetzt noch in jedem Schritt den Divisionsrest alszzahlige
Linearkombination von 200 und 148 darstellen.

Im nullten Schritt haben wir 200 und 148 als die trivialendamkombi-
nationen

200=1-200+0-148 und 148=0200+1-148.

Im ersten Schritt dividieren wir, da 148 nicht verschwin@@0 mit Rest
durch 148:

200=1-148+52—=52=1.200—-1-148

Da auch 527 0 ist, dividieren wir im zweiten Schritt 148 durch 52 mit
Ergebnis 148 = 252 + 44, d.h.

44 =148—2-(1-200—1-148)=3-148—2-200
Auch 44+ 0, wir dividieren also weiter: 52 = 144 + 8 und
8=52—44=(1-200—1-148)— (3-148—2-200)
=3-200—4-148.
Im nachsten Schritt erhalten wir 44 =8 + 4 und
4=44—-5-8=(3-148—2-200)—5-(3-200— 4 - 148)
=23.148—17-200.
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Bei der Division von acht durch vier schlieBlich erhalterr Wivisi-
onsrest Null; damit ist vier der ggT von 148 und 200 und kann in
der angegebenen Weise linear kombiniert werden. Diesetdlarsg

ist freilich nicht eindeutig: Beispielsweiséknen wir beliebige Viel-
fache der trivialen Darstellung 200148 — 148- 200 = 0 der Null
addieren. Tatachlich kbonnen wir diese auch noch durch den gdgifden

zu 50- 148 — 36- 200 = 0; wir haben alsdlif jede ganze Zaht eine
Darstellung 1 = (23 + 58) - 148— (17 + 36k) - 200.

Wir kdnnen den erweitertenUELID ischen Algorithmus néirlich auch
auf die beiden Polynomgundg aus dem vorigen Paragraphen anwen-
den, allerdings ist das Ergebnis alles andere alérsch = af + (g,
wobei « ein Polynom vom Gradiinf und 8 eines vom Grad sieben
ist. Der Hauptnenner der Koeffizienten ist in beideilén 130 354.
Wir kdnnen den Algorithmus allerdings verwenden, um ein negativ
Resultat zu beweisen:

Lemma: Der RingZ[x] aller Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten
ist nicht EUKLID isch.

Beweis: Wir wissen zwar noch nicht, dal3 zwei beliebige Elemente
von Z[z] auch inZ[x] einen gbl3ten gemeinsamen Teiler haben, es
ist aber klar, daf3 der gRte gemeinsame Teiler der beiden Polyname
und 2 existiert und eins ist: Die einzigen Teiler von 2 sintiund+2,
und £+2 sind keine Teiler vorx. Ware Z[x] ein EuKLIDischer Ring,
gabe es also Polynome, 8 € Z[z], so dalBax + 26 = 1 ware. Der
konstante Koeffizient vonx + 23 ist aber das Doppelte des konstanten
Koeffizienten vorg, also eine gerade Zahl. Somit kann es keine solche
Darstellung geben. .

(In Q[«] gibt es selbstverandlich so eine Darstellung: 1 =@ + % 2.
Allerdings ist dort 2 ohnehin ein Teiler van)

85: Die endlichen Primkorper

Die Explosion der Koeffizienten bei der Rechnungdrhangt natirlich
damit zusammen, dal3 wir mit rationalen Zahlen gerechnedrhaloer
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einem endlichen HKrper gibt es nur endlich viele &glichkeiten fir
jeden Koeffizienten, er kann also nicht unbegrenzt wachsen.

In der Computeralgebraihrt man deshalb Probleme mit ganzzahligen
Koeffizienten gerne ziick auf solcheliber endlichen Krpern, und
auch das gngigste Verfahren zur effizienten Berechnung déf3tgm
gemeinsamen Teilers zweier Polynome verwendet diesee§ieat

Fur eine zusammengesetzte Zaht pg mit p, ¢ > 1 bilden die Zahlen
modulon offensichtlich keinen Krper, denp modr» undg modn sind
beide von Null verschieden, aber ihr Prodpktmodn = n modn = 0
verschwindet. Daher érssen wir uns auf Primzahlen besahken, und
hier gilt

Satz: Fir jede Primzahp ist die MengeF,, = {0,1,...,p— 1} mitden
Operationen

a®b=(a+b)modp und a®b=(a-b) modp

ein Korper. Alle vier Grundrechenarten i, kdnnen algorithmisch
ausgeiihrt werden.

Beweis:Es ist klar, dal? alle die Addition betreffenderdtperaxiome
sowie die Distributivgesetze éiift sind und dal sich Addition, Sub-
traktion und Multiplikation problemlos durctihren lassen. Auch mit
Assoziativ- und Kommutativgesetz der Multiplikation gés keinerlei
Probleme, und nétlichist 1 € I, Neutralelement beglich der Multi-
plikation. Bis hierher ist es aucldllig egal, obp eine Primzahl ist oder
nicht.

Zu zeigen bleibt die Existenz von multiplikativen Inversen

Seien alsd € F, \ {0}. Dannist 1< b < p — 1, d.h.b ist teilerfremd
zup, da die Primzahp keine echten Teiler hat. Der@Bte gemeinsame
Teiler von b und p ist also die Eins, und mit Hilfe des erweiterten
EukLIDischen Algorithmus &nnen wir sie darstellen als ganzzahlige
Linearkombination vorb undp:

l=ab+f8p mit «,p€Z.

Somit istab = 1 modp, d.h.« modp ist ein multiplikatives Inverses
vona und @&t sich mit Hilfe des erweiterteruELID ischen Algorithmus
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auch effektiv berechnen. Damibknen alle Quotienten algorithmisch
berechnet werden, demnib = a - b~ ™.

|
Im folgenden werden wir auf die Symbole und @ verzichten und
Addition sowie Multiplikation auch i, einfach mit dem gedhnlichen
Plus- und Malzeichen schreiben.

DaF, ein Korper ist, bilden die PolynonigerF,, einen BUKLIDischen
Ring, wir kdnnen also mit dem ELIDischen Algorithmus difdte
gemeinsame Teiler berechnen. Das Problem explodiererodsfixen-
ten, mit dem wir ing3 zu kKhmpfen hatten, existiert hier nicht, denn jedes
Divisionsergebnisist einfach wieder ein Element #pnalso eine ganze
Zahl zwischen O ung — 1.

Zur lllustration betrachten wir die beiden Polynome §8diber dem
Korper mit elf Elementen. Der Operatasd sorgt daiir, dal? Maple
etwas modulo dem zweiten Argument des Operators betrachitet
erhalten also

> f mod 11;
P+’ 8t +8:° + 8%+ 20 +6
> g mod 11;
6 4 2
3r +5x +7x"+2x+10

Bei der Berechnung von Quotienten und Divisionsresiinfeth wir al-
lerdings nicht einfaclrem(f, g, x) mod 11 schreiben, denn dann
wilrde ja erst modulo 11 reduziert, wenn der Rest beiibiesQ berech-
net wurde. Um dies zu vermeiden, bietet Maple die Operatoean
undquo auch in einer figen FornRem bzw.Quo an: Diese Operatoren

fuhren zu keiner Polynomdividision, sondern bleiben einfatausgew-
ertet stehen:

> Rem(f, g, x);
Rem@® +2° — 32" — 32° +82%+ 20 — 5,3:° + 52" — 42® — 9 + 21 2)

Wendet man darauf nun allerdings den Operated p an, so sorgt
dieser ddfir, dal? die Polynomdivision modufodurchgeiihrt und der
Divisionsrest au§ [z] zurlickgegeben wird:
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> r2 := Rem(f, g, x) mod 11;
2= 8t + 57 +7

> r3 := sort(Rem(g, r2, x) mod 11, x);
r3 =5+ 2z +4

> rd4 := sort(Rem(r2, r3, x) mod 11, x);

r4 = 10c + 10
> r5 := Rem(r3, r4, x) mod 11;
r5:=7
> r6 := Rem(r4, r5, x) mod 11;
r6:=0

Der ggT vonf mod 11 undg mod 11 ist somit gleich der Konstanten
sieben und damit ist auch die Eins ein ggT, denn der ggT imrieohy
ring Uber einem Krper ist nur bis auf eine multiplikative Konstante
bestimmt.

Folgt damit, daf’ auch die Ausgangspolynofnend g ausZ[«] teiler-
fremd sind? Mit unseren derzeitigen Kenntnissénrken wir das nicht
sagen, denn bislang wissen war ja noch nicht einmal, ob&irgrofite
gemeinsame Teiler gibt. Um zu sehen, dal’ es durchaus Umitsdtsc
zwischen ganzzahligen Polynomen und soldilger endlichen Krpern
gibt, wollen wir die Rechnung auch modulo sieben duiatinén:

> f mod 7;
Bl at v 4l vt 2042
> g mod 7;

3.7:6 +5z0 + 3.7:2 + 5z

> r2 := Rem(f, g, x) mod 7;

r2 ::.7:4+4.7:2+2

> r3 := sort(Rem(g, r2, x) mod 7, x);

r3 = 4o” + 5z
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> r4 := sort(Rem(r2, r3, x) mod 7, x);
rd =3r+2
> r5 := Rem(r3, r4, x) mod 7;
r5:=0

Hier ist der ggT also das lineare Polynom-82 oder, wenn wir durch
drei dividieren,;z + 3.

§6: Faktorielle Ringe

Wenn wir gil3te gemeinsame TeilairfPolynome mit rationalen Koef-
fizienten in Verbindung bringen wollen mit solchdir Polynomeiber
endlichen Krpern, kommen eigentlich nur Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten als Bindeglied in Frage: Durch Multiplikationit dem
Hauptnenner éinnen wir die Koeffizienten eines rationalen Polynoms
ganzzahlig machen, und das entstehende Polyndnmén wir dann
modulo einer Primzahi betrachten.

Das so erhaltene Polynom muf3 nicht unbedingt viel mit dem- Aus
gangspolynom zu tun haben: Falls wir modulo einer Primzabh+
nen, die deniihrenden Koeffizienten teilt, unterscheiden sich sellest di
Grade, und wenn wir eine Primzahl nehmen,alle Koeffizienten teilt,
erhalten wir einfach das Nullpolynom.

Wir miissen uns daher genialerlegen, womit wir erweitern und modulo
welcher Primzahlen wir reduzieren, und vor alleniisgen wir auch
etwas mehr wisseiiber den Polynomring[x]: Bislang wissen wir
schlieBlich nur, daf3 éein EukLiDischer Ring ist,

Definition: a) Ein Elementf eines Integriittsbereich$ heildtirreduz-
ibel, falls gilt: f ist keine Einheit, und isf = gh das Produkt zweier
Elemente au®?, so mul}y oderh eine Einheit sein.

b) Ein IntegritaitsbereichR heildtfaktoriell oderZPE-Ring, wenn gilt:
Jedes Elemenf < R laf3t sich bis auf Reihenfolge und Assozi-
iertheit eindeutig schreiben als Prodykt « []'-, p;* mit einer Einheit

u € R*, irreduziblen Elementep, € R und natirlichen Zahlere,.

(ZPE steht fir Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)

Kap. 2: Der Euklidische Algorithmus 56

Lemma: In einem faktoriellen RingR gibt es zu je zwei Elementen
f,9 € R einen gbl3ten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Sind f = u [, p;* undg = v]'[;.’;lq;lj mit u,v € R™ und
p;»q; irreduzibel die Zerlegungen voyi und g in Primfaktoren, so
kdénnen wir, indem wir tigenfalls Exponenten null eiabren, 0.B.d.A.
annehmen, da3 = m ist undp, = ¢, fur alle i. Dann ist offenbar
1%, P4 ein ggT vons undg, dennh = [, p}* ist genau dann

Teiler von f, wenna, < e, fur allez, und Teiler vory, wenna,; < d;.
]

Wie wir bald sehen werden, bedeutet dies keineswegs, daRfgdo-
rielle Ring EuKLIDisch ware. Umgekehrt gilt allerdings

Satz: Jeder BEKLIDische Ring ist faktoriell.

Beweis:Wir miissen zeigen, dal} jedes Elemgnt 0 ausk bis auf Rei-
henfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt ausrdirgheit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschriebemhewdann.
Wir beginnen damit, daB sichiberhaupt so darstelleal}t.

Dazu benutzen wir die Funktiom R . {0} — N, des BKLIDischen
RingsR und beweisen induktiv, daBf N € Nyalle f Z 0 mitv(f) < N
in der gevilnschten Weise darstellbar sind.

Istv(f) = 0, so istf eine Einheit: Bei der Division 1 f = g Restr ist
namlich entweder = 0 oder aber(r) < v(f) = 0. Letzteres ist nicht
mdglich, also istyf = 1 und f eine Einheit. Diese kann als sich selbst
mal dem leeren Produkt von Potenzen irreduzibler Elemesgetgieben
werden.

Fur N > 1 unterscheiden wir zweidHe: Ist f irreduzibel, so isff = f
eine Darstellung der gaimschten Form, und wir sind fertig.

Andernfalls B3t sichf = gh als Produkt zweier Elemente schreiben,
die beide keine Einheiten sind. Nach Definition eines<EDischen
Rings sind danm(g), v(h) < v(f). Wir wollen unstiberlegen, dal3 sie
tatsachlich sogar echt kleiner sind.

Dazu dividieren wirg mit Rest durchf; das Ergebnis sej Restr, d.h.
g = qf+rmitr = 0oden(r) < v(f). Warer = 0, wareg ein Vielfaches
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von f, es gibe also ein € R mit g = uf = u(gh) = (uh)g. Damit ware
uh = 1, alsoh eine Einheit, im Widerspruch zur Annahme. Somit ist
v(r) < v(f). AuBerdem isy ein Teiler vonr = g — qf = g(1 — qh),
also mul’ geltenr(g) < v(r) < v(f).

Genauso folgt die strikte Ungleichumgh) < v(f).

Nach Induktionsvoraussetzung lassen sich dgherd / als Produkte
von Einheiten und Potenzen irreduzibler Elemente schneiloed damit
|4t sich auclf = gh so darstellen.

Als nachstes riassen wir ungiberlegen, daf} diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentlichitsiittel
hierzu ist die folgende Zwischenbehauptung:

Falls ein irreduzibles Elementein Produktf g teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

ZumBeweidetrachten wir den ggT vofiundp. Dieser istinsbesondere
ein Teiler vonp, also bis auf Assoziiertheit entwedeoder 1. Im ersten
Fall istp Teiler vonf, und wir sind fertig; andernfallsdanen wir

l=ap+3f

als Linearkombination vom und f schreiben. Multiplikation mitg
macht daraug = apf + 3fg, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchteilbar: Beiapf ist das klar, und be# f g folgt es
daraus, daf3 nach Voraussetzpregn Teiler vonf g ist. Also istp Teiler
von g, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

n
Falls ein irreduzibles Element € R ein Produkt[] f; teilt, teilt es
mindestens einen der Faktoren. =1

Um den Beweis des Satzes zu beenden, zeigen wir induktivfidald
jedesN € N, alle Elemente miv(f) < N eine bis auf Reihenfolge
und EinheitereindeutigePrimfaktorzerlegung haben.

Fur N = 0 haben wir oben gesehen, daine Einheit sein muf3, und
hier ist die Zerlegung = f eindeutig.
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Fir N > 1 betrachten wir ein Element
n m
i d;
fru]]p =v]]d’
i=1 j=1

mit zwei Zerlegungen, wobei wir annehmetrien, daf? alle;, f; > 1
sind. Dann istp, trivialerweise Teiler des ersten Produkts, also auch
des zweiten. Wegen der Zwischenbehauptunggeittaher mindestens
eines der Elementg, d.h.p; = wq; ist bis auf eine Einheiw gleichg;.
Da p; keine Einheit ist, ist/(f/p;) < v(f); nach Induktionsannahme
hat alsof /p;, = x/(wg;) eine bis auf Reihenfolge und Einheiten ein-
deutige Zerlegung in irreduzible Elemente. Damit hat auctiese
Eigenschatft. .

Als nachstes wollen wir Produktzerlegungen(@fixz] vergleichen mit
solchen inZ[z]. Das entsprechende Argument vomuGs wird uns
auch riitzlich sein fir den Beweis der Faktoriadit von Polynomringenin
mehreren Vainderlichen; wir fassen es daher gleich etwas allgemeiner.

Dazu brauchen wir als erste@irfeinen beliebigen Integétsbereich
eine Entsprechungif die rationalen Zahlen, den sogenannten Quotien-
tenkdrper, der genauso konstruiert wird wie die rationalen galaus
den ganzen:

Wir betrachtenfir einen Integrétsbereichiz auf der Menge aller Paare
(f,9) mit f,g € Rundg # 0 dieAquivalenzrelation

(f,9) ~ (r,s) <= fs=gr;
die Aquivalenzklasse vonf( g) bezeichnen wir als deBruch i

g
Verknipfungen zwischen diesen iBthen werden nach deiblichen
Regeln der Bruchrechnung definiert:

i+z:w und i T—ﬁ

g s gs g s gs’
Dies ist wohldefiniert, denn sing’(g) ~ (f, g)und ¢, s) ~ (7,5), so
ist . . . .

£+2:f5~+fg und i-QZQ.

g s gs g s gs
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Wegenfg = fgundrs = 7's ist
(f3+75) - gs = f3gs +7igs = fgs§ +Fsgg
=ggss +rsgg = (gs +ry)gs

und (f7)(gs) = fgFs = ggrs = (gr)(§5), d.h. auch die Ergebnisse sind
aquivalent.

Man rechnet leicht nach (wie b@i), daR diesé\quivalenzklassen einen
Ring bilden mit% als Null und% als Eins; er ist sogar eind¢per, denn

fur f,g 7 0ist< ein multiplikatives Inverses zg, da(fg, fg) ~ (1,1).

Identifizieren wir schlielich ein Elemerfte R mit dem Bruch{, SO
kdnnen wirR in den Korper K einbetten.

Definition: Der so konstruierte BrperK heil3t Quotientenirper vonk,
in ZeichenK = QuotR.

Das Standardbeispiel ist rigich Q = QuotZ, aber auch der Quotien-
tenldrperk(z) = Quotk[z] eines Polynomringsiber einem Krperk
ist wichtig: k(x) heil3t rationaler Funktioneidkper in einer Veiinder-
lichenUberk. Seine Elemente sind rationale Funktionenjml.h. Quo-
tienten von Polynomen im, wobei der Nenner néatlich nicht das Null-
polynom sein darf.

Fur Polynome, die statiber einem Krper nuriiber einem faktoriellen
Ring definiert sind, sind die beiden folgenden Begriffe sebsentlich:

Definition: a) Der Inhalt eines Polynomg = a,,z" +--- +ay € R[]
ist der gblite gemeinsame Teilé(f) seiner Koeffizientem,.
b) f heiRtprimitiv, wenn diea, zueinander teilerfremd sind.

Indem wir die éimtlichen Koeffizienten eines Polynoms durch deren
gemeinsamen ggT dividieren sehen wir, daf3 sich jedes PolgneR[ ]

als Produkt seines Inhalts mit einem primitiven Polynonreitien Aft.
Diese Zerlegung bleibt bei der Multiplikation zweier Pabyne erhalten:

Lemma: R sei ein faktorieller Ring. & zwei Polynome

_ n n—1
f=a,x +a,_ 1z “+---+ax+ag
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und
g=b,z" + bm_la:m_l +.-+ bz +by

ausR[z]ist I(fg) = I(f) - I1(g). Insbesondere ist das Produkt zweier
primitiver Polynome wieder primitiv.

Beweis:Wir schreibenf = I(f) - f* undg = I(g) - g* mit primitiven
Polynomenf™ und g*; dann istfg = I(f) - I(g) - (f*¢™). Falls f*¢*
wieder ein primitives Polynom ist, folgt, dal§fg) = I(f) - I(g) sein
muf3.

Es geriigt daher, zu zeigen, dal3 das Produkt zweier primitiveniRohe
wieder primitiv ist. Sei
n+m—1

= nemoy Footezten:
fg = Cnam Cn+m—1T T 0T TG,

danniste, = Y a;b;.

i,j mit i+j=r
Angenommen, diese Koeffizientephaben einen gemeinsamen Teiler,
der keine Einheit ist. Wegen der Faktoriativon R gibt es dann auch

ein irreduzibles Element, das alle Koeffizienten, teilt.

Insbesondere igt ein Teiler vonc, = agby; dap irreduzibel ist, muf3
mindestens einer der beiden Faktotgnb, durchyp teilbar sein. Da es
im Lemma nicht auf die Reihenfolge vgiundg ankommt, kbnnen wir
0.B.d.A. annehmen, daf} Vielfaches vorp ist.

Da f ein primitives Polynom ist, kann nicht jeder Koeffizientdurchp
teilbar sein;v sei der kleinste Index, so daf} kein Vielfaches vorp
ist. Genauso gibt es auch einen kleinsten Index O, fur denb,, nicht

durchp teilbar ist. In
Cpy = Z ab;

4,7 Mit s+j=p+v
istdann der Summang,b,, nichtdurcty teilbar, denniir jeden anderen
Summanden;b, istentwedei < v oder;j < u, so dafl mindestens einer
der Faktoren und damit auch das Produkt dyrtdilbar ist. Insgesamt
ist daherc,,,,, nicht durchp teilbar, im Widerspruch zur Annahme.

Somit mul3f g ein primitives Polynom sein.
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Satz von Gaul3: R sei ein faktorieller Ring und<{ = QuotR. Falls
sich ein Polynomf € R[z] in K[z] als Produkt zweier Polynome
g,h € K[x] schreiben &3t, gibt es eim € K, so daf3g = Ag und
h=X"'hin R[z] liegen undf =G - h.

Beweis:Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Vielfache glle
Koeffizienten kbnnen wir aus einem Polynom mit Koeffizienten ds
eines mit Koeffizienten auB machen. Dieses wiederum ist gleich sei-
nem Inhalt mal einem primitiven Polynom. Sonif3t sich jedes Poly-
nom ausK[x] schreiben als Produkt eines Elements vormit einem
primitiven Polynom aug[x]. Fur g undh seien dies die Zerlegungen

g=cg" und h=dh".

Dann istf = (cd)g*h™, und nach dem Lemma igf' A" ein primitives
Polynom. Daher liegtd = I(f) in R, und wir kdnnen beispielsweise
g=1I(P)g" undh = h* setzen.

Korollar: Ein primitives Polynomy € R[z] ist genau dann irreduzibel

in R[x], wenn es inK[z] irreduzibel ist. .

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) leistete wesent-
liche Beitiage zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Differentialgeometrie und Kartographie,
zur Fehlerrechnung und Statistik, zur Astronomie und
Geophysikusw.Als Direktor der Gttinger Sternwarte
baute er zusammen mit dem Physiker Weber den er-
sten Telegraphen. Er leitete die erste Vermessung und
Kartierung des Knigreichs Hannover, was sowohl seine
Methode der kleinsten Quadrate als auch sEire-
orema egregiummotivierte, und zeitweise auch den
Witwenfond der Universét Gottingen. Seine hierbei
gewonnene Erfahrung nutzte ér erfolgreiche Speku-
lationen mit Aktien.

Aus dem Satz von @uss folgt induktiv sofort, daf seine Aussage auf
fir Produkte von mehr als zwei Polynomen gilt, und daraud folg

Satz: Der Polynomringiber einem faktoriellen Ring ist faktoriell.
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Beweis:Wir missen zeigen, daR sich jedés R[z] bis auf Reihen-
folge und Einheiten eindeutig als Produkt von Potenzerdirzébler
Elemente ausk[x] und einer Einheit schreiberaBt. Dazu schreiben
wir f = I(f) - f* mit einem primitiven Polynony™ € R[z] und zer-
legen zuichstden Inhalf(f) in R. Da R nach Voraussetzung faktoriell
ist, ist diese Zerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge unéi&ten inR,
und wie wir aus§2 wissen, sind die Einheiten vaR[x] gleich denen
von R.

Als nachstes zerlegen wir das primitive Polyngiiiber dem Quotien-
tenkdrper K von R; dies ist nbglich, daK[x] als BukLIDischer Ring
faktoriellist. Jedes der irreduziblen Polynomedie in dieser Zerlegung
vorkommen, &Rt sich schreiben alg = \,p, mit einem); € K™ und
einem primitiven Polynonp, € R[z]. Wir kdnnen daher annehmen,
daf in der Zerlegung voji nur primitive Polynome auf[z] auftreten
sowie eine Einheit auk’. Diese muf3, d¢™* Koeffizienten augz hat und
ein Produkt primitiver Polynome primitiv ist, ii® liegen; da auchy”
primitiv ist, muf3 sie dort sogar eine Einheit sein.

Kombinieren wir diese Primzerlegung vgii mit der Primzerlegung
des Inhalts, haben wir eine Primzerlegung yogefunden; sie ist (bis
auf Reihenfolge und Einheiten) eindeutig, da entspreckeid die

Zerlegung des Inhalts, die Zerlegung vohsowie die Zerlegung eines

Polynoms in Inhalt und primitiven Anteil gilt.
|

Da wir einen Polynomrin@[ x4, . . ., ,,] in n Veranderlichen als Poly-
nomring Rz, ..., z,_4l[x,] in einer Ve@anderlicheruber dem Poly-
nomring R[z4, ..., z,_4] in n — 1 Veranderlichen auffasserbknen,

folgt induktiv sofort:

Satz: Der PolynomringR[z, . .., z,] in n Veranderlicheriiber einem
faktoriellen RingR ist selbst faktoriell. Insbesondere sk, . . ., z,]

sowiek[z4, ..., z,] fur jeden Korperk faktoriell.
|

Damit wissen wir also, dal’ auch Polynome in mehrereangerlichen
UberZ oderuber einem Krper in Produkte irreduzibler Polynome zer-
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legt werden Knnen;insbesondere existieren daher auch in dieser Ringen
grof3te gemeinsame Teiler.

Der Beweis des obigen Satzes ist allerdings nicht konstukir wer-
den im rachsten Kapitel noch viel Arbeit investiereriigsen, bevor wir
PolynomeiberZ, Q, F,, oder anderen &rpern, in denen wir rechnen
konnen, wirklich in ihre irreduziblen Faktoren zerlegémken.

§7: Resultanten

Wir wissen inzwischen, dal} es auchzpr] grofite gemeinsame Teiler
gibt, und wir wissen auch, daf3 wir diber den BKLID ischen Algorith-
mus inQ[z] berechnen &nnen. Wir wissen allerdings auch, daf3 def E
KLIDische Algorithmus irQ[x] bei der praktischen Durctihrung seine
Tucken hat und wollen daher eine Alternative finden, die diaen
den BUKLIDischen Algorithmus in einem oder mehreren Polynomrin-
genuber endlichen Krpern benutzt. Hier haben wir allerdings auch
Beispiele gesehen, wonach der ggT zweier PolynomeZauk nicht
einmal denselben Grad hat wie der der beiden Reduktionenimed
ner vorgegebenen Primzahl; insbesondéraien Polynome, die [ x]
und damit auch irQ[x] teilerfremd sind, modulo gewisser Primzahlen
gemeinsame Teiler positiven Grades haben.

Um dieses PAinomen genauer zu untersuchen, wollen wir in diesem
Paragraphen Kriterien daf entwickeln, da3 zwei Polynome einen
grofiten gemeinsamen Teiler vom GréaHaben.

Was wir auf einfache Weise erhalten, ist ein Kriteriumidafial? der
ggT mindestenglen Gradi hat. Wielblich betrachten wir das Problem
gleich Uber einem beliebigen faktoriellen Rirg; das wird uns sgater
auch riitzlich sein fir die Losung nichtlinearer Gleichungssysteme.

_ n n—1
f=a,x +ta, & “+---+axtag

und
g=b,a" +b, qa" b+ by

seien also zwei Polynomiéder R[2] und nehmen an, es gebe ein Poly-
nomh € R[z] vom Grad mindesteng > 1, das sowohj als auchy
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teilt. Dann ist
Q = i .g= g . f
hoh 7T h
ein gemeinsames Vielfaches vgrundq, dessen Grad
degf + degg — degh = n +m — degh
hochstens gleich + m — d.

Haben umgekehrf und g ein gemeinsames Vielfaches vom Grad
hochstens: + m — d, so hat auch ihr kleinstes gemeinsames Vielfa-
chesS hochstens den Grad + m — d. (Ein kleinstes gemeinsames

Vielfaches existiert, da mik auchR[z] faktoriell ist.)

Zu S gibt es einerseits Polynome v € R[z], fur die S = uf = vg
ist, andererseits igt alskleinsteggemeinsames Vielfaches vgnundg
Teiler von fg, es gibt also ein Polynorh € R[z] mit fg = Sh. Fur
dieses ist

_fg _ . ovg_ _fg _ uf_
hv—S v=f S—f und hu—S u=g5 =9,
es teilt also sowohlf als auchg und sein Gradn + m — deg$§ ist

mindesteng. Damit ist gezeigt:

Lemma: Zwei Polynomef, g € R[xz] haben genau dann einen gemein-
samen Teiler vom Grad mindestediswenn es nichtverschwindende
Polynomeu, v € R[x] gibtmitdegu < degg—dunddeg < degf—d,

so daluf = vg ist. .
Diese Bedingung schreiben wir umin ein lineares Gleicheygiem @ir

die Koeffizienten von, undv: Da degu < degg — d = m — d ist und
degv < degf — d = n — d, lassen sich die beiden Polynome schreiben
als

_ m—d m—d—1
U= Uy, _ g T tu, 417 +---turtug
und

_ n—d n—d—1
V=Vy_q% tv,_ 417 +.tox .

Die Koeffizienten vorx” in v f undwvg sind

Z a;u; und Z bv;,

4,5 Mit i+j=r 4,5 Mit i+j=r
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f undg haben daher genau dann einen gemeinsamen Teiler vom Grad

mindestensgl, wenn es nicht allesamt verschwindendérperelemente

Ugy - - -y Upy_g UNduyg, ..., v, _; gibt, so daf’
> au;— Y bw;=0 furr=0,...,n+m—d
4,5 Mit i+j=r 4,7 mit ¢+j5=r

ist. Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem aws+1—d
Gleichungeniir dien + m + 2 — 2d Unbekannteny, .. ., u,,_, und
Vg, - - -, U, _q: €S hat genau dann eine nichttrivialédung, wenn seine
Matrix kleineren Rang als + m + 2 — 2d hat. Rir d = 1, wenn die
Matrix quadratisch ist, bedeutet dies einfach, daf} ihreeDe@nhante
verschwindet;iird > 1 miissen wik Determinanten von quadratischen
Untermatrizen betrachten

Ausgeschrieben wird dieses Gleichungssystem, wenn widemt Ko-
effizienten vonz™ ™~ anfangen, zu

ApUyy_g — bmvn—d =0
Ay U —gd + ApUp—d—1 — bm—lvn—d - bmvn—d—l =0

Oy Uy g F QU g1 ¥ AU, g >

—b—2Vp—g — b1V _g—1b5 Vg2 =0

Aglsz + AUy + ArUq + azlg — b0U3 — blvz — bz'Ul - b3U0 =0
AUy + aqUq + AUy — bovz — b1U1 — szO =0
aguq + aqug — bovy — by =0

AU — bo'UO =0

Natirlich andert sich nichts an der nichttrivialendsbarkeit oder
Unlosbarkeit dieses Gleichungssystems, wenn wir ansteliéadizblen

v; die Variablen—v; betrachten, womit alle Minuszeichen im obigen
Gleichungssystem zu Pluszeichen werden; aul3erdem hathes der
groRerenUbersichtlichkeit wegen — eingétgert, die Transponierte
der Matrix des Gleichungssystems zu betrachten. Dikst fauf die
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(n+m+2—2d) x (n+m+1— d)-Matrix

G, Gp_1 GQp_p ... G 0o 0 o ... 0
0 a/n a/n_l e CLZ al CLO 0 e 0
0 0 a, ... Qa3 QG aq a ... O
0 0 0 G, Gp_ 1 Gn_ o Gn 3 ... ag |,
b, b1 bp_ b, by bg o ... 0
0o b, b,_ bz by by bp ... O
0 0 o ... 0 b, b,1 b, bg

in derm + 1 — d Zeilen aus Koeffizienten vofi stehen unch + 1 — d
Zeilen aus Koeffizienten voq

Fur d = 1 ist diese Matrix quadratisch; man bezeichnet sie als
SYLVESTER-Matrix und ihre Determinante als dResultanteRes(f, g)

der beiden Polynomg undg. Falls man, etwa bei $peren Anwendun-
gen auf Polynome mehrerer \&rderlicher, auf die Variablehinweisen
mochte, schreibt man auch Rég, g). Die beiden Polynom¢ und g
haben somit genau dann einen gemeinsamen Faktor positiaele s
wenn Resf, g) verschwindet.

JAMES JOSEPHSYLVESTER (1814-1897) wurde geboren
als AMES JOSePH erst als sein Bruder nach USA
auswanderte und dazu einen dreiteiligen Namen brauch-
te, erweiterte er aus Solidaitt auch seinem Namen.
1837 bestand er das liehtigte Tripos-Examen der
Universiit Cambridge als Zweitbester, bekam aber
keinen akademischen Abschlu3, da er als Jude den
dazu vorgeschriebenen Eid auf die 39 Glaubensartikel
der Church of England nicht leisten konnte. Trotzdem
wurde er Professor am University College in London;
seine akademischen Grade bekam er erst 1841 aus
Dublin, wo die Vorschriften gerade mitiRksicht auf

die Katholiken géndert worden waren. #Whrend seiner weiterenafigkeit an sowohl
amerikanischen als auch englischen Univatsit bescéftigte er sich mit Matrizen, fand
die Diskriminante kubischer Gleichungen und entwickelteradie allgemeine Theorie
der Diskriminanten. In seiner Zeit an der Johns Hopkins Ehsity in Baltimore giindete

er das American Journal of Mathematics, das noch heute enitidhtigste mathematische
Fachzeitschrift Amerikas ist.
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Furd > 1 betrachtenwirlirj =n+m+1—d,... ,n+m+2—2d jene
quadratische Matri®/;, die aus den erstentm+2—d Spalten sowie der
j-ten Spalte der obigen Matrix besteht. Offensichtlich bttkre genau
dann einen kleineren Rang als- m + 1 — d, wenn alled Matrizen M
singufr sind, wenn also deren Determinanten verschwinden.

Sowohl die Resultante als auch die Determinantenidgisind Poly-
nome in den Koeffizienten vofiund g; wir haben daher den

Satz:Zwei Polynomef, g € R[ X] Uber dem faktoriellen Ring haben
genau dann einen gemeinsamen Faktor vom Grad mindestamesin
gewisse Polynome in ihren Koeffizienten verschwinden. éssbdere
gibt es genau dann einen gemeinsamen Faktor positiven §nadan

die Resultante der beiden Polynome verschwindet.
|

Die Resultante zweier Polynome der Grade 30 und 40 ist eine 70
Determinante — nichts, was man mit den aus der Linearen Adgeb
bekannten Algorithmen leicht und schnell ausrechn@mke. Im Au-
genblick braucht uns das noch nicht sonderlich @mhknern, da ungifr
den Algorithmus zur modularen Berechnung des ggT die blofdnz
der Resultante gémyt. Sgater, wenn wir Resultanten ernsthaft anwen-
den, werden wir sehen, dal sie sich erheblich effizientezcheen
lassen als andere Determinanten vergleichbar@®&rDer Grund daf
liegt — wie eigentlich fast zu erwarten war — in der engen 8eang
zwischen Resultante unddfttem gemeinsamen Teiler, die auch eine
Beziehung zwischen Resultantenberechnung und B ischem Algo-
rithmus liefert.

Fur die ggT-Berechnung [ ] (und damit auclk)[x]) sind Resultanten
aus folgendem Grundif uns wichtig: Angenommerf, und g ausZ[x]
sind zwei Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten. Ihr gg& Z[x]
ist bis auf eine Einheit eindeutig bestimmt, also bis aufszg&hen.
Sein Grad sed.

Nun seip eine Primzahl ungf_,ﬁe FF,[x] seien die Polynome, die aus
f und g entstehen, wenn wir alle Koeffizienten modylaeduzieren.
Wann wissen wir, daf3 auch deren ggTFig{z] den Gradd hat?
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Istf = hf;, g = hgy, undsindh, f;, g; die Reduktionen voh, f; undg,;
modulop, so ist offensichtlichf = hf; undg = hg,. Somit isth auf
jeden Fall ein gemeinsamer Teiler vérundg, muf3 also deren gRten
gemeinsamen Teiler teilen. Daraus folgt nun aber nichtdéaBen Grad
mindestens gleictisein muf3, denn wenn déitirende Koeffizient voh
durchp teilbar ist, hat: kleineren Grad ala. Ein Beispiel dafir konnen
wir uns leicht mit Maple konstruieren:

> h :

3xx+1: f1 := (x"3 - x72 + 2): gl := (x"2+x+1):

> f := expand(h*fl); g := expand(h*gl);
f=3" 22 +60 —2%+2
g =3+ A’ A+ 1
> ged(f, g);
3z+1
> Ged(f, g) mod 3;
1

Das KommandoGed mit groRemG ist die ,trage” Form desgcd-
Kommandos, die erst vomod-Operator ausgewertet wird, so dal3
die ggT-BerechnungberF; erfolgt. Im vorliegenden Beispiel freilich
hatten wir auch mitgcd dasselbe Ergebnis bekommen, denn hier ist
h modp der ggT vonf undg. Wir werden gleich sehen, daB dies nicht
immer so sein muf3.

Zunachst aber wollen wir ungberlegen, wie wir ausschlieRediknen,
daf der Grad voh modp kleiner ist als der voh. Das ist offensichtlich
dann und nur dann der Fall, wenn diéhfende Koeffizient voh durchp
teilbar ist. Da wirh erst ausrechnen wollen, hat dieses Kriterium freilich
keinen groRen praktischen Nutzen.

Nun ist aberf = hf; undg = hg,, der fuhrende Koeffizient vory
bzw.g ist also das Produkt detilirenden Koeffizienten voh und von
f1 bzw.g,. Wenn daher dertihrende Koeffizient voi durchp teilbar
ist, so gilt dasselbe aucliif die fihrenden Koeffizienten vori und
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von g. Die Umkehrung dieser Aussage gilt tidich nicht, aber da wir
eine grofRe Auswahl an Primzahlen habebrtstins das nicht weiter.
Wir kénnen also festhalten:

Lemma: Falls fur die beiden Polynom¢, g € Z[x] die Primzahlp
nicht beide fihrende Koeffizienten teilt, hat der ggT vgrmrmodp und
g modp in F,[z] mindestens denselben Grad wie ggT(f, ) € Z[z]

und ist ein Vielfaches voh modp. .

Falls unter diesen Bedingungen der ggTFi{z] denselben Grad hat
wie der inZ[z], ist somith modp ein ggT inF [z]. Wann das der Fall
ist, sagen uns die Resultaritew.die Determinanten der Matrizew ;:

Angenommen, der ggft von f undg in Z[z] hat den Grad/ > 0. Dann
habenf undg keinen gemeinsamen Teiler vom Grad mindesteng;
folglich ist im Falled = O die Resultante eine von Null verschiedene
ganze Zahl undifr ¢ > 0 hat mindestens eine der Matrizéf; eine
von null verschiedene Determinante.

Nun betrachten wir dasselbe ProbléerF,. Da die Resultante und
die Determinanten de¥/; Polynome in den Koeffizienten der beiden
Ausgangspolynome sindiiirt ihre BerechnungiberF, zum selben
Ergebnis wie die Berechnunigber Z mit anschlieBender Reduktion
modulop. Somit gibt es modulgp genau dann einen gemeinsamen
Teiler positiven Grades, wenn die Resultante dyrtéilbar ist, und es
gibt einen gemeinsamen Teiler vom Gréd 1 mit d > 0, wenn die
Determinanteraller Matrizen M, durchp teilbar sind. Da eine ganze
Zahl nur endlich viele Teiler hat, gibt eéthstens endlich viele solche
Primzahlen.

Damitkdnnen wir das bisherige Ergebnis dieses Paragrapin@miecke
der ggT-Berechnung i#i[ z] folgendermal3en zusammenfassen:

Satz: Fur zwei Polynomef,g € Z[x] mit ggT(f,g9) = h und ihre
Reduktionery, g € F, [x] mit ggT(f, g) = h" gilt:

a) Falls p nicht die ihrenden Koeffizienten von sowoffilals auchg
teilt, ist die Reduktior von 1, ein Teiler vonh™ und ded:* > degh.
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b) Es gibt tochstens endlich viele Primzahlenfir die & nicht gleich
dem ggT vonf undg ist. .
Nun haben wir nur noch eine Schwierigkeit: Bgein Korper ist, konnen
wir den modulag berechneten ggT stets so normieren, dafterenden
Koeffizienten eins hat.l# Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten ist
das nicht ndglich: Der ggT von

f=@r+1 =4 +40+1 und g=(2x+1)(2r—1)=4&’—1

isth = 2¢+ 1, was wir inZ[x] nicht zuz + % kiirzen lonnen. Berechnen
wir dagegen irfg[«] den ggT der beiden Reduktionen modulmf, so
ist z + 3 ein genauso akzeptables Ergebnis wie28) = 2z + 1 oder
3(x+3) = 3r+4 oder 4+ 3) = 4c+2. Welches dieser Polynome sollen

wir nachZ[z] hochheben?

Wir wissen, daR’ defihrende Koeffizient des ggT #{ «] den fuhrenden
Koeffizienten beider Polynome teilen mul3; er muRR daher diprides
ggT c dieser beidenitthrenden Koeffizienten sein. Wie wir am obigen
Beispiel sehen, ist er freilich im Allgemeinen nicht gleidiesem ggT.
Wenn wir von zwei primitiven Polynomen ausgehednken wir trotz-
dem den modulg berechneten ggT so liften, dal3 @€als fuhrenden
Koeffizienten hat; im obigen Beispiel b&ken wir also das Polynom
4o + 2.

Da wir von zwei primitiven Polynomerf und g ausgehen, mufd nach
den Ergebnissen ay$ auch deren ggT . primitiv sein. Wennh den
echten Teilerey von ¢ als fuhrenden Koeffizienten hat, so ist= =

ein Polynom mit ihrendem Koeffizienten, das modul@ ein ggT von
f modp undg modp ist. Sein primitiver Anteil ist der korrekte gof;
im obigen Beispiel ist das2+ 1.

§8: Die Landau-Mignotte-Schranke

In gewisser Weise leistet der vorige Paragraph das genagen@s
dessen, was wir wollen: Wir wollen die schwierig zu berecitden
grofditen gemeinsamen Teiler ¥{x] zuriickfuhren auf die leichter zu
berechnendeiiber endlichen Krpern; stattdessen haben wir den ggT
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der modulop reduzierten Polynome ziickgefihrt auf den inZ[x]
berechneten. Leider gibt es zu einem Polynigme F,[z] unendlich
viele Polynoméh € Z[x], die modulop gleichh sind.

Trotzdem lonnen wir die obigen Resultate zur Berechnung von ggTs

in Z[x] verwendenfalls wir eine Schrankeifr die Bethge der Koef-
fizienten des ggT finden: Wenn wir wissen, dal3 alle Koeffigenon
h ganze Zahlen vom Betragbbhstens\/ sind und wir eine Primzahl
p > 2M + 1 betrachten, so ist durchh modp eindeutig bestimmt. Da
wir tatsachlich, wie wir gerade gesehen haben, nichtiften, sondern
ch,, und dabei auch ein Vielfaches von ggT§) bekommen &nnen mit
einem Faktor, der nur durch den gg@er fuhrenden Koeffizienten von
f undg beschankt ist, nissen wir sogar fordern, daf3> 2cM + 1 ist.

Sofern wir eine solche Schranke fur den ggT zweier Polynome
f, g € Z[z] haben, bnnen wir also eine Primzapl> 2¢M +1 wahlen,
die nicht beideiihrende Koeffizienten teilt, und den ggTe FF,[x] von

f modp undg modp berechnen. Zi gibt es fochstens ein Polynom
h € Z[x], so daf% modp = hist. Falls es keines gibt, wissen wir, daf3
eine der endlich vielen Ausnahmeprimzahlenist; anddefalssen wir
testen, ol Teiler vonf undg ist. Wenn ja, haben wir einen ggT vgn
undg gefunden, andernfalls folgt wieder, daBine Ausnahmeprimzahl
war.

Im letzteren Fall nissen wir die Rechnung mit einer neuen Primzahl
wiederholen; da es nur endlich viele Ausnahmeprimzahlbt) gann
uns das bBchstens endlich viele Male passieren.

Tatsachlich werden wir diesen Algorithmus imaberrachsten Para-
graphen noch etwas optimieren; aber damiiileerhaupt funktioniert,
brauchen wir auf jeden Fall eine Schrankedie Koeffizienten.

Eine solche Schranke brauchen wir auch iatimsten Kapitelifr die
Faktorisierung von Polynomen; deshalb fragen wir allgemegleich
nach einer Schrankéf die Koeffizienten eines beliebigen Teilers eines
vorgegebenen Polynonfse Z[x].

f € Z[z] sei also ein bekanntes Polynom mit ganzzahligen Koeffizien
ten, undg € Z[x] sei ein (im allgemeinen noch unbekannter) Teiler
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von f. Wir wollen eine obere Schrankéirf die Koeffizienten vory
finden.

Dazu ordnen wir jedem Polynom

d
f= Zakxk € Clz]
k=0
mit komplexen Koeffizientern,, eine Reihe von MaRzahleriirf die
Grolie der Koeffizienten zu: Am wichtigsten ist éadich

_4a
H(f) = max|ay| ,

die sogenanntdthedes Polynoms. Unser Ziel ist e§irfein gegebenes
Polynomf € Z[z] die Hohe seiner Teiler abzusétzen. Auf dem Weg
zu dieser Absciitzung werden uns noch eine Reihe anderdi¥en
nutzlich sein, darunter die't und die 12-Norm

d d d
IF 1= lal und [Ifl,= | D ar @ =y Y lagl.
k=0 k=0 k=0
Fur die drei bislang definierten Gen gilt

Lemma 1: H(f) < || fll, < I fll, < VA+1 | fl, < (d+ DH()

Beweis:lst a,, der betragsdifite Koeffizient vory, so ist

H(f) = |a,| = /|a,

offensichtlich kleiner oder gleichi f||,. Dies wiederum ist nach der
Dreiecksungleichung kleiner oder gleidfy||,, denn schreiben wir
in C%** den Koeffizientenvektor vorf als Summe von Vielfachen der
Basisvektoren, d.h.

ag ag 0 0
al 0 al O

= . + ) o+ ,
a’d 0 O ad

so steht links ein Vektor derdnge|| f||,, und rechts stehen Vektoren,
deren langen sich zij f ||, summieren.
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Das rachste Ungleichheitszeichen ist di@UCHY-SCHWARzsche Un-
gleichung, angewandt auf die Vektoren

Qg 1
a 1

! und N
ay 1

und das letzte schlief3lich ist klar, denn

d d
|ﬂb=J§:MﬂzgJ}:MAZ:Vd+H%A=¢d+1HUf
j=0 5=0

Esist alles andere als offensichtlich, wie sich die drdalig definierten

Malzahlen ifir einen Teiler eines Polynoms durch die entsprechende

Grol3en fir das Polynom selbst absdbken lassen, deriiber die Ko-
effizienten eines Teilersdkinen wir leider nur sehr wenig sagdsber
seine Nullstellen allerdings schon: Die Nullstellen eifleslers bilden
natirlich eine Teilmenge der Nullstellen des Polynoms. Alstiteso
wir versuchen, auch die Nullstellen ins Spiel zu bringem desam-
menhang zwischen Nullstellen und Koeffizienten liefert ules aus
Kapitel 1,56 bekannte Wurzelsatz von &te, der die Koeffizienten,

eines Polynoms

d
d d—1
X +ad_1x +"'+aO:H($_ZZ')
=1

durch die Nullstellerz; ausdiickt: Bis aufs Vorzeichenist, die Summe
aller Produkte aus jeweils— & der z;.

Um die Koeffizienten eines Polynoms durch die Nullstelleachitzen
zu kbdnnen, brauchen wir also obere Schrankardie Betége der Pro-
dukte aug: Nullstellen. Naiirlich ist jedes solche Produkt ein Teilpro-
duktdes Produkts, - - - z, aller Nullstellen, aber dasifirt zu keiner Ab-
schatzung, da unter den fehlenden Nullstellen auch welchekéginen,
deren Betrag kleiner als eins ist. Um eine obere Schrdirkdei Betrag
zu kommen, riissen wir diese Nullstellen im Produk{- - - z,; durch
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Einsen ersetzen; danrdknen wir sicher sein, daf} kein Produkt von
k Nullstellen einen gi3eren Betrag hat als das so modifizierte Produkt.
DieseUberlegungenifhren auf die

Definition: DasMal u( f) eines nichtkonstanten Polynoms
d
f=aqJ@—-=)
j=1

ist das Produkt der Beige aller Nullstellen von Betrag @fer eins mal
dem Betrag desihrenden Koeffizientea, von f:

d
() = lagl [T max((@, |;]) -

J=1

Dieses Maf ist im allgemeinen nur schwer explizit berechgmta man
dazu die amtlichen Nullstellen des Polynoms explizit kennen muf3. Es
hat aber den grol3en Vorteil, dair zwei Polynomef und g trivialer-
weise gilt

p(f - 9) = p(f) - 1(g) -

Auch kdnnen wir es nach dem Wurzelsatz vorgYE leicht filr eine Ab-
schatzung der Koeffizienten verwender); ist bis aufs Vorzeichen die
Summe aller Produkte vah— k& Nullstellen, und jedes einzelne solche
Produkt hat bchstens den Betrag f). Die Anzahl der Summanden ist
die Anzahl von Miglichkeiten, ausi Indizes einek-elementige Teil-
menge auszuihlen, alsq{). Damit folgt

Lemma 2: Fur ein nichtkonstantes Polynofn= Z ada:d ist

o< (o

Der grof3te unter den Binomialkoeffizienté@ ist bekanntlich der mit-
tlerebzw.sind die beiden mittleren, und die Summe aller Binomialkoef
fizienten({) ist, wie die binomische Formeiif (1+ 1) zeigt, gleich 2.
Damit folgt
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Korollar: Fur ein nichtkonstantes Polynofne C[«] ist

d
1) < (g )00 v 110 < 151l < 2'u0).

Zur Absclatzung des MalR3es durch eine Norm zeigen wirazinst
Lemma 3: Fur jedes Polynonf € C[z] und jede komplexe Zahl ist

[z = 2)fllo = 1z = Dfl; -

d
Beweisdurch explizite Berechnung der beiden Seiten:fSei akxd.
k=0

d+1 d k
azx® T+ Y (za, — ap_1)x" — agz
k=1
ist die Summe aller Koeffizientenquadrate, also

d
agag+ Z(Zak —ay_1) (zay, — aj_1) + apzagz

Das Quadratvofi(z — z) f||, =

2

PR
= lagl +Z |ak| E | _Zme(zakak 1)+|ak 1‘ )+|ao| |2 |
_(1+|Z| )Z|ak| _ZZ%Q(Zakak 1)
k=0 =y

Entsprechend istz¢ — 1)f = a zz"" + Z(Eak_l —a;)z" — ay und
auch||(zz — 1)f]|5 wird zu k=1
d

aqZz gz + Z(E%q — ag)(za,—1 — @) + agag

k=1
d
2 2 . 2 2
=[zaq|” + Z 2%—1‘ — 2Re(za, @ 1) + |a|”) +|agl
k=1
=(1+]z )Z|ak| - sze(zakak 1)
k=0 k=1

d

Fur das Polynony = adH(x — z;) bedeutet dies, dal wir den Faktor
=1

(z — z;) durch ¢;z — 1) ersetzen &nnen, ohne dal sich dié4Norm
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andert. Wenden wir dies an auf alle Faktoren ¢;), fir die|z; | > 1ist,
erhalten wir ein Polynom, desseanstliche NuIIsteIIen Betrag kleiner
oder gleich eins haben, deBne — 1 verschwindetir » = 1/z, was fir
|z|; > 1 einen Betrag kleiner Eins hat. Das Maf? des modifiziertey-Pol
noms ist also gleich dem Betrag déb&ifenden Koeffizienten, und dieser
wiederum ist nairlich kleiner oder gleich derd:Norm. Andererseits
ist das Mal3 des modifizierten Polynoms gleich dem des inggichen,
denn fir jeden Faktor«{ — z;) wird der fuhrende Koeffizient bei der
Modifikation mit z, multipliziert, was denselben Betrag hat wig.
Damit folgt:

Lemma4: Firein nichtkonstantes Polynofne Clz]ist pu(f) < || f|l,-

Nach diesen Vorbereitungerdinen wir uns an die Absétzung der
Koeffizienten eines Teilers machen. Sei dazu

e d
g=Y b’ Teilervon f=) az'.
7=0 =0
Da jede Nullstelle vorg auch Nullstelle vory ist, lassen sich die Mal3e
der beiden Polynome leicht vergleichen:

wg) < ’b—’ -l f) -
aq

Kombinieren wir dies mit dem Korollar zu Lemma 2 und mit Lem#éha
erhalten wir die IANDAU-MIGNOTTE-Schranke:

1) < (1 5) |22 =11,

Der ggT zweier Polynom¢ und g mul3 diese Abscitzung fir beide
Polynome eiiillen, allerdings kennen wa priori weder den Grad noch
den fihrenden Koeffizienten des ggT. Falls wir Polynome mit gahliz
gen Koeffizienten betrachten und einen ggZ[a] suchen, wissen wir
nur, daf3 seinifhrender Koeffizient dielfhrenden Koeffizienten sowohl
von f als auch vory teilen mul3, und dal’ sein Grad adich wed-
er den vonf noch den vory Uibersteigen kann. Damit erhalten wir die

und |lgl, <2°
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LANDAU-MIGNOTTE-Schrankeiir den ggT zweier Polynome: Schreiben
wir f undg wie oben, so istlr f, g € Z[x]

H(99T(f,9)) < llagT(f, 9l

e e
SLM(f.9) = 2™ ggT(ay, b,) min (m,% .
¢ lag| " |b.]

EDMUND GEORGHERMANN LANDAU (1877-1938) wur-
de in Berlin geboren und studierte an der dortigen Uni-
versi@t, wo er auch von 1899 bis 1909 lehrte. Dann
bekam er einen Ruf an die damalshfende deutsche
Mathematikfakulét in Gottingen. 1933 verlor er seinen
dortigen Lehrstuhl, denn die Studenten boykottierten
seine Vorlesungen, da sie meinten, simkten Mathe-
matik unndglich bei einemijdischen Professor lernen.
LANDAUS zahlreiche Publikationen besdtigen sich
vor allem mit der Zahlentheoridjber die er auch ein

besondere seine Arbeitéver Primzahlverteilung.

MAURICE MIGNOTTE arbeitet am Institut de Recherche Mathatique Avanee der Uni-
versitit Stralburg; sein Hauptforschungsgebiet sind dioplwdmisleichungen. Er ist
Autor mehrerer Lehricher, unter anderem aus dem Gebiet der Computeralgebra.

Als Beispiel betrachten wir noch einmal die beiden Polynams$3.
f=a®+2° 3"~ 3% +8%+2: -5
hat die 1*>-Norm
[fll,=V12+12+32+ 3 +8+22+5=1/113
und den Bihrenden Koeffizienten eindjif
g=32"+5z" — 4% — 9z +21

haben wir fihrenden Koeffizienten drei und
lgll, =V + 5+ &+ P+ 21 = /572 = 2/143.

Da & - 113 > 900 gbRer ist als 2- 143 < 600, ist die lANDAU-
MIGNOTTE-Schrankeiiir diese beiden Polynome

LM(f, ) =2°- gx/14 ~ 5102191249

bedeutendes Lehrbuch schrieb. Sehr bekannt sind ins-
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Da die Koeffizienten des ggT ganze Zahlen sind, kann der §eires
jeden Koeffizienten alsodthstens gleich 510 sein. Da dighfenden
Koeffizienten vonf und g ggT eins haben, wissen wir au3erdem, daf3
auch der fihrende Koeffizient von ggJ( ¢) gleich eins ist.

Wir suchen daher eine Primzght> 2-510+ 1, d.hp > 2- 510:
> p := nextprime(2*510);
p:=1021
> f 1= x78+x76-3%x"4-3%x"3+8%x"2+2*x-5 mod p;
fi=a®+2°+ 1018+ 2" + 1018+ 2° + 84 2% + 24 v + 1016

> g = 3*%x76 + b*x"4 - 4xx"2 - 9*x + 21 mod p;
g:=32°+5¢" + 10177 + 10120 + 21

> r2 := Rem(f, g, x) mod p;

r2 1= 907" + 227:° + 340
> r3 := Rem(g, r2, x) mod p;

r3:= 77 +1012; + 181
> r4 := Rem(r2, r3, x) mod p;

r4 = 405; + 581
> r5 := Rem(r3, r4, x) mod p;
r5 =956

\4

R

(@)
]

Rem(r4, r5, x) mod p;
r6:=0

Somit ist 956 ein ggT irF,g,[z], und damit nairlich auch die Eins.
Nach dem, was wir in diesem Paragraphen gesehen haberddoéyts,
dafd auch der ggT vofiundg in Z[x] gleich eins ist.

Vergleicht man mit dem Rechengang §8, hat sich abgesehen von
den modularen Polynomdivisionen nichts wesentlichéndert, jedoch
sind die Zwischenergebnisse erheblich angenehmer gemorde
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89: Der chinesische Restesatz

Zu Beginn des vorigen Paragraphen haben wir uns kberlegt, wie
man grundatzlich mit Hilfe der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke und des
modularen ggT difdte gemeinsame Teiler #{x] berechnen kann. Bei
nicht allzu grof3er kNDAU-MIGNOTTE-Schranke ist dies wahrscheinlich
die schnellste Art und Weise, den ggT zu berechnen.

Bei grol3er LANDAU-MIGNOTTE-Schrankel/ wird allerdings eine Prim-
zahlp > 2M + 1 nicht mehr in ein Maschinenwort passen, so daf3 alle
Rechnungen in Langzahlarithmetik und damit recht langsasgetihrt
werden niissen.

Der Ausweg besteht darin, nicht modulo einer, sondern lgleiodulo
mehrerer Primzahlen zu rechnen. Die Idee dazu ist einfaemrvWir
beispielsweise ein Zahl sowohl modulo zwei als auch modiiéKen-
nen, kennen wir sie auch modulo zehn. Entsprechendeslgénagin:

Chinesischer RestesatzSindm, n zwei zueinander teilerfremde und
a,b zwei beliebige Elemente einessiIDischen Ringsk, so gibt es
Elemente: € R mit

r=amodm und r=bmodn.
r ist modulomn eindeutig bestimmt.

Beweis: Ausgangspunkt ist der erweitertasE.IDische Algorithmus:
Dam undn teilerfremd sind, liefert er uns zwei Elementes € R, so
daid

am+ fn =9gT(m,n) =1

ist. Somit ist
_ _ /1 modm A = _ /0 modm
1_am_ﬁn_{0 modn, U9 1An am_{l modn
also bstr = Bna + amb = { a  modm .o proplem.
b modn

Fur jede andere @sungs ist » — s sowohl durchm als auch durch
teilbar; da beide teilerfremd sind, also duretn. Umgekehrt ist klar,
daf fir jedesA € R auchr + Amn eine Losung ist. Die allgemeine
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Losung ist somit = (Ba + Am)n + (ab — An)m; insbesondere ist sie
eindeutig modulavm. .

Bei der Losung eines Systems

r=a, modm, furi=1... N
kénnen wir rekursiv vorgehen: Widsen die ersten beiden Kongruenzen
r = a; modm4 undr = a, modm, wie gerade besprochen; das Ergeb-
nis ist eindeutig modulen,m,. Ist r, eine feste Bsung, sodRt sind
die samtlichen losung dieser beiden Kongruenzen gerade dingen
der einen Kongruenz

r =1, modmym, .

Da diem, paarweise teilerfremd sind, ist aueh m, teilerfremd zun.
Mit dem erweiterten BkLIDischen Algorithmus &nnen wir daher wie
oben das System

r=r, modm;m, und r=az;modmg
[6sen und zusammenfassen in einer Kongruenz
r = r3 modmymymsg
und so weiter, bis wir schlie3lich ein gefunden haben, das modulo

allerm, den geviinschten Wert hat und das modulo dem Produkt aller
eindeutig bestimmt ist.

Alternativ a3t sich die bsung auch in einer geschlossenen Formel
darstellen, allerdings um den Preis eingrmaligen statt v — 1)-
maligen Anwendung des UkLIDischen Algorithmus und @f3eren
Zahlen schon von Beginn an: Um das System
r=a;, modm, fur i=1... N
zu losen, berechne man Ziohst fir jedes das Produkt
m,; = Hmj

JF
der ssmtlichenubrigenm; und bestimme dazu Elemente, 5, € R,
fur die gilta;m; + 3,m; = 1 Dann ist

N
r=>" Bma; = Bima; = (L— a;m)a; = a; modm, .
7=1
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Natiirlich wird r hier — wie auch bei den obigen Formel — oft8er sein
als das Produkt de:;; um (in welchem Sinne auch immeyfleine*
Losungen zu finden, assen wir also hoch modulo diesem Produkt
reduzieren.

Der chinesische Restesatz hat seinen Namen daher, daflicingbinesische Genéle
ihre Truppen in Zweier-, Dreier-,ifer-, Siebenerreihemsw.antreten lieBen und jeweils
nur die (i.a. unvollsindige) letzte Reihe aBhlten. Aus den Ergebnissen lie3 sich die
Gesamtzahl der Soldaten berechnen, wenn das Produkt dehigglenen Reiheithgen
groRer war als diese Anzahl.

Es ist zwar fraglich, ob es in China wirklich Geadr gab, die diesen Satz kannten und
anwendeten, aber Beispiele dazu finden sich bereits in ethémesischen Lehrbuch des
dreizehnten Jahrhunderts, den 1247 erschienktathematischen Abhandlungen in neun
Bandenvon GH'IN CHIU-SHAO (1202-1261). Dort geht es allerdings nicht um Soldaten,
sondern um Reiskner.

§10: Die modulare Berechnung des ggT

Nach vielen Vorbereitungen sind wir nun endlich in der Lagiegn
Algorithmus zur modularen Berechnung des ggTZijx] oder Q[z]
zu formulieren. Wesentlich istif beide Rlle nur die Berechnung des
ggT zweier primitiver Polynome aug[x]: Zwei Polynome aug€)[«z]
lassen sich stets schreiben afsund g mit A, 2 € Q™ und primitiven
Polynomenf, g € Z[«], und sie haben denselben ggT vfieindg. Fur
Polynome auZ[x] sind A\, u € Z die Inhalte, und der ggT if[z] ist

99T, 1) - 99T(f, 9).
Seien alsof, g € Z[x] primitive Polynome.

a) Wir arbeiten nur mit Primzahlen, die nicht dighfrenden Koeffizien-
ten sowohl voryf als auch vory teilen. Nach dem Satz am Ende vh
wissen wir dann, da der ggif, von f modp undg modp mindestens
denselben Grad hat wie ggfl(g) und daR3 es nur endlich viele Primzah-
len gibt, fur die sich die beiden Grade unterscheidéir.dtle anderep
isth,, = ggT(f, g) modp.

b) Die endlich vielen,schlechten* Primzahleniif die ., gro3eren
Grad hat, lassen sich nicht schanpriori ausschlieRen. Wir dnnen
sie aber anhand zweier Kriterien naéglich erkennen: Falls wir eine
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Primzahlg (die nicht beide fihrende Koeffizienten teilt) findeniif die
degh, < degh, ist, mul3p eine schlechte Primzahl sein. Wenn wir
mehrere Primzahlen haben, die uns modulare ggTs desseltaels G

liefern, so lbnnen wir diese nach dem chinesischen Restesatz zusam-

mensetzen. Falls wir hier keinedsung finden, bei defamtliche Ko-
effizienten einen Betrag unterhalb deaNDAU-MIGNOTTE-Schranke
liegen, oder wenn wir eine solchétung finden, diese aber kein gemein-
samer Teiler vory undg ist, dann waren alle betrachteten Primzahlen
schlecht.

Um die Ubersicht zu behalten fassen wir bei der Rechnung alle tserei
betrachteten Primzahlen zusammen zu einer Ménhged wir berech-
nen auch in jedem Schritt das Prodikaller Elemente vorP, die wir
noch nicht als schlecht erkannt haben. Falls sie wirklichnschlecht
sind, kennen wir den ggT modulg.

Diese Ideeniihren zu folgendem Rechengang:

1. Schritt (Initialisierung):Berechne den gg€ der fuhrenden Koef-
fizienten vonf undg sowie die LANDAU-MIGNOTTE-Schranke LM, g)
und setzell = 2¢[LM( f,g)| + 1. Setze auRerde = und N = 1.

Da der Betrag eines jeden Koeffizienten des g@EtHstens gleich
[LM(f, g)] ist und wir lbchstens das-fache dieses ggT berechnen,
kennen wie die Koeffizienten i, sobald wir sie moduld/ kennen.

2. Schritt:Wahle eine zullige Primzahp ¢ P, die nicht die fihrenden
Koeffizienten von sowohf als aucly teilt, ersetze? durchP U{p} und
berechne if¥ ,[z] den ggT#h,, von f modp undg modp; dieser sei so
normiert, daf3 seindgthster Koeffizient gleich eins ist. Falig = 1 ist,
endet der Algorithmus und ggf(g) = 1. Andernfalls wirdNV = p ge-
setzt und ein Polynorh € Z[z] berechnet, dessen Reduktion modgulo
gleichch,, ist.

3. Schritt:Falls N > M ist, andere man die Koeffizienten vérmodu-

lo N notigenfalls so ab, dal ihre Béatge tbchstens gleicla LM( f, g)
sind. Falls das nicht dyglich ist, haben wir bislang modulo lauter
schlechter Primzahlen gerechnetinken also alle bisherigen Ergeb-
nisse vergessen und gehenimk zum zweiten Schritt.
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Andernfalls wird » durch seinen primitiven Anteil ersetzt und wir
Uberpiifen, obh sowohlf als auchy teilt. Falls ja, isth der gesuchte ggT,
und der Algorithmus endet; andernfallgissen wir ebenfalls ziick zum
zweiten Schritt und dort von Neuem anfangen.

4. Schritt:Im Fall N < M wahlen wir eine zullige Primzahlp ¢ P,

die nicht die fihrenden Koeffizienten von sowolfil als auchyg teilt,
ersetzerP durch’? U {p} und berechnen ii¥ [z] den ggTh, von

f modpundg modp. Falls dieser gleich eins ist, endet der Algorithmus
und ggT(f, g) = 1. Falls sein Grad @f3er als der vom ist, warp eine
schlechte Primzahl; wir vergessep und gehen ziirck an den Anfang
des vierten Schritts, d.h. wir wiederholen die Rechnungeinigr neuen
Primzahl,

Falls der Grad vorh,, kleiner ist als der vork, waren alle bisher be-
trachteten Primzahlen mit der eventuellen Ausnahmensmmlecht; wir
setzenV deshalb zuick aufp und konstruieren ein Polynome Z[z],
dessen Reduktion modujogleichch,, ist.

Ist schlief3lich deg = degh,,, so konstruieren wir nach dem chinesi-
schen Restesatz ein neues Polyrigmias modulaV gleich dem alterk
und modulop gleich ch,, ist. Danach geht es weiter mit dem dritten
Schritt.

Der Algorithmus muf3 enden, da es nur endlich viele schleRtitezah-

lenp gibt, fur die der inF [z] berechnete ggT nicht einfach die Reduk-
tion von ggT(f, g) moduloyp ist, und nach endlich vielen Durcéhifen

sind geitigend viele gute Primzahlen zusammengekommen, daf ihr Pro-
dukt die ZahlM Ubersteigt. Da der ggT iff,[«] fur Primzahlen, die
nicht beide @ihrende Koeffizienten teilen plchstens éheren Grad als
ggT(f, g) haben kann, ist auch klar, dal3 der Algorithmus mit einem
korrekten Ergebnis abbricht.

Betrachten wir dazu ein Beispiel:
> f 1= x76-124%x75-125%x74-2%x"3+248%x"2+249%x+125:
> g 1= x"5+127%x74+124%x"3-255%x"2-381*x-378:

Eine einfache, aber langweilige Rechnung zeigt, daf dirbhu-
MIGNOTTE-Schranke vorf undg ungefihr den Wert 13199,21452 hat;
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wegen ndglicher Rundungsfehler sollten wir zur Sicherheit viielte
besser von 13200 ausgehen. Die Zahl, modulo derer wir diffiKiea-
ten mindestens kennenissen, ist somid/ = 26401.

Als erste Primzahl &hlen wir zum Beispiep = 107 und berechnen

> Ged(f, g) mod 107;
25 +90z% + 90z + 89

DamitistP = {107} und N = 107 < M. Also wahlen wir eine weitere
Primzahl, etwa = 271

> Ged(f, g) mod 271;
22+ 12702 + 1270 + 126
Auch dieser modulare ggT hat Grad drei, wiirtnen die beiden also
zusammensetzen, indem wir den chinesischen Restesatiedibef-
fizienten anwenden:
> chrem([90, 1271, [107, 271]);
5547

> chrem([89, 126], [107, 271]);
5546

Damit ist alsoh = z* + 5547:% + 5547¢ + 5546,P = {107,271} und
N =107x 271 = 28997.

Dies ist gbRer alsM, und alle Koeffizienten vork liegen unterhalb
der LANDAU-MIGNOTTE-Schranke, also firssen wir untersuchen, db
Teiler vonf und vong ist:

> rem(f, x°3 + 5547*x"2 + 5547*x + 5546, x);

96738473234076% + 967384732340761+ 967384732340761

Offensichtlich nicht; somit sind 107 und 271irf dieses Problem
schlechte Primzahlen. Versuchen wir unseficRl als rachstes mit
p = 367:

> f ;
Ged(f, g) mod 367; .7:2+.7:+1
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Also wird P = {107,271,367} und N = 367; wir erwarten, daf’ der
gesuchte ggT modulo 367 gleia:ﬁ+ x+1ist. Um von 367 augber die
Schrankél/ zu kommen reicht eine relativ kleine Primzahl, zpB= 73.

> Ged(f, g) mod 73;
22+ 2207 + 220 + 21

Dieser ggT hat zu grofl3en Grad, also ist auch 73 schléchirfs. Wir
lassen daheW = 367 und haben nuR = {73,107,271, 367}.
Die nachste Primzahl nach 73 ist 79.
> Ged(f, g) mod 79;
P+l
Wieder erhalten wir ein quadratisches Polynom, also setien
N =367x 79 = 44503 P ={73,79,107,271, 367}

und natirlichh = z?+z+1. DaN > M istund alle Koeffizienten voh
unter der IANDAU-MIGNOTTE-Schranke liegen, irssen wir nun testen,
ob A Teiler vonf und vonyg ist:

> rem(f, x"2+x+1, x);
> rem(g, x"2+x+1, x);

Damitist ggT(f, g) = P+ +1.

Bei diesem Beispiel habe ich imlich absichtlich nmiglichst viele
schlechte Primzahlen verwendeit man seine Primzahlen wirklich
zufallig, wird man nur selten eine erwischen.

§11: Polynome in mehreren Veranderlichen

Wie wir aus§6 wissen, ist auch der Polynomring in mehrererévieter-
lichenliiber den ganzen Zahlen oddrer einem Krper faktoriell; somit
existieren auch dort gfite gemeinsame Teiler. Im vorigen Paragraphen
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haben wir gesehen, wie sich diese im Falle eineaxederlichen berech-
nen lassen; hier soll nun im wesentlichen die gleiche Técamgewen-
det werden, um die ggT-Bestimmurig folynome im Veranderlichen
zurickzufuhren auf die im — 1 Veranderlichen.

Wir betrachten also zwei Polynomgg in n > 2 Veranderlichen

x4, ...,x, Uber einem Krper oderiber faktoriellen Ringk; wichtig

sind vorallem die Bllek = Z, k = Qundk = F,,. Wie beim Gwssschen
Lemma betrachten wir die Polynome a#s, = k[z,,...,x,] als
Polynome in der einer Vanderlichenz,, Uber dem RingR,_; =
klxq,...,z,_1],Schreibenals®, = R,,_,[z,]. DurchggT-Berechnungen
in R,,_, konnen wir diese Polynome zerlegen in ihre Inhalte und prim-
itiven Anteile; der ggT der Inhalté&Rt sich wieder iR, _; berechnen.

Bleibt noch der ggT der primitiven Anteile; diese sejeandg, jeweils
aufgefal3tals Polynome ir), mit Koeffizienten aus?,_,. UmderenggT

zu berechnen, dnnten wir den BEkLiDischen Algorithmudiber dem
QuotientenkrpervonR,,_, anwenden, allerdings steigen hier die Grade
von Zahler und Nenner der Koeffizienten sowderenKoeffizienten im
allgemeinen so stark an, daf3 dies nur bei wenigen Variabidrsahr
kleinen Graden praktisch durdhfrbar ist. Daher iiissen wir auch hier
wieder nach Alternativen suchen.

In Kapitel 1l hatten wir, um die Explosion der Koeffizienteritm Eu-
KLIDischen Algorithmus inQ[x] zu vermeiden, den Umwegber die
ganzen Zahlen modulo einer Primzalgenommen, also zé@chst einen
ggTinF,[z] berechnet. Formaldnnen wir das auch so ausidken, daf3
wir auf die Koeffizienten die Abbildung

Z—F,
©p:
a +— a modp

angewendet haben. Entsprecherichiken wir im PolynomringR,,_;
noch einmal eine Variable auszeichnen, efwa,, und fur diese einen
festen Wertc € k einsetzen, d.h. wir wenden auf alle Koeffizienten die
Abbildung

i Rn—l - Rn—Z
Pe-
a(Tq, ..., Ty 2, Tpy_1) — ATy, ..., Tp_5,0)
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an. Die entstehenden Polynorfendg ausR,, ,[x] haben wieder ins-
gesamt — 1 Variable, wir lonnen ihren ggT also mit dem Algorithmus
fir Polynome im — 1 Variablen berechnen.

Auch hier stellt sich die Frage, was der ggT vérund § mit dem
von f und g zu tun hat. Im folgenden bezeichhadiir jedes Polynom
h € R,,_4[z,] das Polynom au®,,_,[x], das durch Anwendung von
¢, auf die Koeffizienten vorh entsteht.

Ist h € R,_4[z] ein Teiler vonf, etwaf = ¢h, so istf = gh, d.h.
auchh ist ein Teiler vonf. Dieser Teiler Bnnte aber einen kleineren
Grad haben al#; dies passiert offensichtlich genau dann, wenn der
fuhrende Koeffizient vorh im Kern vone, liegt, durch Einsetzen von
x,_, = c also zur Null wird. Da derifhrende Koeffizient vorf das
Produkt der fihrenden Koeffizienten volaundg ist, gilt dann dasselbe
auch fir den fihrenden Koeffizienten vofy wir kbnnen dieses Problem
also vermeiden, indem wir so wahlen, daf? derithrende Koeffizient
von f durchy, nicht auf die Null abgebildet wird. Wenn wir dairff
oder g sicherstellen, wissen wir daher, dg8T(f, ¢) ein Teiler vonf
undg, also auch von ggT{ g) ist, und daR beide gRte gemeinsame
Teiler denselben Grad iy, haben. Da dietfhrenden Koeffizienten von
f undg als Polynome in,,_; geschrieben werderdknen, gibt es nur
endlich viele Werte vom, die wir vermeiden riassen, und diese lassen
sich einfach identifizieren.

Auch dann wissen wir allerdings nur, d&3= ggT(f, g) ein Teiler
von ggT(f,9) ist.  ist genau dann ein echter Teiler, weifiph und
g/h einen gemeinsamen Faktor haben, der keine Einheit ist, wenn
also die Resultante vorf/h und g/h bediglich x,, verschwindet.
Bezeichneth den ggT vonf und g, so entsteht diese Resultante aus
Res, (f/h,g/h) € R,,_; durch Anwendung vorp,; da diese Resul-
tante als Polynomiir,,_; geschrieben werden kann, gibt es also wieder
hochstens endlich viele Werte venfir die dies der Fall ist. Da wik
nicht kennen, &nnen wir diese Werte allerdings nicht im voraus identi-
fizieren — ganz analog zur Situation bei der modularen Benaoh des
ggT inZ[z].

Als nachstes stellt sich das Problem, was wir aus der Kenntnis von
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ggT(f, g) fur ggT(f, g) folgern kbnnen. Offensichtlich nicht sonderlich
viel, denn wenn wir ein Polynom nur an einer Stelle ; = ¢ kennen,
gibt uns das noch kaum Information. Wenn wir allerdings eityRom
vom Gradd in z,,_; and + 1 verschiedenen Punkten kennen, dann
kennen wir es vollgindig.

Die einfachste Konstruktion des Polynoms aus seinen Famdierten
and + 1 verschiedenen Stellen geht aok&pPHLouIsS COMTE DE LA-
GRANGE zurlick und benutzt dieselbe Strategie, die wir vom chinesi-
schen Restesatz her kennen:Rstin Integrititsbereich und suchen wir
ein Polynomh € R[z] vom Gradd, das an den Stellea, € R fur
1=0,...,d die Werteh, € R annimmt, so konstruieren wir zanhst
Polynomen; mit o;(c;) = 1 unde;(c;) = 0 fur j 7. Das Verschwinden
an den Steller; konnen wir erreichen, indem wir die Linearfaktoren
(x — ¢;) fur j # i miteinander multiplizieren. Um an der Stelleden
Wert eins zu erhalten, @issen wir allerdings noch durch das Produkt
der (c; — ¢;) dividieren, und damit kommen wir eventuell afishin-
aus und rissen im Quotienterikper rechnen. Mit den so definierten

Polynomen
[z =)

[jz(ci = ¢))

ist das Interpolationspolynom dann

o, (z) =

d
@)= a(a)h .
i=1
(Das Interpolationsverfahren voma&RANGE ist zwar einfach zu ver-
stehen undifhrt auf eine elegante Formel, es gibt jedoch effizientere
Verfahren, die auch hier anwendbar sind, z.B. das gead NEWTON.
Fur Einzelheiten sei auf die Numerik-Vorlesung verwiesen.)

Die Nenner in der hGRANGESchen (oder auch BWwTONschen) Inter-
polationsformel giren uns nicht besonders, da wir ja spezialisieren,
indem wir fur z,,_, jeweils Konstanten einsetzen, dig liegen also
alle im Ring k& der Konstanten. Falls es sich dabei um eindirgéer
handelt, haben witiberhaupt keine Probleme mit den Divisionen; im
wohlwichtigsten Fall, da3 wiiber den ganzen Zahlen arbeiten, erhalten
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wir zwar Interpolationspolynome mit rationalen Koeffizien, kbnnen
diese aber zerlegen in einen konstanten Faktor mal einemzghligen
Polynom mit teilerfremden Koeffizienten, das fdie Berechnung des
ggT zweier primitiver ganzzahliger Polynome an Stelle desrpola-
tionspolynoms verwendet werden kann.

. JosePHLOUIS LAGRANGE (1736—1813) wurde alsiG-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und

studierte dort zuschst Latein. Erst eine alte Arbeit von
HALLEY Uber algebraische Methoden in der Optik weck-

gedehnter Briefwechsel mitUEER entstand. In einem
Brief vom 12. August 1755 berichtete er diesem unter
anderenuber seine Methode zur Berechnung von Max-
ima und Minima; 1756 wurde er, auffEers Vorschlag,
Mitglied der Berliner Akademie; zehn Jahreasgr zog

er nach Berlin und wurde dort UEERS Nachfolger

als mathematischer Direktor der dortigen Akademie
1787 wechselte er an die Pariser Aeade des Sciences, wo er bis zu seinem Tod blieb und
unter anderem an der Eiitirung des metrischen Systems beteiligt war. Seine Arbeite
umspannen weite Teile der Analysis, Algebra und Geometrie.

Damit ergibt sich folgender Algorithmus zur Zdiwgkfilhrung des ggT
zweier Polynome im Veranderlichen auf die Berechnung von ggTs von
Polynomen im — 1 Verdnderlichen:

Wir gehen aus von zwei Polynomdn) G € R,, = k[z4,...,z,], mit
k =Z,Q oderF, (oder sonst einem faktoriellen Ringer dem wir den
ggT zweier Polynome in einer Vé@nderlichen berechnerdknen).

1. Schritt (Initialisierung):Schreibe

d e
F= Z a(rq,...,z, 4)r, und G = Z bi(xy,. .. 2, 1)),
=0 =0
wobei die fihrenden Koeffizienterm,; und b, nicht identisch ver-
schwinden sollen. Weiter s€i = () die Menge aller bislang betrach-
teten Spezialisierungen untft = () die Teilmenge der nach unserem
jeweiligen Erkenntnisstangyuten” Spezialisierungen.

Als nachstes werden die InhaltéF") und I(G) von F undG beziglich
obiger Darstellung berechnet, dIitF') ist der ggT det, (x4, . . ., z,,_1)

te sein Interesse an der Mathematik, woraus ein aus-
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und I(G) der vonby(xq, . .., z,_q) biSb,(zq,...,z,_,). Beides kann
bestimmt werden durch eine Folge von ggT-Berechnungenrii Ver-
anderlichen, ebenso auch der gigldieser beiden Inhalte. Weiter seien
f=F/I(F)undg = G/I(G) die primitiven Anteile vonF" undG. Der
ggT vonF undG ist [, mal dem in den folgenden Schritten berechneten
ggT vonf undg.

2. Schritt: Wahle so lange ein neues alliges Element € £ ~ C und
ersetz& durchCU{c}, bisay(zy, ..., z,_,, cyundb (x4, ..., 2, _5,¢)
nicht beide gleich dem Nullpolynom sind. (Meist wird diesdits beim
ersten Versuch der Fall sein.) Berechne dann denfgg/n

d e
f= Z a,(ry,...,2, 5, und F= Z N G orl .
i=0 4=0
Falls h, = 1, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis ggg) = 1.
Andernfalls wird M = {c} und N = deg, h.undm wird eins mehr
als das Maximum der Grade derund derb; in der Variablenz,, ;.

3. Schritt: Falls die Elementanzahl ¥ von M gleich m ist, wird
das Interpolationspolynora € k[, ..., z,] berechnet, dasif jedes
¢ € M die Gleichung

Mxy, . o Tp_1,6T,) = h(Xg, ..., Tp_2, ;)

erfullt. Falls h sowohlf als auchy teilt, isth = ggT(f, g) und der Algo-
rithmus endet mit diesem Ergebnis. Andernfalls waren dlibdrigen
Spezialisierungen schlecht, und wiiesen von Neuem mit Schritt 2
beginnen.

4. Schritt:Falls #M < m, wahlen wir ein zudlligesc € k£ . C solange,
bisay(zq,...,z,_,c)undb, (z4,...,x,_,,c) nicht beide gleich dem
Nullpolynom sind. Wir berechnen wieder den gggTvon

d e
f= Z a;,(rq,..., 2, _p ), und F= Z bi(1, ..,y _p, 0T, .
i=0 §=0

Fallsh,. = 1, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis gg;T¢) = 1.

Falls deg h, > N ist, haben wir ein schlechtesgewahlt und gehen
zuriick zum Anfang des vierten Schritts.
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Falls deg h, < N ist, waren alle zuvor betrachteten Werte von
schlecht; wir setze = {c} und N = deg, h..

Falls schlieBlich deg h. = N ist, ersetzen witM durchM U {c}, und
es geht weiter mit Schritt 3.
Da es nur endlich viele schlechte Werie & gibt, muf3 der Algorithmus
nach endlich vielen Schritten enden.
Als Beispiel wollen wir den ggT der beiden Polynome

f =x3+a:2y+a:2z+a:yz+y2z+yz2
und

q :x3+$2y+xzz+xy2+x22+y3+yzz+yzz+23

ausZ[z,y, z] berechnen. Wir fassen Sie zighst auf als Polynome in
z mit Koeffizienten aug[ x, y]:

F=y?+ (@ Hay )+’ 0y

und
9=+ (@)t + (@ + D)z + Py a4y

Der fuhrende Koeffizient vorf ist i, der vong ist eins. Wie man leicht
sieht, sind beide Polynome bereits primitiv.

Der hichstey-Grad eines Koeffizienten ist drei; wir brauchen daher
vier zufallig gewahlte Spezialisierungen. Der Einfachheit und vor allem
derUbersichtlichkeit halber seien hiérfdie (nicht geradezufalligen®)
Wertec = 1,2, 3 und 4 gevahlt.

Furc=1ist
f(x,l,z)222+(:1c2+;v+1)z+x3+x2
und
g(x,l,z):z3+(x+l)z2+(a:2+l)z+x3+x2+a:+1;
wir miissen den ggT dieser beiden Polynome berechnen.

Dies leistet der entsprechende Algorithmuis Polynome in zwei
Veranderlichen; da die Polynome wieder primitiv sind und dachste
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z-Grad eines Koeffizienten gleich drei ist,ussen wir vier Spezial-
isierungen @ir z betrachten. Auch diese seien alliferweise gerade
1,2, 3 und 4. Wir erhalten folgende Ergebnisse:

fd,1,2) 9(d, 1,2) ggT
1 2 +32+2 2 4+22+2:+4 242
2 2 +T2+12 2 +32+5.+15 2+3
3 22+413:+36 22+ 42+410:+40 z+4
4  22+21:+80 2+5:2+417:+85 2 +5

ISH

Auch ohne Interpolationsformel sehen wir, dal3
hi(z,2)=z+1+z
das Interpolationspolynom ist. Division zeigt, daf

9(z, 1, 2)
- T = + d - -
(e, 2) 02 U @)

beides Polynome sind; somit ist

99T(f(x,1,2), g(z,1,2)) =z +1+z.

2 2
=z +z2+1

Als nachstes setzen wir= 2 fir y ein; wir erhalten
f(x,2,z):222+(x2+2x+4)z+;v3+2x2
und
g(x,Z,z):23+(:E+2)22+(x2+4)z+;v3+2x2+4x+8

und spezialisieren darin wiederzu 1, 2, 3, 4:

d f(d,2,z) 9(d, 2, 2) agT

1 2:°+72+3 +3:°+5:+415 2+3

2 22°+12:+16  +4:°+8:+32 2+4

3 2:2419:+45 22+45:2+413:+65 2 +5
4 2:2+28:+96 2 +622+20:+120 :+6

Hier ist unser ggT-Kandidat sontiy(z, z) = = + 2 +z, und wieder zeigt
Division, daf3 dies ta#chlich ein Teiler beider Polynome und somit
deren ggT ist.
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Furc = 3ist
f(x,3,2) = 3%+ (:102 +3x +9)z +a2°+ 37
und
9(x,3,2) = 23+ 42 + 102 + 40.
Die Spezialisierungen im und ihre gbRten gemeinsamen Teiler sind
d f(d,3,2) 9(d,3,2) ggT

1 32 +13:+4 242 +10:+40 2 +4
2 32+ 19+ 20 2 +5:2+413:+65  2+5
3 32+27:+54  2+6:2+18:+108 2+6
4 32+37:+112  AB+72425:4175 2 +7

Hier ist entsprechenkl;(z, z) =z + 3 + z.
Fur c = 4 schlief3lich erhalten wir
flx,4,2) = 4%+ (xz + 4z +16): + 2+ da®
und
_ 3 2 2 3 2

gz, 4,2)=2"+(x+4)z"+ (" +16)x + " + 42" + 16z + 64 .
Die Spezialisierungen im und ihre gbRten gemeinsamen Teiler sind

d f(d,4,z) 9(d, 4, 2) agT

4:2+21:+5 2 +52+17:+85 2 +5
42 +28:+24  P+62+20:+120 2+6
42 +37:+63  S+T72+25:+4175 2 +7
4> +48:+128  °+8:°+32:+256 ~+8

A WNPE

Dies fuhrt aufi,(z,z) =z +4 + 2.

Auch das Polynonk(z, y, z) mit h(z, ¢, 2) = h (x, 2) firc = 1,2,3,4
|43t sich ohne Interpolationsformel leicht erraten: Offeimtich ist

Mz,y,z)=x+y+z.
Division zeigt, dal3

%:x2+yz und :x2+yz+z2

>

Kap. 2: Der Euklidische Algorithmus 94

ist; somit ist

99T(f,9)=h=z+y+z.
Dieses Ergebnisdtten wir natirlich schon sehr viel frher erraten
kdénnen, und in der Tat wird der Algorithmus oft so implementidaRl
man bereits nach eigentlich zu wenigen Spezialisierungemgoliert
und nachpiift, ob man einen gemeinsamen Teiler gefunden hat; wenn
ja, ist dies der ggT. Falls neirafBt sich aber noch nicht schlieRen, dald
alle bisherigen Spezialisierungen schlecht waren; vatitevaren auch
nur die Grade einiger Koeffizienten zu klein, was sich nuctiweitere
Spezialisierungen und Interpolationen feststel&st |



Kapitel 3
Faktorisierung von Polynomen

Die Losung sowohl einzelner Polynomgleichungen als auch von Sys
temen solcher Gleichungen wird mit steigendem Grad derrieohe
sehr schnell sehr viel schwieriger; falls man einzelne addyrfome in
Faktoren zerlegen kann, ist es meist effizienten, mit diesexrbeiten —
obwohl die Anzahl der betrachtetealfe bei Systemen von hinreichend
vielen Polynomgleichungen auch da ziemlich groR werdemkan

Wie wir aus Kapitel 256 wissen, &3t sich jedes Polynofilber einem
faktoriellen Ring als Produktirreduzibler Polynome sdibea. Wir soll-

ten daher bei der Suche nach den Nullstellen eines Polynonaglast

einmal versuchen, es inirreduzible Faktoren zu zerleganubrauchen
wir allerdings neue Methoden, denn der Beweis vowss ist nicht

konstruktiv.

Der erste zumindest im Prinzip konstruktive BewgisPolynomeiber
den ganzen Zahlen geht zick auf KRONECKER wirklich effiziente Ver-
fahren gibt es erst seit der zweitelfle des zwanzigsten Jahrhunderts.

Auch sie schlagen wie der modulare Algorithmus zur ggT-Bleneing
den Umweglber endliche Krper ein, funktionieren allerdings dort
nur fur Polynome ohne mehrfache Nullstellen, so daf? wirazinst die
mehrfachen Nullstellen eliminierenimsen.

Der Aufbau dieses Kapitels ist daher folgender: Als ersétisishten wir
den klassischen Algorithmus vorRINECKER danach besditigen wir
uns mit der sogenannten quadratfreien Faktorisierunghdiie wir auf
Polynome ohne mehrfache Nullstellen kommen. Adgelmstes geht es
um den Faktorisierung von Polynom@ber endlichen Krpern, und im
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Rest des Kapitels dann darum, wie diese Faktorisierungdgedasben
werden kanniir PolynomeiberZ und damit aucld).

§1: Der Algorithmus von Kronecker

KRONECKER fulhrt das Problem der Faktorisierung eines Polynoms
UberZ zurick auf die Faktorisierung ganzer Zahlen. Ausgangspunkt
ist die folgende triviale Beobachtung: Angenommen, wirdraimZ[ x]

eine Zerlegung = gh. Fur jede ganze Zahli ist dannf(a) = g(a)h(a).
Somit istg(a) fur jedesa € Z ein Teiler vonf(a).

Ein Polynom vom Graah ist eindeutig bestimmt durch seine Werte an
n+1verschiedenen Stelley, . . ., a,, und kann mit Hilfe wohlbekannter
Interpolationsformeln leicht aus dent 1 Paarer(al-, g(ai)) bestimmt
werden; die mglichen Wertgy(a;) wiederum sind Teiler def(a,).

Daher berechnet RONECKER auf der Suche nach einem Teiler vom
Gradn fur n + 1 beliebig gevithlte ganzzahlige Werte,, . . ., a,, die
Funktionswertef (ag), . . ., f(a,,), und konstruiertiir jedes ¢ + 1)-tupel
(bg, - - -, b,,) ganzer Zahlen mii;| f (a,) ein Interpolationspolynommit
g(a;) = b,. Falls keines der Polynome Teiler vghist, hat f keinen
Teiler vom Gradh, andernfalls wird einer gefunden.

LEOPOLDKRONECKER(1823-1891) ist heute zwar Vie-
len nur im Zusammenhang mit demRENECKERS
bekannt, er war aber einer der bedeutendsten deutschen
Mathematiker seiner Zeit. Seine Arbeiten befal3ten sich
mit Algebra, Zahlentheorie und Analysis, wobei er ins-
besondere die Verbindungen zwischen der Analysis und
den beiden anderen Gebieten erforschte. Bekannt ist
auch seine Ablehnung jeglicher mathematischer Metho-
den, die, wie die Mengenlehre oder Teile der Analysis,
unendliche Konstruktionen verwenden. Er war deshalb
mit vielen anderen bedeutenden Mathematikern seiner
Zeit verfeindet, z.B. mit GNTOR und mit WEIERSTRASS

Uber den Grad: eines potentiellen Teilers ist riatich a priori nichts
bekannt; wir wissen nur eines: Wenn es einen nichttrividkster gibt,
dann gibt es auch einen, dessen Gradhstens gleich der &lfte des
Grads voryf ist. Im Extremfall niissen daher alle diese Grade ausprobiert
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werden bis sich dannaglicherweise herausstellt, dégfrreduzibel ist.
Falls dann noch einige der Zahléifa,) viele Teiler haben,dR3t sich
leicht vorstellen, dafl3 der Aufwand scham §ehr moderate Grade vgn
astronomisch wird. Zum @&tk gibt es deutlich effizientere Alternativen,
so dal der Algorithmus vonRONECKERIn der Praxis nie eingesetzt
wird.

Als Beispiel wollen wir versuchen, das Polynom
F=8z" —160° — 200 + 150" + 13° + 92 + 102 + 2

in Z[x] zu faktorisieren. Falls alle Nullstellen ganzzahlig sindissen
die linearen Faktoren von der Form-{ a) sein, wobeiz den konstanten
Term teilt; wegen

f(=2)=-1254 f(-1)=-1, f(1)=21 und f(2)=238
gibt es keinen Faktor dieser Art.

Dies bedeutet freilich nicht, dal es keine lineare Faktaibity ein
solcher Faktor &nnte ja auch die Formb{ + ¢) haben. Um solche
Faktoren mit RONECKERs Methode zu finden, tissen wir die Funktion
an zwei Stellen mit raglichst einfachen Funktionswerten betrachten;
dazu bieten sicky = —1 mit f(zy) = —1 undz; = 0 mit f(z;) = 2 an.
Fur einen Teilely € Z[x] von f mul3 dahep(z,) = +£1 undg(z,) = £1
oder+2 sein.

Tatsachlich kbnnen wir uns auf Polynome mij{z,) = 1 beschénken,
denng ist genau dann ein Teiler, wenn auely einer ist, und wenn
das eine Polynom an der Stellel den Wert 1 hat, ist das andere
dort gleich—1. Wir missen also die Interpolationspolynome zu den
vier Wertepaarer{(—1,1), (0,y,)) mit y, € {—2,—1,1,2} konstru-
ieren und testen, ob sig teilen. Der Maple-Befehl zur Konstruktion
des Interpolationspolynoms durch die Punktg, {/;) bis (z,,,v,,) ist
interp([x1, ..., xnl, [yl, ..., ynl, x); wirschreiben also

> for yO in [-2, -1, 1, 2] do
> g := interp([-1, 0], [1, yOI, x);
> if rem(f, g, x) = O then print(g) fi od:

1
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Die einzige,Losung” die wir bekommen, ist das konstante Polynom 1,
das natrlich auf keine Faktorisierungihrt. Somit gibt es keine linearen
Faktoren.

Auf der Suche nach quadratischen Faktoren brauchen win eiaiteren
Interpolationspunkt; dg (1) = 21 nur zwei Primteiler hat, bietet sich
2 = 1an, wo ein Teiler vorf einen der acht Werte 1, +3, +£7 oder+21
haben muf3. Nun &issen also schonx8 = 32 Interpolationspolynome
konstruiert und durchprobiert werden:

> for yO in [-2, -1, 1, 2] do

> for y1 in [-21, -7, -3, -1, 1, 3, 7, 21] do

> g := interp([-1, 0, 11, [1, yO, yi1l, x);

> if rem(f, g, x) = 0 then print(g) fi od od:

1

Es gibt also auch keine quadratischen Teiler.

Fur kubische Faktoren brauchen wir einen weiteren Intetjmriapunkt.
Wir kennen bereits die beiden Funktionswent€) = —238 und
f(—=2) = —1254; Versuche mit anderen betragskleineWerten liefern
nichtbesseres. Da 238 =727 nur drei Primteiler hat, 1254 =2-11-19
aber vier, versuchen wir unseri@k mit dem Punkt (2—238), wobei
wir nun fur g(2) schon 16 Werte betrachteniissen, insgesamt also
4 x 8 x 16 = 512 Interpolationspolynome:
for yO in [-2, -1, 1, 2] do
for y1 in [-21, -7, -3, -1, 1, 3, 7, 21] do
for y2 in [-238, -119, -34, -17, -14, -7, -2, -1,

1, 2, 7, 14, 17, 34, 119, 238] do
g := interp([-1, 0, 1, 21, [1, yO, yi, y21, x);
if rem(f, g, x) = 0 then print(g) fi od od od:

1
273+ 3%+ 5+ 1

Somit gibt es bis aufs Vorzeichen genau einen kubischeroEalkid
die Zerlegung vory ist

f=(—2"+ 3" + 50+ 1)(— 42" + 22° + 327 + 2)
= (22 — 32° — 52 — 1)(4z" — 22° — 327 — 2).

V VVYVYVYV



99 Computeralgebra ws 2011

§2: Die quadratfreie Zerlegung eines Polynoms

Wir betrachten ein Polynoryi Giber einem Krperk. Da der Polynom-
ring k[x] faktoriell ist, zerfllt f dort in ein Produkt aus einer Einheit
u € k™ und Potenzen irreduzibler Polynome ais]:

N
f=u]la
=1

Falls allee, = 1 und kein zwei;; zueinander assoziiert sind, bezeich-
nen wir f als quadratfrei. Ziel der quadratfreien Zerlegung ist &@s, e
beliebiges Polynonf in der Form

zu schreiben, wobei dig; paarweise teilerfremde quadratfreie Poly-
nome sind. Vergleichen wir mit der obigen Darstellung untheehhbssi-
gen wir fur den Augenblick die Einheit, so folgt, dafyy; das Produkt
allerg; mite; = j ist.

a) Quadratfreie Zerlegung tber den reellen Zahlen

Wenn ein Polynomf < R[x] eine mehrfache Nullstelle hat, ver-
schwindet dort auch die Ableitung’. Allgemeiner gilt, daR iir ein
Polynomh € R[z], dessere-te Potenzf teilt, zumindest:*~* auch die
Ableitung f’ teilen muR, denn isf = h°g, so ist

f/ - ehe—lh/g + heg/ — he—l(eh/g + hg/) '

Falls f genaudurchh® teilbar ist, ist auchf’ genau durcth®~* teilbar,
denn vre es sogar durch’ teilbar, so viare aucheh® *h'g durchh®
teilbar, so dafk ein Teiler vong ware.

Damitist ggT(f, /) = [T\, £7*~ " und

I S
" TG ) qq
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ist das Produkt aller irreduzibler Faktoren vprAlle irreduziblen Fak-
toren vonf, die dort mindestens in der zweiten Potenz vorkommen, sind
auch Teiler vony’, also ist

o m
CERETHOND)

das Produkt aller irreduzibler Faktoren vgh die dort genau in der
ersten Potenz vorkommen.

In f; = f/h, kommen alle irreduziblen Faktoren vginmit einem um
eins verminderten Exponenten vor; insbesondere sind &sitke; = 1
verschwunden. Wenden wir darauf dieselbe Konstruktioreamalten
wir die Zerlegung ggTfy, /1) = [T\, £ 29 und

f1 -
ho= ———= = .
27 9gT( /1) q @

ist das Produkt aller irreduzibler Faktoren vgp also das Produkt
aller Faktoren vory, die mit einem Exponenten von mindestens zwei
vorkommen. Damit ist
— h2

99T (hy, f1)
das Produkt aller Faktoren, die frmit Multiplizit at genau zwei vorkom-
men.

92

Nach dem gleichen Schemérknen wir, fallsf,(z) nicht konstant ist,
weitermachen und rekursiaf; > 3 definieren

fic1 h. i
hi = —___* _  und OE=
99T(fi—1, fi_1 99T, f1_,) fi(z) h,

bis wir fur ein konstanteg, erhalten. Dann hat jedes Polynamnur
einfache Nullstellen, und diese Nullstellen sind genau-dié&ehen Null-
stellen des Ausgangspolynorfis

gi(z) =

Bis auf eine eventuell notwendige Konstantgt damitf das Produkt der
Polynomeyj], und falls wir alle Nullstellen der Polynome bestimmen
kdénnen, kennen wir alle Nullstellen vgh
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Als Beispiel betrachten wir das Polynom
f@)=2"—52°+62—2 mit f(z)=42>—100+6.
Wir berechnen zuichst den ggT vorfi und £

(x4—5x2+6x—2):(43:3—1m+6):%Rest_§x2+gx_2

2 2
3 ] 5,2 9 8 72 6 6
(42 — 10z +6) : (—Ex + 5%~ 2) =z~ 5 Rest 259£+ %

5,,9 )\ ( 6  6)_125 25
27 T2 ‘725" 25) " 127 3

SomitistderggT gleichz%(x—l); da es auf Konstanten nicht ankommt,
rechnen wir besser mit:(— 1).

Eigentlich sind wir damit schon fertig: Der ggT hat nur diefache
Nullstellex = 1, also haif (x) an der Stelle eins eine doppelte Nullstelle,
und alles andere sind einfache Nullstellen. Da
(z* —52°+ 62 —2): (x — 1)’ =a"+2z — 2
ist, haben wir die quadratfreie Zerlegung
f@) =@ +22—-2) (x - 1)°.
Zur lllustration Kdnnen wir aber auch strikt nach Schema weiterrechnen.
Dann brauchen wir alsathstes
f 2t 52+ 60 -2 3 2
hy = = = +ax —4x+2,
Y ggT(, 1) z—1
das Polynom das an jeder Nullstelle vfx) eine einfache Nullstelle
hat. Sodann brauchen wir den ggT viey(x) und f'(z); da wir schon
wissen, daf¥ undf’ auRer der Eins keine gemeinsame Nullstelle haben,

muf das{ — 1) sein. Somit ist

S4a2% 4 +2

glz% =a?+2r—2=(+1° 3
.

das Polynom, das genau bei den einfachen Nullstellen frorer-
schwindet, also bei-1 + /3. Als nachstes muR
flz) _ 2t — 52% + 62 — 2
hi(z) a3 +a22 —4r+2

=zx—1

g1(x) =
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untersucht werden; da es nuirfr = 1 verschwindet, ist die Eins eine
doppelte Nullstelle vory. Damit sind alle Nullstellen vorf(z) sowie
auch deren Vielfachheiten gefunden.

b) Ableitungen Gber einem beliebigen Korper

Auch wenn Ableitungen urspinglich iber Grenzwerte definiert sind,
ist doch die Ableitung eines Polynoms rechnerisch geseihenein al-
gebraische Operation, die sich im Priniiper jedem beliebigendtper
oder sogar Ring er&ren B3t.

Wir beschanken uns hier auf Polynonider einem Krperk und defi-
nieren die Ableitung eines Polynoms

n—1 +

f=a,z" +a, v <ot aqgx t+ag € k]

als das Polynom
= nanxn_l +(n— 1)an_lxn_2 +.--+aq € kla].

Es ist klar, daB3 die so definierte Abbildufx] — k[«], die jedem
Polynom f € k[z] seine Ableitungf’ zuordnet,k-linear ist. Auch
die LEIBNIzsche Produktregelfg) = f¢' + f¢' ist erfillt: Wegen der
Linearitat der Ableitung und der Lineaéit beider Seiten der Formel
sowohlinf als auch iy geriigt es, diesiir z-Potenzen nachzurechnen,
und fur f = 2", g = 2™ ist (fg)' = (n +m)z" ™ * gleich

n—1 n+m—1

fo'+ f'g=a"ma™ " +na" ™ = (m+n)z
Damit gelten dielblichen Ableitungsregeln auchirf die formale
Ableitung von Polynomen auq x].

c) Die Charakteristik eines Korpers

Es gibt allerdings einen wesentlichen Unterschied: In daalysis folgt
durch eine einfache Anwendung des Mittelwertsatzes, daRluleitung
einer differenzierbaren Funktion genau dann identisclsolavindet,
wenn die Funktion konstant ist. Bei einer rein algebraiscBehand-
lung des Themasdanen wir ndirlich nicht auf den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung zurckgreifen, sondern irssen direkt nachrech-
nen, wann die Ableitung eines Polynoms gleich dem Nullpoiyrist.
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Mit den obigen Bezeichnungen ist dies genau dann der Fatinwade
Koeffizientenia, der Ableitung verschwinden. Bei den Faktoren dieses
Produkts handelt es sich um die Zatd N, und das Krperelement,.

Falls der Grundérperk die rationalen Zahlen endlt, kobnnen wir auch

1 als Element vork auffassen und haben somit ein Produkt zweier
Korperelemente. Dieses verschwindet genau dann, wenn stémie
einer der beiden Faktoren verschwindet; die Ableitungastis genau
dann das Nullpolynom, wena, = O fur allei # 0, wenn das Polynom
also konstant ist.

Auch wennN; keine Teilmenge vor ist, mul3k als Korper zumindest
die Eins enthalten. Wirdnnen daher rekursiv eine AbbildupgronN,
nachk definieren durch die Vorgabes(0) = O undp(n + 1) =p(n) +1
fur allen € N,. Diese Abbildungaf3t sich auZ fortsetzen durch die
weitere Forderung(—n) = —p(n).

Da die Addition inN rekursiviiber Summen von Einsen definiert wird,
Uberlegt man sich schnell, daBrfzwei ganze Zahlen,b € Z gilt:
o(a +b) = p(a) + p(b). Da die Multiplikation inZ rekursiv definiert ist
Uber die Addition, folgt daraus wiederum, daf3 aydghbd) = ©(a)p(b)
ist; o ist also mit Addition und Multiplikation ver#glich. (In der Alge-
bra sagt many sei ein Ringhomomorphismus.)

Falls o(n) nur fir n = 0 verschwindet, kanZ und damit auch als
Teilmenge vonk aufgefaldt werden; andernfalls gibt es eine kleinste
natirliche Zahlp, so daf3p(p) = 0 ist. Dap(1) = 1 0, istp > 2.

Ist a eine weitere ganze Zahl mit(a) = 0, so kdnnen wira mit Rest
durchp dividieren:a = pb+r mit 0 < r < p. Dabei ist

©(r) = ¢(a) — p(pb) = p(a) — ¢(p)p(b) = 0,
also ist auchr = 0, dennp ist die kleinste positive Zahl mip(p) = 0.
Somit verschwindep(p) genau @ir die Vielfachen vorp.

Schreiben wip = ab als Produkt zweier natlicher Zahleru, b, so ist

0 = ¢(p) = p(a)p(b). Dap(a) undy(b) Korperelemente sind, mufd daher
mindestens eines der beiden verschwinden; da beidédinhé Zahlen
und chstens gleiclp sind, geht das nur, wenn eines gleich eins und
das andere gleichist. Somit istp eine Primzahl.
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Definition: Wir sagen, ein Krperk habe die Charakteristik null, wenn
die Abbildungy: Z — k injektiv ist. Andernfalls sagen wir, die Charak-
teristik vonk sei gleichp, wobeip die kleinste natrliche Zahl ist mit

o(p) = 0.

Die Charakteristik eines&tpers ist somit entweder null oder eine Prim-
zahl. Wir schreiben char= 0 bzw.chark = p.

Offensichtlich bilden die rationalen, reellen und auch kderen Zahlen
Korper der Charakteristik null, und chay = p.

Gehen wir zuiick zur Ableitung eines Polynoms! Das Produkf ist
gleich dem ink berechneten Produki(i)a,, verschwindet also genau
dann, wenn mindestens einer der beiden Faktoren verschtviRit
einen Korper der Charakteristik null verschwindet:) nur fur i = 0;
hier missen also alle, mit ¢ > 1 verschwindet, d.h. das Polynom ist
konstant.

Fur einen Korper der Charakteristiik > 0 verschwindep(z) allerdings
auch fir alle Vielfachen vorp, so daf3 die entsprechenden Koeffizien-
ten nicht verschwinden éssen. Ein Polynony Uber einem Krper
der Charakteristip > 0 hat daher genau dann das Nullpolynom als
Ableitung, wenn es sich als Polynom:ifi schreibendnt.

Wir wollen unsiiberlegen, daR3 dies genau dann der Fall ist, wenn das
Polynom diep-te Potenz eines anderen Polynoms ist, dessen Koef-
fizienten allerdings ridglicherweise in einem gfReren Krper liegen.
Ausgangspunkt déf ist das folgende

Lemma: Ist k ein Korper der Charakteristik > 0, so gilt fur zwei
Polynomef, g € k[x]und zwei Elemente, b des Korpers die Gleichung
(af +bg)? =d” fP + 1" ¢”. Insbesondere ist

n n—1 p_ p np, p _[(n—1)p PP, D
(a,x +a,_x "+ - -Faxtag) = a,x ta, 1T + - tagzt tag

Beweis:Nach dem binomischen Lehrsatz ist

(af+bg)p:zp:<];>(af)i(bg)”_i mi (7) = lm D),

) 1!
i=0



105 Computeralgebra ws 2011

Furi =0undi = pist (*) = 1, fur alle anderen stehtp zwar im Zahler,
nicht aber im Nenner des obigen Bruchs. Dahe(ii;tdurchp teilbar,
die Multiplikation mit (?) ist also die Nullabbildung. Somit ist

(af +bg)" = (af)" + (bg)" =a” [ +b’g" .

Durch Anwendung auf die Summanden des Polynoms folgt damaus

duktiv auch die zweite Formel. .

Wir kénnen dieses Lemma auch speziell auf eine Summe von lauter

Einsen anwenden; dann folgt
@+ +)’'=2"+.. . +1"=1+... +1;
—— —_—— ——
n mal n mal n mal

solche Summen sind also gleich ihgeten Potenz. Somit gilt

Kleiner Satz von Fermat: Fur jedes Element € F,, ist a’ = a.
]

Speziell fir den KorperF, vereinfacht sich daher das obige Lemmazum
folgenden

Korollar: Fur ein Polynom mit Koeffizienten aus, ist

-1 -1
" tagrtag)’ = anxnp+an_1x(n L +a7"+ag .

n
(anx +an— 1L

Der frandsische Mathematiker IERRE DE FERMAT
(1601-1665) wurde in Beaumont-de-Lomagne geboren.
Bekannt ist er heutzutage vor alleriirfseine 1994
von ANDREW WILES bewiesene Vermutung, wonach die
Gleichungz™ + y™ = 2™ firn > 3 keine ganzzahlige
Losung mitcyz # O hat. Diesergrof3e” Satzes voreR-
MAT, von dem [ERMAT lediglich in einer Randnotitz be-
hauptete, daf3 er ihn beweiseinke, erkért den Namen
der obigen Aussage. ObwohERMAT sich sein Leben
lang sehr mit Mathematik besafigte und wesentliche
Beitrage zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie
und Analysis lieferte, war er hauptberuflich Jurist und
Chef der Brrse von Toulouse.
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d) Quadratfreie Zerlegung Uber beliebigen Korpern

Falls ein Polynony durch das Quadrat eines anderen teilbar ist, gibt
es ein Polynony € k[x] mit f = ng, und nach der Produktregel ist
=299+ ¢°q’ = q(2g + q¢'), d.h.q teilt auchf’ und damit den ggT
von f und f’.

Ist umgekehrt ein irreduzibles Polynogne k[z] Teiler von f, etwa
f = qh, soistf’ = ¢'h+qh’ genau dann durapteilbar, wenn;'h durchg
teilbar ist. Dag irreduzibel ist, muR dann entwedgroderh durchg
teilbar sein. Viireq ein Teiler vong’, so miRteq” aus Gradginden das
Nullpolynom sein,g selbst also entweder konstant odeiiber einem
Korper positiver Charakteristik — einete Potenz. Beides ist durch
die Definition eines irreduziblen Polynoms ausgeschlasSemit muf3
dannh durchq teilbar sein undf = ¢h durch q2. Damit haben wir
bewiesen:

Lemma: Ein irreduzibles Polynong ist genau dann ein mindestens
quadratischer Faktor vofy wenn es den ggT vofiund f teilt.

Genauer: Wenm in der Primfaktorzerlegung voyfi in der Potenz“
auftritt, d.h.f = ¢°g mit g 1 g, soistf’ = eq® 1g +¢°g’.

Uber R wiirde daraus folgen, dazj?_l die hchsteq-Potenz ist, die
f' teilt. Da wir aberiiber einem beliebigen étper arbeiten, &nnte es
sein, daf3 der erste Faktor verschwindet: Dies passiertighara, wenn
der Exponent durch die Charakteristik des Grundkrpers teilbar ist.
In diesem Fall istf’ = ¢°g mindestens durch® teilbar. Daf genau
durchg® teilbar ist, folgt

Lemma: Ist f = u[]q;" mitu € k™ die Zerlegung eines Polynoms
f € k[z] in irreduzible Faktoren, so ist der ggT vghund f' gleich

d o, _Je,—1 fallspte,;
Mg mltdi_{e fallsp | e; °

T
]

Nach dem Lemma ist zumindest klar, daR = f/ggT(f, f') ein
guadratfreies Polynom istamlich das Produkt aller jener Primfaktoren
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von f, deren Exponent nicht durghteilbar ist. In Charakteristik null ist
alsof/ggT(f, f) einfach das Produkt deamtlichen irreduziblen Fak-
toren vonf. Diejenigen Faktoren, die mindestens quadratisch vorkom-
men, sind gleichzeitig Teiler des ggT; das Prodyktler Faktoren, die
genau in der ersten Potenz vorkommen, istb.pcggT(hl, agT(f, f’)).

Falls ggT(f, f') kleineren Grad alg hat, kbnnen wir rekursiv weiter-
machen und nach derselben Methode das Produkt aller Faliitden,
die in f; = ggT(f, f') genau mit Exponent eins vorkommen;firselbst
sind das quadratische Faktoren. Weiter geht esfmit ggT(f,, f),
dessen Faktoren mit Exponent eins kubisclf auftretenusw.

Uber einem Krper der Charakteristik null liefert diese Vorgehenseeis
die gesamte quadratfreie Zerlegung; in positiver Chargtiiekann es
allerdings vorkommen, daR ggfl,(f') = f ist. Da degf’ < degf, ist
dies genau dann der Fall, werf = O ist. Dies ist in Charakteristik
Null genau dann der Fall, wenfikonstant ist; in Charakteristik > 0
verschwindet aber auch die Ableitung eines jeden Polynoats Bomit
ist hier f' = 0 genau dann, wenn alle jivorkommenden:-Potenzen
einen durctp teilbaren Exponenten haberiiff € I [z] ist dann, wie
wir oben gesehen haben,

(n=2p

- np P
[ =an,r "+ a1, ~+a,x” +ag

np
(n—1)

- p P
= (app7” + ag 1@ +otaymtag)’

fistdann also dig-te Potenz eines anderen Polynoms, und wiren
den Algorithmus auf dieses anwenden. Im Endergebiiissen dann
natirlich alle hier gefundenen Faktoren in diete Potenz gehoben
werden.

In anderen Krpern der Charakteristik ist die Situation etwas kom-
plizierter: Dort nissen wir zuéchst Elements; finden mitb} = a,,;

dann ist

1

f=(b,a" +b, 2" "+ +byw+bg)” .

Solche Elemente irssen nicht existieren, es gibt aber eine grof3e Klasse

von Korpern, in denen sie stets existieren:
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Definition: Ein Korperk der Charakteristilb > 0 heif3t vollkommen,
wenn die Abbildund: — k; z — 2 surjektiv ist.

Man kann zeigen, daf3 jeder endlichérider vollkommen ist: Im Krper
mit p" Elementen ist” =z fir allex € F ., und damit istz die p-te

n—1
Potenz vorny = 2P . Ein Beispiel eines nicht vollkommenerokpers
wareF,(r), wo x offensichtlich nicht als)-te Potenz eines anderen
Korperelements geschrieben werden kann.

Uber einem vollkommenen#tper der Charakteristik > 0 kann man
also jedes Polynom, dessen Ableitung das Nullpolynom Istpde
Potenz eines anderen Polynoms schreiben und so, falls reantein
Wurzeln auch effektiv berechnen kann, den Algorithmus azuadyat-
freien Zerlegung durclithren. Insbesondere gibt es keinerlei Probleme
mit den KorpernF,,, denn dort ist jedes Element seine eigente
Wurzel.

§3: Der Berlekamp-Algorithmus

Wir gehen aus von eineguadratfreienPolynomuber dem KrperF,

mit p Elementen, d.hf € F, [ X]ist ein Produkt vorverschiedeneinre-

duziblen Polynomerf, . . ., f5. Durch quadratfreie Zerlegungfdt sich
jedes Faktorisierungsproblemli[ X] auf diesen Fall zuickfuhren.

Um zu sehen, wie wir dig/; bestimmen knnen, nehmen wir zé@thst
an, sie seien bereits bekannt. Wialien uns dann irgendwelche Zahlen
s1,---,8y € F, und suchen ein Polynome F,[X] mit

g=s;,modf, furallei=1...,N.

Falls dies, paarweise verschieden sindjrinen wir den Faktoy; be-
stimmen als

fi=99T@g —s;, f)-

Nun kdnnen wir freilich nichtimmer erreichen, daf diealle paarweise
verschieden sind: WeniV grof3er alsp ist, gibt es dazu einfach nicht
geriigend Elemente ifi,,. In diesem Fall ist ggTf— s;, f) das Produkt
aller f; mit s; = s,. Sofern nicht alles; gleich sind, @ihrt das immerhin
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zu einer partiellen Faktorisierung vgh die wir dann mit einem neuen
Polynomg zu neuen Elemented) weiter zerlegen ritsserusw.

Nach dem chinesischen Restesatz ist klar, daB es zu jeddrvafah
N Elementens,, ..., sy ein Polynomg gibt mit g = s, mod f;, denn
wegen der Quadratfreiheit vofisind die f; ja paarweise teilerfremd.
Das Problem ist nur, daf3 wir djg erst berechnen wollen unddaher
nicht wie im Beweis des chinesischen Restesatzes kongniiénnen.
Wir missery also auch noch anders charakterisieren.

Nach dem kleinen Satz vonERMAT ist jedess, gleich seinerp-ten
Potenz, also ist

g =s'=s,=gmodf, furi=1...,N.
Da f das Produkt der paarweise teilerfremdgist, gilt daher auch
g" =gmodf.
Falls umgekehrt ein Polynome F [z] diese Kongruenz eiilt, so ist

f ein Teiler vong” — g. Letzteres Polynomdnnen wir weiter zerlegen:

Lemma: a) Uber einem Krperk der Charakteristilp > 0 ist

p—1 p—1
:Ep—xIH(x—j) und xp_l—lzn(gc—j).
J=0 j=1
b) Fur jedes Polynong € k[z] ist
p—1 p—1
@ —g=[Jte-5 und ¢"*~1=TJts-4).
J=0 j=1

Beweis: a)Nach dem kleinen Satz voreRMAT sind allei € F,, Null-
stellen des Polynoms’ — z, und da ein von null verschiedenes Polynom
vom Gradp nicht mehr al® Nullstellen haben kann, gibt es keine weite-
ren. Die Gleichheit beider Seiten folgt somit daraus, da&fitirenden
Koeffizienten beider Polynome eins sind.

b) Im Polynomringk[ ] ist, wie wir gerade gesehen habefi,— z gleich
dem Produkt aller Polynome: (— 5). Diese Identiht, genau wie dielfr
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2P 1, bleibt natirlich erhalten, wenn man auf beiden Seitén #
irgendein Polynom auk[z] einsetzt. .

Far ein Polynony € F [2] mit g* = g mod f ist f daher ein Teiler von

[Tw-5.
=0

jeder irreduzible Faktof; von f mufd daher genau eines der Polynome
g — j teilen. Somit gibt es zu jedem Faktgirein Elements; € I, so
daRg = s; modp.

Wenn wir uns auf Polynomgbeschéanken, deren Grad kleiner ist als der
von f, so istg durch die Zahlers, eindeutig bestimmt, denn nach dem
chinesischen Restesatz unterscheiden sich zamihgen des Systems

g=s;, modf, furi=1...,N
um ein Vielfaches des Produkts dgr also ein Vielfaches vorf.

Die MengeV aller Polynomeg mit kleinerem Grad alg, fur die es
Elementes,, ..., sy € [, gibt, so dal die obigen Kongruenzenigitf
sind, ist offensichtlich eirr,,-Vektorraum: Fr eine Linearkombination
zweier Polynome auks sind solche Kongruenzen éikt fur die entspre-
chenden Linearkombinationen der Die Abbildung

{V—>IF;V
g+ (gmodf,...,gmodfy)

ist nach dem chinesischen Restesatz ein Isomorphismug; isbrlie
Dimension vonV gleich der AnzahlV irreduzibler Faktoren vorf.

Wie die obige Diskussion zeigt, i3t auch der Vektorraum aller Poly-
nomeg mit kleinerem Grad alg, fur die g” = g mod f ist. In dieser
Form [t sichl berechnen: Ist defj = n, so khinnen wir jedeg € V
schreiben als

_ n—1
9=09p1T ta, x .-+ gxtgg

und

(n—1)p +gn_zx(n—Z)p L.,

9" =g, -+ g1z’ + go
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mit geeigneten Koeffizienteg) € IF,,.

Modulo f miissery undg” tbereinstimmen. Um dies in eine Bedingung
an die Koeffizientery, zu Ubersetzen, dividieren wir die Potenzef
mit Rest durchy:

n—1
2 = Z bz’ mod f .
j=0
Dann muf3 gelten
n—1 ) n—1ln—1 ) n—1 )
S g modf =30 b0 =3 g
=0 =0 j=0 =0

Koeffizientenvergleichifhrt auf das homogene lineare Gleichungssys-
tem

n—1

> bygi=g; furj=0....n-1.

=0
V ist also auch beschreibbar als dérsungsraum dieses Gleichungs-
systems. Dieseidlt sich allein auf Grund der Kenntnis vgrexplizit
berechnen, und seine Dimension ist gleich der AnZélder irreduzi-
blen Faktoren vorf; insbesondere ist er also genau dann eindimensional,
wenn f irreduzibel ist.

Andernfalls wahlen wir irgendein Element € V und berechnen die
Polynome ggT4 — A, f) fur alle A € F,. Falls wir dabeiN mal ein
nichtkonstantes Polynom bekommen, haben fviaktorisiert. Wenn
wir weniger Faktoren bekommen, wardir tlas betrachtete Polynogn
einige der Wertes; gleich; wir bilden eine Liste der gefundenen (und
zumindest noch nicht in alleréen irreduziblen) Faktoren, ainlen ein
vonv linear unabBngiges neues Polynome V' und verfahren damit
genauso. Indem wirilifr jedes nichtkonstante Polynom g@T{ A, f)
den ggT mit den in der Liste stehenden Faktoren bildémnlen wir
die Listenelemente weiter zerlegen. Bei jeder gefunderstegung
ersetzen wir das zerlegte Element durch seine Faktoreral@&alie
Liste N Faktoren entélt, sind wir fertig.
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Falls die émtlichen ggTh — A, f) immer noch nicht ausreichen, um
N Faktoren zu produzieren,imasen wir ein neues, vanundh linear
unabléngiges Element volr wahlen und damit weitermacheisw.

Das Verfahren mul} gpestens mit deniv-ten Polynom enden, denn
dann haben wir eine Basis, . . ., g,y von V durchprobiert. Ftten wir
dann noch nicht alleV Faktoren isoliert, maf3te es (mindestens) zwei
Faktorenf; und f, geben, so dag mod f; fur alle Polynomey einer
Basis vonV' gleich g mod f; ist und damit &@r alle g € V. Das ist
aber nicht ndglich, denn nach dem chinesischen Restesatztrith
beispielsweise auch ein Elemenmit g mod f; = 0 undg mod f; = 1.

Damit liefert uns dieser Algorithmus voneEBRLEKAMP zusammen mit
der quadratfreien Zerlegungrfjedes PolynoniiberF, eine Zerlegung
in irreduzible Faktoren. Mit einigen offensichtlichen Miikiationen
schafft er dasselbe auchirfPolynomeiiber jedem der in dieser Vor-
lesung nicht behandelten anderen endlichénpérn, allerdings istifr
solche Korper gelegentlich ein alternativer Algorithmus vonRALD
NIEDERREITEREeffizienter.

ELwYN BERLEKAMP wurde 1940 in Dover, Ohio ge-
boren. Er studierte Elektrotechnik am MIT, wo er 1964
mit einer Arbeit aus dem Gebiet der Kodierungstheorie
promovierte. Seine anschlieRenden Arbeiten und auch
Positionen sowohl in der Wirtschaft als auch an Uni-
versititen bewegen sich im Grenzgebiet zwischen Ma-
thematik, Elektrotechnik und Informatik; einen gewis-
sen Schwerpunkt bilden iBher und Zeitschriftenar-
tikel Uber die Mathematik von Spielen sowie Arbeiten
zur Informationstheorie. 2006 emeritierte er als Mathe-
matikprofessor in Berkeley. Seine dortige home page ist
math.berkeley.edu/~berlek/

Als Beispiel wollen wir das Polynorn = 2?42+ 4t P — P -1

ausF,[z] faktorisieren. Wir setzen ein Polynom vom Grdahf mit
unbestimmten Koeffizienten an:

> G :=x -> add(g[i]*x~i, i=0..5);
G :=x— > add(g;z",i=0..5)

> G(x); 2 3 4 5
Jot 1T+ Gor + gz * gar + gsT
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Die siebte Potenz davon ist

> G(x"7); 7 14 21 28 35
Jot g1 tgox tgzx tguxr tgsT

Um sie modulof auszudiicken, niissen wir die Divisionsreste; bei
der Division vonz"* durchf berechnen:

> for i to 5 do h[i] := Rem(x~(7*i), f, x) mod 7; od;
hy = 3z°+62° + 62 +5
hy =42 +2* +2:° + 60+ 6
hy =2+ 42" +62° + 62"+ 20+ 5
h4::$5+69£4+5953+x2+m+2
hg =22+ 4 +62° + 4’ + 20+ 5

Damit kdnnen wirg7 mod f explizit hinschreiben:

> G7 := sort(collect (expand(
> g0 + add(gl[il*h[i], i=1..5)), %), x);

5 4
G7:= (49, + g3+ 295+ gg)v + (694 + g, + 493 + 4gs)x
3 2
+(5g, + 695 + 39, + 693 + 29,)x” + (94 + 4gs + 691 + 6g3)x
+(6g, + g4 + 691 + 293 + 2g5)x + 5g5 + g0 + 69, + 593 + 29, + 59,

Das soll gleichg sein, was auf ein lineares Gleichungssystémdie
sechs Variablep[:] fuhrt:

> LGS := seq(coeff(G7, x, i) = glil, i=0..5);
LGS = {5g5 + g0 + 69, + 595 + 29, + 591 = go,
69, + g4+ 691 + 293+ 295 = g,
9+ 4gs + 691 + 693 = g5,
594+ 695 + 391 + 693+ 29, = g3,
694+ g2 + 493+ 495 = s,
49, + g3+ 295+ g4 = gs}
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Zur Losung eines Gleichungssysteier einem KrperkF,, konnen wir
den Befehlmsolve verwenden; sein erstes Argument ist eine Menge
von Gleichungen, das zweite, das auch fehlen kann, eine &eog
Variablen, und das dritte die PrimzahDa wir hier naclallenVariablen
auflosen wollen, Bnnen wir auf das zweite Argument verzichten:

> msolve (LGS, 7);
9o=-Z1,95=_22,9,=3.22,93=5.22,9, =6.22,9, = 342

Das bedeutet folgendes: Di&@sungen hngen ab von zwei Parametern;
fur diese @ihrt Maple die Bezeichnunge1 und _Z2 ein, wobei der
Buchstabe,z* fur ganze Zahl stehen soll. Insbesondere ist also der
Losungsraum zweidimensional, das Polynphat also zwei irreduzible
Faktoren. Wir Ibnnen uns eine Basis de$dungsraums verschaffen,
indem wir fur das erste Basispolynor@1l = 1 und_Z2 = 0 setzen und

fur das zweiteZ1 = 0 und_Z2 = 1. Mit dem Befehl

> assign(%);

kénnen wir aus obigen Gleichungen Zuweisungen machen una dan
substituieren:

> G.1 := subs(Z1 =1, Z2 = 0, G(x)) mod 7;
G1l:=1
Das bringt offensichtlich nichts. Beim zweiten Versuch

> G2 := subs(Z1 =0, Z2 =1, G(x)) mod 7;
G2=2"+3"+5.° + 3" + 62

haben wir mehr Glck und niissen nuniir allei € F, die gifiten
gemeinsamen Teiler vaA_2 — ¢ und f berechnen:

> for i from O to 6 do 3ch(G_2—i, f) mod 7; od;
- +5r+2
1
2+ 202+ 60 +3

A
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Somit ist f = (2 + 5z + 2)(z> + 222 + 62 + 3) die Zerlegung vory
in irreduzible Faktoren. Zur Vorsichtdkinen wir das noch von Maple
verifizieren lassen:

> expand ((x73+2%x"2+6*x+3) * (x"3+5*%x+2)) mod 7;
P+ + 4 v P+ 6a° + 60+ 6

Da 6 =—1inF, ist das in der Tat unser Ausgangspolynfm

84: Faktorisierung Uber den ganzen Zahlen und tber
endlichen Korpern

Wie bei der Berechnung des ggT zweier Polynome wollen wihdai
der Faktorisierung den Umwaeber endliche Krper benutzen, um das
Problem fir PolynomdiberZ zu l6sen. Allerdings kann es hieabfiger
passieren, daf3 sich ErgebniaberF, deutlich unterscheidenvondenen
tberZ:

Zunachst einmal muf ein quadratfreies Polynom Afis] modulo p
nicht quadratfrei bleibenf = (z + 10)(x — 20) etwa ist modulo zwei
oder finf gleichz? und modulo drei{ + 1)>. Dieses Problem tritt al-
lerdings nur bei endlich vielen Primzahlen auf und kann veden
werden: Istf € Z[z] quadratfrei, seine Reduktiofi € F,[z] aber
nicht, so haberf und seine Ableitung einen gemeinsamen Faktor, ihre
Resultante verschwindet also. Da diese Resultante diek&edumo-
dulop der Resultante vorfi und f” ist, bedeutet dies einfach, da®in
Teiler deruiberZ berechneten Resultante ist, und daBtlsich leicht
nachpiifen. Dazu nissen wir zwar eine Resultante berechnen, was wir
im vorigen Kapitel aus Effizienzgnden vermieden hatten, aber wie wir
bald sehen werden, ist das Problem der Faktorisierungicedibm-
plexer als der BKLIDische Algorithmus, so daf? hier der Aufwanit f
die Resultantenberechnung nicht weiter ins Gewiatit. f

Tatsachlich betrachtet man in der Algebra meist nicht die Rastdtvon
fundf’, sondern die sogenanrdéskriminante

_ %n(n—l)
b= Res(r. £,

n
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deren algebraische Eigenschaften etwas besser siirdpriektische
Rechnungen ist der Unterschied hier aber unbedeutend,vderman
der S'LVESTER-Matrix von f und f’ leicht ansieht, ist die Resultante
durch eine bhere Potenz dedifirenden Koeffizienten,, teilbar als
nur die erste; die Primteiler von Resultante und Diskrimieasind also
dieselben.

Vermeidet man diese, bleilftauch module quadratfrei, jedochénnen
sich die Zerlegungen in irreduzible Faktorer#fx] undF,[x] deutlich
unterscheiden:

Betrachten wir dazu als erstes Beispiel das Polym6m1 ausZ[z]. Es
ist irreduzibel, da eine Zerlegung die Form- a)(x + a) haben nil3te
mit o € Z, und inZ gibt es kein Element mit a?=-1.

Auchtber dem KorperF, muB eine eventuelle Faktorisierung die Form

(xz — a)(z +a) haben mi? = —1; wir miissen uns alsisberlegen, wann
das der Fall ist. Die elementare Zahlentheorie sagt uns:

Lemma: Genau dann gibt es im endlicheidiperF,, ein Element: mit
2

a”=—1,wennp = 2 oderp = 1 mod 4 ist.

Beweis:Furp = 2 ist natirlich 1?=1=-1die Losung. Erp = 1 mod
4 schreiben wip = 4k + 1. Nach dem kleinen Satz vorERMAT ist flr
allex €

-1 =" +1)e* -1 =0,

das linksstehende Polynom hat ajse 1 = 4k Nullstellen und ze#llt
damit berF, in Linearfaktoren. Damit gilt dasselbéirf die beiden
rechtsstehenden Faktoren; insbesondere gibt es alse eiriF,, mit

2 +1=0.Fra=2"istdanna® = 2% = —1.

Istp = 3 mod 4 undi® = —1 fiir eina € F,, so ista* = 1. AuBerdem

ist nach dem kleinen Satz vorERMAT a”~* = 1. Wegerp = 3 mod 4
istggT(4 p — 1) = 2 als Linearkombination von 2 und- 1 darstellbar,
also ist auchu? = 1, im Widerspruch zu Annahmeé = —1. Somit gibt

es inFF, keine Elemente mit Quadratl.
|
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Damit istz? + 1 genau dann irreduzibéberF,,, wennp = 3 mod 4;
in allen anderen &len zeréllt das Polynom in zwei Linearfaktoren.
Nach einem bémmten Satz von RICHLET Uber Primzahlen in arith-
metischen Progressionen bleifit+ 1 damit nur modulo der &dfte aller
Primzahlen irreduzibel.

Noch schlimmer ist es bei* + 1: Auch dieses Polynom ist irreduzibel
tberZ: Da seine Nullsteller§v/2(+1 = i) nicht in Z liegen, gibt es
keinen linearen Faktor, undase

x4+1:(a:2+aa:+b)(x2+ca:+d)

::C4+(G+C)£C3+(b+d+ac)x2+(ad+bc)x+bd
eine Zerlegung in quadratische Faktoren, so zeigen diefigmeften

vonz® und der konstante Term, daf¥ —a undb = d = +1 sein nillte.
Die Produkte

($2+ax+l)(;v2— ar+1) ::C4+(2— az)x2+l
und
(x2+ax — 1)(;1c2 —ax —1) =zt - (2+a2)x2+ 1
zeigen aber, dal3 beides nur fi> = +2 zu einer Faktorisierungifiren
kdnnte, was irZ nicht erfullbar ist.
In den KorpernF, dagegen kann es sehr wohl Elemente geben, deren

Quadratt2 ist, und dann zeigen die obigen Formeln, a4% 1 dortin
ein Produkt zweier quadratischer Polynome zerlegt werd@mkAuch
wenn es ein Element € F, gibt mit a?® = —1, konnen wirz* + 1 als

Produkt schreiben,amlich genau wie oben im Fall€ + 1 als

1= (:E2+a)(;v2—a).
Somit istz* + 1 iber dem rperk, zumindest dann reduzibel, wenn
dort wenigstens eines der drei Elementeund+2 ein Quadratist. Um
zu sehen, dag’ + 1 tiber jedem dieser &tper zerdllt, missen wir uns

alsouberlegen, dal in keinem dedkper[F,, alle drei Elementéeine
Quadrate sind. Da2 = —1 - 2 ist, folgt dies aus

Lemma: Sind im KorperF, die beiden Elementg b nicht als Quadrate
darstellbar, so istb ein Quadrat.
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BeweisFurp = 2 ist jedes Element ein Quadrat und nicht zu beweisen.
Ansonsten betrachten wir die AbbilduggF,; — F,, die jedes von
Null verschiedene Element vdf), auf sein Quadrat abbildetiiF zwei

Elementer,y € IE‘; ist offensichtlichp(x) = ¢(y) genau dann, wenn
x = +y ist. Daher besteht das Bild vcmaus%(p — 1) Elementen, und
genau die Hlfte der Elemente volii; sind Quadrate. Ist keines, so ist

auchaa? fiir keinz € IF; ein Quadrayz, denn sonst @rea = yza:_z
selbst ein Quadrat.

Da es%(p — 1) Quadrate und genauso viele Nichtquadrate gili, sich

somit jedes Nichtquadratalsb = ax? schreiben mit einem geeigneten
Elementr € F,,. Damitistab =a - ax? = (ax)2 ein Quadrat.

|
Die Situation ist also deutlich schlechter als im Fall desED ischen
Algorithmus, wo wir sicher sein konnten, dal’ éshstens endlich viele
schlechte Primzahlen gibt: Hiebknenalle Primzahlen schlecht sein
in dem Sinne, dal3 ein irreduzibles Polynom i8] modulop reduz-
ibel wird, und oft wird zumindest die &lfte aller Primzahlen schlecht
sein. Der Ansatiiber den chinesischen Restesatz empfiehlt sich hier
also definitiv nicht: Wenn wir die Faktorisierung modulo sehieden-
er Primzahlen durclithren, kbnnen wir praktisch sicher sein, daf3 es
darunter auch schlechte gibt, und meist werden auch didBigge mo-
dulo verschiedener Primzahlen entweder nicht zusammeepasder
aber wir haben mehrere Faktoren gleichen Grades, von deineicht
wissen, welche wir via chinesischen Restesatz miteindaebinieren
sollen. Es hat daher keinen Zweck, allify Primzahlen zu \&hlen und
dann eine Rckfallstrategieifir schlechte Primzahlen zu entwickeln.

Der Weguber endliche Krper verfolgt daher im Falle der Faktorisie-
rung eine andere Strategie als beimkEDischen Algorithmus: Wir
beschanken uns auf eine einzige Primzahl — uréahdig davon, ob
diese nun gut oder schlecht dafyeeignet ist.

Wir kennen bereits aus dem vorigen Kapitel Schrankendfe Koef-
fizienten der Faktoren eines Polynoms; wimkiten also eine Primzahl
wahlen, die gbl3er ist als das Doppelte dieser Schranke und modulo
dieser rechnen.
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Der Nachteil dabei ist, dal3 das Rechnen modulo einer Prinpaainso
teurer wird, je gol3er die Primzahl ist: Die Kostefif Multiplikationen
wachsen quadratisch mit der Stellenzahl potie Kostenir Divisionen
modulo p nach dem erweitertenUkLiDischen Algorithmus &nnen
sogar bis zu kubisch ansteigen.

Die Alternative bietet einiir vdllig andere Zwecke bewiesenes Resultat
des deutschen ZahlentheoretikersNdEL, das es erlaubt eine Fakto-
risierung modulg fortzusetzen zu einer Faktorisierung modulo jeder
beliebigerp-Potenz und, was ENSEL wirklich interessierte, zu den
sogenanntep-adischen Zahlen, mit denen wir uns in Rahmen dieser
Vorlesung allerdings nicht besaftigen werden.

85: Das Henselsche Lemma

Lemma: f, g, h seien Polynome aug[x] derart, dal3f = gh modp;
dabei seiery modp undh modp teilerfremduberk, [z]. Dann gibt es
fur jede nairliche Zahln Polynomey,,, h,, derart, daf3

g, =gmodp, h,=hmodp und f=g,h, modp".

Beweisdurch vollstndige Induktion: Der Falk = 1 ist die Vorausset-
zung des Lemmas. Ist das Lemniia €inn bewiesen, machen wir den
Ansatz

gn+1 = gn +p"g* Und hn+l = h’n +pnh’* .
Nach Induktionsvoraussetzung igt= g, h,, modp™, die Differenz
f — g,h,, istalso durchp” teilbar und es gibt ein Polynorfi* € Z[x],
so dalf = g,,h, +p" f* ist. Wir mdchten, daf}

* * * * 2 +1
f=(9,40" g )(hy, +p"0") = g, b, +D" (9, " +hyg7) +p™" modp”
wird. Da 2n > n + 1list, kbhnnen wir den letzten Summanden vergessen,;

zu ldsen ist also die Kongruenz
f=9,h,+0" " = 9,0, +p"(9,h" +h,,g") modp

n+l

oder .
p"f =p"(g,h" +h,g") modp" .
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Division durchp™ macht daraus
ff=g,h +h,g" modp oder f"=gh"+hg" modp,

denng,, = g modp undh, = h modp. Die letztere Kongruenzdnnen

wir als Gleichung inF [z] auffassen und dortdsen, indem wir den
erweiterten BKLIDischen Algorithmus auf die Polynomgemodp und

h modp ausF,[z] anwenden: Da diese nach Voraussetzung teilerfremd
sind, kdnnen wir ihren ggT Eins und damit auch jedes andere Polynom
uberF, als Linearkombination der beiden darstellen. Da der Gradfvo
die Summe der Grade vgrundh ist und f* hochstens denselben Grad
wie f hat, Kdnnen wir dann auch eine Darstellufi§ = gh™ + hg"

in F[«] finden mit degy” < degg und degh” < degh. Ersetzen
wir ¢* undh™ durch irgendwelche Regsentantanten gleichen Grades
ausZ[z], erfulleng,,,, = g, +p"¢" undh,,,, = h,+p"h™ die Kongruenz

f = g,,h,, modulop™*. .

KURT HENSEL wurde 1861 im damaligen dhigsberg
geboren; als er neun Jahre alt war, zog die Familie nach
Berlin. Er studierte dort und in Bonn; 1884 promovierte
er in Berlin bei KRONECKER 1886 folgte die Habilita-
tion. Er blieb bis 1901 als Privatdozent in Berlin; 1901
bekam er einen Lehrstuhl in Marburg, den er bis zu
seiner Emeritierung 1930 innehatte. Er starb 1941 in
Marburg. Seine Arbeiten drehen sich hadptdich um

die Zahlentheorie und die eng damit verwandte Arith-
metik von Funktionenlirpern. Bekannt wurde er vor
allem durch die Eiriihrung derp-adischen Zahlen. Er
ist Autor dreier Lehrlicher.

86: Der Algorithmus von Zassenhaus

Die Werkzeuge aus den vorigen Paragraphen erlauben ungirgem
sam eingesetzt, nun die Faktorisierung von Polynorfieaus Z[x]
oderQ[z]. Das einzige, was wir noch nicht explizit formuliert haben
ist eine Schrankdif die Koeffizienten eines Faktors. Aus Kapiteka,
wissen wir, daf3idr einen Teilely € C[z] eines Polynomg € C[z] gilt:

e b,
16 < (1 5) [ 22151

Qq
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wobeie den Grad vory bezeichnetund,;, b, die fuhrenden Koeffizien-
ten vonf undg. Fur g, f € Z[z] muBB3b, ein Teiler vona, sein, der
Quotientd, /a, hat also kchstens den Betrag eins. Der Gradines
Teilers kann Bchstens gleich dem Gralvon f sein, also istiir jeden
Teilerg € Z[z] von f € Z[x]

HG) < (1) 191 -

Nach ZassenHAUSgehen wir zur Faktorisierung eines Polynofnaus
Z[z] oderQ[x] nun folgendermaf3en vor:

Erster Schritt: Berechne die quadratfreie Zerlegung vbond ersetze
die quadratfreien Faktoren durch ihre primitiven AntgileDann gibtes
eine Konstante, sodaf¥f = ¢[].-, gf ist. Fallsf in Z[x] liegt, istc eine
ganze Zahl. Br eine Faktorisierung ii[ ] muf3 auche in seine Primfak-
toren zerlegt werden{if eine Faktorisierung i@[x] kannc als Einheit
ausQ™ stehen bleiben. Die folgenden Schritte werden einzelnealefy
derg, angewandt, danach werden die Ergebnisse zusammengesetzt z
Faktorisierung vory. Fur das Folgende sgieines dey;.

Zweiter Schritt: Wir setzenl, = ([fgggq]) lgll, und M = 2L + 1. Dann
wahlen wir eine Primzahp, die weder denifhrenden Koeffizienten
noch die Diskriminante vop teilt. Damit ist auchy mod p quadratfrei.

Dritter Schritt: Wir faktorisiereg modp nach BERLEKAMP in [ z].

Vierter Schritt: Die Faktorisierung wird nach demeNseELschen Lemma
hochgehoben zu einer Faktorisierung modpfofiir eine naiirliche
Zahln mitp™ > M.

Funfter Schritt: Setzem = 1 und testeliir jeden der gefundenen Fak-
toren, ob er ein Teiler vop ist. Falls ja, kommt er in die List€, der
Faktoren vory, andernfalls in eine Listé&,.

Sechster Schrittfalls die Listel, keine Eintage hat, endet der Algo-
rithmus undg ist das Produkt der Faktoren ads. Andernfalls setzen
wir m = m + 1 und testenifr jedes Produkt aus verschiedenen Poly-
nomen aug,, ob ihr Produkt modulp™ (mit Koeffizienten vom Betrag
hochstend.) ein Teiler vong ist. Falls ja, entfernen wir diex Faktoren
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ausL, und fugen ihr Produkt in die List&, ein. Wiederhole diesen
Schritt.

Auch wenn der sechste Schritt wie eine Endlosschleife aelnsgndet
der Algorithmus nairlich nach endlich vielen Schritten, deul; ist
eine endliche Liste und ggpestens das Produkt aller Elemente Ays
muf Teiler vory sein, da sein Produkt mit dem Produkt aller Elemente
von L, gleichg ist. Tats@chlich kann man schon abbrechen, wenn die
betrachteten Faktoren eineroferen Grad haben a}sdegg, denn falls

f reduzibel ist, gibt es einen Faktor, dérdnstens diesen Grad hat.

HANS JuLIUS ZASSENHAUSWurde 1912 in Koblenz ge-
boren, ging aber in Hamburg zur Schule und zur Uni-
versitat. Er promovierte 1934 mit einer Arbeitber
Permutationsgruppen; seine Habilitation 1940 handelte
von LIE-Ringen in positiver Charakteristik. Da er nicht
der NSdAP beitreten wollte, arbeitete ealwend des
Krieges als Meteorologe bei der Marine; nach dem
Krieg war er von 1949 bis 1959 Professor in M,
dann finf Jahre lang in Notre Dame und schlieRlich bis
zu seiner Emeritierung an der Ohio State University in
Columbus. Dort starb er 1991. Bekannt ist er vor allem
fur seine Arbeiten zur Gruppentheorie und zur algorith-
mischen Zahlentheorie.

§7: Berechnung von Resultanten und Diskriminanten

Im zweiten Schritt des Algorithmus vore&seNHAUSWahlten wir eine
Primzahl, die kein Teiler der Diskriminante des zu fakterisnden
Polynoms sein darf. Um dies zu testerjssen wir die Diskriminante
berechnen oder — waiquivalent ist — die Resultante des Polynoms
und seiner Ableitung. & ein Polynom vom Grad zwanzig ist das eine
39 x 39-Determinante. Nach denmnbLACESchen Entwicklungssatz ist
dies eine Summe von 3% 2- 10" Summanden, die jeweils Produkte
von 39 Zahlen sind. Eine solche Summe zu berechnen liegiensitits
der Moglichkeiten heutiger Computer.

Tatsachlich verwendet natlich niemand den Entwicklungssatz von-L
GRANGE um eine Determinante zu berechnen — auf3er vielleicht bei
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einigen kleineren Spielzeugdeterminanten in Mathemkiduren. In
allen anderen &len wird man die Matrix durch Zeilen- und/oder Spal-
tenoperationen auf Dreiecksform bringen und dann die Detemte
einfach als Produkt der Diagonaleiéaye berechnen. Das daudit flie
SYLVESTER-Matrix zweier Polynome der Grade dreif3ig und vierzig auf
heutigen Computern weniger als eine halbe Minute.

Stellt man allerdings keine Matrix auf, sondern verlangt gmem Com-
puteralgebrasystem einfach, daf3 es die Resultante derbieaynome
berechnen soll, hat man das Ergebnis hach weniger als eiaknied der
Zeit. Einer der Sctlilssel dazu ist wieder detUELID ische Algorithmus.

Angenommen, wir haben zwei Polynorfigy in einer Variablen: Uber
einem faktoriellen Ringr:

n n—1
f=a,x +ta, x ~+---+axz+ag und

m—1

g=b,z" +b, T toootbztby mit n<m.

Falls f = a4 konstant ist, alsa = 0, gibt es in der 8.VESTER-Matrix
null Zeilen aus Koeffizienten vog und m Zeilen aus Koeffizienten
von f; die Matrix ist also einfach, mal derm x m-Einheitsmatrix und
die Resultante als ihre Determinanted§t.

Andernfalls dividieren wirg durch f und erhalten einen Reht
g:f=qResth oder h=g—qf.

Der zentrale Punkt beimUkLiDischen Algorithmusist, daf3 die gemein-
samen Teiler vory und g genau dieselben sind wie die vgnund h.
Insbesondere haben algaind g genau dann einen gemeinsamen Teil-
er von positivem Grad, wenif und i einen haben, d.h. Re§, g)
verschwindet genau dann, wenn Rg5 k) verschwindet. Damit sollte
es also einen Zusammenhang zwischen den beiden Resultgeiten,
und den Bnnen wir zur Berechnung von R&g, g) ausriltzen, denn
natirlich ist Res(f, k) kleiner und einfacher als Rg¥, g).

Uberlegen wir uns, was bei der Polynomdivision mit den Kaedfiten
passiert.
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Wir berechnen eine Folge von Polynomegp = ¢,94,...,9, = h,
wobei g; aus seinem Vorgnger dadurch entsteht, daf3 wir ein Vielfa-
ches von’ f subtrahieren, wobei = degg, — degf ist. Der maximale
Wert, denj annehmen kann, ist offenbar deg- degf = m — n.

Die Zeilen der SLVESTER-Matrix sind Vektoren inR™"™; die erstenn
sind die Koeffizientenvektoren V(mm_lf, ...,xf, f, danach folgen
die vonz"g,..., 29, 9.

Im ersten Divisionschritt subtrahieren wir vgnein \ﬁelfaches)\xj f
mit j = m — n; damit subtrahieren wir auch von jeder Poteriz das
PolynomA\z™ f. Fiir0< i < nund 0< j < m+nist0<i+j < m,
was wir subtrahieren entspricht auf dem Niveau der Koefiteipvek-
toren also stets einem Vielfachen einer Zeile derv&sTER-Matrix.
Damit andert sich nichts am Wert der Determinanten, wenn wir den
Koeffizientenvektor vory nacheinander durch den vay., ..., g, = h
ersetzen.

Die Resultanténdert sich also nicht, wenn wir in deYlSESTER-Matrix
jede Zeile mit Koeffizienten vogersetzt durch die entsprechende Zeilen
mit Koeffizienten vorh, wobeih als ein Polynom vom Graeh behandelt
wird, dessenifhrende Koeffizienten verschwinden.fist ¢, +- - -+¢,
soist also Regf, g) gleich

ap  Ap_1 Gp_2 a Qo 0 0 0
0 G  Op_q ... Gy G ag 0 ... 0
0 0 a,, as Ay aq ag e 0
0 0 0 cee Qp Qp_q Gp_o Qp_3 ... Qg ,
Cm Cm—1 Cm—2 --- Cp C o 0 ... 0
0O ¢, Cpnq1 --- €3 € c1 c ... 0O
0 0 0O ... 0 ¢, Cn1 Cno Co
wobei die Koeffizientewr,,, . . ., c,,, alle verschwinden.

Somit beginnt im unteren Teil der Matrix jede Zeile mit— s Nullen.
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In den erstenn — s Spalten der Matrix stehen daher nur noch Ko-
effizienten vonf: In der ersten ist dies ausschlielRlich déahifende
Koeffizienta,, von f in der ersten Zeile. Entwickeln wir nach der er-
sten Zeile, Bnnen wir also einfach die erste Zeile und die erste Zeile
streichen; die Determinante ist dasmpnmal der Determinante débrig-
bleibenden Matrix. Diese hat (falis > s + 1) wieder dieselbe Gestalt,
wir kdnnen also wieder einen Faktoy ausklammern und bekommen
eine Determinante mit einer Zeile und einer Spalte wenigsv.; das
Ganze funktioniertn — s mal, dann ist derifhrende Koeffizient voh

in die erste Spalte gerutscht und dibriggebliebene Matrix ist die
SYLVESTER-Matrix von f undh — falls etwadibrigbleibt. Offensichtlich
bleibt genau dann nichtgorig, wennh das Nullpolynom ist: Dann sind
die unterenn Zeilen Null, d.h. die Resultante verschwindet.

Andernfallsist Res(f, g) = a.'* Res,(f, h), und da diese Formel auch
far h = 0 gilt, haben wir gezeigt

Lemma: Hat f keinen gbl3eren Grad alg und isth der Divisionsrest
von g durch f, der den Grad habe, so ist Reg(g) = a,, * Res(f, h).
]

Dies ARt sich nun nach Art desukLIDischen Algorithmus iterieren:
Berechnen wir wie dort die Folge der Reste= h der Division vong
durch f und dann (mity = g) weiterr,,, gleich dem Rest bei der Divi-
sion vonr; durchr,_,, so kinnen wie die Berechnung von Résg, g)
durch Multiplikation mit Potenzen detihrenden Koeffizienten der Di-
visoren zuiickfuhren auf die viel kleineren Resultanten Res, ;,1)-
Sobaldr,,, eine Konstante ist, egal ob Null oder nicht, haben wir eire ex
plizite Formel und der Algorithmus endetiiFden Fall, daf¥ gro3eren
Grad alsg hat brauchen wir noch

Lemma: Fir ein Polynom,f vom Gradn und ein Polynomy vom
Gradn ist Resff, g) = (—1)"" Resg, f).

Beweis:Wir miissen in der @ VESTER-Matrix m Zeilen zuf mit den
n Zeilen zug vertauschen. Dies kann beispielsweise so realisiert wer-
den, dal3 wir die unterstg-Zeile nacheinander mit jeder dgfZeilen
vertauschen, bis sie nagh/ertauschungen schlie3lich unten steht. Dies
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miissen wir wiederholen, bis alleZeilen unten stehen, wir haben also
insgesamtm Zeilenvertauschungen. Soraidert sich das Vorzeichen

der Determinante um den Fakter{)"™. .

§8: Swinnerton-Dyer Polynome

Der potentiell problematischste Schritt des obigen Aldynius ist der
sechste: Vor allem, wenn wir auch Produkte von mehr als zaleidren
betrachten rassen, kann dieser sehr teuer werden. Ein Beispiéirdaf
bieten die sogenanntemBINERTON-DYER-Polynome: Zun paarweise
verschiedenen Primzahlen, .. ., p,, gibt es genau ein Polynoghvom
Grad 2' mit fuhrendem Koeffizienten eins, dessen Nullstellen genau die

2" Zahlen
VPtV £ £ VD,

sind. Dieses Polynom hat folgende Eigenschaften:

1. Es hat ganzzahlige Koeffizienten.

2. EsistirreduzibeliberZ .

3. Modulo jeder Primzahi zerfallt es in Faktoren vom Gradiehstens
zwei.

Beweisenal3t sich das am besten mit Methoden der abstrakten Algebra,
wie sie in jeder Vorlesunglgebra | prasentiert werden. Da hier keine
Algebra | vorausgesetzt wird, sei nur kurz die ldee angedeuin den
kleinsten Teillorper vonC zu konstruieren, in dem alle Nullstellen vgn
liegen, kbnnen wir folgendermalen vorgehen: Wir konstruieren als er
stes einen KrperKy, der,/p; enthélt. Das ist einfach: Der Vektorraum
K, =Q® Q,/p; ist offensichtlich so ein Krper. Als rachstes konstru-
ieren wir einen Krper K, der sowohlk; als auch,/p, enttalt. Dazu
kdnnen wir genauso vorgehen: Wir betrachten einfach dendmvei-
sionalenk;-Vektorraumk, = K; © K;,/p,. Als VektorraumiiberQ

ist K, natirlich vierdimensional. Weiter geht es nii; = K, ® K,,/p3
uswbisK, = K, ;® K, _;,/p,.Als Q-Vektorraum hat dieser &per

die Dimension 2.

Die GALOIS-Gruppe vor¥K ,, iberQ hat somit 2 Elemente; da sie offen-
sichtlich die Abbildungen/p; — —,/p; entHalt, ist sie die von diesen
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Automorphismen erzeugte elementarabelsche Gruppei@idie Null-
stellenmenge vorfi als ganzes betrachtet fest, also nach dem Wurzelsatz
von VIETE auch die Koeffizienten. Somit hgtrationale Koeffizienten,
und da alle Nullstellen ganz sind (im Sinne der algebraisctehlen-
theorie), liegen diese sogarin AulRerdem operiert die & 0Is-Gruppe
transitiv auf der Nullstellenmenge vgh also istf irreduzibel inQ[z]

und damit auclZ[z].

Betrachten wirf modulo einer Primzahb, so kbnnen wir die analoge
Konstruktion durchiihren ausgehend vomdkperF,, anstelle vonQ.
Wahrend wir aber im Falle der rationalen Zahlen sicher seimten,
daB,/p; nicht bereits im KrperK;_, liegt, ist dies hier nicht mehr der
Fall: Fir ungerades gibt es%(p+1) Quadrate if’,,; dazu konnte auclp;

gefbren. Falls nicht, isk =F, ® F,,,/p; ein Korper mitp2 Elementen.
Wie man in der Algebra lernt, gibt es aber bis auf Isomorphieainen
solchen Kirper; K enthalt daher die Quadratwurzekdler Elemente
von F,, und somitalle Nullstellen von f modp. Spatestendiber K
zerfallt f modp also in Linearfaktoren, und da alle Koeffizienter¥ip
liegen, lassen sich je zwei Linearfaktoren, die nichjz] liegen,
zu einem quadratischen Faktor diifx] zusammenfassen. Somit hat
f modp hochstens quadratische Faktoren.

(Far eine audihrlichere und etwas elementarere Darstellung siehe etwa
§6.3.2 in MCHAEL KApPLAN: Computeralgebr&pringer,2005.)

Falls wir f nach dem oben angegebenen Algorithmus faktorisieren,
erhalten wir daher modul@geder Primzahl p mindestens ! Fak-
toren. Diese lassen sidiber das lNSELsche Lemma liften zu Fak-
toreniiberZ, und wir niissen alle Kombinationen aus mindestehis2
Faktoren ausprobieren bis wir erkennen, dafteduzibel ist, also min-
destens 3 Maoglichkeiten. ir n = 10 etwa istf ein Polynom vom
Grad 1024, dessen Manipulation durchaus im Rahmen diglith-
keiten eines heutigen Computeralgebrasystems liegt. Daprabieren
von 2°° ~ 10’" Moglichkeiteniiberfordert aber selbst heutige Super-
computer oder parallel arbeitende Cluster aus Millionen@omputern
ganz gewaltig: Der heutige Sicherheitsstandard der Kgrafohie geht
davon aus, daf3 niemand in der Lage iéf,SZOder sogar nur]fo) Re-
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chenoperationenin realistischer Zeit (d.h. wenigen Jgtameszutihren.

SIR HENRY PETER FRANCIS SWINNERTON-DYER, 16" Baronet, wurde 1927 geboren; er
studierte und lehrte an der Univeggivon Cambridge, wo er unter anderem Dean des Trin-
ity College, Master von St. Catherine College und Vizekander Universit war; heute

ist er Professor emeritus. Obwohl er ha@gtsich fir seine Beitage zur Zahlentheorie
bekannt ist, besélftigte er sich zuachst mit Differentialgleichungen. Am bekanntesten
ist er durch die Vermutung voniBcH und SVINNERTON-DYER (iber den Zusammenhang
zwischen der Arithmetik einer elliptischen Kurve und atisbhen Eigenschaften von
deren¢-Funktion.

89: Faktoren und Gittervektoren

In diesem Paragraphen soll eine Methode vorgestellt werdienfur
Polynome einer VémnderlicheruiberZ (der@Q), aber leider auch nuiif
diese, eine Alternative zum stumpfsinnigen Ausprobiererséchsten
Schritt des Algorithmus von ASSENHAUSbietet.

Sie wurde 1982 vorgestellt in

A.K. LENSTRA H.W. LENSTRA, L. LoVAsz: Factoring Polynomials with
Rational Coefficientdyiath. Ann.261(1982), 515-534

und wird nach den Initialen der drei Autoren kurz als LLL biehaet.

ARJEN K. LENSTRA wurde 1956 in Groningen geboren und studierte Mathematik an
der Universiait Amsterdam, wo er 1984ber das Thema Faktorisierung von Polynomen
promovierte. Danach arbeitete er Zghst als Gastprofessor an der Informatikfaddudter
Universitat von Chicago, dann ab 1989 in einem Forschungszentrum elticoBe. 1996
wurde er Vizepasident am Corporate Technology Office der City Bank in NevkYeon
2000 bis 2006 auch Teilzeitprofessor an der Technischemetsitt Eindhoven. 2004
wechselte er von der City Bank zu Lucent Technology, die efligen Bell Labs; seit
2006 ist er Professoiif Kryptologie an der Eidgédissischen Technischen Hochschule in
Lausanne. Seine Arbeiten befassen sich mit der Faktarrgieron Zahlen und Polynomen
sowie mit kryptographischen Verfahren und Attacken.

Sein Bruder HNDRIK W. LENSTRAWurde 1949 geboren. Auch er studierte an der Uni-
versitit Amsterdam, wo er 1977 bei dem Algebraischen Geometer ahtk@theoretiker
FRANS OORT Uiber Zahllorper mit EUKLID ischem Algorithmus promovierte und 1978 Pro-
fessor wurde. 1987 wechselte er nach Berkeley; von 1998ubseiner Emeritierung in
Berkeley lehrte er sowohl in Berkeley als auch an der Unitégrgeiden, seither nur noch
in Leiden. Seine Arbeiten besgfligen sich hauptehlich mit der algorithmischen Seite
der Zahlentheorie; auf3eiirf den LLL-Algorithmus ist er vor allem bekanniirf seinen
Algorithmus zur Faktorisierung ganzer Zahlen mit elliptisn Kurven.
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LAszLO LovAsz wurde 1948 in Budapest geboren und promovierte 1971 an dtgeio
Universitt. Nach Kirzeren Aufenthalten an verschiedenen ungarischen uf@halischen
Universititen (darunter 1984/85 in Bonn) ging er 1993 nach Yale, was2®00 eine
Professur hatte. Von 1999 bis 2006 war er Senior Researhiévlibrosoft Research.
Seit 2006 ist er Direktor des mathematischen Instituts d#wds Loand Universiat
in Budapest. Br die Wahlperiode 2007-2010 war er auctadident der Internationalen
Mathematikervereinigung IMU.

Ausgangspunkt der Methode vorENSTRA LENSTRA und LOVASZ ist
das folgende

Lemma: p sei eine Primzahk eine beliebige néirliche Zahl. AuRerdem
sei f € Z[x] ein Polynom vom Grad undh € Z[z] eines vom Graa
mit folgenden Eigenschaften:
1.) h hat fuhrenden Koeffizienten eins
2.) h modyp" istin (Z/p")[z] ein Teiler vonf modp®
3.) h modp istirreduzibel inF ,[]
4) (h modp)2 ist kein Teiler vonf modp in F[z].
Dann gilt:
a) f hatinZ[z] einen irreduziblen Faktat,, der modulg ein Vielfa-
ches vom, modp ist.
b) hy ist bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmt.
c) Fur einen beliebigen Teilgrvon f in Z[z] sind folgende Aussagen
aquivalent:
(i) h modp teilt g modp in F,[x]
(i) h modp” teilt g modp® in (Z/p")[x]
(iii) hgteilt gin Z[x].

Beweis:Die irreduziblen Faktoren, von f in Z[z] kbnnen module
in ,[z] eventuell weiter zerlegt werden. Da (nodp)2 kein Teiler
von f modp ist, teilt h modp genau eines def, modp; wir setzen
hy = h;. Dairreduzible Faktoren ifi[z] bis aufs Vorzeichen eindeutig
bestimmt sind, ist auch) klar. In ¢) folgt (i) sofort aus(ii) wie auch
aus(iii) ; zu zeigen ist die Umkehrung.

Sei alsoh modp ein Teiler vong modp und f = gq. Da (h modp)2
kein Teiler vonf modp ist, kannh modp kein Teiler vorg mod p sein,
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also auchhg kein Teiler vong. Somit muf3h, als irreduzibler Teiler
von f ein Teiler vong sein undiii) ist bewiesen.

Zum Beweis von(ii) beachten wir, dafk modp und ¢ modp teiler-
fremd sind; der erweiterte UkLIDische Algorithmus liefert uns also
eine Darstellung der Eins als Linearkombination diesedémiPoly-
nome inF[z]. Wir liften die Koeffizienten nactZ[x] und haben somit
Polynomea, b € Z[z], fur dieah + bg = 1 modp ist, d.h. es gibt ein
Polynome € Z[z], so dalluh +bg = 1 — pcist. Da

(1—pc)(L+pc+ (pc)2 +oot (pc)k_l) =1- (pc)k
ist, erhalten wir durch Multiplikation dieser Gleichungtrdem zweiten
Faktor eine neue Gleichung der Form

Gh+bg=1— (po)".
Multiplizieren wir diese noch mig, so folgt
&g-h+l~)q-g:&gh+5fzgmodpk.

Hier ist die linke Seite modulpk durchh teilbar, also auch die rechte
Seiteg, womit (ii) bewiesen \ére. .
Der sechste Schritt des Algorithmus voRSSENHAUS kann so inter-
pretiert werden, dald er zu jedem irreduziblen Faktos F,[z] von

f modp den zugebrigen Faktorh, € Z[z] von f bestimmt, indem er
notigenfalls alle Kombinationen ausund den anderen Faktoren von
f modp durchprobiert. Der Algorithmus voneNSTRA, LENSTRA und
LovAsz konstruierth, direkt und ohne Kenntnis der anderen Faktoren,
indem er den Vektor der Koeffizienten vag als einen,kurzen® Gitter-
vektor identifiziert.

Wir fixieren dazu eine nétliche Zahlm > ¢ = degh und betrachten
die MengeA aller Polynome auZ[x] vom Grad lochstensn, die
modulop” durchh modp” teilbar sind A ist eine Teilmenge des{+1)-
dimensionalefR-Vektorraums aller Polynome vom Graddhstensn,
den wirtiber die Basis I, . . ., ™ mit R™** identifizieren. Dabeiist die
L?-Norm || f]|, eines Polynoms aus gleich deriiblichen EUKLIDischen
Lange| 7| seines Koeffizientenvektofse R™**.
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Definition: Eine Teilmengd” C R™ heiBtGitter, wenn es eine Basis
(bo, - - -, b,,) vonR™*! gibt, so daR

r= {i&@. A ez} :
=0

Wir bezeichnen die;se Basis dgnn als eine Basis des Gittarad
schreiben kurd’ = Zby @ - - - © Zb,,,.

Dah fuhrenden Koeffizienten eins und Gratat, bilden die Polynome
p"2' mit0 < i < e undha’ mit0 < j < m — e eine Basis der oben
definierten Mengé\; diese ist also ein Gitter.

Gitterbasen sind genauso wenig eindeutig wie Basen vorox@kimen.
Sind @y, ...,b,,) und @,...,c,) zwei Basen des Gitter§, so sind
beide insbesondere Basen VBA'*', es gibt also Matrizen/, N €
R XD gie diese beiden Basen ineinandéerfihren. Am ein-
fachsten&it sich das dadurch augdken, daf? wir die Spaltenvektoren
b; zu einer Matrix B zusammenfassen und dig zu einer MatrixC;
dannistC = M B und B = NC. Die Eintfage vonM und N missen
ganzzahlig sein, denn dig missen ja ganzzahlige Linearkombinatio-
nen derb, sein und umgekehrt. AuBerdem &N = NM gleich der
Einheitsmatrix. Somit sind détf und detNV ganzzahlig mit Produkt
eins, d.h. ded = detN = +1. Insbesondere unterscheiden sichiglet
und detC' hochstens durch das Vorzeichen.

Definition: Der Betrag von deB heif3t Determinanté(I") des Gitterd".

Wie wir gerade gesehen haben,d§l") unablangig von der ge@hlten
Gitterbasis. Im oben definierten Giti&iist d(A) = p™, dah denfihren-
den Koeffizienten eins hat und die hinteren Terme der Polynim

durch Zeilenoperationen aus der Determinante entferrdevelonnen.

Ein Vektorraum hat keinen echten Untervektorraum glei€hierension;
bei Gittern ist das nétlich anders: Mitl" ist auch 2" ein Gitter und
ganz offensichtlich verschieden voh Allgemein sagen wir, ein Gitter
I ¢ R™? sei einUntergitter des GittersA ¢ R™, wennT eine
Teilmenge vom\ ist.
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Istin dieser Situatiohy, . . . b, eine Gitterbasis voR undz,, . . . , ¢, eine
von A, so lassen sich dig als Linearkombinationen det; schreiben.
Mit den gleichen Bezeichnungen wie oben ist dafer= NC mit
einer ganzzahligen MatriXV. Die inverse MatrixM freilich ist im
Falle eines echten Untergitters nicht mehr ganzzahligideonhat nur
rationale Eintage. Wir bnnen allerdings die Nenner begrenzen: Die
Gleichung N M gleich Einheitsmatrixdf3t sichibersetzen inn + 1
lineare Gleichungssystem@rfdie Spaltenr, von M, dennNm,; = €,

ist deri-te Einheitsvektor deR™**. Losen wir dieses Gleichungssystem
nach der @AMERschen Regel, so stehen imaZler der Formelnifr die
Eintrage vonmi; Determinanten ganzzahliger Matrizen und in Nenner
steht jeweils die Determinant@ von M. Somit kann Bchstens diese
als Nenner auftretenund - A CT' C A.

In Kiirze wird es fir uns wichtig sein, daf3 es zu einer gegebenen Basis
von A spezielle, daran angepalflite Basen Majibt:

Lemma: IstT" ein Untergitter vorA und (50, Ceey l;m) eine Gitterbasis
von A, so gibt es eine Gitterbasigy(. . ., ¢,,) vonI derart, daf3

Co = Hoobo

1 = pagho + p11bs

—

Cm = :umObO toeet :ummbm

mit ganzen Zahlep,; undy;; 7 0.

Beweis:DaDEi inT" liegt, gibt esinl” auf jeden Falliir jedes Vektoren
der Formyghg + - - - + p1,;b; Mit u;; 7 0., sei ein solcher Vektor mit mi-
nimalem|u;,|. Wir wollen zeigen, daf? diese Vektor&reine Gitterbasis
vonT bilden. Da die lineare Unaléimgigkeit trivial ist, muf3 nur gezeigt
werden, daf3 sich jeder Vektor alisils ganzzahlige Linearkombination
derc; schreibenaf3t.

Angenommen, es gibt Vektorefi € T, fur die das nicht der Fall
ist. Da ¥ auch in A liegt, gibt es auf jeden Fall eine Darstellung
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T = Agby + - - - + A\,b,, mit ganzen Zahlen\, und einemk < m. Wir
wahlen einen solchen Vektormit kleinstmbglichemk.

Da p,; nach Voraussetzung nicht verschwindet, gibt es eine ganze
Zahl g, so dal}|\, — quy;| Kleiner ist als der Betrag vop,,;,. Dann
kann auch der Vektor

T—qc, = (Ao — q,uko)go oot (A — Z,ukk)gk

nicht als ganzzahlige Linearkombination dedargestellt werden, denn
sonst fatte auchy eine solche Darstellung. Wegen der Minimgiionk
kann daheh,; —qu,, nichtverschwinden. Da aber Betrag vion— gy,
kleiner ist als der vom,,,, widerspricht dies der Wahl vormals Vektor
mit minimalem|u,,;|. Somit kann es keinen Gittervektor algeben,
der nicht als ganzzahlige Linearkombination dedarstellbar ist, und

das Lemma ist bewiesen. .

Bei der Anwendung von Gittern auf das Faktorisierungspobhierden

die GRAM-SCHMIDT-Orthogonalisierungen von Gitterbasen eine gro3e
Rolle spielen; daher sei kurz an diesen Orthogonalisiespirazel3 erin-
nert. Zurachst die

Definition: a) Ein EukLIiDischer Vektorraum ist ein reeller Vektor-
raumV zusammen mit einer Abbildung

VXV oV
(0, 0) — 7 @

mit folgenden Eigenschaften:

1) @+ pd) - = M@ - W) + p(v - @) fur alle \, . € R und alle
u, v, € V.

2) - d=w-vfurallev, € V.

3) ¥-¥>0furallev € V undv - v = 0 genau dann, wenn= 0.

Die AbbildungV x V' — V wird als Skalarprodukt bezeichnet.

b) Zwei Vektoreny, @ € V' heiRen orthogonal, wenh- @ = 0O ist.

c) Eine Basis &, . . ., ¢,,,) eines BKLIDischen Vektorraums heif@r-

thogonalbasiswennc; - ¢; = O fur allei 7 j.
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Wichtigstes Beispiel ist der Vektorrau™** mit seinem Standard-
skalarprodukt
Yo Wo

m
= g VW, .
i=0

Das Produkt eines Vektoismit sich selbst ist dann das Quadrat seiner
EukLIDischen lange, und wenn wir ihn als Koeffizientenvektor eines
Polynoms vom Graeh ausR[z] auffassen, ist das auch das Quadrat der
L%-Norm dieses Polynoms.

v, w

m m

Das Orthogonalisierungsverfahren vomA® und SHMIDT konstru-
iert aus einer beliebigen Basig(. . ., b,,) desR™* schrittweise eine
Orthogonalbasisd, . .., ¢,,), und zwar so, daf3 in jedem Schritt der

von den Vektoren,, . . ., b, erzeugte Untervektorraum gleich dem von
G - - - » €, €rzeugten ist.

Der erste Schritt ist der einfachste: Da es noch keine Odhaligatsbe-
dingung fir &, gibt, kdnnen wir einfacli, = b, setzen.

Nachdem wirr > 1 Schritte durchgéihrt haben, haben wir linear
unablangige Vektorey, . .., ¢,._, mit¢c; - ¢; = 0furi 7 j aus demvon
by, .. ., b, aufgespannten Untervektorraum. ist m, haben wir eine
Orthogonalbasis; andernfalls muf3 ein auf den bisher koiestenc;
senkrecht stehender Vektar gefunden werden, der zusammen mit
diesen den vohy, bis Er erzeugten Untervektorraum erzeugt.

-

Dacy,...,C._q undgo, ..., b,_, denselben Untervektorraum erzeugen,
gilt dasselbeir &, ...,&._4,b, undby,...,b,; das Problem ist, dai
Er im allgemeinen nicht orthogonal zu dénsein wird. Wir dirfenb,.
aber aldndern um einen beliebigen Vektor aus dem ¥gn..,c._;

aufgespannten Untervektorraum; also setzen wir
67“ = br + /\051 - /\r—lgr—l

und versuchen, di¢; so zu bestimmen, daf dieser Vektor orthogonal
Zucy, ..., C,_q Wird.
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Wegen der Orthogonadit derc; ist

r—1
€ -G =b, -6 = D NG E)=h, -8 = N(E - )
j=0
setzen wir daher
A* = b’r+1 EZ
1 — — )
CZ—'CZ-
soistv-¢;, =0furallei =0,...,r — 1.

Nach demn +1-ten Schritt haben wir eine Orthogonalbasgjs (. ., ¢,,)
von R™** konstruiert.

Der danische MathematikeraRGAN PEDERSEN GRAM

(1850-1916) lehrte an der Univeiditopenhagen, war
aber gleichzeitig auch noch gesdtsfihrender Direk-
tor einer Versicherungsgesellschaft undd$dent des

sche ArbeitSur quelque teoremes fondamentaux de
'algébre modernedie 1874 erschien. Das RAM-

er heute haupéhlich bekannt ist, stammt wohl von

CAUCHY verwendet.

ERHARD SCHMIDT (1876—1959) wurde im damals deut-
schen Ort Dorpat geboren; heute gehdieser zu Est-
land und heil3t Tartu. Er studierte in Berlin b&ir&varz
und promovierte 1905 ins @tingen bei HLBERT mit
einer Arbeitiiber Integralgleichungen. Nach seiner Pro-
motion wechselte er nach Bonn, wo er 1906 habili-
tierte. Danach lehrte er ini#ich, Erlangen und Breslau,
bis er 1917 als Nachfolger vonc8wARz nach Berlin
berufen wurde. Er ist einer der Bémder der mod-

allgemeinerung BxLiDischer und HRMITESCher Vek-
torraume zu sogenannteniUdERT-Raumen auf ihn
zuriick.

Verbands der @nischen Versicherungsunternehmen. Er
publizierte anscheinend nur eine einzige mathemati-

ScHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren, durch das

LAPLACE (1749-1827) und wurde auch schon 1836 von

ernen Funktionalanalysis; insbesondere geht die Ver-
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Als Beispiel wollen wir eine Orthogonalbasis des von

1 -3 -1
by = g by = g undb, = _g
4 5 6

aufgespannten Untervektorraubis/on R* bestimmen.
Als ersten Vektor der Orthogonalbasighten wir einfachi, = b,

Fur den zweiten Vektor machen wir den Ansajz= 51 — AGp, Wobei\
so gevahlt werden muB, da® - ¢, = 51 - Cyg— Ay - ¢y = 0ist. Da

G by=—3+2.4+4.5=25 und -G=1+2+2+4 =25,

—4
2
-2
1

mussen wirk = 1 setzen und; = b; — ¢ =

Furden noch fehlenden dritten Vektor der OrthogonalbaiisAnsatz
entsprechend:

G=by—A—pé, Mit & &= =0,
Gy Gp=by Gy~ A Gp=(-1—4+6+24)+28 = A=1

Gy G =by- Gty G =(A—4—6+6)— 251 — ;=0

-2
L=, -4
Cp=by— o= 1
2

Unsere Orthogonalbasis besteht also aus den drei Vektoren

1 4 2
|2 I | -a
0~ 2 ) 1~ _2 und 2~ 1

4 1 2
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Wenn wir den Zusammenhang zwischen derAusgangsﬁ@,sis.(, Em)
und der Orthogonalbasigy . . . , ¢,,,) explizit festhalten wollen, firssen
wir den oben berechneten Koeffizienten Namen geben, die \aroh
Schritt ablangen. Wir schreiben

i

|
I
S
Sl

(2

¢, =b; — pip€; fari=0,...om mit p; = o—

i
o

gl
gl

J
Im gerade durchgerechneten Beispiel etwa ist
Gy=by, TG =by—7 und &=b,—d,

Losen wir die obigen Formeln auf nagh kommen wir auf
i—1 i—1 i—1
b; =ci+Zuijcj und ;- Z:u'ijcj :Z“ijci'cj =0.
j:O i=0 7:0

Geometrisch bedeutet dies, daBer Lotvektor bei der Projektion vdn
aufdenvorg, . .., ¢,_, aufgespannten Untervektorraum ist oder, anders
ausgedickt, die orthogonale Projektion vol?q auf das orthogonale
Komplement dieses Raums.

Ist allgemein = @ + ¢ die Summe zweier aufeinander senkrecht ste-
henden Vektoren, so ist

W-d=@+v) - (U+?0)=d-u+v-7,
dennv - @ = 0. Insbesondere sind daher di@rigen vony und @
hochstens gleich derdnge von. In unserer Situation bedeutet dies,
daid
;| < |b;] fur i=0,....m,
kein Vektor der Orthogonalbasis kann alémder sein als der entspre-
chende Vektor der Ausgangsbasis.

Im Falle einer GitterbasisE&,...,Em) ist die nach ®AM-SCHMIDT
berechnete Orthogonalbasis zwar eine Basis Rf&&', aber im all-
gemeinen keine Gitterbasis: Es gibt schlief3lich keinenn@ywarum
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die u;; ganze Zahlen sein sollten, so dal dieft nicht einmal im Git-
ter liegen, und tatechlich mul3 ein Gitter auch keine Orthogonalbasis
haben.

Hatte etwa das Gitter

SEOEEEY

eine Orthogonalbasisi(?), so abe es ganze Zahlenb, ¢, d, so dal3
=al ) +p V2\ _ (a+bV2
“~ Mo 1)\
(o) +a(¥) = (70)

ware. Das Skalarprodukt dieser beiden Vektorémneanull, d.h.

(a+bV2)(c+dV2) +bd = (ac + 3bd) + (ad + bc)vV2=0.

Wegen der Irrationalitt von+/2 ist dies nur dann figlich, wenrnad + be
verschwindet. Nun wissen wir aber, dal3 die Determinant®idénix fur
einen Wechsel der Gitterbasid sein muf3, d.lud — bc = +1. Addition
dieser Gleichung zud + bc = 0O fuhrt auf Zid = +1, was mit ganzen
Zahlena, d offensichtlich nicht gelten kann. Somit hat zumindestéses
Gitter keine Orthogonalbasis.

und

Trotzdem ist die aus einer Gitterbasis konstruierte Ontinadgpasis auch
nitzlich zum Versindnis des Gitters. Als erstes Beispieligtaivollen
wir die Determinante des Gitters geometrisch interpretier

Die reelle MatrixM , die den Wechsel von der Ausgangsbasis zur Ortho-
gonalbasis beschreibt, ist wie die obigen Formeln zeigemBreiecks-
matrix mit lauter Einsen in der Hauptdiagonale, hat alscebDeinante
eins. Obwonhl di€; keine Gitterbasis bilden, ist daher die Determinante
des Gitters auch gleich dem Betrag der Determinante defiMatmit
deng; als Spaltenvektoren. Das ist aber einfach das Produktateyen
deré,, denn derij-Eintrag vonC” C ist &, - ¢;. Da diec; eine Ortho-
gonalbasis bilden, verschwindet dieses Skalarprodukt# ;, also ist
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CTC eine Diagonalmatrix und ihre Determinante ist das Prodekt d
Langenquadrat& - ¢;. Der Betrag der Determinante van selbst ist
daher das Produkt deangen.

Geometrisch entspricht die Orthogonalisierung na&aNsSCHMIDT
einer Folge von Scherungen, die aus dem von den Vekﬂ?)ranfge—
spannten Parallelepiped einen Quader machen. Nach demipPvon
CavALIERI bleibt das Volumen dabei unvardert, und das Volumen ei-
nes Quaders ist natich einfach das Produkt seiner Seitimjjen. Somit
ist die Determinante eines Gitters gleich dem Volumen des den
Basisvektoren aufgespannten Parallelepipeds, dem sogmaFun-
damentalbereich des Gitters. Je nach Wahl der Basis kasardiehr
verschiedene Formen haben, aber sein Volumen ist stetsldass

Das wollen nun anwenden, um die Determinante eines Gitters-a
schatzen durch die &ngen der Vektoren aus einer beliebigen Gitterbasis
(50, .. .,Em). Ist (,...,cC,,) die zugekrige Orthogonalbasis, so ist
die Determinante des Gitters das Produkt d&ngen der Vektored,.

Wie wir oben gesehen haben, kann kein Veld@otanger sein als der
entsprechende Vekté'g, und damit folgt die

Ungleichung von Hadamard: Im GitterI" = ZEO oD ng ist
da(r) < I [|i] "

=0
JACQUES SALOMON HADAMARD wurde 1865 in Ver-
sailles geboren, lebte aber ab dem Alter von drei Jahren
in Paris. Dort studierte er von 1884-1888 an der Ecole
Normale Suprieure; viahrend der anschlieRenden Ar-
beit an seiner Dissertation verdiente er seinen Lebens-
unterhalt als Lehrer. Nach seiner Promotion 1892 ging
er zurachst als Dozent, ab 1896 als Professiostro-
nomie und Theoretische Mechanik an die Univétsit
von Bordeaux. \Bihrend dieser Zeit bewies er unter
anderem den bahmten Primzahlsatz, wonach sich
die Anzahl der Primzahler. n asymptotisch verdit
wie n/Inn. Um wieder nach Paris ziickzukommen,
akzeptierte er 1897 dort zwei (schlechtere) Stellen an ddsdhine und am Caibe de
France; am letzteren erhielt er 1909 einen Lehrstuhl. 19agever Nachfolger von
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CAMILLE JORDAN an der Ecole Polytechnique sowie Nachfolger vaeNRI POINCARE

an der Acaémie des Sciences. 1940 muBte er nach USA emigrieren urtd mder
Columbia University in New York, kehrte aber sofort nachdg¢sende ziilck nach Paris.
Unter seinen Arbeiten befinden sich auer dem Primzahlsatzfandamentale Bedge
unter anderem zur Theorie der partiellen Differentialgieing, zu geaatischen Linien und
zur Variationsrechnung. Auch politisch war er sehr aktivj@hst zugunsten VOnLARED
DREYFUS Nach 1945 engagierte er sich, nachdem drei seithn&in den Weltkriegen
gefallen waren, ir die Friedensbewegung; zum Internationalen Mathemabkegress

in Cambridge,Mass.,dessen Ehrengsident er war, erhielt er deshalb nur nach der
Intervention zahlreicher amerikanischer MathematikarEnreisevisumir die USA.

Die Ungleichung von HDAMARD spielt eine wichtige Rolle im Beweis

des folgenden Lemmas, das bei der Suche nach dem zu Beginn des
Paragraphen definierten Polynomsniitzlich sein wird. Alle Bezeich-
nungen seien wie dort.

Lemma: Erfilllt ein Polynomw € A die Ungleichung f||,-[|v[, < P
so istv durchhy teilbar.

Beweis:Fur das Nullpolynom ist die Aussage trivial; sei als¢f 0 und
g =99T(f,v). Nach dem ersten Lemma dieses Paragraphenreicht es zu
zeigen, dafk modp ein Teiler vong modp ist.

Sollte dies nicht der Fall sein, sindmodp und g modp wegen der
Irreduzibilitat vonh modp teilerfremd; wie oben gibt es also Polynome
a, b, c € Z[z], so daB gilt

ah+bg=1—pc.

Sein = degg undm’ = degv; dann istn. < m’ < m. Wir definieren
eine neue Teilmenge

M= {\f+u |\ p€Z[z], degh <m' —n, degu < d —n}

d+m’—n—1,

des GitterZ ® Zx @ - - - ® Zx

n+l

das UntergitteZz" @ Za""" @ - - - @ Zax

; ihre natirliche Projektion auf
d+m —n—1 SeIM )

Angenommen, das Elemeif + yv € M wird dabei auf das Nullpoly-
nom projiziert. Dann muf3 einerseits der Grad Wit pv kleiner alsn
sein, andererseits istf + yv durchg teilbar undn = degg. Also muR3
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Af +pv =0seinund\f = —pw. Division durchg = ggT(f, v) fuhrt auf

)\i:_ug und ag i7g) =1.

g g 99

Somit muf3u ein Vielfaches vory /g sein. Der Grad vop ist aber nach
Definition kleiner alsd — n = degf — degy, also isty = 0 und damit

auch) = 0. Daher sind die Projektionen der Polynome

:Eif fur 0<i<m' —n und 2o fur 0<j<d—n
nachM’ linear unabBngig. Wie die Definition voM zeigt, bilden sie
auch ein Erzeugendensystem, alsoNBtein Gitter, und die obigen

Polynome bilden eine Gitterbasis. Daraiiken wir die Ungleichung
von HADAMARD anwenden:

/ f— — d ke
dM) < [ £l vl ™ < A1 iz < ™
wobei das letzte Kleinerzeichen die Voraussetzung des Lasish

Im Rest des Beweises wollen wir zeigen, dgid’) > p’“’ seinmul3, was
zusammen mit der gerade gezeigten Ungleichung zu einenr$iidesh
fuhrt und damit das Lemma beweist.

Sei dazuw € M ein Polynom vom Grad kleinet + e. Als Element
von M ist es durchg teilbar. Multiplizieren wir die obige Gleichung
ah+bg=1l—pecmitl+pc+. -+ (pc)k_l, erhalten wir eine Gleichung
der Formah + Eg =1- (pc)k mit &,b € Z[z]. Multiplikation dieser
Gleichung mit dem Polynorw/g fiihrt auf eine neue Gleichung

a“h+bw=2(1- (o)) = = modp® mit o, b € Z[a].
g g

Als Element vor [aR3t sichw in der Formw = A f + pv schreiben, und
nach Voraussetzung sind sowghdls auchy modulop” durchh teilbar.
Also ist auchw und damit nach der gerade bewiesenen Gleichufg
moduIOp”C durchh teilbar. Der Grad vom ist kleiner als: +e, undg hat
Gradn, also ist der Grad vow/g kleiner alsn + e — n = e = degh. Da
h fuhrenden Koeffizienten eins hat, wird dieser Grad moqb(ﬁloicht
kleiner; also mufiv/g und damit auchu moduIOp’C das Nullpolynom
sein. Somit ist jedes Polynom at mit Grad kleinern + e durchp”®
teilbar.
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d+m’ —n—1

Das GitterM’ liegt in Zz" @& --- @ Zz und hat eine Gitter-
basis augl + m’' — 2n Elementen, ist also ein Untergitter im Sinne der
Definition dieses Paragraphen. Die Polynarfiebis 24 ==L pilden
natirlich eine Basis des gReren Gitters; daher histhach dem zweiten
Lemma dieses Paragraphen eine Gitterbasis aus Polynom@&rale
n,n+1, ..., d+m’' —n—1.Die erstere davon niissen, wie wir gerade
gesehen haben, durghi teilbar sein. Die Determinante vay’ ist der
Betrag der Determinante der Matrix aus den BasisvektongfinGaund
der Gradbedingung ist dies eine Dreiecksmatrix, die Dateante ist
also einfach das Produkt deiiHfrenden Koeffizienten und hat damit
mindestens Betraﬁ”. Dies liefert den verlangten Widerspruch.

Das gerade bewiesene Lemma legt nahe, daf3 uns Polynomerklein
L2-Norm im GitterA zu Faktoren vory verhelfen lbnnen, und in der
Tat zeigen EENSTRA, LENSTRA UNd LOVASZ, daB wirh, konstruieren
kénnen als ggT der Polynome aus eipgeeigneten” Gitterbasis vak

Im nachsten Paragraphen soll diese aughviele andere Aufgaben
~geeignete” Basis allgemein konstruiert werden.

810: Der LLL-Algorithmus zur Basisreduktion

Der hier vorgestellte Algorithmus wurde zwar in der zu Begites
vorigen Paragraphen zitierten Arbeit VOrENSTRA LENSTRA und

LovAsz speziell fir die Faktorisierung von Polynomen a#ifr] ent-

wickelt, er fand aber inzwischen zahlreiche weitere Anwergkn in

der Kryptographie, der diskreten Optimierung und anderédeshalb
wird hier nicht von Polynomen, sondern nur allgemein vontvedn

die Rede sein, und wir werden auch, wie ddalstich, die Numerierung
nicht wie im vorigen Paragraphen bei dar Polynome sinnvollen Null
beginnen, sondern bei eins.

Wir gehen daher aus von einem Gitter Zb, @ - - - @ Zb, < R" und
wollen dort nach kurzen Vektoren suchen.

Falls die Gitterbasis,, . . ., b, eine Orthogonalbasis d&' ist, hat ein
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Vektors = a;by + - - - +a, b, ausl die Lange

0= \Jad By Byt a2 B, 0

wenn wir zugitzlich noch annehmen, dd@| < --- < |b,| ist, sind
daher+b, kiirzeste Vektoren if". Je nach Bnge vonb, gilt even-
tuell dasselbe auchiif +b,; falls 52 aber hAnger ist alsl;l, mussen
wir auf der Suche nach zweiikzesten Vektoren diedngen vonE2
und 271 miteinander vergleichen unddknen uns entsprechend weiter
hochhangeln, bis wir alle Vektoren unterhalb einer vorgpegen lange
gefunden haben.

Wie wir bereits im vorigen Paragraphen gesehen haben, m&@iger
jedoch im allgemeinen keine Orthogonalbasis; wirssen wir uns daher
mit weniger zufrieden geben. Trotzdem wollen wir eine Badis sich
zumindest nicht allzu sehr von einer Orthogonalbasis sobeidet.
Letzteres Bnnen wir auch so formulieren, daf3 sich die Basis nicht zu
sehr von ihrer @AM-SCHMIDT-Orthogonalisierung unterscheiden soll,
denn wenn wir dieses Verfahren auf eine Orthogonalbasieaden,
andert sich ja nichts.

Die nach ®RAM-SCHMIDT konstruierten Vektoren der Orthogonalbasis
sind

(%

C; =0; — RipC; Mt py = ———

!
.
|

AN

SRy
oL

.
I

A
£
R

wobei diey,;; aber im allgemeinen keine ganzen, sondern nur rationale
Zahlen sind.

Wenn der Vektore; nicht im Gitter liegt, kbnnen wir wenigstens ver-
suchen, ihn durch einendglichstahnlichen Gittervektor zu ersetzen,
um so raher an das orthogonale Komplement zu kommen. \imien
beispielsweise alle Zahler),; ersetzen durch die jeweilsohstgelegene
ganze Zahl (oder eine der beiden, falls die Halfte einer ungeraden
Zahl sein sollte).

Wir konnen daher eine Basis findeiy fdie alle Koeffizienten:,; bei
der GRAM-ScHMIDT-Orthogonalisierungéichstens den Betr@haben.
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LENSTRA, LENSTRAUN LOVASZ stellen noch eine weitere Bedingung:
S Y o2 L )
|+ py5_1Gia|” > 3 |&_4|" furallei > 1.

Um diese sogenannteolvAsz-Bedingung zu verstehen, multiplizieren
wir beiden Seiten aus. Wegen der Orthogoaaliterc; ist

> (% - Mfi—l) ‘51'—1‘2 .

Da die Betage de,; h'c)chsten% sind, folgt insbesondere

@+l 1 |G a)* > 2|6 o)* oder |&

2

G2 >1|¢ )7 oder |¢_,|> <2|af.

il

Diese Bedingung sorgt also daf daf3 sich die &ngen deg; nicht zu
stark unterscheiden.

Man konnte sich fragen, warum hier ausgerechnet die Kons@mm-
wendet wird. In der Tat funktioniert die folgende Konstiiokt auch,
wenn% durch irgendeine Konstantemit % < a < 1 ersetzt wird. Die
Zwei in der gerade bewiesenen Ungleichung wird dann/£da— 1),

d.h. fur a knapp unter einstnen wir sie auf eine Zahl knajiper 4/3
herunterdiicken, vahrencdy-Werte nahé zu sehr schwachen Schranken
fuhren. Starke Schranken sind zwar besser, allerdings vaing duch
der Aufwand fir die Konstruktion einer entsprechenden Basis deutlich
grofRer. Der Werty = % ist ein Kompromif3, der sich bért hat und
daher — soweit mir bekannt — praktisigherall verwendet wird.

Die formale Definition eineygeeigneten” Basis ist somit

Definition: Eine Gitterbasig,, ..., b
nalisierung i

G =bi— D 1€
J=1

mit GRAM-SCHMIDT-Orthogo-

S

N

heil3t LLL-reduziert, wenn
< L fur alles, 5 nd

‘:u'ij‘ =5 u (2%} u
’2

. L2 - " .
|G+ 5 1Cia|” > 2|6_4|" furallei > 1.

Diese Basen &nnen nur dann iitzlich sein, wenn sie existieren.
Wir wollen uns daher zuichst ansehen, wieeNSTRA, LENSTRA und
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LovAsz eine solche Basis konstruieren. Der Algorithmus istirlath
nahe an der &wm-ScHMIDT-Orthogonalisierung; da esif Gitterbasen
deutlich weniger Manipulationsaglichkeiten gibt alsiir Vektorraum-
basen und wir auRerdem noch dieMAsz-Bedingung eifillen missen,
treten aber eine ganze Reihe atrticher Komplikationen auf.

Wir gehen aus von irgendeiner Basfs,( . . , b,,) eines Gitterd® ¢ R”
und wollen daraus eine LLL-reduzierte Basis konstruieddn.erstes
konstruieren wir dazu nachf@m-ScHMIDT eine Orthogonalbasis beste-
hend aus den Vektoren

i—1 B @
. "Gy

- E Hij mit g = —— . (*)
7=1 c] CJ

Im Laufe des Algorithmus werden dﬁg ¢; und diey,; in jedem Schritt
verandert, allerdings stets so, daR3 die Gleichunggeifullt bleiben.

Wie bei GRAM-SCHMIDT hangeln wir uns dimensionsweise hoch,
d.h. wir realisieren die Bedingungen aus der Definition reinlel -
reduzierten Basis zuawehst fir Teilgitter. Dazu fordern wir dir eine
natirliche Zahlk > 1 die Bedingungen

i || <3 fur 1<j<i<k (4;)
‘@‘*Mu—@i—ﬂzzgla—l’z fur 1<i<k (Br)

Fur k& = 1 gibt es keine Indizes j, fur die die rechtsstehenden Unglei-
chungen eiillt sind, die Bedingungen sind also leer und somit triviale

weise eriillt. Fir £ = n dagegen besagen diese beiden Bedingungen,

daR 6y, ...,b,) eine LLL-reduzierte Gitterbasis vdnist. Wir miissen
also k schrittweise erbhen. Im Gegensatz zur Verfahren voRA®-
ScHMIDT missen wir hier allerdings gelegentlich auclerniedrigen
statt ertbhen. Der Wert vork wird aber stets zwischen Null und
liegen und stets so gélt sein, dal die Bedingunged,() und (B,,)
erfullt sind.

Fur jeden neuen Wert voh, egal ob er gil3er oder kleiner ist als sein
Vorganger, tihren wir die folgenden Schritte durch:
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Wir wollen die Gitterbasis und die davon abgeleitete Orthwiba-
sis einschliellich der Koeffizientgn; so veandern, dal3 auchi(,,)

und (B,,,) gelten.

Die Bedingung g1 | < % ist kein grof3es Problem: Wir runden ein-
fachp,.,q, zur rachsten ganzen Zahkoder einer der beideréighsten)
und ersetzem,,, durchb,,, — ¢b,. Damit (x) weiterhin gilt, ersetzen
WIF fyeeq g, durchpy g — gund diepy,q ; it j < kdurchpy g ; — quy;-.

Fur das weitere Vorgehenimsen wir zwei Blle unterscheiden:
Fall 1: k > 1 und|G,,, + &< 2enf
all 1: k > 1und|Cpyq + e 1Cl” < 7 leil

In diesem Fall vertauschen Wi, und b,.,,. Da die GRAM-SCHMIDT-
Orthogonalisierung von der Reihenfolge der Basisvekta@erngt,
mussen wir dann eine neue Orthogonalbasjs.( ., d,,) berechnen.

An denc; mit j < k (so es welche gibtandert sich dabei nichts:
Sie Werden beim &am-ScHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren
berechnet, bevor die Vektoré;g undb,,,, ins Spiel kommen. & j < k

ist somitd}- =cj.

Auchfurj > k+1 istd}- = ¢;, denn deyj-te Vektor der Orthogonalbasis
ist die Projektion deg-ten Vektors der Ausgangsbasis auf das orthogo-
nale Komplement des von den ersfenl Basisvektoren aufgespannten
Untervektorraums, undif j > k + 1 ist

[y &1 = [bys . 1= 1y, ]

Bleiben noch die Vektorerfk undd,,,. Die missen verschieden sein
von den Vektoren:k und dkﬂ, denn F,...,¢] = [by,...,0,], aber

[dla c dk] [bla c bk 1> bk+l]

Nach den Formeln zur @&M-ScHMIDT-Orthogonalisierung ist

S
I

_3 ~ ; _ %
ve, = by, — Zukjcj mit gy, = ———
= J

0l

oL
0
<
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und
k - R
e b1+ G5
— _ — . _ g
Crr1 = bpas — Z PreriC5 MU pgen; = ———==
j=1 AR
k-1 k—1
=bpyr — Z M1 5C5 — Hieribp + Z M+ kM5 Cj
Jj=1 Jj=1
k—1
= bpe1 — Hpe1ibr — Z(/Lkﬂj - :uk+1k.ukj)8‘ ;
j=1
entsprechend ist
k—1 e 7
R - by - d;
_ ; _ J
dk} - bk}+l — Vk_]dj mit l/kj - ﬁ
j=1 g Y

und

k-1 k-1
=0 — E Vis1;C; — Virak | Dker — E Vi Cj
Jj=1 Jj=1

Dan = dﬂ7 fur j < k, folgtinsbesondere

Vij = Hiery N gy =gy fURG <k

i1 = Cp = Vira Ay, und
k—1 k—1
dy, = by — E Vijdj = by — E Piew15C5 = Crar T Mis1 1 C -
J=1 J=1

Nach der Voraussetzungjrf das Eintreten von Fall 1 ist dasihgen-
quadrat des letzten Vektors kleiner élsdes LAngenquadrats vodj, ;
zumindest ein Vektor der Orthogonalbasis wird also durah \dr-
tauschung vom, undb,,, kiirzer. Das Quadrat seineéhge ist

i 2 L
dy, - di = Cpeq * Crn + M1y Cp, - C, -
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Damit konnen wir nun auchy,,, , durch Daten defalten” Basis aus-
driicken: Der ahler ist

k-1
by - dy = (G + E 111;G;) - di = G, - dyy
J=1

dennfirj < k — 1 stehtd,, senkrecht auf; = &;. Deshalb ist auch

k—1
o dy, = (bpay — E Vijd;) = Gubran s
J=1
also ist
i.d .. |ﬂ|z z .0 |ﬂ|2
— 9% A _ CpOk+1 _ 1% Gk O+ _ Gk
Vislk ~ - - -

- = o
dp-dyy  dp-dyy|dp|T dicdp |dy
L2
- Hre1 ke |G|
2 2
|Cpel” * 11 1, 165

Dank dieser Formeln ist daher audf., = @, — V.1 ,d,, vollstandig
durch Daten deralten” Basis ausdickbar.

Die Vektorenfj mit j > k+ 1 sind wieder gleich den entsprechendgn
denn derj-te Vektor der Orthogonalbasis ist ja der Lotvektor ‘Egrauf

—

den vorﬂl, ..., b;_, aufgespannten Untervektorraum, uddf > k+1
hat sich durch die Vertauschung vbpundb,,; weder anb; noch an
diesem Vektorraum etwas gedert. Aus diesem Grund sind auch die
Koeffizientenv,; gleich den entsprechendgep;, sofern wedei noch;
gleichk oderk + 1 sind.

Damit fehlen uns nur noch die Koeffiziente undv; ;. fur: > k+1.
Um sie zu berechnen, idicken wir zurchstc),, undé,,,, aus durchi,
undd,,,: Nach den obigen Formeln ist

di, = Ca1 + 11 C
A1 = C, = Vs gy = (L= Vist i1 1) — Vigr1 1:Cros -
Addition vonv,,,; ,-mal der ersten Gleichung zur zweiten eliminigrt;
und liefert uns die Gleichung

Cr = Vira gy, + sy -
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Setzen wir dies ein in die zweite Gleichung, erhalten wir

(1 — Visr g brr1 1) Whar g + dipyn) — Vg = diaq
und damit
Crr1 = (L= Vprg pobpr1 1) — Mpr1 x g -
Da in der Summe,, = .1 + 1141 G, die Vektorerg,, undc,,,, ortho-
a2 L 2 e o2
gonal sind, istdy, |” = [G.a|” + tike1s |G|, also

o2 712 2 S 2 o2
|Chora di|” = Mk |Gl |Ck|” 2
T = ’ ’ > =1 —lper = 1= Ve pligsas, -

|| || ||
Somit ist
Cre1 = |Ck+l| dk Mk+lkd_;c+l'

||
Mit diesen beiden Formel gehen wir numf > k+1indie Gleichungen

i—1
by =¢; + E HijCj s
Jj=1

Die Teilsummeu,;, ¢, + 1, ,+1C+1 @US den Termerniif j = kundj = k+1
wird dabei zu

2
[Cpera

(Hik”mm Hi g1 ) di + (bige — 1 prafern ) Qs -

|, |°
Somit ist

| k+1|

= HipVierk G e und v a1 = Hig = My gps1Paed s -

4, [*
Wir ersetzen nun allg durch die entsprechendépund alley;; durch
die entsprechenden;; dann ist ¢) auch fir die Gitterbasis mit ver-

tauschten Positionen vas, und l;kﬂ erfullt. Die Bedingungen 4,)
und (B) sind nun allerdings nur nochif £ — 1 sicher erdillt; wir
mussen dahef durchk — 1 ersetzen und einen neuen lterationsschritt
starten.

2. Fall: k = 0 0der|cy,y + 141,87 > 28,7
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In diesem Fall sorgen wir zachst dair, da alleu,,, ; einen Betrag
von hichstens ein halb haben. (Im Falk 0 gibt es hier nairlich nichts
zu tun.)

Fur 7 = k haben wir das bereits zu Beginn des Schriifis &
sichergestellt; wir \ethlen nun den @fdten Index?/ < k, fur den
|lse| QroRer ist als} und verfahren damit wie oben: Wir ersetzen
by, durchb, ,; — gb, und ;. , durchy,,,, — ¢, wobeiq die néchste
ganze Zahl zyu., . ist, und wir ersetzen allg,.,, ; mit j < ¢ durch
His1j — que - Sofern es danach immer noch eip,,; vom Betrag
grbfser% gibt, wahlen wir wieder den @f3ten Index mit dieser Eigen-
schaft und so weiter, bis allg.., ;| < 3 sind.

Fallsk = nist, endetder Algorithmus an dieser Stelle, und wir habeea ei
LLL-reduzierte Basis gefunden. Andernfalls ersetzeninduurchk + 1
und beginnen mit einem neuen Iterationsschritt.

Um zu sehen, daR das Verfahren nach endlich vielen Schaitericht,
muissen wir undiberlegen, daf der obige Fall 1, in dem der Index
erniedrigt wird, nicht unbegrenzglfig auftreten kann. Ausgangspunkt
dazuist die Beobachtung, daf3 zumindgst/ektor der Orthogonalbasis
im ersten Fall verirzt wird: Derk-te Vektor wird ersetzt durch einen
neuen, dessendngenquadratdthstens gleicli mal des alten ist.

Um dies auszunutzen, definieren wirfc = 1, ..., n die reelle Zahti,
als Determinante dér x k-Matrix B, mit z‘j-EintragEi . 57 Fark =n
kénnen wir sie leicht auf bekannte @3en zuickfihren: Ist B die
n x n-Matrix mit dem Basisvektal, alsi-ter Spalte, so ist offensichtlich
B, = BB, also istd,, = (detB)2 = d(F)z. Insbesondere ist alsd,
unabtangig von der Gitterbasis unéhgt nur ab vom Gitter.

Entsprechenddnnen wir fir d,, das Gitterl', = Zb;, @® - - - ® Zb,, im
VektorraumRb, @ - - - & Rb,, betrachten. Auch dies ist einJELIDischer
Vektorraum; wenn wir dort eine Orthonormalbasis (d.h. érthogo-
nalbasis, dererésntliche Vektoren Bnge eins haben) auszeichnen, wird
er isomorph zunR* mit seinemiiblichen Skalarprodukt Daheahgt
auchd,, nur ab voril’,,, nicht aber von den Vektoren, . .. , b;..
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Solange wir im LLL-Algorithmus nur dig:;; auf Werte vom Betrag

hochstens reduzierenandert sich nichts an den Gittelp, also bleiben
auch died,, unve@ndert.

Wenn wir aber zwei Basisvektorépundb, ,, miteinander vertauschen,
andert sich das Gittdr,, und nur diesesalle andereri’; bleiben un-
verandert.d,, ist das Quadrat vod(I',), undd(T";;) kdnnen wir auch

als Produkt der Angen der Vektoren der zugeordneten Orthogonalbasis
berechnen. Von dieseindert sich nur dek-te, und dessendngen-
quadrat wird kleiner als drei Viertel desahgenquadrats des entspre-
chenden Vektors der vorherigen Orthogonalbasis. Somi wjr mit
einem Faktor von bchsten§ multipliziert.

Dasselbe gilt dann auclinf das ProdukiD aller d,,; wenn wir zeigen
konnen, dal3 dieses eine nur vom Gitterafdige untere Schranke hat,
folgt also, daf wir nicht unbegrenzt oft im Fall 1 des Algonitus sein
kdnnen und dieser daher nach endlich vielen Schritten end@nbiese
untere Schranke liefert uns der

Gitterpunktsatz von Minkowski: T" ¢ R" sei ein Gitter und// c R"
sei eine zum Nullpunkt symmetrische besufitte konvexe Teilmenge
von R". Falls das Volumen vod/ grofer ist als 24(T"), enttalt M
mindestens einen vom Nullpunkt verschiedenen Punkt désr&it

Bevor wir diesen Satz beweiseithberlegen wir uns zuichst, dald er
uns wirklich untere Schrankéif alle d,, und damit auchiir D liefert.
Dazu wenden wir ihn an auf das GittEf,, das wir — siehe oben — als

Teilmenge eines Vektorrauri® auffassen &nnen, und den \ifel
M ={(rg,...,2;) € R" | |a,] < e furallei} .

Wenn dessen Vqumena{)f groRer ist als 24(T",.), gibt es in",, (und
damiterstrechtii’) einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor dds
Dessen &nge ist kbchstens gleich der halben Diagonale viah also
£v/k. Somit gibt es i, und damit erst recht il einen Vektors # 0,
dessen Ange lbchstens gleich/n ist.

Da Gitter diskrete Mengen sind, gibt eslireine Untergrenzg fur die
Lange eines vom Nullvektor verschiedenen Vektors: Andésnfieare
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der Nullvektor ein Fiufungspunkt des Gitters.

Falls der gerade betrachteteliviel die Voraussetzung des Satzes von
MiNnkowskiI erflllt, muf? dahep: < ey/n sein, d.h.@ire < p/+/n kann
die Voraussetzung nicht éifft sein. Somit ist

() o

Damit haben wir eine nur vom Gitter adbihgige Untergrenzeif d(I';)
gefunden, also aucliif d; und damit auchiir das ProdukD aller d;.
Dies zeigt, sofern wir den Gitterpunktsatz vonNWowskI vorausset-
zen, dal3 der LLL-Algorithmus zur Basisreduktion nach estdiiielen
Schritten endet.

Bleibt also noch der Beweis des Satzes VORROWSKI:

(by,...,b,) sei eine Gitterbasis uné sei die Matrix mit denb; als
Spaltenvektoren. Dann ist

R" - R"
p:

U +— BU
eine bijektive lineare Abbildung, die das Git®8f c R"™ aufI” abbildet.
Volumina werden bei dieser Abbildung mit det= d(I") multipliziert;
die Mengep_l(M) hat also mindestens das Voluméhind ist wegen
der Lineariit von ¢ beschénkt, symmetrisch und konvex. Es reicht,
wenn wir zeigen, dal3 diese Menge einen vom Nullpunkt veestgrien
Punkt ausZ™ enthalt.

Dies ist auch die Version des Satzes, disikbwski selbst bewiesen
hat; hier soll aber nicht sein Beweis wiedergegeben wersiemdern
eine sgater gefundene Alternative von BHFELDT. Dieser bewies 1914
den folgenden

Satz: B sei eine beschkinkte Teilmenge voiR™ mit einem Volumen
groBer eins. Dann endit B zwei verschiedene PunktB, Q, deren
Verbindungsvektor itz liegt.

Wenden wir diesen Satz an auf die MengBe= %w_l(M), so finden
wir zwei PunkteP, Q € B, deren Verbindungsvektor iA" liegt. Die
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Punkte 22 und 29 liegen in<p_1(M), also —wegen der vorausgesetzten
Symmetrie — auch-2Q). Wegen der Konvexitt von (M) liegt auch
der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke voR 2ind —2Q) in cp_l(M);

in Koordinaten ist dies der Punkt

1(2P+(-2Q)=P-QeZ".

Damit ist der Gitterpunktsatz vom IMKOWSKI modulo dem Satz von
BLICHFELDT bewiesen.

Als letztes bleibt damit noch der Satz voniBHFELDT zu zeigen.

Dazu seiW = {(z,...,2,) € R" | 0 < z; < 1furallei} und fur

v € Z" seinW; = W + ¢ der umv verschobene \itfel . Dann sind
offensichtlich alleW disjunkt undilberdecken gemeinsam d&'.
Da B beschankt ist, lkdnnen nur endlich viele dé#; einen nichtleeren
DurchschnitiB; mit B haben. kir jeden dieser Durchschnitte betrachten
wir seine Verschiebun@; — v um den Vektor-; das ist offensichtlich
eine Teilmenge voil.

Die Summe der Volumina aller dieser Teilmengen ist gleicim déol-

umen vonB, dennB ist die disjunkte Vereinigung alleB;. Damit ist
diese Summe nach Voraussetzung(tgr als eins; d&’ das Volumen
eins hat, mul3 es also zwei Vektor€rn « geben, so daB; N B

nicht leer ist. kir einen Punki? aus diesem Durchschnitt sgi seine
Translation unv’ und ) die um«. Dann liegenP € B; und@ € B;

beide inB, und ihr Verbindungsvektorist — ¢ € Z".

HERMANN MINKOWSKI wurde 1864 als Sohn einer
deutsch{jidischen Kaufmannsfamilie im damals russis-
chen Aleksotas (heute Kaunas in Litauen) geboren. Als
er acht Jahre alt war, zog die Familie um nadmigs-
berg, wo er auch zur Schule und ab 1880 zur Uni-
versitit ging. Einer seiner Komillitonen war IEBERT.
Wahrend seines Studiums ging er auatdrei Semester
nach Berlin, promovierte aber 1885 irdKigsbergiber
guadratische Formen. In seiner Habilitationsschrift von
1887, die ihm eine Stelle an der Unive&iBonn ver-
schaffte, besdiftigt er sich erstmalig mit seineGe-
ometrie der Zahlen,jn der der Gitterpunktsatz ein
wichtiges Hilfsmittel ist. 1892 ging er ziick nach Konigsberg, 1894 dann an die ETH
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Zurich, wo BNSTEIN einer seiner Studenten war. 1902 folgte (auf Initiative HIBERT)

der Ruf auf einen Lehrstuhl in &TINGEN, wo er sich vor allem mit mathematischer
Physik beschftigte. Die Geometrie des (in heutiger TerminologielNkbwski-Raums
erwies sich als fundamentalrfdie Entwicklung der Relatidtstheorie. Er starb 1909 im
Alter von nur 44 Jahren an einem damals nicht behandelbamddarmdurchbruch.

HANS FREDERIK BLICHFELDT wurde 1873 in @nemark
geboren, jedoch wanderte die Familie bereits 1888 aus
in die USA. Er bestand zwar bereits iraBemark die
Aufnahmepiifung zur Universit mit Auszeichnung,
aber seine Eltern konnten die Studiengfefen nicht
aufbringen. So konnte er erst nach vier Jahren Arbeit in
Farms und &geniithlen ab 1894 an der Stanford Uni-
versity in Palo Alto, Kalifornien studieren. Einer seiner
dortigen Professoren lieh im das notwendige Geld zum
Promotionsstudium bei@HUSLIE in Leipzig; seine
Promotion besdiftigte sich mit Transformationsgrup-
pen imR3. 1898 kehrte er ziiick nach Stanford, wo er
zurachst alsnstructorarbeltete 1913 erhielt er einen Lehrstuhl, 1927 bis zuiesé&mer-
itierung 1938 war er Dekan der mathematischen Fakufeine Arbeiten beséftigen
sich mit der Geometrie der Zahlen und der Gruppentheoristdfb 1945 in Palo Alto.

Als Beispiel fir die LLL-Reduktion wollen wir eine LLL-reduzierte
Basis des von

. 1 . 3 . 2
bi=12], b,=12 und b3=|{ 3
3 1 1

erzeugten Gitters C R bestimmen.

Als erstes brauchen wir die zugigige Orthogonalbasis. Nachr@m-
SCHMIDT setzen wirc; = b, und wahlen dannu,, so, daf3

(52 — p1€y) - €4 = 10— 145, = 0

ist, d.h.
5 16
Ho1 = 35 und 52 == 4
7 7\ %

Der dritte Vektorc; = 53 — p131Cp — 3C Wird so geviahlt, daf
36 48

=2 -
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wir haben also

11 3

1 -1
Ha1 =77 HMe2=7 und 53:§<_21>-

Wir beginnen die LLL-Reduktion mit = 1 und nuissen als erstes testen,
obyy, = % einen Betrag vonébx:hsten% hat. Das ist offensichtlich nicht
der Fall; die rachste ganze Zahl igt= 1, also ersetzen WE’Z durch

L 2
bz_b1:<o>
-2

Undu21 durCh,uZl —-1= _%

2
Cot Py = ( 0 )
-2

hat Langenquadrat acht, was kleiner ist §I|§1|2 = %1 Daher sind wir
in Fall 1 und rni]sserﬂ1 undb, vertauschen. Der neue erste Vektor der
Orthogonalbasis ist der gerade berechnete Vekteré, + 115, und

o2

A _ 1

Vii=Mlan 72 S 2- 5
|C|” + po1 | 2

. . 2
dZZEl_Vzldl: (2),
2

die neuen Koeffizienten sind
-2
— + |02| _ 1 d _ — 1
V31 = Uz1V21 /L32W =12 und  vgp = figg — Hgoltpr = L -
1

Wir ersetzen die”; durch diecfi und dieuij durch dieuij; aulRerdem
miussen wir, da wir Basisvektoren vertauscht hatheum eins erniedri-
gen. Wir gehen also mit = 0 in den rachsten Iterationsschritt.

Damit ist

Dort sind wir mitk = 0 automatisch im zweiten Fall, und es gibt nichts
Zu tun; also erbhen wirk wieder auf eins und starten mit einen neuen
Iterationsschritt.
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Als erstes muB sichergestellt werden, dgRhochstens Betrag hat;
daji,, = —3, ist dies der Fall.

1
Co+ ip1Cy = <2>
3

hat Langenquadrat 14, wastfer ist al§4 |(?1|2; wir sind also im zwei-
ten Fall und niissen dieu,; mit j < 1 auf Betage von It'nchsten%
reduzieren. Da es keinje< 1 gibt, ist diese Bedingung leer; wibknen
alsok auf zwei ertdhen und zum &chsten Schritt gehen.

132 = 1 hat zu grof3en Betrag, muf3 also auf Null reduziert werdamid
Bedingung ¢) erfullt bleibt, miissen wir auchug; durchpg, — 5 = %

ersetzen und; durch
o 1
Reis (1),
-2

1 -1
Ca + UgpCy = > ( 2 )
-1

Léngenquadrag, Wéhrend% |82|2 = 9 ist, wir sind also wieder im
ersten Fall und rir'nsseri;2 mit b, vertauschen. Neuer zweiter Vektor der
Orthogonalbasis wird

, 1 (71
d2:53+H3252:§< 2 )

-1

Dann hat

und

1

2
|Cz| _ _ _ _
O, vy =ps: =, Vg =Hp = 5

AW

V3o=H32 57 5 5.2
|| " + 13, |5

Damit kbnnen wir nun auch den dritten Vektor der neuen Orthogonal-

basis berechnen als
2
dy = & — vgd, = <2> .
2
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Wir ersetzer,, c; durchJZ, d} und diey;; durch die entsprechendey),
erniedrigenk auf eins und beginnen mit einem neuen Iterationsschritt.

Dieser beginnt mit der Reduktion vqry; = %. Nachste ganze Zahl ist
eins, also setzen wir

-1
L. 1
b2<—b2—b1:<1> und M21HM21—1:—Z-
0

Um zu sehen, in welchem Fall wir sind iissen wir das &ngenquadrat

zZwei von
-1
Co + Hp €y = < 1 )
0

mit % |51|2 = 6 vergleichen: Wir sind wieder in Fall 1 undissen jetzt
by undl;2 miteinander vertauschen. Neuer erster Vektor der Orthalgon
basis wirdclﬂ1 = ¢, + l11Cp; Nach GRAM-SCHMIDT muf3 das nairlich der
neue Vektoi, sein. Weiter ist

-2 1
_ el _ T o_ = 7 _
|Go|” + p5y |G| _2
Die restlichen;; sind
02
— + |CZ| - 1 d - - 1
V31 = H31V21 Mzs—lj ’2 -5 und  vgp = pigg — Mgoftoy = R
1

Wir ersetzer?,, & durchdj, d, und dieu,; durchy,;, setzert = 0 und

737
beglnnen einen neuen lterationsschritt.

Fur k& = 0 gibt es nichts zu tun, als@knen wir gleich wieder auf = 1
erhdhen und einen neuen Schritt starten. Hier muR als efstes —1
reduziert und die Basis entsprechend angepal3t werden:
. 1
-2
Da s, verschwindet, isE, + 1,7 = &, = b,, das alteh;; sein Langen-
quadrat ist sechs und damitager als? |&|* = 2. Daher sind wir im

Kap. 3: Faktorisierung von Polynomen 158

Fall 2, wo es auchifr £ = 1 nichts zu tun gibt, wir &nnen also gleich
mit k£ = 2 weitermachen.

113, = 5 ist bereits klein genug, und

1 3
C3 + UgpCy = > <3>
6

hat Langenquadra®’, was gbRer ist als? |&,|° = 2. Daher sind wir
wieder im Fall 2 und riassen uns daher nur noch um die restlichgn

kiimmern, d.h. umug; = 1. Dessen Betrag ist nicht@Ber als}, somit

gibt es nichts mehr zu tun. Wirtkanen also auk = 3 ertbhen und der
Algorithmus endet mit der LLL-reduzierten Basis aus

. -1 B 1 B 1
b1:<1>, b2:<1> und b3:<2>.
0 -2 3

Die zugelirige Orthogonalbasis d&’ besteht aus; = b, undé, = b,
sowie

Nachdem wir nun gesehen haben, daf3 wir aus einer vorgegeBasis
eine LLL-reduzierte Basis konstruierernen, stellt sich die Frage,
was uns so eine Basiditzt bei der Suche nach kurzen Vektoren in
einem Gitter. Unter den Vektoren einer LLL-reduzierteniBasul kein
kurzester Vektor des Gitters vorkommen, aber wdinken immerhin
obere Schranken findeiifdie Langen der Basisvektoren.

(51, ...,b,) sei eine LLL-reduzierte Basis eines Gittdfsc R" und
(@,-..,c,) seidie dazu nach®&m-ScHMIDT berechnete Orthogonal-
basis. Dann ist

- = ~2_42i_1242 o 1N e
bi_ci+ZMijcj:> ‘bz| = ;] +Zﬂij‘cj| <Gl +ZZ’CJ'
j=1 = j=1

)
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denn fir eine LLL-reduzierte Basis sind allawy < 1. AuRerdem ist
wegen der bvAsz-Bedingung|é; 1] < 2| \ mehrfache Anwen-

dung dieser Ungleichungihrt auf |¢; | < 277g,
und

fur allej < i

il

-1

an » 1+2“q
B <laf 23’ |2=1ﬁ4§32| i &l

.=1

<27Hg[
Ebenfalls wegen derdvAsz-Bedingung gilt fir j < i die Ungleichung
;|7 < 277 |&? und damit auch

B <27 e <272 =2

Nun seienvy, . .., 4, irgendwelche linear unalingige Vektoren aus
dem GitterI" und & sei die kleinste Zahl mit der Eigenschaft, dal alle

¥; im von 51 bis Ek aufgespannten Teilgitter liegen. Dann gibt es Koef-
f|2|enten)\ v, derart, dal3

lj7 'LJ
k k
U; = E Aijb; = g VG

=1 =1

ist. Die \;; mUssen dabei ganze Zahlen sein, qu]enaUrhch nicht. Da
wir die y ; aus den\;; berechnen &nnen, indem wir die Darstellung
derb aIs Llnearkombmatlonen def; einsetzen, muB abef, = \;,

und somit ganzzahlig sein, denn auﬂgﬂlefert kein anderesj einen
Beitrag mitc,.

Wir wahlen eini, fur das),;, = v, nicht verschwindet; wegen der
Minimalitat vonk muf es das geben. Dann ist

P2 k=15 2 k=12 |5 (2 _ ok—1 -2
by <277 (G " < 27N @l < 27 |
und fur j < kist

> 2 k=1 2 k=12
|bj| <27 7G ) <27 7y
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Uber die Zahleri undk wissen wir nur, da®& zwischenn undn liegen
muf3 (sonst &ren died; linear abkangig) und; < m. Daher haben wir
fur allej < m die Absclatzung

b, ° < 2" max{|, ... 17,1}

oder

D2 maxd |y, |6} -

Speziell fir m = 1 erhalten wir die Abscitzung

|b;] <2

’51‘ < o mv/2 |7

fur jeden vom Nullvektor verschiedenen Gittervekipr Dies gilt ins-
besonderelfr den Kirzesten solchen Vektor; diédhge vori_)'1 Ubersteigt
dessen Enge also tichstens um den Faktof’2 /2,

§11: Anwendung auf Faktorisierungsprobleme

Wie in §9 betrachten wir wieder ein Polynorh € Z[x] vom Gradd
sowie ein Polynomk € Z[x] vom Grade mit fuhrendem Koeffizienten
eins, das modulo einer Primzaplirreduzibel ist und modulo einer
gewisserp-Poteank Teiler von f. Wir nehmen aul3erdem an, dafd
modulop kein Teiler vonf mod p ist; wenn wir von einem quadratfreien
Polynom f ausgehen ung die Diskriminante nicht teilt, ist letzteres
automatisch effllt.

Nach dem ersten Lemma aj$hatf einen bis aufs Vorzeichen eindeutig
bestimmten irreduziblen Faktdt,, der modulop durchh teilbar ist.
Diesen Faktor wollen wir berechnen.

Dazu betrachten wir wieder das Gittraller Polynome au&[x] vom
Grad lochstens einer gewissen Schranke die moduIOp’C durchh
teilbar sind; nach dem letzten Lemma &$sist ein Polynomv € A
mit || f||, - ||v]|, < p" ein Vielfaches vork,. Wenn wir gefigend viele
kurze Vektoren aué\ finden, lonnen wir daher hoffen, daf3 deren ggT
gleichhy ist.
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Als erstes wollen wir eine Schrankérfdie L%-Norm eines Teilers
von f finden. Aus deftuberlegungen zur ANDAU-MIGNOTTE-Schranke
in Kapitel 2,§8 folgt leicht

Lemma: Ist g € Z[x] ein Teiler vom Grac: des Polynomg € Z[x],

So ist
2e
oo < 4/ () 141

Beweis:Wenn g Teiler von f ist, muf3 auch dertihrende Koeffizient
von g Teiler des fihrenden Koeffizienten vofisind; daher ist das Mal3
1(g) kleiner oder gleichu(f), und letzteres wiederum ist nach Lemma 4
aus Kapitel 2§8 kleiner oder gleich f||,. Nach dem dortigen Lemma 2
istaul3erdem der Betrag deten Koeffizienten voig kleiner oder gleich
(%) 1(g), also kleiner oder gleickf) || f||,. Somit ist

e 2
2 € 2
lotg <> () 07g-
=0

Das Lemma ist bewiesen, wenn wir zeigebnken, dall die Summe
der (f)2 gleich (*) ist. Dies BBt sich am einfachsten kombinatorisch

einsehen(zee) ist die Anzahl von Mglichkeiten, aus einer Mengk1t

von 2 Elementere auszuvithlen. Wir zerlegen\ in zwei disjunkte
TeilmengenM,; und M, mitje e Elementen. Die Wahl vonElementen
aus M ist gleichbedeutend damit, dal3 witrfirgendein; zwischen 0
unde zurachst Elemente von\; auswahlen und dana — i Elemente

ausM,. Die Anzahl der Mglichkeiten daffir ist () (.¢,) = (f)2 die

Summe aller dieser Quadrate ist a(§e6).
|

Damit kdnnen wir nun zuachst eine Schrankéif den Grad vorh
finden:

Lemma: (b, ...,b,,) sei eine LLL-reduzierte Basis des Gittefs

undp® < 2 d/z( m> I 1l *!_Genau dann hdt, hochstens den
m
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ke
p
1Doll, < 4/ 7 -
2 112"

Beweis:Fallsb, diese Ungleichung eiflt, ist || f][5" [|bol3 < p™, nach
dem letzten Lemma ay® ist alsob, ein Vielfaches vorh,, und damit
kannhgy hochstens den Grad haben.

Gradm, wenn

Umgekehrt sei defl, < m. Nach der oben bewiesenemnbau-
MIGNOTTE-Schrankefir die L>-Norm eines Teilers vorf ist

2
Inoll </ () 1

Kombinieren wir dies mit der Ungleichung am Ende des voriBara-
graphen, erhalten wir die Absatrung

m/2 m/2 Zm
Il < 2" gl < 2%/ (%) 151,

Nach Voraussetzung ist

k a/2(2m 4/2 +d p* dj2(2m w o
pre < 2 <) T A S L () T
m 2 T m ’

Ziehen wir auf beiden Seiten der letzten Ungleichungdite Wurzel
und kombinieren dies mit der obigen Ab&thung fir [|b,||,, folgt die
Behauptung.

Lemma: Angenommen, zu@gzlich zu den Voraussetzungen des vorigen
Lemmas existieren Indizegs fur die

ke
bl < dﬂp—m
|| JHZ HfH2

ist, undt ist der gbf3te solche Index. Dann ist

deghg=m —t und hg=99T0g,...,b,).
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BeweisWir betrachten die Mengéaller Indizesj mit ||b;|| < {/ %
Das Lemma am Ende vdj® sagt uns, daf, jedesb; mit j € J teilt,
also auch

hy=99T({b; [ j € J}).
Da jedes diesel; durchh, teilbar ist und lkchstens den Grad hat,
liegt es im Gitter

Z'h1®Z-xhl@...@Z.xm—deghlhl'

Da dieb, als Elemente einer Basis linear unablgig sind, ist die Ele-
mentanzahl vow hochstens gleicin + 1 — degh,. Nach der zu Beginn
dieses Paragraphen bewiesenemmbau-MIGNOTTE-Schranke iir die
L2-Norm eines Teilers ist auRerdem

i 2
o' tll, = ol < o/ (37 171,

fur jedesi. Da die verschiedenezﬁh0 linear unabBngig sind, ist daher
nach der Absciitzung am Ende vo#il0

m 2 L
Ity <272\ (20) 151t = 0. degi.

Wegen der vom vorigen Lemnidoernommenen Voraussetzung

a2
ke md/2 [ 2m m+d
g 2R (2
m

ist die rechte Seite kleiner als diete Wurzel aup*®/ |13, sodaR alle

j < m+1—deghgyin J liegen.J hat daher mindestens + 1 — degh,
Elemente undéichstensn+1—degh, Elemente. D& ein Teiler vorh,

ist, muR3 also def, = degh, sein. Um zu sehen, dal3 sich die beiden
Polynome lbchstens durch das Vorzeichen unterscheiden)gfess zu
zeigen, daf3 auch, primitiv ist.

h4 ist der ggT vorb, bis b,; wareh, nicht primitiv, kdnnten also auch
dieseb; nicht primitiv sein. Wenn aber eine ganze Zahkines der
Polynomeb; teilt, ist wegen der Primitivéit von h, auchb;/d ein
Vielfaches vonhg, d.h.b;/d liegt im Gitter A. Da (- - -,b,,) €ine
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Gitterbasis ist, geht das nuirfd = +1. Also istb,; und damit aucth,
primitiv.

|
Damit ist klar, wie wir den Algorithmus von ASSENHAUSzur Faktori-
sierung eines primitiven Polynonfse Z[x] vom Gradd so alandern
kdnnen, daf3 nicht mehr im Extremfall alle Kombinationen de«tbri-
sierung modulg miteinander kombiniert werdenimsen: Wir berech-
nen zurichst die Resultante vghund f* und wahlen einen Primzab,
die diese nicht teilt. Dann faktorisieren wirmodp nach dem Algorith-
mus von BERLEKAMP; die Faktoren positiven Grades seien so normiert,
daf ihre lbchsten Koeffizienten alle eins sind. AuRerdem berechnen wi
die LANDAU-MIGNOTTE-Schranke iir die Faktoren vory und wahlen
eine ZahlM, die g©ler ist, als deren Doppeltes.

Wir schreibenf = f, f, mit zwei Polynomeryf,, f, € Z[z], wobei wir
von f; die Faktorisierung itZ[z] kennen und vory, nur die modul.
Zunachst ist nairlich f; = L undf, = f.

Solange f, positiven Grad hat, betrachten wir einen der irreduzi-
blen Faktoren vonf, modp ausF,[z]; sein Grad seie. Mit Hilfe
des HENSELschen Lemmas liften wir den Faktor zu einem Polynom
h € Z[z], der auch noch modulo einprPotenzp® > M Teiler von f,

ist.

Wir wahlen einen Gradn > e und wollen entweder einen modugo
durchh teilbaren irreduziblen Faktdr, von f, mit Grad tochstensn
konstruieren oder aber beweisen, dal’ es keinen solcheor Fegiidt.

Dazu stellen wir zuachst sicher, daf}
d/2
ke md/2 [ 2m mtd
P> 2 /< ) 111
m

und betrachten dann zum Gitt&mit Basis
kai furo<i<e und Zh furo<j<m-e
die LLL-Reduktionb,, . .., b,, dieser Basis. Falls

ke
p
”bOH > i m o
2 /112
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gibt es keinen Faktdt, vom Grad ldchstensn. Wennm > [%] degf,

ist, wissen wir, daf¥, irreduzibel, alsoy, = f; ist; andernfalls rissen
wir entwederm erhbhen oder einen anderen irreduziblen Faktor von
f> modp betrachten.

Wenn obige Ungleichung nicht gilt,atlen wir lir ¢ den gb3ten Index

mit
ke
b. < 4 p—
o0 < i

und kbnnenh, berechnen als ggT vdg, . . ., b;.

Wir ersetzen danyfy durchf,hyund f, durchf,/hq. Zur Faktorisierung
des neuenf, modulop brauchen wir naltrlich keinen BERLEKAMP-
Algorithmus, sondernénnen einfach testen, welche Faktoren des alten
fo modp in hy modp (oder im neuery, modp) stecken.

Was haben wir durch diese mathematisch deutlich kompléegier
Modifikation gewonnen? Theoretisch sehr viel: Wie das Belsger
SWINNERTON-DYER-Polynome zeigte, kann es uns im sechsten Schritt
des Algorithmus von ZsseNHAUSpassieren, dafld wir bei der Faktorisie-
rung eines Polynoms vom Graldbis zu 3%/2 Kombinationen auspro-
bieren nilssen, bevor wir erkennen, daf? das zu faktorisierende &wolyn
irreduzibel ist. Alle anderen Schritte erfordern einent@giwand, der
als Funktion vom sehr viel langsamer ansteigt alé’! so daR asymp-
totisch betrachtet dieser Term dominiert.

Ein guter Teil der zitierten Arbeit vOnBENSTRA, LENSTRAUN LOVASZ
widmet sich der Frage, wie grol3 der entsprechende Aufwanhdtlrh
Reduktion ist; sie zeigen, dafl} der dominierende Term hierlHuist,
was — wie aus der Analysis bekannt — deutlich sgtiwer ansteigt.

Lalt man zur lllustration die beiden Kurven im Bereich vba 0 bis
d = 100 von Maple zeichnen (erste der beiden folgenden Abbildu
gen), so ist eine der beiden praktisch ununterscheidbadenftAchse,
wahrend die andere steil ansteigt. Nachrechnen zeigt altgsddal die
steil ansteigende rote Kurve der Graph vbss> d*? ist: Fir d = 100 et-
waist 2° ~ 1,12589990710" und 53? ~ 2,44140625010ist mehr
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als 200000 mal so groR3. Erst zwischérr 179 undd = 180 schnei-
den sich die beiden Kurven, und ab dort dominiert dann dieoB&p-
tialkurve. Damit man etwas sehen kann, sind in der zweitelildbng
die (dekadischen) Logarithmen der beiden Funktionen aeigbnet.
Wie man sieht, liegt im unteren Bereich, mit dem wir es meistun
haben, die Kurve zd deutlichiiber der fir 2*/2; erst abd = 180 wird
2%/2 groRer.

le+24 A

8e+23

6e+23

4e+23

2e+23

351

307

257

207

159

104

ol

d

Fur Polynome in den @f3enordnungen, mit denen wir éblicher-
weise zu tun haben, sollte also der klassisch&SENHAUS Algorithmus
schneller sein. Theoretisclblnte man den Exponenten 12 nodin f
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jedese > 0 auf 9 +e reduzieren, indem man asymptotisch schnellere
Algorithmen zur Multiplikation ganzer Zahlen einsetzt,der Praxis
wird der Algorithmus dadurch allerdings deutlich langsanige ent-
sprechenden Methoden sind zwéitzlich fur Zahlen mit Millionen von
Dezimalstellen, nicht aber bgmur* ein paar hundert oder Tausend.

Man mufR3 auch bedenken, daf3 sich alle hier angegebenen Behaarf
den schlechtestaglichen Fall beziehen, der nur selten eintritt. In der
Praxis sind beide Algorithmen deutlich schneller als esadigmptoti-
schen Schranken vermuten lassen.

Maple benutzt anscheinend zur Faktorisierung keine Gigénoden,
obwohl die LLL-Reduktion @ir Gitterbasen als Funktiorattice zur
Verfigung steht. Bislang scheint Faktorisierung mit LLL auf ep
mentelle zahlentheoretische Systeme béskirzu sein, in denen nicht
tberQ, sonderruber einem Erweiterungskper faktorisiert wird. LLL-
Basisreduktion hat heute Anwendungen in vielen Teilen dathiema-

tik, bei der urspiinglich vorgesehenen Anwendung der Faktorisierung
von Polynomen aug[x] spielt er aber bislang in der Praxis nur eine
ziemlich untergeordnete Rolle,

§12: Faktorisierung von Polynomen mehrerer Verander-
licher

Wie beim ggT lonnen wir uns auch bei der Faktorisierung von Poly-
nomen in mehrerer Vanderlichen anlehnen an die in den vorigen Para-
graphen betrachtete Vorgehensweisdfolynome einer Vé@nderlichen
UiberZ. Eine einfache rekursive Vorgehensweis@ravdie folgende:

Wir fassen den Polynomring,, = k[z4, ..., z,] in n Veranderlichen
Uber einem Ring oder &per k& auf als Polynomring in der einen
Veranderlichenz,, Uberk[z,, ..., z,_4] und fuhren die Faktorisierung

eines Polynoms eines PolynomsrinVariablen wie folgt zuiick auf
Faktorisierungsprobleme im— 1 Variablen:

Erster Schritt: Berechne den Inhaltdes Polynoitt®erk[z,, ..., z,,_4].
Da dieser ein Polynom in — 1 Veranderlichen ist, kann er faktorisiert
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werden. Fr die folgenden Schrittednnen wir daher annehmen, dal3
das zu faktorisierende Polynom primitiv ist.

Zweiter Schritt: Wir setzen {ir eine deriibrigen Variablen, beispiels-
weisez,,_,, einen festen Weit € k ein derart, dal3 der Koeffizient der
fuhrendenz, -Potenz dabei nicht verschwindet. Dadurch erhalten wir
ein Polynom imn — 1 Veranderlichen, das wir faktorisieretbknen.

Dritter Schritt: Die Faktorisierung wird nach einem Analogon des
HENseLschen Lemmas hochgehoben zu einer Faktorisierung modu-
lo (z,_1 — c)d, wobeid den Grad des zu faktorisierenden Polynoms
in der Variablenz,,_, bezeichnet.

Vierter Schritt: Setzem = 1 und testeiir jeden der gefundenen Fak-
toren, ob er das zu faktorisierende Polynom teilt. Fall&gemmt er in
die Liste £, der Faktoren, andernfalls in eine Lisfg.

Funfter Schritt: Falls die ListeC, keine Eintége hat, endet der Algorith-
mus, und das Polynom ist das Produkt der FaktorerCaudndernfalls
setzen wirm = m + 1 und testenir jedes Produkt aus verschiedenen
Polynomen aug,, ob ihr Produkt modulos,, _; — c)d ein Teiler vong
ist. Falls ja, entfernen wir dig: Faktoren aug’, und fugen ihr Produkt
in die Liste £, ein. Dieser Schritt wird wiederholt, bis die Listg leer
ist.



Kapitel 4
Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen

Die klassische Aufgabe der Algebra besteht in désung von Glei-
chungen und Gleichungssystemen. Im Falle eines Systemfeiyn
nomgleichungen in mehreren \&rderlichen kann diedsungsmenge
sehr kompliziert sein und, sofern sie unendlich ishghicherweise nicht
einmal explizit angebbar: Im Gegensatz zum Fall linear@icBungen
konnen wir hier im allgemeinen keine endliche Menge vd@rsiingen
finden, durch die sich alle anderebdungen ausdcken lassen. Trotz-
dem gibt es Algorithmen, mit denen sich nichtlineare Glerassyste-
me deutlich vereinfachen lassen, und zumindest bei eratlithsungs-
mengen lassen sich diese auch konkret angeben — sofernenitudli
stellen von Polynomen einer \énderlichen explizit angebetdknen.

81: Variablenelimination mit Resultanten

Wir wissen aus Kapitel 2, da zwei Polynorfgy € R[x] Uber einem
faktoriellen RingR genau dann eine gemeinsame Nullstelle haben, wenn
ihre Resultante verschwindet. Digginen wir anwenden, um aus einem
System nichtlinearer Gleichungen eine Variable zu elievigm und es

so sukzessive auf Gleichungen in einerareterlichen zurckzufihren:

Im Gleichungssystem

fl(xlﬂ"'7xn):"':fm(xlv"'axn)zo

betrachten wir dief, € k[zq,...,x,] als Polynome inz,, mit Koef-
fizienten ausk[z,,...,z,_4]. Falls die Resultante Res(f;, f;) fur
zwei Polynomef;, f; das Nullpolynom ist, haberf; und f; einen
gemeinsamen Faktor; dies wird wohl nur selten der Fall $&itis wir
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die Polynome vorher faktorisieren und dann das eine Gleigbsys-
tem ersetzen durch mehrere Systeme aus Polynomen klei@Gea€ees,
kdénnen wir das sogar ausschlie3en.

Haufiger und interessanter ist der Fall, daR die Resultamféingewisse
(n — 1)-tupel 4,...,2z,_4) € k"t verschwindet. Dann wissen wir,
daf die Polynome

filey, .2, _g,2) und fi(xq, ..., 2, q,7)
ausk[z] zumindest in einem Erweiterungsikper vonk eine gemein-
same Nullstelle haben. Falls wit, . . ., z,,_; kennen, knnen wir diese
Nullstelle(n) bestimmen, indem wir die Nullstellen zwelRalynome in
einer Veanderlichen berechnen und miteinander vergleichen.

Um das obige Gleichungssystem pgén, fihren wir es also ziiick auf
das Gleichungssystem

Re%"(fi, fi+1)($1, e ,.Tn_l) =0 furi= 1, e, — 1 y

[0sen dieses und betrachténjedes losungstupel jenes Gleichungssys-
teminz, , das entsteht, wenn wirim Ausgangssysténdie erstem —1
Variablen die Werte aus dem Tupel einsetzen. Qisungen dieses Glei-
chungssystems sind gerade die Nullstellen défgn gemeinsamen
Teilers aller Gleichungen.

Man beachte, dal dieser ggT durchaus gleich eins sein kaRresdalso
nicht notwendigerweise eine Erweiterung des Tupejs.( ., z,,_1) ZuU

einer Losung des gegebenen Gleichungssystems gibt: Wenn alle Re-
sultanten verschwinden, haben nach Einsetzen zfyamnd f, eine
gemeinsame Nullstelle und genauso agighind f;, aber diese beiden
Nullstellen kbnnen verschieden sein. Es mul3 also keine gemeinsame
Nullstelle vonf;, f, und f; geben.

Als Beispiel fir die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems mit
Resultanten betrachten wir die beiden Gleichungen

flx,y) = x2+2y2+8x+8y—40 und g(x,y) = 3x2+y2+18r+4y—50.
Ihre Resultante bémlich z ist
Res,(f,g) = 25" + 200y° — 468,° — 3472, + 6820 ;
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Maple gibt deren Nullstellen an als

1
y=-2+\/534% 24V/31.

Diese ldnnen wir beispielsweise i einsetzen, die entstehende quad-
ratische Gleichungifr z 16sen, um dann zu testen, ob dasungspaar
(z,y) auch eine Nullstelle vop ist. Zumindest mit Maple ist das durch-
aus machbar.

Einfacher wird es aber, wenn wjrstattz eliminieren:
Res,(f, g) = (52° + 28¢ — 60)’

ist das Quadrat eines quadratischen Polynoms; desserdilalis
r=— Ef + 4\/_ZI.

uns die wohlbekannte'dsungsformel liefert. Diese Werté@knen wir
nun in f oder g einsetzen, die entstehende Gleichuageh und das
Ergebnis ins andere Polynom einsetzen.

Alternativ kbnnen wir auch mibeidenResultanten arbeiten: Ist (y)
eine gemeinsame Nullstelle vofiund g, so muf3z eine Nullstelle
von Res(f, g) sein undy eine von Reg(f,g). Da es nur 4x 2 = 8
Kombinationen gibt, &nnen wir diese hier einfach durch Einsetzen
testen. Wie sich zeigt, hat das System die viéslingen

(_E‘+4\/_1 —2—% 534—24\/3_1)
( 14 4\/_1 —2+% 534—24\/3_1)
(_E’_‘_‘\/s_l, —2—% 534+24\/3_1)
(_E_i‘\/s_l, —2+% 534+24/3_1).

Zum Abschlul dieses Paragraphen wollen wir uns rigdrlegen, dafd
die Resultante zweier Polynome noch aus einem anderen @iujedie
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gemeinsame Nullstelle verschwinden muf3: SiBtlsich @amlich als
Linearkombination der beiden Polynome darstellen:

Lemma: R sei ein Ring undf, g € R[x] seien PolynoméberR. Dann
gibt es Polynome, ¢ € R[z], so dald Reqf,g) = pf + qg ist.

Man beachte, daf ¢, f undg zwar Polynome sind, die Resultante aber
nur ein Element voIR.

Beweis:Wir schreiben
d
f=ag"+ - -+ax+ay, und g=ba+- - +bx+by,
wobei wir annehmendnnen, dafk, und b, nicht verschwinden. Die

Gleichungen
xif = adxdﬁ +-.- +alxl+i +a0xi und :Ejg = bex€+j +- -+b1xl+j +by
furi=0,...,e—1undj =0,...,d — 1 kdbnnen wir in Vektorschreib-
weise so zusammenfassen, dald wir dehd)-dimensionalen VektaF
mit Komponentem:e_lf, ozf, f, xd_lg, ...,xg,g darstellen in der
Form

F= xd+e_lTl Tt IT g+e—1 + x0’rd+e
mit Vektorenr, € R¥¢, deren Eintage Koeffizienten vory und g
sind. Die Resultante ist nach Definition gleich der Deteanien der
(d + e) x (d + e)-Matrix mit denr;, als Spaltenvektoren.

Nun gehen wir vor, wie bei der Herleitung der@ERSchen Regel: Wir
betrachten obige Vektorgleichung als ein lineares Glaigisgystem mit
rechter Seitet” |n den,Unbekannten” und tun so, als wollten wir
den Wert vonz® = 1 aus diesem Gleichungssystem bestimmen. Dazu
ersetzen wir nachRAMER in der Determinante des Gleichungssystems
die letzte Spalte durch die rechte Seite, berechnen alddadé¥minante

dte

_ dte—k
det@y, ... . rgre_1, F) = det<7'1a o Tdre—1 Z z Tk)
k=1

d+e

_ d+e—k
= E z detly, . .. rare—1,7%)
k=1

= det(rla <o Tdre—15 Td+e) '
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denn fir k # d + e steht die Spalte, zweimal in der Matrix, so daf3 die
Determinante verschwindet.

Wenn wir bei der Berechnung von dé{(...,r._1) nach dem la-
GRANGEschen Entwicklungssatz die Polynonfieund ¢ in F' stehen
lassen, erhalten wir die Determinante als Ausdruck der Fofm qg
mit Polynomerp und g ausR[z]: Da f und g beide nur in der letzten
Spalte vorkommen, dort aber in jedem Eintrag genau einebalden,
enthalt jedes derd + ¢)! Produkte, die nach AGRANGE aufsummiert
werden, genau eines der beiden Polynome. Nach der obigémReg
istpf + qg gleich der Determinante def, also die Resultante.

§2: Gaul’ und Euklid

Resultanten waren bereits im 19. Jahrhundert wohlbek&msit.1966
entwickelte BRUNO BUCHBERGEReinen alternatives Ansatz, dessen Be-
deutung in der Computeralgebra — genau wie im Falle der Rasul
ten —weitliber die losung nichtlinearer Gleichungssysteme hinausgeht.
Mit diesem Verfahren wollen wir uns in den folgenden Parpbem
besclaftigen.

Ausgangspunkt sind derABss-Algorithmus zur lOsung linearer Glei-
chungssysteme und der Algorithmus zur Polynomdivisior &ni im
EukLiDische Algorithmus zur Berechnung des ggT zweier Polynome
verwendet wird:

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem durchu&s-Elimination
ldsen, bringen wir es za@ichst auf eine Treppengestalt, indem wir die
erste vorkommende Variable aus allen Gleichungen au3ersten eli-
minieren, die zweite aus allen Gleichungen aul3er den dostden, uns
so weiter, bis wir schlie3lich Gleichungen haben, derextdéegntweder
nur eine Variable entiit oder aber eine Relation zwischen Variablém, f
die es sonst keine weiteren Bedingungen mehr gibt. Konkeht gin
Eliminationsschritt folgendermaRen aus: Wenn wir im Fdbe beiden
Gleichungen

T tayxyt---ta,x, =u 1)

b1$1+b2x2+" . +bnxn =v (2)
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die Variablez; mit Hilfe von (1) aus (2) eliminieren wollen, ersetzen
wir die zweite Gleichung durch ihre Summe mib, /a; mal der ersten.
Die theoretische Rechtfertigungrfdiese Umformung besteht darin,
dal das Gleichungssystem bestehend aus (1) und (2) sowieedas
Gleichungssystem dieselb&sungsmenge haben, und daaadert sich
auch dann nichts, wenn noch weitere Gleichungen dazukommen

Ahnlich kbnnen wir vorgehen, wenn wir ein nichtlineares Gleichungs-
system in nur einer Variablen betrachten: Am schwerstethrsédirlich

die Gleichungen vom éthsten Grad, also versuchen wir, die zu re-
duzieren auf Polynome niedrigeren Grades. Das kanonisetfahven
dazu ist die Polynomdivision: Haben wir zwei Polynome

-1
f=a,2" +a, 2" +---+ax+a, und
-1
g=b,x" +b, jx" T+ +bw+b

mit m < n, so dividieren wirf durchg, d.h. wir berechnen einen Quo-
tienteng und einen Restderart, daf¥ = qg +r ist undr kleineren Grad
alsg hat. Konkret: Bei jedem Divisionsschritt haben wir ein Radyn

_ n n—1
f=a,x +ta,_x ~+---taxtag,

das wir mit Hilfe des Divisors

-1

g=b,x" +b, &+ A+ by +b

reduzieren, indem wir es ersetzen durch
b

f - _mx"—mg,

und das fihren wir so lange fort, big auf ein Polynom von kleinerem
Grad alsg reduziert ist: Das ist dann der DivisionsrestAuch hier ist
klar, daf sich nichts an debsungsmengéndert, wenn man die beiden

Gleichungery, g ersetzt durcly, r, denn

f=qg+r und r=f—qg,

d.h. f undg verschwinden genau daniarfeinen Werte, wenng undr
an der Steller verschwinden.
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In beiden Rllen ist die Vorgehensweise settnlich: Wir vereinfachen
das Gleichungssystem schrittweise, indem wir eine Gleigherset-
zen durch ihre Summe mit einem geeigneter Vielfachen einéer@n
Gleichung.

Dieselbe Strategie wollen wir auch anwenden Systeme vaynBuoi-
gleichungen in mehreren \@&nderlichen. Erstes Problem dabei ist, daf’
wir nicht wissen, wie wir die Monome eines Polynoms anordsaten
und damit, was derifhirende Term ist. Dazu gibt es eine ganze Reihe
verschiedener Strategien, von denen je nach Anwendungimalre,
mal die andere vorteilhaft ist. Wir wollen uns daher aanst damit
besclaftigen.

§3: Der Divisionsalgorithmus

Wir betrachten Polynome im Variablenz,,...,z, und setzen zur
Abkirzung

(e

o o
T :3311"'33 "

n

mit a=(ay,...,0,) € Ny.

Eine Anordnung der Monome ist offensichtliéquivalent zu einer
Anordnung aufNg, und es gibt sehr viele Bylichkeiten, diese Men-
ge anzuordnen.i¥ uns sind allerdings nur Anordnungen interessant,
die einigermaflen kompatibel sind mit der algebraischenk&tr des
Polynomringsk[z, ..., z,]; beispielsweise wollen wir sicherstellen,

daR der @ihrende Term des Produkts zweier Polynome das Produkt der

fuhrenden Terme der Faktoren ist — wie wir es auch vom Eindsinan
alen her gewohnt sind. Daher definieren wir

Definition: a) Eine Monomordnung ist eine Ordnungsrelatipa®

aufNg, fur die gilt

1. ,<" ist eine Linear- oder Totalordnung, d.hirf zwei Elemente
a, B € Ny ist entwedery < 3 oder3 < « odera = 3.

2. Ara,B,7yeNpgita< = a+y<fB+7.

3. ,<" ist eine Wohlordnung, d.h. jede TeilmendeC Ng hat ein
kleinstes Element.
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b) Fur f = > crcoz® € k[zg,...,x,] mit ¢, 7 O fur alle o €
I C Ny seivy das gbRte Element vod beziglich einer fest geahlten
Monomordnung. Dann bezeichnen wir Bglich dieser Monomordnung

— ~ = multidegf als Multigrad vonf

— 27 = FM f als fuhrendes Monom volf

- ¢, = FK f als fuhrenden Koeffizienten vofi

- c,x’ = FT f als fuhrenden Term vorf

Der Grad deg von f ist, wie in der Algebrdiblich, der lbchste Grad
eines Monoms vorf; je nach gewhlter Monomordnung muf3 das nicht
unbedingt der Grad deglirenden Monoms sein.

Beispiele von Monomordnungen sind

a) Die lexikographische OrdnungHier ista < 3 genau dann, wenn
fur den ersten Indek in dem sicha und 3 unterscheideny, < g; ist.
Betrachtet man Monome™ als Wortellber dem (geordneten) Alphabet
{4,...,z,}, kommt hier ein Monom:* genau dann vor’, wenn
die entsprechenden Worte im Lexikon in dieser Reihenfolgléesigt
werden. Die ersten beiden Forderungen an eine Monomordsindg
klar, und auch die Wohlordnung macht keine grof3en Probldaet
betrachtet zuaichst die Teilmenge aller Exponentere I mit kleinst-
moglichemq;, unter diesen die Teilmenge mit kleingiglichema,,
usw.,bis man beky,, angelangt ist. Sitestens hier ist die verbleibende
Teilmenge einelementig, und ihr einziges Element ist dasgjge klein-
ste Element vor.

b) Die graduierte lexikographische Ordnungier ist der Grad eines
Monoms erstes Ordnungskriterium: Ist dgg< dega,ﬁ, so definieren
wir o < 3. Falls beide Monome gleichen Grad haben, solt 3 genau
dann gelten, wena im lexikographischen Sinne kleiner asst. Auch
hier sind offensichtlich alle drei Forderungenigitt

c) Die inverse lexikographische Ordnunddier ista < 3 genau dann,
wenn fur denletztenIndex ¢, in dem sicha und 3 unterscheiden.
Das entspricht offensichtlich gerade der lexikograptescAnordnung
beziglich des tickwérts gelesenen Alphabets, . . . , ;. Entsprechend



177 Computeralgebra ws 2011

laft sich natrlich auch beiaglich jeder anderen Permutation des Alpha-
bets eine Monomordnungdefinieren, so daf? diese Ordnunigsoictier-
lich interessant ist — aul3er als Bestandteil der im folgarttidinierten
Monomordnung:

d) Die graduierte inverse lexikographische OrdnungVie bei der
graduierten lexikographischen Ordnung ist hier der GradsMonoms
erstes Ordnungskriterium: Falls deyj < degxﬁ, ista < (3, und nur
falls beide Monome gleichen Grad haben, solt  genau dann gelten,
wennca im Sinne der inversen lexikographischen Ordngm@gf3er ist
als3. Man beachte, daR wir hier also nicht nur die Reihenfolg&/der
ablen invertieren, sondern auch die Ordnungsrelation ilingkgicher
Grade. Es ist nicht schwer zu sehen, daf3 auch damit eine Mmmgdem
nung definiert wird; sieh&bungsblatt.

Fur das folgende werden wir noch einige Eigenschaften eirardvh-
ordnung beiitigen, die in der Definition nicht er&hnt sind.

Als erstes wollen wir unsiberlegen, daf3 béglich jeder Monomord-
nung auiNg kein Elementkleiner sein kann als (0. , 0): Ware ramlich
a < (0,...,0), soware wegen der zweiten Eigenschaft auch

2a=at+ta<a+(0,...,0)=«
und so weiter, so dal3 wir eine unendliche Folge
a>2a>3a>---
hatten, im Widerspruch zur dritten Forderung.

Daraus folgt nun sofort, da das Produkt zweier Mononiggr ist
als jeder der beiden Faktoren und damit auch, dal3 ein echiler T
eines Monoms immer kleiner ist als dieses. Au3erdem foifs,fdr ein
Produkt von Polynomen stets Fi) = FM(f) - FM(g) ist.

Die Eliminationsschritte beim &ss-Algorithmus kdnnen auch als Di-
visionen mit Rest verstanden werden, und beioxEDischen Algo-
rithmus ist ohnehin alles Division mit RestiliFein Verallgemeinerung
der beiden Algorithmen auf Systeme nichtlinearer Gleigjasysteme
brauchen wir also auch einen Divisionsalgorithmiis Polynome in
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mehreren Veinderlichen, der die eindimensionale Polynomdivision mir
Rest und die Eliminationsschritte beima@s-Algorithmus verallge-
meinert.

Beim Gauss-Algorithmus brauchen wir im allgemeinen mehr als nur
einen Eliminationsschritt, bis wir eine Gleichung auf eVfegiable re-
duziert haben; entsprechend wollen wir auch hier einensiimsalgo-
rithmus betrachten, der gegebenenfalls auch mehreredbarigyleich-
zeitig behandeln kann.

Wir gehen also aus von einem Polyndtre f € k[z,, ..., z,], wobei
k irgendein Korper ist, in dem wir rechnerthkinen, meistens algo= Q
oderk = I,,. Dieses Polynom wollen wir dividieren durch die Polynome
fi,-- s fn € R, d.h.wir suchen Polynome,, . .., a,,,” € R, so dafl}

f=afi+Hanfp+r

ist, wobeir in irgendeinem noch zu grisierenden Weise kleiner als
die f; sein soll.

Da es sowohl bei ®@Jss als auch bei BkLID auf die Anordnung der
Terme ankommt, legen wir als erstes eine Monomordnung iesstn
im folgenden voniihrenden Termeatc.die Rede ist, soll es sich stets
um die tihrenden Termetc.be4iglich dieser Ordnung handeln.

Mit dieser Konvention geht der Algorithmus dann folgendafan:

Gegebersind f, f1,...,f, € R
Berechnetverdenay,...,a,,,r € Rmit f =a.f; +---+a,,f, +r

1. Schritt (Initialisierung):Setzea; = --- = a,, =r = 0. Fallsf = 0
endet der Algorithmus damit; andernfalls setzenpwir f.

2. Schritt:Falls keiner deriihrenden Terme FT, den tihrenden Term
FT p teilt, wird p ersetzt durclp — FTp undr durchr + FTp.

3. Schritt (Divisionsschritt)Andernfalls sei der kleinste Index fr den
FT £, Teiler von FTr ist; der Quotient sej. Dann wirda; ersetzt durch
a; + g undp durchp — g f,. Weiter geht es mit dem 2. Schritt.
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Offensichtlich ist die Bedingun§—p = a, f; +- - - +a,, f,, *r nach der
Initialisierung im ersten Schritt difit, und sie bleibt auch bei jeder An-
wendung des zweiten oder dritten Schrittditf AuRerdem endet der
Algorithmus nach endlich vielen Schritten: Bei jedem Diwissschritt
wird der fuhrende Term vop eliminiert, und alle Monome, die eventu-
ell neu dazukommen, sind kleiner oder gleich dérrénden Monom
von f;. Da letzteres das (alte)firende Monom vop teilt, kann es nicht
grolier sein als dieses, d.h. dé@hfende Term des neuerist kleiner als
der des alten. Wegen der Wohlordnungseigenschaft eineoiord-
nung folgt daraus, dalR der Algorithmus nach endlich vielehriBen
abbrechen muf3.

Um den Algorithmus besser zu verstehen, betrachten wichst zwei
Beispiele:

Als erstes dividieren wirf = 2%y + zy? + y* durch f; = zy — 1 und
f2= yz -1

Zur Initialisierung setzen wit, = a, = = 0undp = f. Wir verwenden
die lexikographische Ordnung; higglich derer ist derithrende Term

vonp gleichz?y und der vory, gleichzy. Letzteres teilt:%y, wir setzen
also

p<—p—xf1:;vy2+x+y2 und a; «—a;tx=cz.
Neuer fihrender Term vop ist zy?; auch das ist ein Vielfaches vam,
also setzen wir
pep-yfi=r+y’+y und a;—aty=a+y.
Nun istz der fuhrende Term vom, und der ist weder durcly noch
durchy2 teilbar, also kommt er in den Rest:
p<—p—a::y2+y und r—r+z=x.
Der nun fihrende Terrry2 von p ist gleichzeitig der fihrende Term
von f, und nicht teilbar durckry, also wird
p—p—fo=y+1l und a,«—a,+1=1.
Die verbleibenden Terme vom sind weder durchry noch durchy2
teilbar, kommen also in den Rest, so dal3 wir als Ergebnidterha
f=afirayfotr mit ag=z+y, a;=1 und r=c+y+1.
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Wenn wir statt durch das Paaf;( f,) durch (f,, f;) dividiert hatten,
hatten wir im ersten Schritt zwar ebenfaﬂﬁy durch zy dividiert,
denn durchy2 ist es nicht teilbar. Der neudifirende Terrrrz:y2 ist
aber durch beides teilbar, und wefyan erster Stelle steht, nehmen wir
im Zweifelsfall dessenifhrenden Term. Man rechnet leicht nach, daf3
man hier mit folgendem Ergebnis endet:

f=ayfi+axfo+rr mit ay=x+1, ay=2 und r=z+1.
Wie wir sehen, sind also sowohl di@uotienten‘a, als auch defRest'r
von der Reihenfolge def;, abhangig. Sie Angen nairlich im allge-

meinen auch ab von der verwendeten Monomordnung; deshiaénha
wir die schlie3lich eingefhrt.

Als zweites Beispiel wollen wif = xyz—a: durch die beiden Polynome
fi=xy+lundf, = y2 — 1 dividieren. Im ersten Schritt dividieren
wir xy2 durchay mit Ergebnisy, ersetzen als¢ durch—z — y. Diese
beiden Terme sind weder durefy noch durci‘y2 teilbar, also ist unser
Endergebnis

f=afyrafotr mit a;=y, a,=0 und r=—x—y.

Hatten wir stattdessen durclfi,( f;) dividiert, hatten wir als ersteﬁy2
durchy2 dividiert mit Ergebnis; da f = = f, ist, geht die Division hier
ohne Rest auf. Der Divisionsalgorithmus erlaubt uns alsbtréinmal
die sichere Feststellung, gbals Linearkombination def; darstellbar
ist oder nicht; als alleiniges Hilfsmittel zurdsung nichtlinearer Glei-
chungssysteme reicht er offenbar nicht aus. Dahi@gss@an wir in den
folgenden Paragraphen noch weitere Werkzeuge betrachten.

84: Der Hilbertsche Basissatz

Die Grundidee des Algorithmus vonuBHBERGER besteht darin, das
Gleichungssystem so aldmdern, daf iglichst viele seiner Eigen-
schaften bereits an deiifrenden Termen der Gleichungen ablesbar
sind.

Angenommen, wir haben ein nichtlineares Gleichungssystem
filxq, - zy) = = fxg,...,2,) =0 mitf, € R=Fk[zq,...,2,];
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seine lbsungsmenge séi C k".

Istg = g1/, +--- +g,.f. mit g, € R ein beliebiges Element des von
f1,---, [, erzeugten ldeal$ < R, so ist fir jede lOsung {4, ..., z,)
aus /L offensichtlich aucty(z4,...,z,) = 0. Ist] = (hq,...,h,) €ine
andere Erzeugung voh, so hat das obige Gleichungssystem daher
dieselbe IBsungsmenge wie das System

hi(zq,...,z,) = =h(zq,...,2,)=0.

Zur Losung des Systems sollten wir daher versuchen, éigliohst
~einfaches" Erzeugendensysteiin flas Ideal zu finden.

Ganz besonders einfach (wenn auch selten ausreichendjisad, die
von Monomen erzeugt werden:

Definition: Ein Ideall < R = k[z,...,z,] heiBtmonomialwenn es
von (nicht notwendigerweise endlich vielen) Monomen egtevird.

Nehmen wir an] werde erzeugt von den Monomefi mit « aus einer

Indexmenge. Ist dannz”’ irgendein Monom aus, kann es als endliche
Linearkombination

K
2’ = Zfzxa mit o, €A

=1
geschrieben werden, wobei dfgirgendwelche Polynome aus sind.
Da sich jedes Polynom als Summe von Monomen schre#&nibnnen
wir f; alsk-Linearkombinationvon Monomer' schreiben und bekom-
men damit eine neue Darstellung vofi als Summe von Termen der
Form cx’z™ mit « € A,3 € Ny undc € k. Sortieren wir diese
Summanden nach den resultierenden Monomi€fi, entsteht einé:-
Linearkombination verschiedener Monome, die insgesaeittlgkﬁ ist.
Das ist aber nur iglich, wenn diese Summe aus dem einen Summan-
denz” besteht, d.hg laRt sich schreiben in der Forth= « + v mit
einema € A und einemy € Ng.

Dies zeigt, dal3 ein Monom® genau dann i liegt, wenng = « + ~y
ist mit einema € A und einemy € Ny; das Ideall selbst besteht
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also genau aus den Polynomgndie sich alsk-Linearkombinationen
solcher Monome schreiben lassen.

Damit folgt insbesondere, dal’ ein Polyngirgenau dann in einem
monomialen Ideal liegt, wenn jedes seiner Monome dort liegt.

Lemma von Dickson: Jedes monomiale Ideal iR = k[zq,...,z,]
kann von endlich vielen Monomen erzeugt werden.

Der Beweiswird durch vollsindige Induktion nach gefuhrt. Im Fall

n = 1 ist alles klar, denn da sind die Monome gerade die Potenzen
der einzigen Variable, und natich erzeugt jede Menge von Potenzen
genau dasselbe Ideal wie die Potenz mit dem kleinsten Expenaus
dieser Menge. Hier kommt man also sogar mit einem einzigendvto
aus.

Furn > 1 bezeichnen wirdr o € Ng mit 2’ das Monome$™* - - - 2"
und betrachten das Ideal

J= (xla | 2% eT) Qk[xy, . wp, 0]

Nach Induktionsvoraussetzung wird erzeugt von endlich vielen
Monomenz’™

Jedes Monom aus aus dem endlichen Erzeugendensystehhaftrsich
in der Formz™ schreiben miteinem € N, fiir dasz® in I liegt. Unter
den Indizesy,,, die wir dabeijeweils an das{1)-tupel ¢y, . .., o, _4)

ankangen, sei der gol3te. Dann Iiegic’a/a:z fur jedes Monom aus dem
Erzeugendensystem vohin I und damit fir jedes Monom aug. Die
endlich vielen Monome:® z,, erzeugen also zumindest ein Teilideal
von /.

Es gibt aber ndirlich auch noch Monome i, in denenz,, mit einem

kleineren Exponenten atsauftritt. Um auch diese Elemente zu erfassen,

betrachten wiriir jedess < r das Ideal/, < k[z4, ..., z,,_4], dasvon

allen jeden Monomen'® erzeugt wird, @ir diez" " in I liegt. Auch

jedes detr/, wird nach Induktionsannahme erzeugt von endlich vielen
loe s

Monomenz'®, und wenn wir die &mtlichen Monomer'“z; zu un-
serem Erzeugendensystem hinzunehmiéngfies = 0,1,---,r — 1),
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haben wir offensichtlich ein Erzeugendensystem ¥anis endlich vie-

len Monomen gefunden.
|

LEONARD EUGENE DICKSON (1874-1954) wurde in
lowa geboren, wuchs aber in Texas auf. Seinen Bachelor-
und Mastergrad bekam er von der University of Texas,
danach ging er an die Univeraitvon Chicago. Mit sei-
ner 1896 dort eingereichte Dissertati@nalytic Repre-
sentation of Substitutions on a Power of a Prime Num-
ber of Letters with a Discussion of the Linear Group
wurde er der erste dort promovierte Mathematiker. Auch
die weiteren seiner 275 wissenschaftlichen Arbeiten,
darunter acht Bcher, besdiftigen sich vor allem mit
der Algebra und Zahlentheorie. Dero@ten Teil seines
Berufslebens verbrachte er als Professor an der Univer-
sitat von Chicago, dazu kommen regélfige Besuche

in Berkeley.

Beliebige Ideale sind im allgemeinen nicht monomial; scbas von

x + 1 erzeugte Ideal ik[2] ist ein Gegenbeispiel, denn es eaittweder

das Mononx noch das Monom 1, im Widerspruch zu der oben gezeigten
Eigenschaft eines monomialen Ideals, zu jedem seiner Eienaeich
dessend@mtliche Monome zu enthalten.

Um monomiale Ideale auckifdie Untersuchung solcher Idealérlich
zu machen, &hlen wir eine Monomordnung adf und definiereniir
ein beliebiges Ideal <« R e klz4,...,z,] das monomiale Ideal

e

FM(D) = (FM() | £ € 1~ {0}).
das von denithrenden Monomealler Elemente von/ erzeugt wird
— aul3er nairlich dem nicht existierendeiilirenden Term der Null.

Nach dem Lemma von IDKSON ist FM(I) erzeugt von endlich vielen
Monomen. Jedes dieser Monome ist, wie wir eingangs gesedtsmh

ein Vielfaches eines der erzeugenden Monome, also eiifeeriden
Monoms eines Elements vdn Ein Vielfaches desithrenden Monoms

ist aber dasithrende Monom des entsprechenden Vielfachen des Ele-
ments vonl, denn FMg” f) = 27 FM(f), da fur jede Monomordnung
gita < = o+ < a+y. Somitwird FM() erzeugt von endlich
vielen Monomen der Form FM{), wobei dief; Elemente vorY sind.
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Wir wollen sehen, daR die Elemenftedas Ideal erzeugen; damit folgt
insbesondere

Hilbertscher Basissatz: Jedes Ildeal < R = k[z4,...,x,] hat ein
endliches Erzeugendensystem.

Beweis:Wie wir bereits wissen, gibt es Elementge. .. f,, € I, so dal
FM(I) von den Monomen FM(;) erzeugt wird. Um zu zeigen, daR die
Elementef, das Ideal erzeugen, betrachten wir ein beliebiges Element
f € I und versuchen, es alg-Linearkombination def; zu schreiben.
Division von f durch fy, ..., f,, zeigt, da es Polynoms,,....aqa,,
undr in R gibt derart, dai3

f=ayfit-Hanfo+r.

Wir sind fertig, wenn wir zeigen@&nnen, daf’ der Divisionsrestver-
schwindet.

Falls » nicht verschwindet, zeigt der Divisionsalgorithmus, dalR das
fuhrende Monom FM() von r durch kein fihrendes Monom FMY)
eines der Divisorelf; teilbar ist. Andererseits ist aber

T:f_(a“lfl+".+a’mfm)

ein Element vord, und damit liegt FM() im von den FM{,) erzeugten
Ideal FM(7). Somit muf3 FMf) Vielfaches eines FM{;) sein, ein Wider-
spruch. Also ist = 0.

DaviD HILBERT (1862-1943) wurde in 8nigsberg ge-
boren, wo er auch zur Schule und zur Universding.

Er promovierte dort 1885 mit einem Thema aus der In-
variantentheorie, habilitierte sich 1886 und bekam 1893
einen Lehrstuhl. 1895 wechselte er an das damalige Zen-
trum der deutschen wie auch internationalen Mathema-
tik, die Universitit Gottingen, wo er bis zu seiner Emer-
itierung im Jahre 1930 lehrte. Seine Arbeiten umfassen
ein riesiges Spektrum aus unter anderem Invarianten-
theorie, Zahlentheorie, Geometrie, Funktionalanalysis,
Logik und Grundlagen der Mathematik sowie auch zur
Relativitatstheorie. Er gilt als einer derater der mod-
ernen Algebra.
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§5: Grobner-Basen und der Buchberger-Algorithmus

Angesichts der Rolle deiihrenden Monome im obigen Beweis bietet
sich folgende Definition arif eine Idealbasis, béglich derer ndglichst
viele Eigenschaften bereits an démfenden Monomen abgelesen wer-
den lKdnnen:

Definition: Eine endliche Teilmeng@ = {g,, ..., 4,,} C I einesldeals
I < R =k[xq,...,z,]heilt Standardbasis odeRGBNER-Basis vory,
falls die Monome FM¢;) das Ideal FM() erzeugen.

WOLFGANG GROBNER wurde 1899 im damals noobsterreichischen i®itirol geboren.
Nach Ende des ersten Weltkriegs, in dem er an der italiegis€nont kampfte, studierte
er zurachst an der TU Graz Maschinenbau, beendete dieses Studarmieht, sondern
begann 1929 an der Univeigitein Mathematikstudium. Nach seiner Promotion ging er
zu BuMy NOETHERNach @Gttingen, um dort Algebra zu lernen. Aus materielleriiGten
mufte er schon bald naé¥sterreich ztiick, konnte aber auch dort zarhst keine Anstel-
lung finden, so daf} er Kleinkraftwerke baute und im Hotel eikaters aushalf. Ein
italienischen Mathematiker, der dort seinen Urlaub verie, vermittelte ihm eine Stelle
an der Universidt Rom, die er 1939 wieder verlassen muf3te, nachdem er sichte
schluf $idtirols an Italien fir die deutsche Staatistyerschaft entschieden hatteakvend
des zweiten Weltkriegs war arbeitete ed@enteils an einem Forschungsinstitut der Luft-
waffe, nach Kriegsende als Extraordinarius in Wien, dasnCGadinarius in Innsbruck,
wo er 1980 starb. Seine Arbeiten besftlyen sich mit der Algebra und algebraischen
Geometrie sowie mit Methoden der Computeralgebra zisung von Differentialglei-
chungen.

Die Theorie der ®OBNER-Basen wurde von seinem StudenteRuUBO BUCHBERGERIN
dessen Dissertation entwickeltUBHBERGERwurde 1942 in Innsbruck geboren, wo er
auch Mathematik studierte und 1966 be&iGBNER promovierte mit der ArbeiEin Algo-
rithmus zum Auffinden der Basiselemente des Restklasgenadich einem nulldimension-
alen PolynomidealEr arbeitete dann zé@chst als Assustent. nach seiner Habilitation als
Dozent an der Universit Innsbruck, bis er 1974 einen Ruf auf den LehrstiihiGomput-
ermathematik an der UniverattLinz erhielt. Dort giilndete er 1987 das Research Institute
for Symbolic Computation (RISC), dessen Direktor er bisA9&r. 1989 initiierte er

in Hagenberg (etwa 20 km ndstlich von Linz) die Gindung eines Softwareparks mit
angeschlossener Fachhochschule; er hat mittlerweil&éastend Mitarbeiter. AuBer mit
Computeralgebra besaftigt er sich auch im Rahmen des Theorema-Projekts mit dem
automatischen Beweisen mathematischer Aussagen.

Wie der obige Beweis desIHBERTSchen Basissatzes zeigt, erzeugt
eine GROBNER-Basis das Ideal, und jedes Ideal im Polynomring hat
eine GROBNER-Basis. Bevor wir uns damit besafigen, wie man diese
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berechnen kann, wollen wir zaohst eine wichtige Eigenschaften be-
trachten.

Seig,...,9g,, GROBNER-Basis eines Ideal§ < R. Wir wollen ein
beliebiges Element € R durchg,, ..., g,, dividieren. Dies liefert als
Ergebnis

f=aig1+ - +a,g, tr,

wobei kein Monom vonr durch eines der Monome Flyl teilbar ist.
Wie wir wissen, sind allerdings bei der Polynomdivision wedier
Divisionsrestr noch die Koeffizienterw, auch nur im entferntesten
eindeutig. Sei etwd = a9, +--- +a,,9,, *7 =byg1 +---+b,g,, +5;
dannist ¢, — by)g; +- -+ (a,, — b,,,)9,, =5 — T

Links steht ein Element voh also auch rechts. Andererseits éiithber
wederr nochs ein Monom, das durch eines der Monome kM ¢eilbar

ist, d.h.r — s = 0. Somit ist bei der Division durch die Elemente einer
GROBNER-Basis der Divisionsrest eindeutig bestimmt. Insbesomr

/ genau dann ein Element vdnwenn der Divisionsrest verschwindet.
Wenn wir eine ROBNER-Basis haben,&nnen wir also leicht entschei-
den, ob ein gegebenes Elemgnt R im Ideal liegt.

Nachdem im Fall einer BOBNER-Basis der Divisionsrest nicht von
der Reihenfolge der Basiselemente abdjt, lonnen wir ihn durch ein
Symbol bezeichnen, das nur von déengeG = {g, . .., g,,} abrangt;

. . =G
wir schreibenf .

Als nachstes wollen wir unéberlegen, wie sich eineR&BNER-Basis
eines vorgegebenen Idedléinden Aft.

Dazu nussen wir uns als erstégerlegenwie das Ideal vorgegeben
sein soll. Wenn wir damit rechnen wollen,iissen wir irgendeine Art
von endlicher Information haben; was sich anbietet istiiah ein
endliches Erzeugendensystem.

Wir gehen also aus von einem Iddak (fy,. .., f,,) und suchen eine
GROBNER-Basis. Das Problem ist, dafl die Monome FMI(m allge-
meinen nicht ausreichen, um das monomiale Ideal M erzeugen,
denn dieses enétt jajedesMonom eines jeden Elements vband nicht
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nur das @ihrende. Wir nissen daher neue Elemente produzieren, deren
fuhrende Monome in den gegebenen Elemerftesder auch anderen
Elementen vod erst weiter hinten vorkommen.

BUCHBERGERs Idee dazu war die Konstruktion sogenanntePoly-
nome: Seiery, g € R zwei Polynome; FMf) = z* und FM(g) = a’
seien ihre fihrenden Monome, und’ sei das kgV von:® undz?, d.h.
v; = max(,, ;) furallei = 1,...,n. DasS-Polynom vonf undg ist

7 z7

Fro) R Y

Da 7 - f und £ - g beide nicht nur dasselbélrende Monom:”
haben, sondern es wegen der Division durch démegnderilerm statt

nur das @ihrende Monom auch beide mit Koeffizient eins enthalten,
fallt es bei der Bildung vors(f, g) weg, d.h.S(f, g) hat ein kleineres
fihrendes Monom. Das folgende Lemma ist der Kern des Beweises
daRS-Polynome alles sind, was wir brauchen, urdBNER-Basen zu
berechnen.

S(f,9) =

Lemma: Fur die Polynomefy, ..., f,, € Rsei

S=> Na™f, mit N ek und o €Ny
=1

eine Linearkombination, zu der es einc Nj gebe, so daf} alle Sum-
manden:’ als fihrendes Monom haben, dd, + multidegy, = ¢, fiir
i=1,...,m. Falls multidegS < ¢ ist, gibt es Elementg,; € k, so dal3

S=3"3" N2 S, )
i=1 j=1
ist mit 27 = kgV(FM(f;), FM(f,))-

BeweisDer fihrende Koeffizient voif, seiy,; dannist\, i, der fihren-
de Koeffizient vor\;z™ f,. Somit ist multidegS genau dann kleiner als
8, wenn)_ " A\, verschwindet. Wir normieren alle™ f; auf fiihren-
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den Koeffizienten eins, indem wir = 2 f, /., betrachten; dann ist

S=% Aipip; = APy — p2) + (aia + Agig)(p2 — pg) + -
i (Mgt A )P — Pr)
+ (Al:ul et )\m:um)p’m ’
wobei der Summand in der letzten Zeile genau dann versclatiwenn
multidegS < 4.

Da allep, denselben Multigradlund denselbertihrenden Koeffizienten
eins haben, rzen sich in den Differenzer — p, die fuhrenden Terme
weg, genau wie in de§-Polynomen. In der Tat: Bezeichnen wir den
Multigrad von kgM(FM(;), FM(f;)) mit ,;, so ist

p;—p;=2 K S(fivfj)'
Damit hat die obige Summendarstellung ®die gewiinschte Form..

Daraus folgt ziemlich unmittelbar

Satz:Ein Erzeugendensystefp . . ., f,, eines ldealg im Polynomring
R = k[xq,...,z,] ist genau dann eine ®BNER-Basis, wenn jedesS-
PolynomS(f;, f;) bei der Division durctyy, .. ., f,, Rest null hat.

Beweis:Als R-Linearkombination vory; und f; liegt dasS-Polynom
S(f;, ;) imIdeall; falls fy, ..., f,, eine GROBNER-Basis von/ ist, hat
es also Rest null bei der Division durgh . .., f,,.

Umgekehrt seffy, ..., f,, ein Erzeugendensystem vén< R mit der
Eigenschaft, dal? all&(f;, f;) bei der Division durclyy, ..., f,, (inir-
gendeiner Reihenfolge) Divisionsrest null haben. Wir eolteigen, dafd
f1s---, [, dann eine ®OBNER-Basis ist, d.h. daB FMY), . . ., FM(/,,,)
das Ideal FM() erzeugen.

Sei alsof € I ein beliebiges Element; wir assen zeigen, dal’ FiyI
im von den FM(f,) erzeugten Ideal liegt.

Da f in I liegt, gibt es eine Darstellung
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Falls sich hier bei denithrenden Termen nichts weigyzt, ist der
fihrende Term vorf die Summe derifhrenden Terme gewisser Pro-
duktenh, f,, die allesamt dasselbé&tirende Monom FM() haben. We-
gen FM@; f;) = FM(h;) FM(f,) liegt FM(f) daher im von den FMf)
erzeugten ldeal.

Falls sich die maximalen unter deilhrenden Termen FR(f;) gegen-
seitig wegkirzen, &f3t sich die entsprechende Teilsummeldgr nach
dem vorigen Lemma auch als eine Summe geRolynomen schreiben.
Diese wiederum lassen sich nach Voraussetzung durch désidpisal-
gorithmus als Linearkombinationen dé¢r darstellen. Damit erhalten
wir eine neue Darstellung

f=hyfy+-+h,f, mit heR,

in der der maximale Multigrad eines Summanden echt kleisteals
in der obigen Darstellung, denn in der Darstellung als SumomeS-
Polynomen sind die Terme mit dem maximalem Multigrad venaair
den.

Mit dieser Darstellung &nnen wir wie oben argumentieren: Falls sich
bei den fihrenden Termen nichts wegizt, haben wir FMf) als El-
ement des von den FN() erzeugten Ideals dargestellt, andernfalls
erhalten wir wieder viaS-Polynome und deren Reduktion eine neue
Darstellung vonf als Linearkombination def;, mit noch kleinerem
maximalem Multigrad der Summanden, und so weiter. Das Wesfa
muf3 schlie3lich mit einer Summe ohnéifgungen bei denihrenden
Termen enden, da es nach der Wohlordnungseigenschaftvamem-
ordnung keine unendliche absteigende Folge von Multigragkben

kann. .

Der BucHBERGERAIgorithmus in seiner einfachsten Form macht aus
diesem Satz ein Verfahren zur Berechnung einROEBIER-Basis aus
einem vorgegebenen Erzeugendensystem eines Ideals:

Gegebersindm Elementef,, ..., f,, € R = k[zq,...,z,].

Berechnetwird eine QROBNERBasisgy, ..., g, des davon erzeugten
Ideals! = (fy,..., f,,,) mitg, = f, furi < m.
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1. Schritt (Initialisierung):Setzeg, = f, furi = 1,...,m; die Menge
{91, ---,9,,} werde mitG bezeichnet.

2. Schritt: SetzeG’ = G und teste ifir jedes Paarf( g) € G’ x G’ mit

f # g, ob der Rest bei der Division vonS(f, g) durch die Elemente
von G’ (in irgendeiner Reihenfolge angeordnet) verschwindelis Fa
nicht, wird G ersetzt durctz U {r}.

3. Schritt:Ist G = G, so endet der Algorithmus mé als Ergebnis;
andernfalls geht es ziick zum zweiten Schritt.

Wenn der Algorithmus im dritten Schritt endet, ist der Rest ther
Division von S(f, ¢g) durch die Elemente vo@' stets das Nullpolynom;
nach dem gerade bewiesenen Satzisiaher eine @®OBNER-Basis. Da
sowohl dieS-Polynome als auch ihre Divisionsrestelitiegen undG
ein Erzeugendensystem vdrenthalt, ist auch klar, dal® es sich dabei
um eine ROBNER-Basis vonl handelt. Wir nilssen uns daher nur noch
Uberlegen, dal der Algorithmus nach endlich vielen Iteran abbricht.

Wenn im zweiten Schritt ein nichtverschwindender Divisimstr auf-
taucht, ist desserlithrendes Monom durch keiiilirendes Monom eines
Polynomsy € G teilbar. Das von denilhrenden Monomen dgre G
erzeugte Ideal vorR wird daher goRRer, nachdend: um r erweitert
wurde. Wenn dies unbesétnkt mbglich ware, kdnnte das Ideal FM(
kein endliches Erzeugendensystem haben, im Widerspruah emma
von DICKSON. Also kann der zweite Schritt nur endlich oft durchlaufen
werden.

Der Algorithmus kann nédtlich auf mehrere offensichtliche Weisen
optimiert werden: Beispielsweisedft man beim wiederholten Durch-
laufen des zweiten Schritts immer wieder auf dieselSelPolynome,
die daher nicht jedes Mal neu berechnet werdéssen, und wenn eines
dieser Polynome einmal Divisionsrest null hatte, hat e$ det jedem
weiteren Durchgang Divisionsrest null, denn dann wird jadeir durch
dieselben Polynome (plus einiger neuer) dividiert. Es gibtvischen
auch zahlreiche nicht offensichtliche Verbesserungen@ptiimierun-
gen; wir wollen uns aber mit dem Prinzip begyen und dir den Rest
des Semesters lieber einige Anwendungen betrachten.
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Der BucHBERGERAIgorithmus hat den Nachteil, daf3 er das vorgegebe-
ne Erzeugendensystem in jedem Schrittlfgr macht ohne je ein Ele-
ment zu streichen. Dies ist weder beimuBs-Algorithmus noch beim
EukLiDischen Algorithmus der Fall, bei denen jeweils eine Gleighu
durch eine anderersetztwird. Obwohl wir sowohl die Eliminations-
schritte des Guss-Algorithmus als auch die einzelnen Schritte der Poly-
nomdivisionen beim BkLIDischen Algorithmus durcht-Polynome
ausdiicken lonnen,missenwir im allgemeinen Fall zu#zlich zug

und S(f, g) auch noch das Polynorfi beibehalten; andernfalls kann
sich die Losungsmengéndern:

Als Beispiel kbnnen wir das Gleichungssystem
fley) =2y +2y®+1=0 und g(z,y)=2" —ay—y=0

betrachten. Wenn wir mit der lexikographischen Ordnungiéeh, sind
hier die einzelnen Monome bereits defdBe nach geordnet, insbeson-
dere stehen also diéfirenden Monome an erster Stelle und

S(f,9) = xf(x.y) — yg(e,y) = a°y" +ay’ +z +47°.

Der filhrende Terrn:zy2 ist durch denifihrenden Termrzy von f teilbar;
subtrahieren wiryf vom S-Polynom, erhalten wir das nicht weiter
reduzierbare Polynom

Wz, y) = —ey’ +ay’ +x+y’ —yz.

Sowohlg(z, y) als auch da®(z, y)-Polynom verschwinden im Punkt
(0, 0), dieser ist aber keinedsung des Ausgangssystemsf@@ 0) = 1
nicht verschwindet.

Aus diesem Grund werden die nach demcBBERGERAIgorithmus
berechneten B5BNER-Basen oft sehr gro3 und unhandlich. Betrachten
wir dazu als Beispiel das System aus den beiden Gleichungen

fl:xg—ny und f2:x2y—2y2+x

und berechnen eine FGBNER-Basis beiglich der graduiert lexiko-
graphischen Ordnung. Dann ist

SUr o) = yfy — afy = —a°
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weder durch dentthrenden Term vorf; noch den vory, teilbar, muf3
also als neues Elemeyif in die Basis aufgenommen werden.

S(f1, fa) = fitafs=—2xy
kann wieder mit keinem def; reduziert werden, muf3 also als neues
Elementf, in die Basis. Genauso ist es mit

2
fs=5(f2,f3) = fatyfs=—-2y"+x.
Im so erweiterten Erzeugendensystem bestehend aus deroRwy

3 2 2 2
.fl:'r _nya fzzxy—zy +z, f3:_£7

fa=—2zy und f5= —2y2 +x
sind dieS-Polynome

S(f1, f2) = fa, S(f1, f3) = fa und S(fy, f3) = fs

trivialerweise auf Null reduzierbar, die anderen Kombio@an niissen
wir nachrechnen:

SU Ja) = s = 50a= ~20y" =y /4
3 4
SUs fs) = hi+ o= 20+ 5 =S4 hr P fa— o
Sz fo) = fo* 5a=—2" 42 = fs
o z° 3 1 1
S(fo, fs) =yfat 7f5 =5ty - 2y = Efl - §f4 tyfs
S(fsr fo) = ~yfs = 5 a=0
P
SUsfo)=~v'fs~ 5 ls= 501~ 514
SUarfo) = ~5fs— 5fs= 5 = —51s

Somit bilden dieseifnf Polynome eine 85BNER-Basis des vonf;
und f, erzeugten Ideals.

Zum Glick brauchen wir aber nicht alléif Polynome. Das folgende
Lemma gibt ein Kriterium, wann man auf ein Erzeugendes ehteh
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kann, und illustriert gleichzeitig das allgemeine Prinmjnach bei ei-
ner GROBNER-Basis alle wichtigen Eigenschaften anhand dérénden
Termen ablesbar sein sollten:

Lemma: G sei eine ®ROBNER-Basis des Idealg < k[x4,...,z,], und

g € G sei ein Polynom, desseiilirendes Monom im von deiifirenden
Monomen der restlichen Basiselemente erzeugten monamidésl

liegt. Dann ist aucli¥ . {g} eine GROBNER-Basis von!.

Beweis:G \ {g} ist nach Definition genau dann ein&RGBNER-Basis
von I, wenn die tihrenden Terme der Basiselemente das Ideal FT(
erzeugen. D& eine GROBNER-Basis vonl ist und die fihrenden Terme
egal ob mit oder ohne F§) dasselbe monomiale Ideal erzeugen, ist das

klar. .

Im obigen Beispiel haben wir digélhrenden Monome
FM(f) =a”, FM(f) =2y, FM(fy) =27,
FM(f)) =2y und  FM(fs) =y

offensichtlich sind FMf;) und FM(f,) durch FM(f5) teilbar, so daf3 wir
auf f, und f, verzichten knnen: Auch die Polynom#, f, und fs bilden
eine GROBNER-Basis des vory; und f, erzeugten Ideals. Zur weiteren
Normierung kbnnen wir noch durch digihrenden Koeffizienten teilen
und erhalten dann diminimaleGROBNER-Basis

= 2 7 = 2 T
fa=2", fy=xy und fs=y R
Definition: Eine minimale GOBNER-Basis von! ist eine GROBNER
Basis von/ mit folgenden Eigenschaften:

1.) Alle g € G haben denithrenden Koeffizienten eins

2.) Furkeing € G liegt FT(g) im von den fihrenden Termen débrigen
Elemente erzeugten Ideal.

Esistklar, daR jede @BNER-Basis zu einer minimalen®&BNER-Basis
verkleinert werden kann: Durch Divisiordknen wir alle ihrenden Ko-
effizienten zu eins machen ohne etwas an der Erzeuguagdern, und
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nach obigem Lemmadnnen wir nacheinander alle Elemente eliminie-
ren, die die zweite Bedingung verletzen.

Wir koénnen aber noch mehr erreichen: Wenn nicht dhsgfnde sondern
einfachirgendeinMonom eines Polynomg € G im von den fihrenden
Termen deiibrigen Elemente erzeugten Ideal liegt, ist dieses Monom
teilbar durch dasithrende Monom eines anderen Polynams G. Wir
kénnen den Term mit diesem Monom daher zum Verschwindendming
indem wirg ersetzen durch minus ein Vielfaches voh. Da sich dabei
nichts an denifhrenden Termen der Elemente vGnandert, bleibiG
eine ROBNER-Basis. Wir ldnnen somit aus den Elementen einer mi-
nimalen GROBNER-Basis Terme eliminieren, die durch ddihfenden
Term eines anderen Elements teilbar sind. Was dabei stibliefhtste-
hen sollte, ist eineeduzierteGROBNER-Basis:

Definition: Eine reduzierte GOBNER-Basis von! ist eine GROBNER-

Basis vonl mit folgenden Eigenschaften:

1.) Alle g € G haben denithrenden Koeffizienten eins

2.) Furkeing € G liegtein Monom vory im von den fihrenden Termen
derubrigen Elemente erzeugten Ideal.

Die minimale Basis im obigen Beispiel ist offenbar schonuzdrt,
denn auBey’”N5 bestehen alle Basispolynome nur aus démmréndem
Term, und beif; ist der zugtzliche Term linear, kann also nicht durch
die quadratischernithrenden Terme der anderen Polynome teilbar sein.

Reduzierte ®OBNER-Basis haben eindif das praktische Rechnen mit
Idealen sehr wesentliche Atgliche Eigenschatft:

Satz: Jedes Ideal < k[zy,...,z,] hat eine eindeutig bestimmte re-
duzierte ROBNER-Basis.

Beweis:Wir gehen aus von einer minimalenR88NER-Basis G und
ersetzen nacheinander jedes Elemert G durch seinen Rest bei der
Polynomdivision durchG ~ {g}. Da bei einer minimalen @>BNER
Basis kein fihrendes Monom eines Element dakriende Monom eines
anderen teilen kanfndert sich dabei nichts an deihfenden Termen,
G ist also auch nach der Ersetzung eine minimat®@IER-Basis. In
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der schlieRlich entstehenden Basis hat kgia G mehr einen Term,
der durch denithrenden Term eines Elements v6h~ {g} teilbar
ware, denn auch wenn wir bei der Reduktion der einzelnen Eiame
durch eine eventuell andere Menge geteilt haben, hat sich do den
fuhrenden Termen der Basiselemente nichésidert. Also gibt es eine
reduzierte ®OBNER-Basis.

Nun seienG und G’ zwei reduzierte @OBNER-Basen vonl. Jedes
Elementf € G’ liegt insbesondere i, also istfc = 0. Insbesondere
muf3 der @ihrende Term vorf durch den fihrenden Term einege G
teilbar sein. Umgekehrt ist aber auyﬁ/ = 0, d.h. der fihrende Term
vong muR durch denifhrenden Term eines Elements viire G teilbar
sein. Dieseriihrende Term teilt dann insbesondere déwénden Term
von f, und daG’ als reduzierte ®BNER-Basis minimal ist, muf}’ = f
sein. Somit gibtes zu jedegne G genaueirf € G’ mitFT(f) = FT(g);
insbesondere hab&hundG’ dieselbe Elementanzahl. Tathlich muf
sogarf = g sein, dennf — g liegt in I, entlélt aber keine Term, der
durch den fihrenden Term irgendeines Elements @rieilbar ware.
Alsoistf — g =0.

§86: Anwendungen von Grobner-Basen

Die Eindeutigkeit der reduzierterRGBNER-Basis bedeutet, da wir Ide-
ale des Polynomrings durch endlich viele Daten eindeutigieiben
konnen; insbesonderaéknen wir entscheiden, ob zwei Mengen von
Polynomen dasselbe Ideal erzeugen. Dies ist der Ausgankysfilr
zahlreiche Anwendungen vonRGBNER-Basen in der kommutativen
Algebra, algebraischen Geometrie, Kontrolltheorie undsier.

Wir wollen uns hier mit zwei einfacheren Anwendungen higgn,
zurachstdem Hauptproblem dieser Vorlesung, disung algebraischer
Gleichungen und Gleichungssysteme.

Wir gehen also aus vom Polynomgleichungen

filwy,...,2,)=0 mit f;, € k[zq,...,z,] fur i=1,....m
und suchen die dsungsmenge

V() ={(zy,...,z,) ck" ‘ [y, .., @) =0 furi=1,...,m}.
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Wir verwenden die lexikographische Ordnung mjt> --- > z,, und
betrachten das von defy erzeugte Ideal < k[z4, ..., z,].

Zur Losung des Gleichungssystems wollen wir, wie von linearai-Gl
chungssystemen gewohnt, nacheinander die Variablemadirein; dazu
definieren wir

Definition: Das k-te Eliminationsideal eines Idedl <1 k[z4,...,z,]

Satz:Ist G eine GROBNER-Basis von/ beziglich der lexikographischen
Ordnung, so isG N I, eine ROBNER-Basis von/},.

Beweis:Die Elemente vori? = {g,, ..., g,,} seien so angeordnet, dafd
GNnI, ={gy,--.,9,}ist. Wir miissen zeigen, dafd sich jedes I, als
Linearkombination vory,, . . ., g,. darstellen&f3t.

Der Divisionsalgorithmus bémlich der lexikographischen Ordnung
gibt uns eine Darstellung = hyg, +--- + h,g, von f als Element
von I. Dabei muf3ten allé; mit i > r verschwinden, denn din I,
liegt, kann bei der Division keinithrender Term eineg, ¢ I, je den
fuhrenden Term des Dividenden teilen. Somit@st I, eine Basis
von I,.. Um zu zeigen, daB es sich dabei sogar um eiR@EBER-Basis
handelt, lbonnen wir zum Beispiel zeigen, daf afigy;, g,;) miti, j <r
ohne Rest durcliz N I, teilbar sind. DaG nach Voraussetzung eine
GROBNER-Basis ist, sind sie auf jeden Fall ohne Rest duttteilbar,
und wieder kann bei der Division nie déitfrende Term eines Dividen-

den durch den eingg mit i > r teilbar sein.
]

Ist I das von den Gleichungen eines nichtlinearen Gleichuntsgs
erzeugte Ideal, so ist jed&kung {4, ..., ,) des Systems Nullstelle
aller Polynome aus, insbesondere also auch aller Polynomelgusir
jede Losung ist daher das Tupel,(,4, - . ., z,,) Nullstelle der Polynome
ausi,.

Daraus ergibt sich eine Strategie zwdung nichtlinearer Gleichungs-
systeme nach Art desABss-Algorithmus: Wir bestimmen zuachst eine
(reduzierte) ®OBNER-Basis fir das von den Gleichungen erzeugte Ideal
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des Polynomrings[z4, . .., z,,] und betrachten als erstes das Elimina-
tionsideall,,_,. Dieses besteht nur aus Polynomenmn:jp falls wir mit
einer reduzierten ROBNER-Basis arbeiten, gibt es darithstens ein
solches Polynom.

Falls es ein solches Polynom gibt, muf3 jedésung des Gleichungs-
system als letzte Komponente eine von dessen NullstellbarhaNir
bestimmen daher diese Nullstellen und setzen sie nachignémdas
restliche Gleichungssystem ein. Dadurch erhalten wirdBlangssyste-
me inn — 1 Unbekannten, wo wir nach Gleichungen nugjn ; suchen
koénnen, und so weiter.

Im obigen Beispiel etwa besteht die reduzier@B8NER-Basis beig-
lich der lexikographischen Ordnung aus den beiden Polymome

2 3
g=xz—2y" und g,=y .

Das Eliminationsideal; wird also erzeugt voig, = y3, d.h. fir jede
Losung &, y) mu3y verschwinden. Setzen wir = 0 in g;, SO sehen
wir, daf? auchr verschwinden muf3, der Nullpunkt ist also die einzige
Losung.

Nun kann es ndtlich vorkommen, daR,_, das Nullidealist; falls unter
den Losungen des Systems unendlich viele Weitalfe letzte Variable
vorkommen, muf3 das sogar so sein. Es kann sogar vorkomnital)ela
Eliminationsideale auRdp = I das Nullideal sind. In diesem Falilfirt
die gerade skizzierte Vorgehensweise zu nichts.

Bevor wir uns daiber wundern, sollten wir unéberlegen, was wir
Uberhaupt unter derdsung eines nichtlinearen Gleichungssystems ver-
stehen wollen. Im Falle einer endlichefddungsmenge ist das klar:
Dann wollen wir eine Auflistung derdsntlichen losungstupel. Bei ei-
ner unendlichen &sungsmenge ist das aber nicht metirglich. Im
Falle eines linearen Gleichungssystems wissen wir, daR @sengs-
menge ein affiner Raum ist; wirdkinen sie daher auch wenn sie un-
endlich sein sollte durch endlich viele Daten eindeutighesiben, zum
Beispiel durch eine speziell&dsung und eine Basis de$sungsraums
des zugetirigen homogenen Gleichungssystems.
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Bei nichtlinearen Gleichungssystemen gibt es im allgeseikeine
solche Beschreibung unendlicheidungsmengen: Diedsungsmenge
des Gleichungssystems

2 +2y°+3:7=100 und 2°+3y°—:°=0

etwa ist die Schnittmenge eines Ellipsoids mit einem édigiten
Kurven; sie besteht aus zwei ovalen Kurveshbrer Ordnung. Die
GROBNER-Basis besteht in diesem Fall aus den beiden Polynomen

2? —11:*+300 und y®+72° — 200,

stellt uns dieselbe Menge also dar als Schnitt zweier &tper
Zylinder. Eine explizitere Beschreibung debdungsmenge ist schwer
vorstellbar.

Auf der Basis von S8urRMschen Ketten, dem Lemma voridM und Ve-
rallgemeinerungen davon hat die semialgebraische Geeniétho-

den entwickelt, wie man auch allgemeiner@sngsmengen nichtline-
arer Gleichungssysteme durch eine sogenannte zylingriseHegung
qualitativ beschreiben kann; dazu wird d&t in Teilmengen zerlegt,

in denen die Bsungsmenge entweder ein einfaches qualitatives Verhal-
ten hat oder aber leeren Durchschnitt mit der TeilmengeuBddkann
man insbesondere feststellen, in welchen RegioneRdeksdsungen

zu finden sind.

In manchen Bllen lassen sich &sungsmengen parametrisieren; wie
man mit Methoden der algebraischen Geometrie zeigen kahdas
aber im allgemeinen nur bei Gleichungen kleinen Grades ditiuRd
kommt daheriir allgemeine Bsungsalgorithmen nicht in Frage.

Stets ndglich ist das umgekehrte Problem, d.h. die Beschreibumgr ei
parametrisch gegebenen Menge in impliziter Form. Hier hatiealso
Gleichungen der Form

und suchen Polynomé,..., f,., die genau auf der Menge aller
(x4, ...,z,) verschwinden,ir die es eine solche Darstellung gibt.

Dazu wahlen wir eine lexikographische Ordnung, bei der gllgroRer
sind als dier; und bestimmen eine @BNER-Basis fir das von den
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Polynomenz, — ¢,(t4,...,t,,) erzeugte ldeal. Dessen Schnitt mit
k[xq,...,x,] ist ein Eliminationsideal, hat also als Basis genau die

Polynome aus der ®BNER-Basis, in denen keing vorkommen.

87: Der Hilbertsche Nullstellensatz

In diesem Paragraphen wollen wir Kriteriearfdie Losbarkeit eines
nichtlinearen Gleichungssystems soviiedie Endlichkeit der bsungs-
menge herleiten. AuRerdefilberlegen wir uns, wann ein Polynom

g auf der Losungsmenge eines nichtlinearen Gleichungssystems ver-

schwindet. Nairlich mufd es dann verschwinden, wenn es im von
den Gleichungen erzeugten Ideal liegt, aber die Umkehraazg dilt
nicht: Die Nullstellenmenge des System mit der einzigenidBleng

(x — y)3 = 0 etwa besteht genau aus den Punkteny)X mit = = y,
und dort verschwindet auch das lineare Polynom y, das schon aus
Gradgitinden nicht im vond{ — y)3 erzeugten Ideal liegen kann.

Wenn wir Uber einem endlichen &per arbeiten, beispielsweise dem
KorperF,, haben wir das zuagzliche Problem, dal’ es Polynome gibt,
die auf ganZFZ verschwinden: Nach dem kleinen Satz vOERMAT

ist beispielsweiser” — z = 0 fiur alle 2 € F,, und daraus lassen
sich leicht Polynome im Variablen konstruieren, die auf ga]ﬁz ver-
schwinden. Wir wollen uns als erstéberlegen, dal3 diesesd&tomen
bei unendlichen Krpern nicht auftreten kann:

Lemma: k sei ein unendlicher 8rper undf € k[z,, ..., x,] sei nicht
das Nullpolynom. Danngibtes, ..., a, € kderart,da¥(aq,...,a,)
nicht verschwindet.

Wir fihren demBeweisdurch Induktion nach: Fir Polynome einer
Veranderlichen folgt dies aus der Tatsache, daR ein vom NyHpol
nom verschiedenes Polynoradhstens so viele Nullstellen haben kann,
wie sein Grad angibt, also auch jeden Fall endlich viele.ihem un-
endlichen Korper muR3 es daher Elemente gebém,die das Polynom
nicht verschwindet.
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Fur n > 1 schreiben wirf = f,a? + f, 2"+ ... + fiz + f, als

Polynom inz,, mit Koeffizientenf; € k[z,,...,z,_,], wobei wir an-
nehmen Bnnen, daR defthrende Koeffizienf,, nicht das Nullpolynom
ist. Nach Induktionsannahme gibt es danp...,a,_, € k, fur die

falaq, ..., a,_4) nichtverschwindet. Setzenwy, . .. , x,,_; auf diese
Werte, ist dahey(ay,...,a,_1,x,) € k[z,] nicht das Nullpolynom,
hat also nur endlich viele Nullstellen. &4len wir tir a,, € k irgendein
Element, das keine Nullstelle ist, myf§a4, ..., a, 4, a,) von Null

verschieden sein. .

Korollar: Das Polynomf < k[zq,...,z,] Uber dem unendlichen
Korperk habe den GesamtgrddDann gibt es Elementg, € &, fur die
das Polynony (y; + \y,,, - - -, Yp—1t A\—1Yn, ¥) @US dem Polynomring
klyg, - 4,.] = klyg, - - -5 ¥, —1lly,,] @ls Polynom iny,, den fihrenden

Termcy? hat mit einem: # 0 ausk.

Den Beweisfiihren wir wieder durch Induktion naeft Firn = 1 ist
Y, = x4, und die Behauptung trivial; sei also> 1. Wir schreiben

g(y17 s 7yn) d:ef f(yl + /\lyru s 7yn—l + )‘n—lynﬂ y)
= Z ae()‘lv ceey /\n—l)ye
e

als Polynomin dep, mit Koeffizienten aug[ A4, . . ., A,,_;]; die Summe
Lauft alsoliber gewisse-Tupele € Ny vom Grad ldchstengl. Da wir

in f fur jedesr; einen iny,, linearen Ausdruck eingesetzt habeihrt
jedes Monom vonf nach Einsetzen und Ausmultiplizieren zu einer
Summe, in der ein Term mig? vorkommt; der Koeffizient von,”

ist also nicht das Nullpolynom aug),, ..., A,,_;]. Nach dem gerade
bewiesenen Lemma gibt es dahere k, fir die dieser Koeffizient von

Null verschieden ist, und mit diesev) gilt die Behauptung.
|

Dieses eher technische Korollar sagt also, daf3 wir durch kea-
re Koordinatentransformation immer erzwingeinken, dafd eine der
Variablen mit dem Gesamtgrad als Exponenten auftritt. Dessutzen
wir, um zu untersuchen, wann ein Gleichungssysteragsbar ist.
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Dabei wollen wir didUnldsbarkeitin einem starken Sinn interpretieren:
Die Gleichungr2 + 1 = 0 hat beispielsweise zwar keine reelkgslng,
aber sie hat die beiden komplexeddungen: = +i. So eine Gleichung
wollen wir nicht als unbsbar betrachten. Wir definieren

Definition: a) Ein Korper k hei3t algebraisch abgeschlossewenn
jedes nichtkonstante Polynom ak[a:] mindestens eine Nullstelle hat.
b) Ist I ein Ideal ink[z,, ...,z,] und istk” ein Korper, derk entralt,
setzen wir

VD) ={(e1, ... 2,) €K™ | f(zy,...,2,) =O0frallef € I'}.

c) Erzeugen die Polynom§, ..., f,, € k[z,,...,z,] das Ideall, so
seiVi (fi, -, frn) = Vi (D).

Schwache Form des Hilbertschen Nullstellensatzes: sei ein Kor-
per, K ein algebraisch abgeschlossenérer, derk enthalt, und! sei
ein Ideal im Polynomringi[z4, ..., z,] Uberk. Dann istV,(I) = ()
genau dann, wenn das lddadlie Eins entAlt.

In Gleichungen ausgeidckt hei3t dies, daR das Gleichungssystem
filwe, .. oyx,)=0 furi=1,...;m

genau dann selbst ik’ keine Losung hat, wenn die Eins im Ideal
(f1,---, f.,) liegt, wenn es also Polynomg, ..., g,, € k[z4,...,z,]
gibt, fur dieg, f; +--- + g,,, f,, = List.

Der Beweiserfolgt auch hier wieder durch voltsdige Induktion nach
der Anzahl der Variablen:

Furn = 1ist jedes Ideal < k[z] ein Hauptideal; es sei erzeugt von
f € k[z]. Nach Definition eines algebraisch abgeschlossen@pdts
hat f genau dann keine Nullstelle i, wennf konstant ist, und das ist
aquivalent dazu, daRdie Eins entilt.

Fir n > 1 betrachten wir ein Erzeugendensystgm.. ., f,, von I.
Nach dem obigen Korollardnnen wir annehmen, daf3 den Termz?
enthélt, wobeid den Grad vory; bezeichnet: Eine lineare Koordinaten-
transformatioriindert schlielich nichts daran, &k (1) leer ist oder
nicht und auch nichts daran, dldie Eins enthlt oder nicht.
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Wir fuhren eine neue Variabteein und betrachten das Polynom

h:f2+uf3+---+um_2fm € klzq,...,z,,u]

)

sowie die Resultante ReS(f;, h) € k[zy, ..., ,_q,u]. Wir schreiben
sie als Polynom

4
Resﬁn (fla h) = al(xla s 7'7;71—1)“ Tt aO(xlv ) xn—l)
in u mit Koeffizienten au&[z4, ..., z,,_1]-

Wie wir am Ende vorgl gesehen haberg/}t sich die Resultante zweier
Polynome als Linearkombination dieser Polynome darstebs gibt
daher Polynome, ¢ € k[z4,...,z,,, u], So daf} gilt

Res, (f1.h) =pfitah =pfi+afo+qufs+ - +qu"°f,, .

Vergleichen wir dies mit obiger Darstellung der ResultaissPolynom
in u, sehen wir, dal3 die Koeffizientenpolynomgz,,...,z,_ ;) im
Ideall = (fy,..., f,,) liegen nussen.

Wenn wir zeigen knnen, daf? diese Polynome keine gemeinsame Null-
stelle inK"~* haben, wissen wir nach Induktionsannahme, daR sich die
Einsink[x4, ..., z,_,] als Linearkombination det; darstellen#f3t; da
diese Polynome iif liegen, liegt die Eins somit erst rechtinund wir

sind fertig.

Angenommen, die; hatten eine gemeinsame Nullstellg (. . ., z,,_1)
in K"~'. Dann vére Res (f, h)(zy, - -, 2,_1,u) € Kk[u] das Null-
polynom. Somit atten die beiden Polynome

fl(zlv sy Rp—1s xn) € k[xn] und h(zlv s Bp—1s Ty U] S k[xna U]

einen nichtkonstanten gemeinsamen Faktorklrgabe es dann eine
Nullstelle z,, von fi(zq,...,2,_1,2,), fur die h(zq, ..., z,_1, 2, u)
das Nullpolynomire. Nach Definition voh verschvénden dann nicht
nur fi(zq, - - -, 2,), sondern auch allg;(zq, ..., 2,) furj =2,...,m.
Damit lage ¢4, ..., z,) in Vi (I), was wir aber als leer vorausgesetzt
haben. Damit ist klar, daR dig, keine gemeinsame Nullstelle haben

konnen, und der Satz ist bewiesen. .
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Ob ein Ideal die Eins enéit oder nicht, kann man seineRGBNER-
Basis leicht ansehen: Da derfrende Term eines jeden Polynoms aus
dem Ideal durch denithrenden Term eines Elements deRGBNER-
Basis teilbar sein mul3, erith diese im Falle eines |deals, das die Eins
entlalt, ein Polynom, desseiilirendes Monom die Eins ist. Da diese
beZiglich jeder Monomordnung das kleinste Monom ist, muf3 sodgit
GROBNER-Basis eine Konstante enthalten. Die zugedpe minimale und
erst recht die reduzierteR®BNER-Basis besteht in diesem Fall nur aus
der Eins.

Kriterium: Ein nichtlineares Gleichungssystem ist genau danasinl
bar selbstiber einem algebraisch abgeschlossenipir, deik enthalt,
wenn seine reduzierteR®BNER-Basis nur aus der Eins besteht.

Die starke Form desiHBERTschen Nullstellensatzes sagt uns allgemein,
welche Polynome auf der Nullstellenmenge eines Idealshanisnden:

Hilbertscher Nullstellensatz: I < k[z4,...,z,]seiein Ideal, und das
Polynomg € k[zy,...,z,] verschwinde in jedem Punkt vovi, (1),
wobei K ein algebraisch abgeschlossenérper sei, dek enttélt. Dann
gibt es eine nalrliche Zahlr, so dafy" in I liegt.

Beweis:f,, ..., f,, sei ein Erzeugendensystem vband
J=0 s fosTg—1) < klzy,...,z,,T].
Far einen Punktq;, ..., z,,t) € Vi (J) muldte einerseits gelten
fi(z1,.-52,)=0 furallej=1,...,m,

sodalR{y,...,z,)in V(I) lage; andererseitsare auch
tg(zq,...,2,)—1=0.

Dag in allen Punkten au¥ (1) verschwindet, ist das nichtaglich,
also istVy (J) = . Nach der schwachen Form degtRrTschen Null-
stellensatzes muf3 somit die Eins.nliegen; es gibt also Polynome
ag, - .., Gy, € k[zq,...,2,,T], sodal’}

alfl+"'+a’nfn+a’0(Tg_1):1
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ist. Im Quotienten&rper vonk[z, . .., z,] konnen wir in dieser Iden-
titat T = 1/g einsetzen. Dadurchdkinen die Summanden Potenzen
vong in ihre Nenner bekommen; durch Multiplikation mit déydhsten
auftretenden Poteng erhalten wir eine Polynomgleichung der Form

blfl++bmfm:gr mlt bJEk[xl,...,.’En].

Dies beweist die Behauptung. .

Definition: R sei ein Ring und < R ein Ideal vonR. DasRadikal
von [ ist die Menge

VI={acR|IneN:ad" €I},
def

Das Radikal besteht also aus allen Ringelementen, die eileaPin/
haben. Es ist selbst ein Ideal, denn sind € /T zwei Elemente mit
a" € Tundb™ € I, sosindin

n+m
a+b)"" = <n " m) a" Rk
(a+0) kz; L
die erstenrm Summanden Vielfache voal®, und die restlichem sind
Vielfache vorb™. Somit liegt jeder Summand ify also auch die Summe.
Firr ein beliebiges € R liegt natirlich auchra in /I, denn seinei-te
Potenz {a)" =r"a" liegtin I.

Falls ein Ideal mit seinem Radikabereinstimmt, entlt esalle Poly-
nome, die au¥/, (1) verschwinden; zwei Polynome nehmen genau dann
in jedem Punkt volVy(I) denselben Wert an, wenn ihre Differenzlin
liegt, wenn sie also modulbdieselbe Restklasse definieren.

Wenn das Ideal nicht mit seinem Radikalibereinstimmt, gilt zwar
nicht mehrgenau dannaber wir Kdnnen trotzdem die Elemente des
FaktorvektorraumsA = k[z,,...,x,]/I auffassen als Funktionen
von Vi (I) nach K: Fur jede Restklasse und jeden Punkt &4s(1)
nehmen wir einfach irgendein Polynom aus der Restklasseseitzein
die Koordinaten des Punkts ein. Da die Differenz zweier Rofge aus
derselben Restklasse inliegt, wird sie nach Einsetzen des Punktes
zu Null, der Wert kngt also nicht ab von der Wahl des Polynoms.



205 Computeralgebra ws 2011

Auch Polynome au&[z,, ..., z,] definieren in dieser Weise Funktio-
nenVyg(I) — K; hinreichend (aber nicht notwendig) dafdal zwei
Polynome dieselbe Funktion definieren ist, dal ihre Differien von/
erzeugten ldeal <1 K[z, ...,z,] liegt.

Im Falle von Polynomen einer V@nderlichen ist jedes Ideal vdiix]
ein Hauptideal; istf = (f) mit einem Polynomf # 0 vom Gradd, so
konnen wir die Restklassen résentieren durch die Polynome vom
Grad tochstensd — 1, denn jedes Polynom € k[z] hat dieselbe
Restklasse wie sein Divisionsrest bei der Polynomdivigionch f.
Somit istA = k[z]/I in diesem Fall eind-dimensionaler Vektorraum.
DaVy (1) gerade aus den Nullstellen vghin K besteht, von denen es
hochstensl verschiedene gibt, liefert die Dimension vdneine obere
Schranke ifir die Elementanzahl voW, (1); wenn wir die Nullstellen
mit ihrer Vielfachheit Ahlen, ist die Dimension voA sogargleichder
Gesamtzahl der Nullstellen.

Dies gilt auch @ir Polynome mehrerer V@nderlicher, ist allerdings
schwerer zu beweisen. Vielfachheiten werden wir erstachsten Para-
graphen betrachten; hier baggen wir uns mit dem folgenden

Satz: I sei ein Ideal im Polynomring[z, . .., z,] Uber dem Krperk,

und K sei ein algebraisch abgeschlossenérgeér, in denk enthalten
sei. Dann giltV (I) istgenau dann endlich, weph= k[xz4, ..., x,]/I

ein endlichdimensionaler Vektorraum ist. In diesem Faltlie Dimen-
sion vonA eine obere Schrankéifdie Elementanzahl voVi, (1).

Den recht umfangreicheé®eweidiihren wir in mehreren Schritten:

1. Schritt: Wenn der Vektorraumt endliche Dimension hat, i3t (1)
endlich.

Bezeichnet amlich d die Dimension vonA4, so sind fir jedes: die
Potenzen ]z, ... ,x‘ii linear ablangig; es gibt also ein Polynom aus
k[z,], das moduld zur Null wird und somit in/ liegt. Fir jeden Punkt
ausVy (I) muB diei-te Koordinate eine Nullstelle dieses Polynoms sein,
so dald diese nur endlich viele Werte annehmen kann. Dailiedld i

gilt, ist V(1) endlich.
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2. Schritt: WennV (I) endlich ist, hat dek -VektorraumA endliche
Dimension.

BestehtV, (1) nur aus endlich vielen Punkten, so nimmt jede der Ko-
ordinatenfunktionen,, .. ., z,, auf V(1) nur endlich viele Werte an;
es gibt alsofifir jedesi ein Polynom auds[z,], das auf gan¥/;-(I) ver-
schwindet. Nach dem IEBERTschen Nullstellensatz muf3 eine Potenz
dieses Polynoms ifliegen, es gibt also auch irfiir jedes ein Polynom
nur inz,. Somit gibt es einen Grad derart, daf3 sich; fure > d; mo-
duloI durch die endlich vielem,-Potenzen 1z, ...,z ! ausdiicken
lant. Damit &f3t sich auch jedes Monom akdz,, ..., z,] modulo ]
durch jene Monome ausiitken, bei denen jede Variabie hochstens
mit Exponentd;, — 1 auftritt. Da es nur endlich viele solche Monome
gibt, ist K[z, ..., z,]/I ein endlichdimensionaldf -Vektorraum.

3. Schritt: A ist genau dann endlichdimensional, wetendlichdimen-
sional ist; in diesem Fall haben beide dieselbe Dimension.

Ist A endlichdimensional, so &hlen wir eine Basis und zu jedem Ba-
siselement ein Polynom a#fz,, . . ., z,], das moduld gleich diesem
Element ist. Diese Polynome liegen erst rechtif,, ..., z,], und

es ist klar, daf3 ihre Restklassen modiiiden Vektorraum¥ erzeugen.
Somit ist auchA endlichdimensional. Die Gleichheit von dimt und
dimg A folgt, falls wir zeigen bnnen, dal3 dieses Erzeugendensystem
linear unabBAngig ist.

Dazu zeigen wir die folgende, etwas allgemeinere Aussaged S
By, ..., B, Polynome aug[z, . .., z,] mitRestklassen,, ..., b, mo-
dulo I und Restklasseby, . . . ,b. modulo!, so sind dieh; genau dann
linear abkangig, wenn es dig; sind.

Die eine Richtung ist einfach: Falls dbe linear ablkingig sind, gibt es
Skalare); € k, die nicht alle verschwinden, so dafh, +--- + A..b,
der Nullvektor ausd ist. \;B; +--- + A\, B, liegt daher inl, also erst
rechtin/, so da auch;b, + - - - + X b, der Nullvektor aus ist.

Wenn diegi linear abl&ngig sind, gibtes, € K, so da&lb_]_+~ . ~+/\Tb_r
der Nullvektor ausA ist, d.h.\;B; +--- + A\ B, liegtin I. Da die);



207 Computeralgebra ws 2011

nichtink liegen nussen, iitzt und das noch nichts, um etwigtser dieb,
auszusagen.

Um trotzdem deren lineare ABhgigkeit zu beweisen, ahlen wir ein
endliches Erzeugendensystém. . ., f,,, des Ideald; wir wissen dann,
daf es Polynome,, ..., g,, ausK[z4,...,x,] gibt mit

/\1B1+"'+)\TBT:glfl+"'+gmfm

ist. Die Polynomey; sind K-Linearkombinationen von Monomew ;,
in den VariablenX,. Die obige Gleichung ist alsaquivalent zu einer
Gleichung der Form

AMBy+-+AB, — Z ZVﬂMﬂfj =0
=1 =1

mit Elementenv;, € K, die von dery; abhangen. Sortieren wir diese
Gleichung nach Monomengkinen wir dies so interpretieren, dal® ein
(recht groBes) lineares Gleichungssystem in den Variaklemd .,

eine nichttriviale lbsung hat. Da dié; und dief; Polynome mit Koef-
fizienten aug: sind, ist dies ein homogenes lineares Gleichungssystem
mit Koeffizienten au. Es hat genau dann nichttrivial&gungeriiberk,
wenn der Rang seiner Matrix kleiner ist als die Anzahl defalden, was
man durch das Verschwinden gewisser Determinanten clegisikten
kann.

Da k in K enthalten ist, &nnen wir dieses Gleichungssystem auch
Uber K betrachten; an den Bedingungeir fdie Losbarkeitandert
sich dadurch nichts, denn eine Determinante mit Bogn aus: ver-
schwindet nairlich in K genau dann, wenn sie inverschwindet.

Somit muf3 das Gleichungssystem auch eine nichttriviaiibguberk
haben, es gibt also bereits Elemenfe € & und pje € k, die das
Gleichungssystendken. Damit ist dann

NyBy+- -+ NB, =gy fy++ g0 fn

mit Polynomery.; € kl[zq,...,z,], die linke Seite liegt also im Idedl
Somit istA1b; + - - - + \Lb,. der Nullvektor in A. Die \; kdnnen nicht
allesamt verschwinden, denn ansonsteite mindestens ejn,;, 7 0
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sein, Null ware also gleich einer nichttrivialen Linearkombinatiomvo
Monomen, was absurd ist. Also sind auch @i¢éinear abkngig.

Bleibt noch zu zeigen, daf® endlichdimensional ist, wen# endlichdi-
mensional ist. Das folgt sofort aus der gerade_gezeiétprivalenz der
linearen Ablngigkeitiberk undtiber K': Hat A die endliche Dimen-
siond, so ist jede Teilmenge voA mit mehr alsd Elementen linear
abhangig. Damitist, wie wir gerade gesehen haben, auch jetledege
von mehr als! Elementen ausl linear abléngig, alse4 endlichdimen-
sional.

4. Schritt: Falls V(1) endlich ist, gibt es ein homogenes lineares Poly-
nomu = ¢;xq +---c,x, ausK[zy,...,z,], das lir jeden Punkt aus
Vi (I) einen anderen Wert annimmt.

Wir betrachten die Polynome, = x; + az, + --- + o™ 'z, zu den
verschiedenen Elementanc K. Fir je zwei verschiedene Nullstellen
z,w € Vi (I)istu,(z) = u,(w) genau dann, wenn

(20— w)) + (22 — wpda+ -+ (2, —w,)a"

verschwindet. Die Koordinatet, w; von z undw sind Elemente voik ;
diea € K, furdieu,(z) = u,(w)ist, sind also die Nullstellen eines Poly-
noms in einer Venderlicheriiber X vom Grad ldchstens — 1. Daher
gibt es fochstens: — 1 Wertea € K, fir dieu,(z) = u,(w) ist. Wenn
V() endlich ist, gibt es auch nur endlich viele verschiedersgéaus
voneinander verschiedenen Elementen; somit gibt es ndickndele

a € K, fur dieu,(z) = u,(w) sein kann @ir irgendwelchevoneinander
verschiedene Elemente vdiy (). Da K als algebraisch abgeschlosse-
ner Korper unendlich sein muf3, gibt es somit Polynamedie fir je
zwei verschiedene Elemente vbi (1) verschiedene Werte annehmen.
Falls bereitst ein unendlicher Krper ist, kbnnen wir sogar entspre-
chende: € k finden; in diesem Fall gibt es also schorki, . . ., z,,]
solche Polynome.

6. Schritt: Die Elementanzaht von V(1) ist hdchstens gleich der
Dimension vonA.

Da wir im 3. Schritt gesehen haben, daf3 diti= dim, Alist, kbnnen
wir auch mit dieser Dimension argumentieren. Aus dem 5.igebissen
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wir, daf3 es ein Polynom € K[z, ...,x,] gibt, das fir jedes Element
von Vi (I) einen anderen Wert annimmt. Wir ersetzemurch seine
Restklasse imodulo! in A. Wir wollen unsiberlegen, daf? die Elemente
1,4,...,4" "t € Alinear unabBngig sind, wenrV/,(I) mindestens
Elemente enthit: Falls es eine Relation der Fo@z:_ol A fi" = 0 gabe
mit A\, € k, so Bge das PonnorEZ;ol A’ in I, witrde also fir jedes
derr Elemente voiV (I) verschwinden. Da fur jedes dieser Elemente
einen anderen Wert annimmt, ist dies bei einem Polynom vaadGrur
moglich, wenn alle Koeffizienten, verschwinden, was die behauptete
lineare Unabkngigkeit beweist. Somit erdlt A mindestens- linear
unabfangige Elemente, d.h. di;mA > r. Damit ist die Behauptung
und auch der gesamte Satz bewiesen. .

In der Computeralgebra interessieren wir uns nicht in erkigie
fir abstrakte &tzelber Nullstellenmenge und Ideale; wir wollen die
Losungsmengen eines Systems von Polynomgleichunggliahst ex-
plizit angeben. Die beste Chance dazu haben wir, wenn d$eihgs-
menge endlich ist; daher interessieren wir uiasrfivglichst einfache
Kriterien datir, dalV, (1) eine endliche Menge ist. (Die eigentlich sehr
viel interessantere Frage nach der Endlichkeit VoY) ist um soviel
schwieriger zu beantworten, daf3 sie jenseits unserer Aanbit bleiben
muf3; halbwegs allgemeine Resultate hierzu sind zumineezed un-
bekannt.)

Wie wir gerade gesehen haben, ist diese Endlich&eitivalent zur
Endlichdimensionalit des Vektorraumsl; wir suchen daher Krite-
rien, die dies garantieren. Da wir uns im Kapifibler GROBNER-Basen
befinden, sollten diese auch damit etwas zu tun haben.

Wir betrachten daher zwar weiterhin ein Gleichungssystendrm
fi@y,.o,2,)=0 farj=1....m mit f; €k[y,...,7,],

nehmen aber an, daB wir ein®R@BNER-BasisG des von den Poly-
nomenf; € kl[x,,...,x,] erzeugten Ideald beziglich irgendeiner
Monomordnung kennen.

Wir miissen dann entscheiden, ob der Vektorraumk[z4, ..., z,]/]
endliche Dimension hat. Im eindimensionalen Fall ist dagaeh: I ist
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dann ein Hauptideal, eine reduziert®@@BNER-Basis besteht nur aus
einem Element, und wenn dieses ein Polynom vom Giast, hat
A = k[x]/I die Restklassen der Elementer]. .., 2! als Basis.

Ahnlich kénnen wir auch im Falle mehrerer \erderlicher argumen-
tieren: Wenden wir den Divisionsalgorithmus an auf ein ddglies
Polynom und die GOBNER-Basis, erhalten wir eine Darstellung des
Polynoms als Summe einer Linearkombination mit Koeffizanaus
k[zq,...,z,] von Elementen der @BNER-Basis und einem Rest.
Dieser ist einek-Linearkombination von Monomen, die durch kein
fuhrendes Monom eines Elements derOBNER-Basis teilbar sind.
Somit bilden diese Monome eine Basis des Vektorrauimdéalls es
nur endlich viele davon gibt, ist endlichdimensional.

Einfacher ist das folgende Kriterium:

Lemma: V(1) ist genau dann endlich, wenn di&GBNER Basis von/
(beZiglich irgendeiner Monomordnungiiff jedesi ein Polynom mit
einerz;-Potenz alsiihrenden Term eniit.

BeweisfFalls die GROBNER-Basis fir jedes ein Polynom mit&ihrendem
Monomz enttalt, istjedes Monom, in dem eiry mit einem Exponen-
ten goler oder gleickl; vorkommt, durch dasiihrende Monom eines
Elements der ®OBNER-Basis teilbar. Die Monomeiif die das nicht der
Fall ist, habeniir jedes einen Exponenten echt kleinéy; es gibt also
nur endlich viele solche Monome. Somit hhendliche Dimension, und
Vi (I) ist endlich.

Ist umgekehrtV, (1) endlich, so entlt / fur jedes: ein Polynom
aus K[z;] — siehe Schritt 2 im Beweis des obigen Satzes. Da die
GROBNER-Basis von/I gleichzeitig eine ®OBNER-Basis vonl ist, mul3
das fihrende Monom eines ihrer Elemente digchstex;-Potenz in
diesem Polynom teilen, muf? also selbst eine Potenz:ysein.

§8: Multiplizitaten

Um, wie im eindimensionalen Fall, statt einer UngleichuimgeGlei-
chung fir die Anzahl der Nullstellen zu bekommeniigsen wir diesen
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eine Vielfachheit oder, wie man auch sagt, Multipktén zuordnen. Im
Falle von Polynomen einer Vé@nderlichen knnen wir diese mit Hilfe
von Ableitungen definieren; falls wiiber den reellen Zahlen arbei-
ten, reicht zur Bestimmung der Multiplizit daher die Kenntnis einer
beliebig kleinere-Umgebung.

In der Algebra haben wir keine-Umgebungen, aber wirdnnen uns
auch mit algebraischen Methoden auf die Umgebung einest&sink
konzentrieren: Wir betrachten einfach an Stelle von Paiya be-
liebige rationale Funktionen, von denen wir nur verlanggal} der
Nenner im betrachteten Punkt nicht verschwindet.

Sei zurachstf € k[z] ein Polynom einer Vénderlichen, das bei= =
einer-fache Nullstelle habe. Dann ig{(x) = (z — 2)"g(z) mit einem
Polynomg € k[z], das beiz = z nicht verschwindet. Der im vorigen
Paragraphen eingéfirte Faktorraumd = K[z]/(f) hat als Basis die
Potenzen:’ mit 0 < ¢ < degf; alternativ Kbnnen wir naiirlich auch
die entsprechenden PotenzenH{ z)g nehmen. Dann verschwindet ein
Element vonA genau dann im Punkt, wenn es im von denz(— z)é
mit ¢ > 0 aufgespannten Untervektorraum liegt.

Wenn wir alle anderen Elemente vdnals Nenner zulassen, sollte man
zurachst erwarten, da dadurch gdl3er wird. Tatachlich aber ist das
Gegenteil der Fall: Wenn wir von ddiblichen Regeln der Bruchrech-
nung ausgehen, ist beispielsweise

o= @ 0

1 g 9 9

denn wir rechnen ja modulp, undg ist als Nenner zugelassen, ¢&)
nicht verschwindet. Entsprechendes diltélle (r—z)z mit £ > r, nicht
aber fir die mit¢ < r, denn hier buchten wir ja noch mindestens einen
Faktor ¢ — z), um im Zahler auff zu kommen, und Funktionen, die
in z verschwinden, sind im Nenner nicht erlaubt. Durch dasikirgn
solcher Nenner verringert sich also die Dimension vbnder neue
Vektorraum hat nur noch die Dimensienwas gleich der Vielfachheit
der Nullstellez ist. Wir kdnnen ihniiber die Basis aus demn (- z)g
mit ¢ < r identifizieren mit einenr-dimensionalen Untervektorraum

Kap. 4: Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen 212

von 4, und die Dimensionen der so definierten Urdeime zu den
verschiedenen Nullstellen voherganzen sich zur Dimension vod.

Fur Polynome einer Vémnderlichen ist das sicherlich eine sehr um-
standliche Art der Betrachtung; sie hat aber den Vorteil, daBish auf
Polynome in mehreren Vanderlichen verallgemeineralit.

Als erstes riissen wir klar definieren, was oben kurz als,dienflihrung
von Nennern* bezeichnet wurde:

Definition: R sei ein (kommutativer) Ring.

a)Eine Teilmenges C R~ {0} heil3tmultiplikativ abgeschlossewenn
sie mit je zwei Elementefi, g € S auch deren Produkt eréh.

b) Die Lokalisierungvon R nach der multiplikativ abgeschlossenen
MengeS ist die Menge aller Paarg (g) € R x .S modulo der folgenden
Aquivalenzrelation:

(f,9) ~(f',g) <= 3h € R~ {0} : h(fg' — f'g)=0.
Die Aquivalenzklasse des Paars §) wird mit § bezeichnet, die Men-

ge allerAquivalenzklassen mis ' R. Sie wird zum Ring durch die
Verkniipfungsdefinitionen
f o _fd+fy
!

/

9 9 99

r T ’

g 99

! !
g L0 21
g
Man sollte sich kurZiberlegen, daf3 diese Vetlpfungen wohldefiniert
sind, daf? das Ergebnis also nicht von der Wahl speziellerédReptanten
(f,g)und (f', ¢') abrangt; im wesentlichen ist dies die gleiche Rechnung
wie bei der Einfihrung des Quotientedkpers in Kapitel 26.

Falls R nullteilerfrei ist, kbnnen wir in der Definition deAquivalenz-
relation auf des Elemeritverzichten, denn wenh(fg' — f’g) fur ein

h # 0 verschwindet, muf3 der zweite Faktor Null sein. Da unsémgéR

A und A im allgemeinen nicht nullteilerfrei sind, ist — wie wir gei&
am Beispiel der Polynome einer \&rderlichen gesehen haben — die
Maoglichkeit zur Erweiterung mit Nullteilern wesentlich.

Die groRte multiplikativ abgeschlossene Teilmenge eines littagr
bereichsR ist R ~. {0}; in diesem Fall istS~*R der Quotientirper.
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Falls R Nullteiler enttalt, d.h. Elementg # 0, zu denen es eih #Z 0
gibt mit gh = 0, ist R ~. {0} nicht mehr multiplikativ abgeschlossen:
Zwar liegeng undh in R ~ {0}, nicht aber deren Produkt. In diesem
Fall besteht die gif3te multiplikativ abgeschlossene Teilmerje R
aus allenf € R, fur die es keirng # 0 gibt mit f¢g = 0, wir miissen
also aufRer der Null auch noch alle Nullteiler ausschlie®éa.Men-
ge S™R wird in diesem Fall alyollstandiger Quotientenringon R
bezeichnet. Man beachte, daf? siglin so einem Fall nicht injektiv in
SR einbetten&Rt: Fir einen Nullteilers und eing Z 0 mithg = O ist
h/1=hg/g=0/g=0.

Weitere typische Beispiele multiplikativ abgeschlossefeimengen
eines Rings sind die Potenzen eines Nichtnullteilers odleln das Kom-
plement eines Primideals: Ein IdeBl< R heil3tPrimideal wenn fur
je zwei Elementef,g € R mit fg € I mindestens einer der beiden
Faktorenf, g in I liegt. Dies ist offensichtlickaquivalent dazu, daR die
MengeR ~ I multiplikativ abgeschlossen ist.

Wir interessieren undif Idealel < k[z4,...,z,], fUr die V(1) eine
endliche Menge ist; dabei bezeichrétwie ublich einen algebraisch
abgeschlossenendfper, derk enttalt. Die Elemente der Vektdiume
A=kl[zq,...,z,]/Tund A = K[zq,...,z,]/I kdnnen wir als Funk-
tionen aufV (1) mit Werten inK interpretieren. Da sich Funktionen
miteinander multiplizieren lassen, sind aughund A Ringe, deren
Multiplikation offensichtlich mit der im Polynomring kongpibel ist.
Fur jedes: € Vi (1) ist die Menge
S.={fe Al f(x)#0}
multiplikativ abgeschlossen, denn die Funktionswertgigja im (null-

teilerfreien) Korper K. Diese Lokalisierungen wollen wir im folgenden
genauer untersuchen.

Definition: a) /TZ = SZ_l/T

e
b) Die VielfachheitoderMultiplizitat einer Nullstellez € V(1) ist die
Dimension vonA, als K -Vektorraum.

Wie wir oben gesehen haben, entspricht digs Polynome einer
Veranderlichen der gewohnten Vielfachheit; wir wollen rerlegen,
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daB sich die Vielfachheiten der verschiedenen Element&ygh) auch
im Falle von Polynomen mehrerer \éarderlichen zu dirg A addieren.

Dazu befdtigen wir noch einen Begriff aus der Linearen Algebra:

Definition: V3, ..., V, seien Vektoraumetiber dem Krperk. Die di-
rekte Summe

=1

ist als Menge gleich dem kartesischen Produktx - - -V, der Vek-
torraume; die Vektorraumaddition ist definiert durch

(v, .o y0,) F(we,y ..o w,) = (Vg Fwy, ... 0, Y w,),
und fur die Multiplikation mit einem Skalak € k setzen wir

Aoy, - y0,) = (Avg, ..o, A,) .

Die VektoraumeV, konnen identifiziert werden mit jenen Untervek-
torraumen vons;_,V;, in denen alle Komponenten auRBer eventuell der
i-ten gleich dem Nullvektor sind.

Wenn alle RwmeV, endliche Dimensionen haben, ist die Dimension
ihrer direkten Summe offensichtlich einfach die Summeefi€&men-
sionen: Wahlen wir in jedem der VektoaumeV; eine Basis und fassen
wir V; auf als Untervektorraum der direkten Summe, so ist die Werei
gung der Basen déf, offensichtlich eine Basis des Summenraums. Ins-
besondere ist jeder endlichdimensionalgektorraum mit einer Basis
by, ..., b, isomorph zur direkten Summe der eindimensionalen Unter-

rvn

vektoraumerkb;.

Satz:Ist Vi (I) endlich, soistd = (P A,
zeVr(I)

Beweis:Wie wir aus dem vorigem Paragraphen wissen (4. Schritt im
Beweis des letzten Satzes), gibt es ein homogenes lineahgsor
Uber K, das fir jeden Punkt au¥(I) einen anderen Wert annimmt.
Durch einen linearen Koordinatenwechséhken wir erreichen, daf}
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diese Eigenschaft hat. Wir bezeichnen gdjeKoordinate eines Punktes
z € Vi(I) mit z; und betrachten dieAGRANGE-Polynome
s, = Huevins )2 = ) € K[x];
HwGVK(l)\{z}(zl — wy)
offensichtlich ists_(z) = 1 unds,(w) = O fur allew # z ausVy ().
Somit verschwindet das Produkts,, zweier solcher Funktionen in je-
dem Punkt vonl/,(I); nach dem K.BERTschen Nullstellensatz liegt
daher eine Potenz voi s,,, im Ideal . Bezeichnet den gbf3ten Expo-
nenten, den wiriir eines der Produkte s,, brauchen, haben daher die
Polynomet, = s, die Eigenschaft, daR ¢, furz # win I liegt, und
t,(z)=1.

Wir betrachten nun das Idedlvon K[z, ...,x,], das von/ und den
samtlichent, erzeugt wird. Es hat offensichtlich keine gemeinsame
Nullstelle, denn die gemeinsamen Nullstellen Vasind diez € Vi (1),

und fur jedes dieser ist ¢,(z) = 1. Nach der schwachen Form des
HiLBeRTschen Nullstellensatzes eath./ daher die Eins; es gibt also
Polynomep, € K|[z4,...,z,] und ein Polynomp € I, so daf}

Z pt,+p=1

z€Vi(I)

ist. Die Restklassen, € A vonp_ ¢, modulo! erfiillen die Gleichungen
1) ZzGVK(I) e, =1

2) e’ =e,

3)e (2)=1

4) e,e,, =0furz #w ausVg(I)

Die einzige noch nicht gezeigte Aussage ist 2.); sie folgtder Glei-

chung
e, —ei =e,(1—e,) :eZZew :Zezew =0.
wHz wFHz
Elemente eines Ringsk mit der Eigenschaft® = ¢ bezeichnet man als
Idempotentesie haben die Eigenschaft, dal das IdepH Re selbst
ein Ring ist mite als der Eins, dennag)(be) = abe? = abe fir alle
a,be R.
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Wir wollen uns als Achstegiberlegen, daf? der RingTeZ isomorph ist
zur Lokalisierung vom bei z; der Isomorphismus ist gegeben durch

Ae, — A,
f

fez'_)I

Zum Nachweis der Bijektivét konstruieren wir eine Umkehrabbildung
A, — Ae, wie folgt: Zu jedenmy € A mit g(z) 7 0 setzen wir
G=-2L —1eA, dh g=gE)1+d).
def g(z)
Da ¢(z) verschwindet und:, (w) = O fur alle w 7 z, verschwindet
ge, auf ganzVy(I). Nach dem H.BERTSchen Nullstellensatz gibt es
somit eine Potenz eines R@gentanten, die in liegt, d.h. es gibt eine
natirliche ZahIN, so daR(ge,)" = " e, die Null von A ist. Dann ist
@tgle. - (1-g+F — -+ (DG e =1 -G, =e.;
imRing A, hatalso 14€in Inverses und damitaugh,, = g(z)(1+g)e,.
Wir bilden daher den Bruclfi/g € A, ab auf
1 . a2 —1.N-1 -
foo A a%g = G e e A
und mit Hilfe der gerade durchggirten Rechnung folgt leicht, daR die
beiden Abbildungen zueinander invers, also Isomorphissireh

Zum Beweis des Satzes fehlt nun nur noch, daflie direkte Summe
der RingeAe,, ist; das ist klar, da die Summe der gleich eins ist und
e.e, =0flrz #w. .
Weiteresiiber den Umgang mit Multipliziten und die Bsung nichtli-
nearer Gleichungssysteme mit endlichésungsmenge findet man zum
Beispiel in demUbersichtsartikel
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dessen Anfangsteil ich in diesem und dem vorigen Paragrapbitge-
hend folgte.



