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Kapitel 0
Einfiihrung

Verglichen mit den klassischen Teilgebieten der Mathematik ist die
Algebraische Statistik sehr jung: Die ersten Arbeiten dazu erschienen
erst in den letzten Jahren des vorigen Jahrhunderts, die meisten erst
in diesem. Von daher ist auch noch nicht so ganz klar, womit sich die
Algebraische Statistik alles beschiftigt: Grundsitzlich geht es um die
Anwendung algebraischer Methoden auf statistische Fragestellungen,
aber man ist noch weit davon entfernt genau zu wissen, welche sta-
tistischen Fragestellungen einer algebraischen Behandlung zugénglich
sind und welche nicht. In dieser Vorlesung wird es um zwei Themenge-
biete gehen, liber die in den vergangenen zwei Jahrzehnten erfolgreich
gearbeitet wurde, die aber bei weitem nicht das gesamte Gebiet der
Algebraischen Statistik umfassen.

Als erstes geht es darum, zu einer vorgegebenen (oder gezielt gewihlten)
Stichprobe statistische Modelle zu finden, deren Parameter auf Grund
der vorliegenden Daten bestimmt werden kdnnen.

Das zweite Thema sind Kontingenztafeln, wie sie etwa bei Vier-
feldertests auftreten. Unter geeigneten Bedingungen wie hinreichen-
der GroBe der Stichprobe und Annahmen iiber die zu Grunde liegende
Verteilungsfunktion kann man hier Hypothesen durch XZ—Tests iber-
priifen. Oft sind aber wegen eines zu hohen Aufwands oder zu hoher
Kosten nur kleine Stichproben moglich, und iiber die Verteilungsfunk-
tionen weill man auch nicht immer Bescheid. Schon lange, bevor irgend
jemand von Algebraischer Statistik redete, gab es auch dazu bereits
alternative Verfahren wie beispielsweise FISHERs exakten Test, jedoch
sind diese sehr aufwendig. Mit den sogenannten MARKOV-Basen liefert
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die Algebraische Statistik eine weitere Methode, die iterativ und mit
geringerem Aufwand als exakte Verfahren in solchen Fillen deutlich
zuverldssigere Ergebnisse liefert als Xz—Tests.

§ 1: Statistische Modelle

Bei manchen Fragestellungen ist auf Grund von Naturgesetzen bekannt,
welche Form der Zusammenhang zwischen zwei oder mehreren Grof3en
hat; unbekannt sind nur die Parameter. Mif3t man beispielsweise fiir einen
festen Leiter Spannung und Stromstédrke, so ist nach dem OHMschen
Gesetz die Spannung U stets gleich dem Widerstand R des Leiters mal
der Stromstérke I. Gesucht ist der Wert des Widerstands R.

Bei wirtschafts- und sozialwissenschaftlichen Fragestellungen ist oft
kein Gesetz bekannt; hier mu3 man versuchen, eine moglichst einfache
Funktion zu finden, die die beobachteten Daten moglichst gut beschreibt.

Allgemein betrachten wir als Modelle Funktionen
f:0@xR" - R™,

die jedem n-tupel x = (x,...,x,) von Eingangsgrofien ein m-tupel
y = (yq,--.,Y,,) von AusgangsgroBen zuordnen in Abhidngigkeit von
r Parametern (6,,...,0,) € ® C R". Wir beschréinken uns hier auf den
hiufigsten Fall m = 1 einer einzigen Ausgangsgrofle y. Auflerdem be-
trachten wir nur Modelle, die in den Parametern 0, . . ., 0, linear sind.
In den Eingangsgroen x4, ..., x, sollen die Modelle in der Algebra-
ischen Statistik polynomial sein; wir lassen also keine transzendenten
Funktionen zu. (Tatsichlich kann man mit den Methoden der Algebra-
ischen Statistik auch gewisse transzendente Funktionen wie Exponen-
tialfunktionen und trigonometrische Funktionen behandeln, indem man
Funktionen der Art e als Variablen betrachtet.)

Zur Kldrung der Begriffe seien zunéchst einige grundlegende Definitio-
nen aus der Algebra kurz wiederholt:

Definition: @) Ein Ring ist eine Menge IR zusammen mit zwei Rechen-

operationen ,,+* und ,,- von R X R nach R, fiir die gilt:

1.) R istbeziiglich ,,+* eine abelsche Gruppe, d.h. fiir die Addition gilt
das Kommutativgesetz f + g = g + f sowie das Assoziativgesetz
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(f+g)+h=f+(g+h)firalle f,g,h € R, es gibt ein Element
0 R,s0daB0+f = f+0= ffiralle f € R,undzujedem f € R
gibt es ein Element —f € R, sodall f + (—f) = 0 ist.
2.) Die Verkniipfung ,,: R x R — R erfiillt das Assoziativgesetz
f(gh) = (fg)h,und es gibt ein Element 1 € R,sodaB 1f = f1 = f.
3.) .+ und - erfiillen die Distributivgesetze f(g+ h) = fg + fh und

(f+9h=fh+gh.

b) Ein Ring heilit kommutativ, falls zusitzlich noch das Kommutativge-
setz fg = gf der Multiplikation gilt.

c) Ein Ring heil3t nullteilerfrei wenn gilt: Falls ein Produkt fg = 0 ver-
schwindet, muf} mindestens einer der beiden Faktoren f, g gleich Null
sein. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring heil3t Integritdtsbereich.

Natiirlich ist jeder Korper ein Ring; fiir einen Korper werden schlieSlich
genau dieselben Eigenschaften gefordert und zusétzlich auch noch die
Kommutativitdt der Multiplikation sowie die Existenz multiplikativer
Inverser. Ein Korper ist somit insbesondere auch ein Integrititsbereich.

Das bekannteste Beispiel eines Rings, der kein Korper ist, sind die
ganzen Zahlen; auch sie bilden einen Integritétsbereich.

Fiir die Betrachtung nichtlinearer Gleichungssysteme interessieren uns
allerdings vor allem Polynomringe. Da auch diese kommutativ sind,
vereinbaren wir:

Wenn nicht explizit etwas anderes gesagt wird, soll Ring in dieser
Vorlesung stets fiir einen kommutativen Ring stehen.

Definition: 2 sei ein Ring, und X, ..., X seien n Symbole, die nicht
in R liegen.

a) Ein Monom ist ein Produkt X' --- X" mit nichtnegativen ganzen
Zahlen oy, . .., «,,. Die Summe der a; bezeichnen wir als den Grad des
Monoms. Oft schreiben wir kurz X mit « = (o, ..., ).

b) Ein Polynom iiber R in den Variablen X,,..., X, ist eine endli-
che Linearkombination f von Monomen mit Koeffizienten aus R. Falls
diese nicht Null ist, bezeichnen wir den grofiten Grad eines in f vor-
kommenden Monoms als den Grad deg f von f. Fiir das Polynom f = 0
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definieren wir keinen Grad.

c) Die Menge aller Polynome iiber I? in den Variablen X,,..., X
bezeichnen wir als den Polynomring R[X,,...,X,] lber R in den
Variablen X ,..., X

n:

Es ist klar, dal R[X,..., X, ] mit der offensichtlichen Addition und
Multiplikation ein Ring ist. Wir nehmen dabei natiirlich an, da3 die X,
untereinander kommutieren.

Wir interessieren uns vor allem fiir Polynomringe iiber Korpern; fiir
Induktionsbeweise ist es aber oft niitzlich, beispielsweise den Poly-
nomring Q[X, Y] aufzufassen als den Polynomring in Y {iber dem
Ring R = Q[ X; daher die allgemeinere Definition.

In der Statistik arbeitet man meist tiber dem Korper R der reellen Zahlen.
In der Algebraischen Statistik wollen wir allerdings (soweit moglich)
exakt algebraisch rechnen, und da gibt es im Falle von R Probleme:
Da dieser Korper iiberabzihlbar ist, konnen wir nur die Elemente ei-
ner Teilmenge vom MaB Null tiberhaupt durch endliche Formelaus-
driicke oder sonstige Beschreibungen angeben, und selbst fiir diese hat
D. RICHARDSON 1968 gezeigt, dall es keinen Algorithmus geben kann,
der entscheidet, ob zwei solche Beschreibungen dieselbe Zahl definieren
oder nicht — selbst wenn man fiir die Beschreibungen nur sehr einfache
Formelausdriicke zuldft.

Wenn wir es mit nur endlich vielen Daten zu tun haben (und das ist beim
konkreten Rechnen natiirlich immer der Fall), gibt es allerdings stets
einen abzdhlbaren Teilkorper von R, der alle diese Zahlen enthilt; oft
wird uns sogar der Korper QQ der rationalen Zahlen geniigen. Wir legen
uns daher nicht auf einen Korper fest, sondern arbeiten iiber einem
beliebigen Korper k, der in dieser Vorlesung freilich immer ein relativ
,kleiner* Teilkorper von R oder (in ganz seltenen Fillen) eventuell
auch C sein wird.

Modelle, die in den Eingangsgroen polynomial sind, konnen aufgefal3t
werden als Polynome, deren Koeffizienten Funktionen der Paramter 0,
sind. Fiir jedes unserer Modelle gibt es also eine endliche Menge M

von Monomen M, = x ¢ k[X,,...,X,], v =1,...,5, wobei
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a” = (..., o) in Nj liegt, und fiir jedes v haben wir eine

Funktion a,,: ® — k derart, daf3
a(l/) a(y)
f(017' . 797“73317- . 7xn) = ZCLU(HI,.. . 79T)x11 ez
v=l1

ist. Wir wollen nur Modelle betrachten, diein 0, . . . , 6, linear sind, und
das auch noch auf die einfachst mogliche Weise: Fiir uns ist 7 = s und
® =R", also

a(”) a(u)

T
f(Hl,...,Qr,xl,...,xn):Z@,ﬂ:l‘ ez,
v=1

Tatsdchlich machen wir noch eine weitere Einschrinkung: Um moglichst
kleine Monome zu bekommen, verlangen wir, da} die Menge der auf
der rechten Seite auftretenden Monome ein Ordnungsideal ist im Sinne
der folgenden

Definition: Eine endliche Menge von Monomen heilit Ordnungsideal,
falls sie mit jedem Element auch dessen sdmtliche Teiler enthalt.

Liegt also das Monom X Y in einem Ordnungsideal, so mul} dieses
auch die Monome 1, X, Y, X 2 und XY enthalten.

Die Bezeichnung Ordnungsideal ist leider etwas ungliicklich, denn Ord-
nungsideale habe mit den Idealen in Ringen, die wir in Kiirze betrach-
ten werden, nicht das Geringste zu tun. Da sich die Bezeichnung aber
eingebiirgert hat, miissen wir damit leben.

Unter einer Stichprobe verstehen wir eine endliche Teilmenge S von !

mit Elementen der Form (z,,...,z,,,vy), wobel y die beobachtete Aus-
gangsgrofle zu den Eingangsgrofien x,, ..., z,, ist. Die dazu gehorige
Menge der n-tupel (z,,...,x,) € R" bezeichnen wir als ein Design,
da diese Teilmenge oft a priori so gewihlt wird, daf} die zugehorigen
y-Werte moglichst viel Information liefern. Es gibt verschiedene Metho-
den solche Designs zu konstruieren, darunter insbesondere auch viele
algebraische, allerdings wird die Designtheorie (oder Theorie der opti-
malen Versuchsplanung) iiblicherweise nicht zur Algebraischen Statis-
tik gezahlt, und sie ist auch deutlich dlter als diese. Sie wird in dieser
Vorlesung keine Rolle spielen.
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Ausgehend von einem Design D C R" konnen wir eine Stichprobe
auch auffassen als eine Funktion D — R, die als Funktion auf einer
endlichen Menge einfach durch die Tabelle der Funktionswerte gegeben
ist und keine speziellen mathematischen Eigenschaften haben muf.

Wenn wir eine Stichprobe S ¢ R™*! und ein Modell f:©® x R” — R
haben, wollen wir die Parameter (0,,...,0,) € ® so bestimmen, daf}
im Idealfall gilt

f@,,...,0.,x,...,x,)=y firalle(z,...,z,,y) €S.

Das wird im allgemeinen nicht moglich sein, denn selbst wenn der
Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangsgroffen wie beim
OHMschen Gesetz feststeht, wird es auf Grund von Meffehlern und Zu-
fallsschwankungen (etwa der Temperaturabhéngigkeit des Widerstands)
fast nie ein 6 € O geben, fiir das diese Gleichung fiir jedes Element der
Stichprobe gilt. Wir miissen uns daher begniigen, ein 6 zu finden, so daf3

f@,,....,0.,x,...,z,) ~y firalle(z,...,2,,y) €S.

Der seit GAUSS libliche Ansatz zur Definition der ungefahren Gleichheit
in diesem Zusammenhang ist die Methode der kleinsten Quadrate: Wir
suchen ein f € O derart, dal die Summe der quadratischen Abweichun-
gen zwischen linker und rechter Seite minimal wird.

§2: Bestimmung der Parameter durch ein lineares Glei-
chungssystem

Wir interessieren uns in dieser Vorlesung nur fiir Modelle, die linear in
den Variablen 0, . . . , 0, sind. Fiir jedes Element (a:(lj ), - ,:Iz(nj), y(j )) der
Stichprobe S gibt es daher Elemente a;y, . .. , a;, aus einem geeigneten
Korper k£ C R derart, dal
. . r
fO, .. 0,07 2= a0,

v=1

ist. Bezeichnet 6 den Spaltenvektor mit Komponenten 6,,...,6, und y
den mit Komponenten y, ..., y,, sollte mit der Matrix A = (a;,) aus
E**" also gelten

A0 =1y.
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Tatsdchlich wird dieses lineare Gleichungssystem fiir # meist liberbe-
stimmt und unlosbar sein. Nach GAUSS suchen wir stattdessen nach
einem Vektor 6 derart, dal der EUKLIDische Abstand zwischen den
beiden Vektoren A6 und y minimal wird.

Falls das Gleichungssystem losbar ist, ist dieser Abstand fiir jeden
Losungsvektor gleich Null, und wir sind fertig — kiirzer kann kein Ab-
stand sein.

Andernfalls ist fiir jeden Vektor €, und damit auch fiir den, den wir
suchen, das Produkt Af# von y verschieden; fiir ein optimales 6 sei es
etwa gleich §. Dann ist ¢ ein Vektor, der sich in der Form A# darstellen
14Bt, und unter allen solchen Vektoren ist er derjenige, fiir den die Lénge
des Differenzvektors 4y — y minimal ist.

Die Matrix A € k**" definiert eine lineare Abbildung
gp:kr — k% O A6

deren Bildraum sei U. Falls die rechte Seite y in U liegt, ist das Glei-
chungssystem 19sbar; andernfalls suchen wir einen Vektor § € k", fiir
den die Lange des Vektors A6 — y minimal wird. Da die Vektoren, die
sich in der Form A# darstellen lassen, genau die Vektoren aus U sind,
ist somit A0 = 7 (y) die orthogonale Projektion von y nach U. Diese
konnten wir im Prinzip bestimmen, indem wir die QR-Zerlegung von A
berechnen, denn dann bilden die ersten Spalten von () eine Orthogo-
nalasis von U, die durch die weiteren Spalten zu einer Orthogonalbasis
von ganz k° erginzt wird. Sobald wir 7, (y) kennen, konnen wir das
lineare Gleichungssystem A = 7;(y) 16sen und somit 6 bestimmen.

Wir wollen uns iiberlegen, wie wir 6 auch ohne die rechnerisch aufwendi-
ge () R-Zerlegung bestimmen konnen.

Fiir den gesuchten Vektor 6 (oder fiir die gesuchten Vektoren 6) ist
A0 = ¢;;(y). Da A0 bereits in U liegt, ist m;(Af) = A6, also ist die
Gleichung A0 = m;;(y) dquivalent zu

Ty (A0) = m;(y) oder Af —y e Kernmy, =U
Das orthogonale Komplement U L von U besteht aus allen Vektoren
y € k", die senkrecht stehen auf U, fiir die also gilt

(Af,y) =0 fiiralled € k™ .

1
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Wie aus der Linearen Algebra bekannt, gilt fiir Skalarprodukte die Glei-
chung

(A6,y) = (0.47y) .

wobei A7 die zu A transponierte Matrix bezeichnet. (Falls wir iiber
einem nichtreellen Teilkorper der komplexen Zahlen arbeiten, gilt Ent-
sprechendes, wenn wir an Stelle der transponierten Matrix deren kom-
plex konjugierte Matrix nehmen, also die adjungierte Matrix A™ = AT)
y liegt also genau dann in U -, wenn ATy senkrecht steht auf allen Vek-
toren 6 € k". Ein solcher Vektor aus k" ist insbesondere ATy selbst;
wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts ist also ATy = 0. Ist

umgekehrt ATy = 0, verschwindet <«9, ATy> fiir alle @ € k", also ist
Ut={yek’|A"y=0).

A0 — y liegt daher genau dann im Kern von 7;;, wenn AT (A0 — Y)
verschwindet oder, anders ausgedriickt, wenn 6 eine Losung des linearen
Gleichungssystems

A" o=A"y

ist. Dieses Gleichungssystem 146t sich schnell aufstellen und dann, falls
es Losungen gibt, nach GAUSS 106sen.

Als Beispiel betrachten wir den einfachsten Fall der linearen Regression,
die Bestimmung einer Ausgleichsgeraden. Hier erwarten wir einen li-
nearen Zusammenhangs 0,z + 6, = y zu N Wertepaaren (z,,y,) € R,
wobel N sinnvollerweise grofer als zwei sein sollte. Wir haben dann
N Gleichungen

O12; +0, =y,
mit unbekannten Parametern 6, und 6, und bekannten Zahlen x; und y, .

Wir haben also ein lineares Geichungssystem mit /V Gleichungen in den
beiden Variablen 6, und 6,.

Fassen wir die Werte z; zusammen zu einem Vektor x € RY und die
y; zu einem Vektor y € RY, so l4Bt sich dieses Gleichungssystem kurz
schreiben als

x+0,1 =y,
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wobei 1 € RY jenen Vektor bezeichnet, dessen simtliche Komponenten
gleich eins sind.

Die Matrix des Gleichungssystems ist somit die /N x 2-Matrix A mit
Spalten z und 1 und A" ist die 2 x N-Matrix, in deren erster Zeile die x;
stehen, wihrend in der zweiten lauter Einser stehen. Somit ist

a= (G ) we = (8)

Das Gleichungssystem wird also zu
<.17,3?> 91+<$,1>92=<$,y> und <$,1>91+N92=<1,y> :

Seine Matrix ist genau dann singuldr, wenn ihre Determinante ver-
schwindet, wenn also N - (z,z) = (z,1)” ist. Nach der CAUCHY-
SCHWARZschen Ungleichung ist

(L) < 1] -[e]=VNz|, also [(1,a)]" <N-(z,2) .

Ausgeschrieben ist das die Ungleichung

N 2 N
(Z 37@) < NZQ?? ,
i=1 i=1

und bekanntlich wird die CAUCHY-SCHWAZsche Ungleichung genau
dann zur Gleichung, wenn die beiden Vektoren linear abhingig sind.
Im Falle von « und 1 ist das genau dann der Fall, wenn alle x; densel-
ben Wert haben, was in praktischen Anwendungen fast nie der Fall sein
diirfte. In diesem Fall ist die erste Gleichung ein Vielfaches der zweiten,
und es gibt unendlich viele Losungen. In allen anderen Fillen ist die
Matrix invertierbar, so dal3 es eine eindeutige Losung gibt.

Fiihren wir die in der Ausgleichsrechnung traditionell benutzten Abkiir-
zungen

N N N
[2"1= 2, =Y a; und [&y1=) ajy;
i=1 =1

1=1

ein, so erhilt das Gleichungssystem die iibersichtlichere Gestalt

[2°10, +[210, = [zy] und [2]0, + N6, = [y].
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Subtraktion von [x]/ [332] mal der ersten Gleichung von der zweiten fiihrt

auf
[\, 2]
(N - ﬁ) 92 = [yl — E[QW]

oder (N[2%] — [2]9)6, = [y][z*] — [z][zy], d.h.

o _ [yl[z”] — [z][zy]
7 N[z?] - [z]?

(Man beachte, daBl im Falle der eindeutigen Losbarkeit sowohl [:1;2] >0
als auch N[:L*z] — [:1;]2 > 0 1st.)

Einsetzen von 6, in die erste Gleichung ergibt dann auch

[zy] — [x]0,

b=

Zuriick zu unserem Ausgangsproblem: Wir haben eine Stichprobe
S={@",.... a0y |j=1,...,m} cR™

und suchen dazu Modelle, deren Parameter sich auf Grund der Stich-
probe schitzen lassen. Unsere Strategie dabei wird folgende sein: Wir
bestimmen zunéchst alle durch Ordnungsideale gegebenen Modelle,
deren Parameter sich an Hand der Stichprobe berechnen lassen. Diese
Modelle werden, da wir exakte Gleichheit fordern, meist viel zu viele
Parameter enthalten. Nach Berechnung dieser Parameter fiir jedes der
erhaltenen Modellen sehen wir hoffentlich, welche Monome jeweils
eine wichtige Rolle spielen, d.h. also Koeffizienten haben, die sich
deutlich von der Null unterschreiden, und welche nicht. Je nach An-
wendung liefert uns auch irgendeine Theorie Aussagen dariiber, welche
Monome wichtig sein sollten. Wenn wir uns auf die wichtigen Monome
beschrinken, erhalten wir jeweils ein Modell, fiir das wir die Parameter
nicht mehr so bestimmen konnen, dal3 Gleichheit herrscht, aber darauf
konnen wir die gerade betrachtete Methode der kleinsten Quadrate an-
wenden. Wenn wir das fiir verschiedene Modelle durchfiihren, konnen
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wir die EUKLIDischen Abstidnde zwischen den linken und rechten Sei-
ten vergleichen und erhalten auch daraus Hinweise, wie gut die ein-
zelnen Modelle zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen den
Eingangs- und den Ausgangsgrof3en geeignet sind.

Fiir den ersten Schritt, das Auffinden aller geeigneter Ordnungsideale
zu einer gegebenen Stichprobe, verwendet die Algebraische Statistik die
1966 von BRUNO BUCHBERGER in seiner Dissertation eingefiihrten und
nach seinem Lehrer benannten GROBNER-Basen, mit denen wir uns als
nichstes beschiftigen werden.



Kapitel 1
Grobner-Basen

Die klassische Aufgabe der Algebra besteht in der Losung von Gleichun-
gen und Gleichungssystemen. Im Falle eines Systems von Polynomglei-
chungen in mehreren Verdanderlichen kann die Losungsmenge sehr kom-
pliziert sein und, sofern sie unendlich ist, moglicherweise nicht einmal
explizit angebbar: Im Gegensatz zum Fall linearer Gleichungen konnen
wir hier im allgemeinen keine endliche Menge von Losungen finden,
durch die sich alle anderen Losungen ausdriicken lassen. GROBNER-
Basen liefern zu einem gegebenen nichtlinearen Gleichungssystem ein
einfacheres System mit der gleichen Losungsmenge; es ist eine Art Ver-
allgemeinerung der Treppengestalt, die der GAUSS-Algorithmus liefert.
Zumindest bei endlichen Losungsmengen lassen sich diese auch konkret
angeben — sofern wir die Nullstellen von Polynomen einer Veridnder-
lichen explizit berechnen konnen.

§1: Algebraische Vorbereitungen

Wenn wir lineare Gleichungssysteme mit dem GAUSS-Algorithmus
l6sen, verandern wir das Gleichungssystem sukzessive, indem wir Glei-
chungen so durch Linearkombinationen mit anderen Gleichungen erset-
zen, daB} sich an der Losungsmenge nichts dndert. Indem wir eine lineare
Gleichung

o X, +--+a,X,=0b

tiber einem Korper £ mit dem (n + 1)-Tupel (a4, ..., a,,,b) € k™! iden-
tifizieren, sehen wir leicht, daB die sdmtlichen linearen Gleichungen in
n Unbekannten iiber einem Korper £ einen (n + 1)-dimensionalen Vek-
torraum bilden; die Gleichungen eines konkreten linearen Gleichungs-
systems erzeugen darin einen Untervektorraum. Dieser besteht aus allen
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Linearkombinationen der gegebenen Gleichungen, und das sind gleich-
zeitig alle linearen Gleichungen, die auf der Losungsmenge des linearen
Gleichungssystems verschwinden. Zwei lineare Gleichungssysteme ha-
ben somit genau dann die gleiche Losungsmenge, wenn sie den gleichen
Untervektorraum erzeugen.

Bei der Losung nichtlinearer Gleichungssysteme konnen wir versuchen,
dhnlich vorzugehen. Angenommen, wir suchen die Menge der gemein-
samen Nullstellen der beiden Polyonome

F=XYV?+2X —3X°—X und g=Y +X -3,

also die Menge

L={(y R flz,y)=gl@,y =0}.
Wir konnten den Term X aus beiden Gleichungen eliminieren, indem
wir die Summe f + g betrachten, aber offensichtlich hilft uns das nicht
wirklich weiter. Niitzlicher wire es wahrscheinlich, einen der ,,groBeren®
Terme zu eliminieren. Linearkombinationen mit Skalaren als Koeffizien-
ten helfen uns dabei nicht weiter. Wenn wir aber g mit X . multiplizieren
erhalten wir das Polynom X Y24+ X7 —3X7?, das genau wie f den Term
X2y? enthilt, und

FoXg=X - X=XX+DX -1

istin der Tat einfacher als die Ausgangspolynome f und g: Die Differenz
hingt nur noch von X ab und verschwindetbeix = Ound z = +-1. Setzen
wir diese drei Werte nacheinander in die beiden Polynome ein, erhalten
wir fiirz =0

fO,)=0 und ¢(0,y)= yz —3 mit Losung y = +/3,
Fiir = 1 erhalten wir
f(l,y)=y° —2 und ¢(0,y)=y" —2 mitLosung y=+v2,
und fiir z = —1 schlieBlich erhalten wir
f(=1,y) = y2 —4 und g¢(0,y) = y2 —4 mit Losung y=42.

Die Losungsmenge ist somit

L= {(o, V3), (0,—v3), (1,v2), (1, —v2),(~1,2),(~1, —2)} .
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Im Gegensatz zum Fall der linearen Gleichungssysteme sollten wir uns
im nichlinearen Fall also nicht darauf beschrinken, Gleichungen mit
Skalaren zu multiplizieren und entsprechende Linearkombinationen zu
betrachten, sondern wir sollten die Multiplikation mit beliebigen Poly-
nomen zulassen. Dies fiihrt auf den Begriff des Ideals in einem Ring:

Definition: Eine nichtleere Teilmenge I eines Rings R heit Ideal, in
Zeichen I < R, wenn gilt:

1.) Fiir je zwei Elemente f,g € I istauch f+g € [

2.) Fiir jedes f € I und jedes r € R liegt auch r f in I.

Bei den Produkten verlangen wir also, dal3 sie bereits dann in I liegen,
wenn nur ein Faktor in [ liegt.

Die Bedingung, dal ein Ideal mindestens ein Element enthalten mulf,
konnen wir auch ersetzen durch die Bedingung, dal es die Null von R
enthalten muf3, denn wenn es irgendein Element f € R enthilt, mul3 es
gemal der zweiten Bedingung auch O - f = 0 enthalten.

Um mit dem Idealbegriff vertraut zu werden, betrachten wir zunéchst
Ideale im Ring der ganzen Zahlen:

Lemma: Zu jedem Ideal I <1 Z gibt es eine ganze Zahl n € Z, so daf}
I'={nq|qeZ}.

Beweis: I 1st nach Definition nicht leer, enthilt also mindestens ein
Element. Falls I nur aus der Null besteht, konnen wir n = O setzen und
sind fertig. Wenn es ein Element m # 0 gibt, enthilt das Ideal auch
dessen sdamtliche ganzzahlige Vielfachen, insbesondere also gibt es in
dann positive Zahlen. Die kleinste dieser Zahlen sei n. Wir wollen uns
tiberlegen, dal I genau aus den ganzzahligen Vielfachen von n besteht.

Dazu sei m € [ ein beliebiges Element von /. Wir dividieren m mit
Rest durch g; das Ergebnis sei

m:n=q Restr mit 0<r<n.

Dann liegt mit m und n auch » = m — gn in [ und ist echt kleiner
als n. Da n die kleinste positive Zahl in [ ist, mufl daher = O sein, d.h.

m = qn ist ein ganzzahliges Vielfaches von n.
|
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Definition: a) Ist R ein Ring und f € R so bezeichnen wir
() = {rf|reR}

als das von f erzeugte Hauptideal.
b) R heilit Hauptidealring, wenn jedes Ideal von R ein Hauptideal ist.

Das gerade bewiesene Lemma zeigt also, dal Z ein Hauptidealring ist.

Allgemeiner definieren wir

Definition: Ist R ein Ring und ist M C R eine Teilmenge von R, so ist
das von M erzeugte Ideal (M) das kleinste Ideal von R, das M enthilt,
d.h. den Durchschnitt aller Ideale, die M enthalten. Fiir eine endliche
Menge M = {f,,..., f,,} schreiben wir (M) kurz als (f,, ..., f,,). Die
Menge M bezeichnen wir als ein Erzeugendensystem des Ideals I.

Diese Definition macht nicht wirklich klar, wie das von M erzeugte
Ideal aussieht. Da uns fiir das praktische Rechnen nur endlich erzeugte
Ideale interessieren, mochte ich mich auf diesen Fall beschrinken; die
Verallgemeinerung auf beliebige Mengen M sollte fiir jeden, der den
nachfolgenden Beweis verstanden hat, offensichtlich sein.

erR}

Beweis: Da jedes Ideal, das f|, ..., f,, enthilt, auch fiir beliebige Ele-
mente 'y, ...,7,, € R die Produkte r; f; enthélt und damit auch deren
Summe, ist klar, daf} die rechte Seite in jedem Ideal enthalten ist, das
die f; enthélt. AuBerdem ist die rechtsstehende Menge selbst ein Ideal:
Da sie die f; enthdlt, ist sie nicht leer. Die Summe zweier Elemente ist
offensichtlich wieder ein Element, da wir einfach die Koeffizienten der
einzelnen f; addieren miissen. Wenn wir schlieBlich ein Element der
rechten Seite mit einem beliebigen Element » € R multiplizieren, wer-
den einfach alle Koeffizienten mit r multipliziert. Somit ist die rechte
Seite in der Tat das kleinste Ideal, das alle fj enthalt.

Lemma: (f,....f,,) = {ilrjfj
i

Seinun R = k[ X, ..., X, ] der Polynomring in n Variablen iiber einem
Korper k, und seien f,..., f,, € R Polynome. Wir interessieren uns
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fir die Losungsmenge des durch die f; gegebenen Gleichungssystems,
also die Menge aller (xy,...,x,) € k", fiir die alle f; verschwinden.
Wir definieren gleich allgemein

Definition: Die Nullstellenmenge einer Teilmenge M C E[X,..., X ]
ist

V(M)d:f{(a:l,...,a:n)ek" | f(@,...,2,)=0 firalle feM}.

Im Falle eine endlichen Menge M = {f,,..., f,,} schreiben wir
kurz V(f,,..., f,,)- Falls wir uns fiir Losungen aus einem groBeren
Korper K > k interessieren, schreiben wir entsprechend V(1) und

VK(fla"'7fm)-

(In der algebraischen Geometrie bezeichnet man Mengen dieser Art als
Varietiten; daher der Buchstabe V')

Lemma: Ist I = (fy, ..., f,,) das von den f, erzeugte Ideal, so ist

V(I):V(fU)fm)

Beweis: Da alle f; in I liegen, ist natiirlich V(I) C V(fy,..., f,,)
Umgekehrt sei (x,,...,z,) ein Element von V(f,,..., f,,) und g ir-
gendein Element von /. Nach dem vorigen Lemma gibt es Polynome
r; € RysodaB g=)"", r;f; ist. Damit ist auch

g(x,,...,x,)= er(azl,...,xm)fj(azl,...,a:m) =0,

j=l

sodaB (z;,...,x,)1n V() liegt. Damit ist das Lemma bewiesen. .
Dieses Lemma zeigt, dall zwei Gleichungssysteme
fitey,.-y2,)=0, ..., f.(x,...,z,)=0
und
g (xy,...,z,)=0, ..., g.(x...,2,)=0
die gleiche Losungsmenge haben, wenn die Ideale (f,..., f,,) und

(9y,...,9,) Ubereinstimmen.
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Die Umkehrung dieser Aussage ist allerdings falsch. Einfache Gegen-
beispiele konnen wir schon bei nur einer Gleichung in einer Variablen
finden:

Die Polynome X2+ 1, X+ 2, X2+ 3,... € R[X] haben allesamt keine
reellen Nullstellen. Trotzdem sind die Ideale

(X2 +1), (X7 +2), (X7 +3),...

natiirlich allesamt verschieden. Dieses Problem verschwindet allerdings,
wenn wir uns nicht mehr nur auf reelle Nullstellen beschrinken, sondern
auch komplexe zulassen.

Anders ist das bei den Polynomen X, X 2, X 3, ... . Egal iiber welchem
Korper wir arbeiten: Jedes dieser Polynome hat die Null als einzige
Nullstelle, aber trotzdem sind die Ideale (X d) < k[X] fiir verschiedene
Werte von d verschieden.

Fiir das Problem, zu einer gegebenen Stichprobe die damit identi-
fizierbaren Modelle zu finden, betrachtet die Algebraische Statistik das
zugehorige Design als Losungsmenge eines nichtlinearen Gleichungs-
systems. Es ist daher wichtig, den Zusammenhang zwischen Glei-
chungssystemen (oder Idealen) und deren Losungsmengen zu kennen.
Damit beschiftigt sich der Rest dieses Paragraphen.

Als erstes definieren wir die Summe und das Produkt zweier Ideale:

Definition: a) Die Summe [ + J zweier Ideale I, J eines Rings R ist
das kleinste Ideal, das sowohl I als auch J enthilt.

b) Das Produkt I.J dieser Ideale ist das kleinste Ideal, das alle Produkte
fgmit f € [und g € J enthilt.

Man tiberlegt sich leicht (mit dem gleichen Argument, mit dem wir das
Ideal (f;,..., f,,) oben explizit bestimmt haben), da I + J gerade die
Menge aller f + g mit f € [ und g € J ist. I.J dagegen enthilt im
allgemeinen auch Elemente, die sich nicht in der Form fg mit f € [
und g € J darstellen lassen: Istetwa I = J = (X,Y) < R[X, Y], so
enthilt I.J mit X° = X - X und Y* = Y - Y auch deren Summe X +Y?,
die sich nicht als Produkt zweier Polynome aus R[ X, Y] schreiben 146t.
Wenn wir R durch C ersetzen, 1d8t sich X* + Y7 zwar zerlegen als
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(X +1Y)(X — 1Y), aber auch im Komplexen gibt es Gegenbeispiele:
So ist etwa das Polynom X* +Y?* — Z* € C[X,Y, Z] irreduzibel,
also nicht als Produkt zweier nichtkonstanter Faktoren darstellbar, aber
es liegt trotzdem im Produkt des Ideals I = (X, Y, Z) mit sich selbst.
Im Produkt IJ liegen daher auch alle (endlichen) Summen der Form
> fj9;mit f; € T'und g; € J. Dadiese (analog zum obigen Argument)
ein Ideal bilden, besteht /.J genau aus diesen Summen.

Satz: Fiir zwei Ideale /, J im Polynomring R = k[ X, ..., X ] gilt
a) Ist I C J,soist V(J) C V()

b) VU+J)=VU)NV(J])

c) VUJ)=VI)UV()

Beweis: a) Sei (z,...,x,) € V(J). Dann verschwindet f(x,,...,x,)
fiiralle f € J.Da I eine Teilmenge von J ist, verschwindet f(x, ..., x,,)
dann erst recht fiir alle f € 1. Somit liegt. (x,...,z,) in V(I).

b) Da I + J das kleinste Ideal ist, das sowohl [ als auch J enthilt, liegt
V(I + J) nach a) sowohl in V(1) als auch in V' (.J), also auch in deren
Durchschnitt. Liegt umgekehrt ein Punkt (z,,...,x,) sowohl in V(1)
als auch in V(J), so liegt er auch in V(I + J), denn wie wir gerade
gesehen haben, 146t sich jedes Element von I + J schreiben als f + g
mit f € I und g € J, und sowohl f als auch g verschwinden im Punkt

(Tyy...,2,)

c) Da IJ erzeugt wird von den Produkten fg mit f € Tund g € J
und jedes dieser Produkte sowohl in [ als auch in J liegt, ist /.J eine
Teilmenge sowohl von [ als auch von .J. Nach a) liegt V(1) U V' (J)
daher in V' (1.J).

Umgekehrtsei (z,...,x,) € V(IJ),liege abernichtin V' (I). Dann gibt
esein f € I mit f(x,...,x,) #0.Fiir jedes g € J liegt aber fgin IJ,
so daB das Produkt f(x,,...,x,)9(z,...,x,) verschwinden mufl. Da
die Funktionswerte im Korper £ liegen und der Faktor f(z,,...,x,)
nicht verschwindet, muf} g(z,...,z,) = O sein fiir alle g € J; der
Punkt liegt also in V'(J). Somit liegt er in jedem Fall in V(1) U V' (J). .
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§2: Gaul} und Euklid

Zur (exakten) Losung eines linearen Gleichungssystems in mehreren
Verinderlichen verwenden wir iiblicherweise den GAUSS-Algorithmus.
Fiir die Losung eines System von Polynomgleichungen hoheren Grades
in nur einer Verdnderlichen konnen wir den EUKLIDischen Algorithmus
verwenden, denn die gemeinsamen Nullstellen zweier Polynome in einer
Verinderlichen sind gerade die Nullstellen ihres groften gemeinsamen
Teilers, so dal wir das System durch mehrfache Anwendung des EU-
KLIDischen Algorithmus reduzieren konnen auf eine einzige Polynom-
gleichung, die zudem noch den praktischen Vorteil eines im allgemeinen
deutlich kleineren Grads aufweist.

BUCHBERGERSs Ansatz zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme in
mehreren Verdnderlichen kann als eine Kombination von Ideen hinter
dem GAuUSSschen Eliminationsverfahren und dem EUKLIDischen Algo-
rithmus aufgefalit werden; er hat Anwendungen, die weit iiber das Pro-
blem der Losung nichtlinearer Gleichungssysteme hinausgehen. In der
Tat wurde die Grundidee des Verfahrens bereits knapp vor BUCHBERGER,
und ohne dal} dieser davon wullte, von dem japanischen Mathematiker
HEISUKE HIRONAKA entdeckt, der es fiir ein klassisches Problem der
algebraischen Geometrie entwickelte: Fiir die damit bewiesene soge-
nannte Auflosung der Singularititen einer algebraischen Varietit tiber
einem Korper der Charakteristik Null erhielt HIRONAKA 1970 die Fields-
Medaille, die damals hochste Auszeichnung der Mathematik. (Seit 2003
vergibt die Norwegische Akademie der Wissenschaften den wie einen
Nobelpreis dotierten Abelpreis.)

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem durch GAUSS-Elimination
16sen, bringen wir es zunichst auf eine Treppengestalt, indem wir die
erste vorkommende Variable aus allen Gleichungen auf3er der ersten eli-
minieren, die zweite aus allen Gleichungen aul3er den ersten beiden, uns
so weiter, bis wir schlie8lich Gleichungen haben, deren letzte entweder
nur eine Variable enthilt oder aber eine Relation zwischen Variablen, fiir
die es sonst keine weiteren Bedingungen mehr gibt. Konkret sieht ein
Eliminationsschritt folgendermaBBen aus: Wenn wir im Falle der beiden
Gleichungen

ala:l +a2$2++an$n =Uu IIllt al ?/O (1)
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b1x1+b2x2+"'+bnxn =7 (2)

die Variable X, mit Hilfe von (1) aus (2) eliminieren wollen, ersetzen
wir die zweite Gleichung durch ihre Summe mit —b, /a, mal der ersten.
Die theoretische Rechtfertigung fiir diese Umformung besteht darin,
daB3 das Gleichungssystem bestehend aus (1) und (2) sowie das neue
Gleichungssystem dieselbe Losungsmenge haben, und daran dndert sich
auch dann nichts, wenn noch weitere Gleichungen dazukommen.

Ahnlich kénnen wir vorgehen, wenn wir ein nichtlineares Gleichungs-
system in nur einer Variablen betrachten: Am schwersten sind natiirlich
die Gleichungen vom hoéchsten Grad, also versuchen wir, die zu re-
duzieren auf Polynome niedrigeren Grades. Das kanonische Verfahren
dazu ist die Polynomdivision: Haben wir zwei Polynome

d d—1
f=a,X +a;_ ., X" +---+a;X+aq, und

g=bX +b,_ X"+ b, X +0,

mit e < d, so dividieren wir f durch g, d.h. wir berechnen einen Quo-
tienten ¢ und einen Rest r derart, dall f = qg + r ist und r entweder
verschwindet oder kleineren Grad als g hat. Konkret: Bei jedem Divi-
sionsschritt haben wir ein Polynom

f:c(;X6+c(;_1X6_l+---+ch+cO mit c5 #0,
das wir fiir 0 > e mit Hilfe des Divisors
g=bX"+ be_lXe_l +-+ b X + b

reduzieren, indem wir es ersetzen durch

b _
f——<Xx"".
Cs
Das fiihren wir so lange fort, bis f auf Null oder ein Polynom von
kleinerem Grad als e reduziert ist: Das ist dann der Divisionsrest 7.
Auch hier ist klar, dal} sich nichts an der Losungsmenge dndert, wenn

man die beiden Gleichungen f, g ersetzt durch g, r, denn

f=qg+r und r=f-—qg,

d.h. f und g verschwinden genau dann fiir einen Wert x, wenn g und r
an der Stelle « verschwinden.
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In beiden Fillen ist die Vorgehensweise sehr dhnlich: Wir vereinfachen
das Gleichungssystem schrittweise, indem wir eine Gleichung erset-
zen durch ihre Summe mit einem geeigneter Vielfachen einer anderen
Gleichung.

Dieselbe Strategie wollen wir auch anwenden Systeme von Polynom-
gleichungen in mehreren Verdnderlichen. Erstes Problem dabei ist, dal3
wir nicht wissen, wie wir die Monome eines Polynoms anordnen sollen
und damit, was der filhrende Term ist. Dazu gibt es eine ganze Reihe
verschiedener Strategien, von denen je nach Anwendung mal die eine,
mal die andere vorteilhaft ist.

§3: Monomordnungen und der Divisionsalgorithmus

Wir betrachten Polynome in n Variablen X, ..., X  ilber einem Kor-
per k£ und setzen zur Abkiirzung

X =X"- X" mit a=(a,...,q,) EN,.

n

Terme der Form X haben wir in §1 als Monome bezeichnet und ihnen
die Summe der «; als Grad zugeordnet.

Eine Anordnung der Monome ist offensichtlich dquivalent zu einer
Anordnung auf N, und es gibt sehr viele Moglichkeiten, diese Men-
ge anzuordnen. Fiir uns sind allerdings nur Anordnungen interessant,
die einigermallen kompatibel sind mit der algebraischen Struktur des
Polynomrings k[ X, ..., X, ]; beispielsweise wollen wir sicherstellen,
daB der fiihrende Term des Produkts zweier Polynome das Produkt der
fiihrenden Terme der Faktoren ist — wie wir es auch vom Eindimensio-
nalen her gewohnt sind. Daher definieren wir

Definition: @) Eine Monomordnung ist eine Ordnungsrelation ,,<*

auf Ny, fiir die gilt

I. ,,<* ist eine Linear- oder Totalordnung, d.h. fiir zwei Elemente
a, f € Ny ist entweder v < [ oder 8 < « oder o = f3.

2. Fira,B,vyeNjgilt a < = a+vy < [S+7.

3. ,,<* ist eine Wohlordnung, d.h. jede Teilmenge M C N hat ein
kleinstes Element.



22 Kap. 1: Grébner-Basen

b) Fiir ein Polynom f =3 _, ¢, X% € k[X|,..., X, I mitc, #0
fiir alle o aus der endlichen Teilmenge M C Nj sei v das groBte
Element von M beziiglich einer fest gewédhlten Monomordnung. Dann
bezeichnen wir beziiglich dieser Monomordnung

— ~ = multideg f als Multigrad von f

— X7 =FM(/) als fiihrendes Monom von f
— ¢, =FK( f) als fiihrenden Koeffizienten von f
— e X 7 = FT(f) als fiihrenden Term von f

Den Grad deg f von f hatten wir in Kapitel O als den héchsten Grad
eines Monoms von f definiert; je nach gewihlter Monomordnung muf3
das nicht unbedingt der Grad des fiihrenden Monoms sein.

Beispiele von Monomordnungen sind

a) Die lexikographische Ordnung: Hier ist o« < [ genau dann, wenn
fiir den ersten Index ¢, in dem sich o und [ unterscheiden, a;; < 3, ist.
Betrachtet man Monome X “ als Worte iiber dem (geordneten) Alphabet
X,,..., X, kommt hier ein Monom X genau dann vor X f . wenn die
entsprechenden Worte im Lexikon in dieser Reihenfolge gelistet wer-
den. Die ersten beiden Forderungen an eine Monomordnung sind klar,
und auch die Wohlordnung macht keine grof3en Probleme: Man betrach-
tet zunichst die Teilmenge aller Exponenten o € I mit kleinstmogli-
chem «/, unter diesen die Teilmenge derer mit kleinstmoglichem «,,
usw., bis man bei «,, angelangt ist. Spatestens hier ist die verbleibende
Teilmenge einelementig, und ihr einziges Element ist das gesuchte klein-
ste Element von 1.

b) Die graduierte lexikographische Ordnung: Hier ist der Grad eines
Monoms erstes Ordnungskriterium: Ist deg X* < deg X f soista < B.
Falls beide Monome gleichen Grad haben, soll o < (3 genau dann gelten,
wenn « im lexikographischen Sinne kleiner als (3 ist. Auch hier sind
offensichtlich alle drei Forderungen erfiillt.

¢) Die inverse lexikographische Ordnung: Hier ist o < (8 genau dann,
wenn «,; < 3, fiir den letzten Index ¢, in dem sich o und $ unterschei-
den. Das entspricht offensichtlich gerade der lexikographischen Anord-
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nung beziiglich des riickwirts gelesenen Alphabets X, , ..., X,. Ent-
sprechend 14Bt sich natiirlich auch beziiglich jeder anderen Permutation
des Alphabets eine Monomordnung definieren, so da} diese Ordnung
nicht sonderlich interessant ist — aufler als Bestandteil der als nichstes
betrachteten Monomordnung:

d) Die graduierte inverse lexikographische Ordnung: Wie bei der
graduierten lexikographischen Ordnung ist hier der Grad eines Mo-
noms erstes Ordnungskriterium: Falls deg X% < deg X p ,ist a < f3,
und nur falls beide Monome gleichen Grad haben, soll o < 3 genau
dann gelten, wenn « im Sinne der inversen lexikographischen Ordnung
grofer ist als 5. Man beachte, dal wir hier also nicht nur die Rei-
henfolge der Variablen umkehren, sondern auch die Ordnungsrelation
im Fall gleicher Grade. Es ist nicht schwer zu sehen, dal auch damit
eine Monomordnung definiert wird: Mit den ersten beiden Forderun-
gen gibt es wie iiblich keine Probleme, und wenn wir eine Menge M
von Monomen haben, gibt es darin eine Teilmenge bestehend aus den
Monomen kleinsten Grades. Da es fiir jeden Grad nur endlich viele
Monome gibt, ist diese Menge endlich, hat also beziiglich der inversen
lexikographischen Ordnung nicht nur ein kleinstes, sondern auch ein
groftes Element. Dieses ist das kleinste Element von M beziiglich der
graduierten inversen lexikographischen Ordnung.

Diese vier Beispiele spielen bei vielen klassischen Anwendungen von
GROBNER-Basen eine Hauptrolle, es gibt aber noch unendlich viele wei-
tere mogliche Monomordnungen. Fiir unsere Zwecke in der Algebrai-
schen Statistik brauchen wir alle diese Monomordnungen. Zum Gliick
wird sich aber zeigen, daB3 stets eine endliche Teilmenge davon ausreicht,
um alle identifizierbaren Modelle zu bestimmen.

Fiir das folgende werden wir noch einige Eigenschaften einer (belie-
bigen) Monomordnung benétigen, die in der Definition nicht erwéhnt
sind.

Als erstes wollen wir uns tiberlegen, da3 beziiglich jeder Monomord-
nung auf Nj kein Element kleiner sein kann als (0, . . . , 0): Wire ndmlich
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a < (0,...,0), so wire wegen der zweiten Eigenschaft auch
2a=a+a<a+(0,...,0)=«
und so weiter, so da3 wir eine unendliche Folge
a>2a>3a> -
hitten, im Widerspruch zur dritten Forderung.

Daraus folgt nun sofort, dal das Produkt zweier Monome nicht klei-
ner sein kann als die beiden Faktoren und damit auch, daf} ein echter
Teiler eines Monoms beziiglich jeder Monomordnung kleiner sein muf}
als dieses. AuBBerdem folgt, daB3 fiir ein Produkt von Polynomen stets
FM(fg) = FM(f) - FM(g) ist.

Die Eliminationsschritte beim GAUSS-Algorithmus konnen auch als Di-
visionen mit Rest verstanden werden, und beim EUKLIDischen Algorith-
mus ist ohnehin alles Division mit Rest. Fiir ein Verallgemeinerung der
beiden Algorithmen auf Systeme nichtlinearer Gleichungssysteme brau-
chen wir also auch einen Divisionsalgorithmus fiir Polynome in mehre-
ren Verdnderlichen, der die eindimensionale Polynomdivision mit Rest
und die Eliminationsschritte beim GAUSS-Algorithmus verallgemeinert.

Beim GAUSS-Algorithmus brauchen wir im allgemeinen mehr als nur
einen Eliminationsschritt, bis wir eine Gleichung auf eine Variable re-
duziert haben; entsprechend wollen wir auch hier einen Divisionsal-
gorithmus betrachten, der im Unterschied zum klassischen Fall auch
mehrere Divisoren gleichzeitig behandeln kann.

Wir gehen also aus von einem Polynom f aus dem Polynomring
R = f € k[X,,...,X,], wobei k irgendein Korper ist, in dem wir
rechnen konnen. Meistens ist £ = Q oder eine endliche Erweiterung
davon. Dieses Polynom wollen wir dividieren durch m weitere Polyno-
me f,...,f,, € R, dh. wir suchen Polynome a,,...,a,,,7 € R, so
daf

f=a fi+ - +a,f,+r

ist, wobei r in irgendeiner noch zu prizisierenden Weise kleiner als
die f, sein soll.
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Da es sowohl bei GAUSS als auch bei EUKLID auf die Anordnung der
Terme ankommt, legen wir als erstes eine Monomordnung fest; wenn
im folgenden von fiihrenden Termen etc. die Rede ist, soll es sich stets
um die filhrenden Terme efc. beziiglich dieser Ordnung handeln.

Mit dieser Konvention geht der Algorithmus dann folgendermalen:

Gegeben sind f, f,, ..., f,, € R und eine Monomordnung auf R.
Berechnet werden a,,...,a,,,7 € Rmit f = a,f; +---+a,, [, +7,
wobel r kein Monom enthélt, das durch das filhrende Monom eines
der f; teilbar ist.

1. Schritt (Initialisierung): Setze a; = ---=a,, =r=0und p = f.
2. Schritt (Endebedingung): Im Falle p = 0 endet der Algorithmus.

3. Schritt (Divisionsschritt): Falls keiner der fiihrenden Terme FT f j den
flihrenden Term FT p teilt, wird p ersetzt durch p — FT p und r durch
7+ FT p. Andernfalls sei j der kleinste Index, fiir den FT f; Teiler von
FT p ist; der Quotient sei g. Dann wird a; ersetzt durch a; + ¢ und p
durch p — ¢f;. Danach geht es zuriick zum 2. Schritt.

Offensichtlich ist die Bedingung f — p = a,f, +--- +a,,f,, + r nach
der Initialisierung im ersten Schritt erfiillt, und sie bleibt auch bei jeder
Anwendung des Divisionsschritts erfiillt. AuBerdem endet der Algorith-
mus nach endlich vielen Schritten: Bei jedem Divisionsschritt wird der
flihrende Term von p eliminiert, und alle Monome, die eventuell neu
dazukommen, sind kleiner oder gleich dem fiihrenden Monom von f;.
Da letzteres das (alte) fiihrende Monom von p teilt, kann es nicht grof3er
sein als dieses, d.h. der fiihrende Term des neuen p ist kleiner als der des
alten. Wegen der Wohlordnungseigenschaft einer Monomordnung kann
es keine unendliche absteigende Kette von Monomen geben; daher muf3
der Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbrechen.

Bei der klassischen Polynomdivision fiir Polynome in einer Variablen
tiber einem Korper wissen wir, dall der Rest kleineren Grad hat als der
Divisor. Das muB} hier nicht der Fall sein; wir konnen nur sagen, dal3 der
Rest keine Monome enthilt, die durch den fiihrenden Term eines der
Divisoren f; teilbar sind.
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Um den Algorithmus besser zu verstehen, betrachten wir zunéchst zwei
Beispiele:

Als erstes dividieren wir f = XY + XY?+Y? durch f, = XY — 1 und

Zur Initialisierung setzen wir a; = a, = = 0und p = f. Wir verwenden
die lexikographische Ordnung; beziiglich derer ist der fiihrende Term
von p gleich X %Y und der von fi gleich XY Letzterer teilt X Y, wir
setzen also

pep—Xfi=XY +X+Y" und a +a +X=X.

Neuer fiihrender Term von p ist X Yz; auch das ist ein Vielfaches
von XY, also setzen wir

pp-Yfi=X+Y'+Y und a, < a +Y=X+Y.

Nun ist X der fiihrende Term von p, und der ist weder durch XY noch
durch Y? teilbar, also kommt er in den Rest:

p<—p—X:Y2+Y und r+r+X=X.

Der nun fiihrende Term Y von p ist gleichzeitig der fiihrende Term
von f, und nicht teilbar durch XY, also wird

Die verbleibenden Terme von p sind weder durch XY noch durch y?
teilbar, kommen also in den Rest, so da3 wir als Ergebnis erhalten

f=afi+afo+r mit a;=X+Y, a,=1und r=X+Y +1.

Wenn wir statt durch das Paar (f;, f,) durch (f,, f,) dividiert hitten,
hitten wir im ersten Schritt zwar ebenfalls X°Y durch XY dividiert,
denn durch Y2 ist es nicht teilbar. Der neue fiihrende Term XY ? ist aber
durch beides teilbar, und wenn f, an erster Stelle steht, nehmen wir im
Zweifelsfall dessen fiihrenden Term. Man rechnet leicht nach, dafl man
hier mit folgendem Ergebnis endet:

f=afi+afo+r mit a=X+1, a,=X und r=X+1.
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Wie wir sehen, sind also sowohl die ,,Quotienten‘ a j als auchder, Rest“ r
von der Reihenfolge der f; abhingig. Sie hingen natiirlich im allge-
meinen auch von der verwendeten Monomordnung ab.

Als zweites Beispiel wollen wir f = X Y? — X durch die beiden Po-
lynome f; = XY + 1 und f, = Y? — 1 dividieren. Im ersten Schritt
dividieren wir XY? durch XY mit Ergebnis Y, ersetzen also f durch
—X — Y. Diese beiden Terme sind weder durch XY noch durch Y
teilbar, also ist unser Endergebnis

f=a1f1+a2f2+7‘ mlt a/]=)/, CL2=O U.nd 71=_X_Y

Hitten wir stattdessen durch (f,, f,) dividiert, hitten wir als erstes X Y?
durch Y dividiert mit Ergebnis X;da f = X f, ist, geht die Division hier
ohne Rest auf. Der Divisionsalgorithmus erlaubt uns also nicht einmal
die sichere Feststellung, ob f als Linearkombination der f, darstellbar
ist oder nicht. Als alleiniges Hilfsmittel zur Losung nichtlinearer Glei-
chungssysteme reicht er offenbar nicht aus. Daher miissen wir in den
folgenden Paragraphen noch weitere Werkzeuge betrachten.

§4: Der Hilbertsche Basissatz

Die Grundidee des Algorithmus von BUCHBERGER besteht darin, das
Gleichungssystem so abzuidndern, dafl moglichst viele seiner Eigen-
schaften bereits an den filhrenden Termen der Gleichungen ablesbar
sind.

Angenommen, wir haben ein nichtlineares Gleichungssystem
fl(xl,7xn): ce e = fm(x17,xn)=0
mit f; € R=k[X|,..., X, ]; seine Losungsmenge sei L C k".

Wie wir aus §1 wissen, hingt £ nur ab von dem Ideal I = (f, ..., f,,);
zur Losung des Systems sollten wir daher versuchen, ein moglichst
,einfaches* Erzeugendensystem fiir dieses Ideal zu finden.

Ganz besonders einfach (wenn auch selten ausreichend) sind Ideale, die
von Monomen erzeugt werden:
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Definition: Ein Ideal / < R = k[X,, ..., X,,] heilt monomial, wenn
es eine (nicht notwendigerweise endliche) Menge von Monomen gibt,
die I erzeugt.

Nehmen wir an, I werde erzeugt von den Monomen X mit « aus
einer Indexmenge A. Ist dann X p irgendein Monom aus 7, kann es als
endliche Linearkombination

T
() ;
x7=3" X" mit o eA
j=1

geschrieben werden, wobei die f; irgendwelche Polynome aus R sind.

Dasich jedes Polynom als Summe von Monomen schreiben 1d3t, konnen
wir die f; als k-Linearkombinationen von Monomen X 7 schreiben und

bekommen damit eine neue Darstellung von X f als Summe von Ter-
men der Form ¢X" X mit « € A,v € N und ¢ € k. Sortieren wir
diese Summanden nach den resultierenden Monomen X" und fassen
alle Summanden mit gleichem Monom zusammen, so entsteht eine k-
Linearkombination verschiedener Monome, die insgesamt gleich X &
ist. Das ist aber nur moglich, wenn diese Summe aus dem einen Sum-
manden X” besteht, d.h. 8 148t sich schreiben in der Form 8 = o + v
mit einem o € A und einem y € Ny,

Dies zeigt, daB3 ein Monom X P genau dann in [ liegt, wenn 5 = a + v
ist mit einem « € A und einem v € Ny, dh. X 5 ist das Produkt ei-
nes der erzeugenden Monome mit irgendeinem Monom. Das gesamte
Ideal I besteht daher genau aus den Polynomen f, die sich als k-
Linearkombinationen solcher Monome schreiben lassen.

Insbesondere liegt ein Polynom f genau dann in einem monomialen
Ideal I, wenn jedes seiner Monome dort liegt.

Der HILBERTschen Basissatz, um den es in diesem Paragraphen geht,
sagt aus, daB jedes Ideal im Polynomring k[X,,..., X ] iiber ei-
nem Korper von endlich vielen seiner Elemente erzeugt werden kann.
HILBERT bewies diesen Satz ohne Umweg liber monomiale Ideale. Fiir
uns werden aber in diesem Kapitel monomiale Ideale eine herausragende
Rolle spielen. Deshalb betrachten wir zunichst das (historisch jlingere)
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Lemma von DICKSON, wonach ein monomiales Ideal von endlich vielen
Monomen erzeugt werden kann, und folgern daraus den HILBERTschen
Basissatz.

Lemma von Dickson: Jedes monomiale Ideal in R = k[ X,..., X,]
kann von endlich vielen Monomen erzeugt werden.

Tatséchlich gilt sogar eine leicht schirfere Aussage: Ist A C Ny die
Menge aller Exponenten von Monomen aus I, so ist I = (X% |a € A),
und die Behauptung folgt aus dem nichsten

Lemma: Ist A eine beliebige Teilmenge von Ny und I das von den
Monomen X“ mit o € A erzeugte Ideal von R = k[X,,...,X,], so
gibt es eine endliche Teilmenge A’ C A derart, daB I bereits von den
Monomen X mit o € A’ erzeugt wird.

Der Beweis wird durch vollstindige Induktion nach n gefiihrt. Im Fall
n = 1 ist alles klar, denn da sind die Monome gerade die Potenzen der
einzigen Variable, d.h. A ist eine Teilmenge von N, und wir kénnen
fir A’ die einelementige Menge bestehend aus der kleinsten Zahl in A
nehmen.

Im Fall n > 1 und o € Nj setzen wir X'* = X" --- X" und
betrachten zunichst das Ideal J <1 k[X,..., X,,_,], das von den X'®
mit o € A erzeugt wird. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine
endliche Teilmenge A" C A, so daB J bereits von den Monomen X'

mit o« € A” erzeugt wird.

Die Monome X“ mit e € A” erzeugen zumindest ein Teilideal I’ C I
von I. Ist r der groBte Exponent o, der in einem der n-tupel o € A”
auftritt, so enthilt I’ fiir jedes Monom X f e J mit B € Ny ~! das
Monom X" X -, denn X B ist ja ein Vielfaches eines der Monome X'
mita € A”.

Es gibt aber natiirlich auch noch Monome in 7, in denen X, mit einem
kleineren Exponenten als r auftritt. Um auch diese Elemente zu erfassen,
betrachten wir fiir jedes s < r das Ideal J, < k[X,,..., X ,_,], das
von allen jeden Monomen X'® mit o € A erzeugt wird, fiir die X' X
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in I liegt. Nach Induktionsannahme gibt es auch zu jedem der Ideale J,
eine endliche Teilmenge A, von A, so daB} J, erzeugt wird von den
Monomen X'® mit a € A,. Zusammen mit den Monomen der Form
X'*X? mit o € A, erzeugen dann die Monome X< mit o € A"
ganz I. Die Monome X'“X° mit a € A_ liegen in I, also gibt es zu
jedem dieser Monome ein a € A, das es teilt. A; C A sei die Menge
aller so erhaltener « € A. Dann ist A" = A” UAyU---A_, eine

endliche Teilmenge von A mit der Eigenschaft, daB die X mito € A’

das Ideal I erzeugen. .

LEONARD EUGENE DICKSON (1874-1954) wurde in
Iowa geboren, wuchs aber in Texas auf. Seine Bachelor-
und Mastergrade bekam er von der University of Texas,
dann wurde er mit seiner 1896 eingereichten Disserta-
tion Analytic Representation of Substitutions on a Power
of a Prime Number of Letters with a Discussion of the
Linear Group der erste an die University of Chicago
promovierte Mathematiker. Auch die weiteren seiner
275 wissenschaftlichen Arbeiten, darunter acht Biicher,
beschiftigen sich vor allem mit der Algebra und Zah-
lentheorie. Den grofiten Teil seines Berufslebens ver-
brachte er als Professor an der University of Chicago,
besuchte aber auch regelméfig die University of Cali-
fornia in Berkeley.

Beliebige Ideale sind im allgemeinen nicht monomial; schon das von
X + 1 erzeugte Ideal in k[ X] ist ein Gegenbeispiel, denn es enthilt
weder das Monom X noch das Monom 1, im Widerspruch zu der oben
gezeigten Eigenschaft eines monomialen Ideals, zu jedem seiner Ele-
mente auch dessen simtliche Monome zu enthalten.

Um monomiale Ideale auch fiir die Untersuchung solcher Ideale niitzlich
zu machen, wihlen wir eine Monomordnung auf R und definieren fiir
ein beliebiges Ideal I < R = k[X,,...,X,]das monomiale Ideal

()

FM(I) = (FM( Hlfel~ {0}) :

das von den filhrenden Monomen aller Elemente von I erzeugt wird
— auBer natiirlich dem nicht existierenden fithrenden Monom der Null.



Algebraische Statistik FSS2024 31

Hilbertsche Basissatz: Jedes Ideal ] < R = E[X,,..., X, ] hat ein
endliches Erzeugendensystem.

Beweis: Nach dem Lemma von DICKSON ist FM([]) erzeugt von endlich
vielen Monomen. Jedes dieser Monome ist, wie wir bereits wissen,
ein Vielfaches eines der erzeugenden Monome, also eines fiihrenden
Monoms eines Elements von /. Es gibt somit endlich viele Polynome
fis-- -5 [, € I mitder Eigenschaft, dal FM(f)),...,FM(f,,) das Ideal
FM([) erzeugen. Wir wollen zeigen, dal die Polynome f|, ..., f,, das
Ideal I erzeugen.

Dazu sei f ein beliebiges Element von I. Wir wenden wir den Divisi-
onsalgorithmus an auf f und die f; und erhalten eine Darstellung

f=a fi+-+a,f,+r

mit Polynomen a,,...,a,, und r aus R. Wir miissen zeigen, dal3 der
Divisionsrest 7 verschwindet.

Falls r nicht verschwindet, garantiert der Divisionsalgorithmus, daf} das
fiihrende Monom FM(r) von r durch kein fithrendes Monom FM(f,)
eines der Divisoren f; teilbar ist. Andererseits ist aber

r=f—(afi+--+a,f,)

ein Element von 7, und damit liegt FM(r) im von den FM( fj) erzeug-
ten Ideal FM(Z/). Somit muf3 FM(r) Vielfaches eines FM( fj) sein, ein
Widerspruch. Also ist r = 0.

DAVID HILBERT (1862-1943) wurde in Konigsberg ge-
boren, wo er auch zur Schule und zur Universitit ging.
Er promovierte dort 1885 mit einem Thema aus der In-
variantentheorie, habilitierte sich 1886 und bekam 1893
einen Lehrstuhl. 1895 wechselte er an das damals auch
international fiihrende Zentrum der deutschen Mathe-
matik, die Universitidt Gottingen, wo er bis zu seiner
Emeritierung im Jahre 1930 lehrte. Seine Arbeiten um-
fassen ein riesiges Spektrum aus unter anderem Invari-
antentheorie, Zahlentheorie, Geometrie, Funktionalana-
lysis, Logik und Grundlagen der Mathematik sowie auch
zur Relativititstheorie. Er gilt als einer der Viter der
modernen Algebra.
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§5: Grobner-Basen und der Buchberger-Algorithmus

Angesichts der Rolle der fiihrenden Monome im obigen Beweis bietet
sich folgende Definition an fiir eine Idealbasis, beziiglich derer moglichst
viele Eigenschaften bereits an den fiihrenden Monomen abgelesen wer-
den konnen:

Definition: Eine endliche Teilmenge G' = {g,,...,9,,} C I eines
Ideals I <« R = k[X,,...,X,,] heiit Standardbasis oder GROBNER-
Basis von I, falls die Monome FM(g,) das Ideal FM(/) erzeugen.

WOLFGANG GROBNER wurde 1899 im damals noch Osterreichischen Siidtirol geboren.
Nach Ende des ersten Weltkriegs, in dem er an der italienischen Front kimpfte, studierte
er zunichst an der TU Graz Maschinenbau, beendete dieses Studium aber nicht, sondern
begann 1929 an der Universitit Wien ein Mathematikstudium. Nach seiner Promotion
ging er zu EMMY NOETHER nach Gottingen, um dort Algebra zu lernen. Aus materiellen
Griinden muBte er schon bald nach Osterreich zuriick, konnte aber auch dort zunzichst
keine Anstellung finden, so dafl er Kleinkraftwerke baute und im Hotel seines Vaters
aushalf. Ein italienischen Mathematiker, der dort seinen Urlaub verbrachte, vermittelte
ihm eine Stelle an der Universitit Rom, die er 1939 wieder verlassen mufte, nachdem er
sich beim Anschluf3 Siidtirols an Italien fiir die deutsche Staatsbiirgerschaft entschieden
hatte. Wihrend des zweiten Weltkriegs arbeitete er groftenteils an einem Forschungsin-
stitut der Luftwaffe, nach Kriegsende als Extraordinarius in Wien, dann als Ordinarius
in Innsbruck, wo er 1980 starb. Seine Arbeiten beschiftigen sich mit der Algebra und
algebraischen Geometrie sowie mit Methoden der Computeralgebra zur Losung von Dif-
ferentialgleichungen.

Die Theorie der GROBNER-Basen wurde von seinem Studenten BRUNO BUCHBERGER in
dessen Dissertation entwickelt. BUCHBERGER wurde 1942 in Innsbruck geboren, wo er
auch Mathematik studierte und 1966 bei GROBNER promovierte mit der Arbeit Ein Al-
gorithmus zum Auffinden der Basiselemente des Restklassenrings nach einem nulldimen-
sionalen Polynomideal. Er arbeitete zunéchst als Assistent, nach seiner Habilitation als
Dozent an der Universitit Innsbruck, bis er 1974 einen Ruf auf den Lehrstuhl fiir Compu-
termathematik an der Universitit Linz erhielt. Dort griindete er 1987 das Research Institute
for Symbolic Computation (RISC), dessen Direktor er bis 1999 war. 1989 initiierte er in
Hagenberg (etwa 20 km norddstlich von Linz) die Griindung eines Softwareparks mit
angeschlossener Fachhochschule; er hat mittlerweile fast Tausend Mitarbeiter. Au3er mit
Computeralgebra beschiftigt er sich auch im Rahmen des Theorema-Projekts mit dem
automatischen Beweisen mathematischer Aussagen.

Im Beweis des HILBERTschen Basissatzes haben wir gesehen, da3 Ele-
mente f,..., f,, eines Ideals I, deren fiihrende Monome das Ide-
al FM(]) erzeugen, einn Erzeugendensystem von [ bilden. Daher er-
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zeugt eine GROBNER-Basis von [ das Ideal. AuBBerdem hat jedes Ide-
al I im Polynomring eine GROBNER-Basis, denn nach dem Lemma von
DICKSON hat das Ideal der fiihrenden Monome ein endliches Erzeu-
gendensystem, und jedes Monom aus diesem Erzeugendensystem ist
fiihrendes Monom eines Polynoms f; € I. Die Menge der Polynome f;
ist offensichtlich eine GROBNER-Basis im Sinne der obigen Definition.

Bevor wir uns damit beschéftigen, wie man diese berechnen kann, wollen
wir zunédchst eine wichtige Eigenschaft betrachten.

{91,--.,9,,} sei eine GROBNER-Basis eines Ideals I <1 R. Wir wollen
ein beliebiges Element f € R durch g,,. .., g,, dividieren. Dies liefert
als Ergebnis

f=a9,+ - +a,,9,,+7,

wobei kein Monom von 7 durch eines der Monome FM(g;) teilbar ist.
Wie wir wissen, sind allerdings bei der Polynomdivision im allgemeinen
weder der Divisionsrest r noch die Koeffizienten a; auch nur im ent-
ferntesten eindeutig. Wir wollen untersuchen, wie sich das hier verhilt.

Angenommen. wir haben zwei Darstellungen
fzalgl +"'+amgm+7n=blgl +"'+bmgm+8
der obigen Form. Dann ist

Links steht ein Element von I, also auch rechts. Andererseits enthalt
aber weder r noch s ein Monom, das durch eines der Monome FM(g;)
teilbar ist, d.h. r — s = 0, da die FM(g,) ja das Ideal FM(/) erzeugen.
Somit ist bei der Division durch die Elemente einer GROBNER-Basis
der Divisionsrest eindeutig bestimmt. Insbesondere ist f genau dann
ein Element von I, wenn der Divisionsrest verschwindet. Wenn wir
eine GROBNER-Basis haben, konnen wir also leicht entscheiden, ob ein
gegebenes Element f € R im Ideal I liegt.

Nachdem im Fall einer GROBNER-Basis der Divisionsrest nicht von
der Reihenfolge der Basiselemente abhingt, konnen wir ithn durch ein
Symbol bezeichnen, das nur von der Menge G = {g,, . .., g,,} abhingt;

: e,
wir schreiben f .
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Als nichstes wollen wir uns mit der Frage beschiftigen, wie wir fiir ein
vorgegebenes Ideal I eine GROBNER-Basis bestimmen konnen.

Dazu miissen wir uns als erstes iiberlegen, wie das Ideal gegeben sein
soll. Wenn wir 