Kapitel 2
Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen

GROBNER-Basen haben eine Vielzahl von Anwendungen in der Algebra;
wir wollen uns hier vor allem damit beschiftigen, wie sie direkt oder
im Zusammenspiel mit anderen Methoden zur expliziten Losung nicht-
linearer Gleichungssysteme fiihren konnen. Explizit angebbar sind die
Losungen meist nur, wenn die Losungsmenge endlich ist; daher werden
wir uns meist auf solche Systeme beschrianken und interessieren uns da-
her auch fiir Kriterien, wie wir einem Gleichungssystem die Endlichkeit
seiner Losungsmenge ansehen konnen.

§ 1: Grobner-Basen fiir nichtlineare Gleichungssysteme
Wir gehen aus von m Polynomgleichungen

fixy,...,z,)=0 mit f e€k[X,,...,X,] fir i=1,...;m
und suchen die Losungsmenge

{@,...,z,) € k" | fi(xy,...,z,) =0 fir i=1,...,m}.

Diese wird allerdings oft leer sein; fiir f, = X* —2und f, = Y* — 3 aus
Q[X] etwa ist diese Menge leer, da die Losungen (:I:\/i, ++/3) nicht
in Q2 liegen. Wir betrachten daher meist noch einen zweiten Korper K,

der k£ enthilt, und interessieren uns allgemeiner fiir die Losungsmenge
in K":

Definition: a) Ist I ein Ideal in k[ X, ..., X ], und ist K ein Korper,
der k enthalt, setzen wir

Vi) ={(x,...,z,) € K" | f(xy,...,x,)=0 fiiralle f € I}.
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b) Fir I = (f,---, f,,) schreiben wir auch kurz V. (f,..., f,,) an
Stelle von Vi (1).

Der Korper £ sollte dabei moglichst klein sein, denn mit den Elementen
dieses Korpers miissen wir rechnen, und je grofer der Korper, desto
aufwendiger sind seine Rechenoperationen. In konkreten Beispielen
werden wir uns meist auf £ = QQ beschrianken und — soweit moglich —
sogar versuchen, unsere Konstruktionen in Z[ X'| durchzufiihren.

Der Korper K hingegen sollte so groB3 sein, dal3 er fiir ein Gleichungssys-
tem, daB3 in irgendeinem Korper eine nichtleere endliche Losungsmenge
hat, diese Losungsmenge enthilt. Wir werden meist K = C betrachten.

Wie wir bereits aus §1 des vorigen Kapitels wissen, hiangt die Losungs-
menge des Gleichungssystems nur ab vom Ideal I = (f|, ..., f,,); wir
suchen ein Erzeugendensystem {g¢,, ..., g, } dieses Ideals, aus dem wir
mehr tiber die Mengen

VK(I): VK(f17"'7fm): VK(Q])"wgr)

ablesen konnen. Wir erwarten natiirlich, daf3 wir hier vor allem im Falle
einer geeigneten GROBNER-Basis {g,, ..., g,.} eventuell Erfolg haben.

Viele Losungsansitze fiir Gleichungssysteme in mehreren Veridnder-
lichen beruhen auf der Elimination von Variablen: Im /-ten Schritt
suchen wir nach Bedingungen, die ein (n — ¢)-Tupel (z,,,...,2,)
erfiillen muB}, wenn es ein ¢-Tupel (z|, ..., x,) gibt,sodaB (z,,...,x,,)
in V(I) liegt. Eine solche Bedingung ist trivial: Fiir jedes Polynom
f € I, in dem die Variablen X,,..., X, nicht vorkommen, muf}
f@pqy---,2,)=0sein.

Definition: a) Das (-te Eliminationsideal eines Ideal I <1 k[ X,..., X ]
iSt Ig = I N k‘[XE+]7 “ee ,Xn]

b) Eine Monomordnung < heiBt Eliminationsordnung fiir X, ..., X,,
wenn jedes Monom, das mindestens eine der Variablen X,,..., X,
enthilt, groBer ist als alle Monome, die nur X, , ..., X, enthalten.

Die lexikographische Ordnung mit X| > X, > --- > X | > X ist
offensichtlich fiir jedes ¢ eine Eliminationsordnung fiir X,..., X, die
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graduiert lexikographische aber nicht, da beziiglich dieser beispielsweise
X, < X7 ist.

Satz: Ist G’ eine GROBNER-Basis von [ beziiglich einer Eliminations-
ordnung fiir X, ..., X,, soist G N I, eine GROBNER-Basis von I,.

Beweis: Die Elemente von G = {g,,...,9,,} seien so angeordnet,
daB GN1I, = {gy,...,9,} ist. Wir miissen zeigen, dal sich jedes
f € I, als Linearkombination von g, ..., g, mit Koeffizienten aus
k[ Xy.,--.,X,] darstellen 148t.

Der Divisionsalgorithmus beziiglich der gewihlten Ordnung gibt uns

eine Darstellung f = h;g, +--- + h,,g,, von f als Element von I.
Die Polynome g,.4, . . ., g,,, enthalten jeweils mindestens eine der Vari-
ablen X,,...,X,, und da wir eine Eliminationsordnung verwenden,

mul} auch das fiihrende Monom eine dieser Variablen enthalten. Da
kein Monom von f eine dieser Variablen enthilt, kann im Divisionsal-
gorithmus das fiihrende Monom eines dieser Polynome nie Teiler des
fiihrenden Monoms des jeweils betrachteten Polynoms p sein, Somit ist
h,,, =--+-=h,, =0,und in keinem der Polynome /..., h, kann eine
der Variablen X, ..., X, auftreten. Dies zeigt, da f imvon g, ...,g,
erzeugten Ideal von k[ X, ..., X,,] liegt, d.h. dieses Ideal wird von

gy, - - -, 9, erzeugt.

Um zu zeigen, dal} es sich dabei sogar um eine GROBNER-Basis handelt,
konnen wir zum Beispiel zeigen, daB alle S5(g;, g;) mit4, j < 7 ohne Rest
durch gy, ..., g, teilbar sind. Da G nach Voraussetzung eine GROBNER-
Basis ist, sind sie auf jeden Fall ohne Rest durch G teilbar, und wieder
kann bei der Division nie der fithrende Term eines Dividenden durch den
eines g; mit ¢ > r teilbar sein, d.h. S(g;, g,) ist als Linearkombination

von gy, . . ., g, mit Koeffizienten aus k[g,, . . ., g,.] darstellbar.
|

Daraus ergibt sich eine Strategie zur Losung nichtlinearer Gleichungs-
systeme nach Art des GAUSS-Algorithmus: Wir gehen aus von der lexi-
kographischen Ordnung, die ja fiir jedes ¢ eine Eliminationsordnung fiir
X, ..., X, ist,und bestimmen eine (reduzierte) GROBNER-Basis fiir das
von den Gleichungen erzeugte Ideal des Polynomrings k[ X, ..., X, ].
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Dann betrachten als erstes das Eliminationsideal I,, ;. Dieses besteht
nur aus Polynomen in X ; falls wir mit einer reduzierten GROBNER-
Basis arbeiten, gibt es darin hochstens ein solches Polynom.

Falls es ein solches Polynom gibt, muf} jede Losung des Gleichungs-
system als letzte Komponente eine von dessen Nullstellen haben. Wir
bestimmen daher diese Nullstellen (in /&) und setzen sie nacheinan-
der in das restliche Gleichungssystem ein. Dadurch erhalten wir Glei-
chungssysteme in n — 1 Unbekannten, wo wir nach Gleichungen nur
in X,,_; suchen konnen. Diese erhalten wir, indem wir bei allen Erzeu-
genden des Eliminationsideals I, _, fiir X, nacheinander die Werte aus

Vi (I,,_;) C k einsetzen. Nachdem wir so Vi (I,,_,) C K * bestimmt

haben, konnen wir analog die Mengen Vi (1, _;) C K > und so weiter
bis V(1) C K" bestimmen.

Betrachten wir noch einmal das Beispiel gegen Ende von §5 des vorigen
Kapitels mit

fi=X —2XY und f,=XY -2V +X.

Dort hatten wir die reduzierte GROBNER-Basis beziiglich der graduiert
lexikographischen Ordnung berechnet; sie besteht aus

X
9=X", ¢,=XY und g3:Y2—7.

Da die graduiert lexikographische Ordnung keine Eliminationsordnung
fiir X ist, konnen wir nicht erwarten, daB {g,, ¢,, g3} N k[Y'] ein Erzeu-
gendensystem des Eliminationsideals (f;, f,) N k[Y] liefert, und in der
Tat liegt keines der g, in k[Y]. Zufilligerweise liegt aber g, = X~
in k[X], wir wissen also, daB} fiir jede Losung (x,y) des Gleichungs-
systems x = 0 sein muB3. g, = XY verschwindet fiir alle solche Punkte
automatisch, und g; = Vi—X /2 verschwindet genau dann, wenn auch
y = 0ist. Somit ist Vi (f;, f>) = {(0,0)} fiir jeden Erweiterungskorper
K von k.

Wenn wir das Gleichungssystem mit dem hier vorgestellten Verfahren
l6sen wollen. konnen wir zum Beispiel mit der lexikographischen Ord-
nung arbeiten. Da die fiihrenden Terme von f; und f, bei beiden Ord-
nungen gleich sind und viele der zu berechnenden S-Polynome nur aus
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einem Term bestehen, dndert sich zunéchst nichts: Wie bei der graduiert
lexikographischen Ordnung kommen wir auf

=S ) ==X, fi=5(f;,f;)=—2XY und

Fs=S(f f=X —2Y".

Auch S(f;, f) = —2XY? = Y f, kann wie dort auf Null reduziert
werden, bei der Berechnung von S(f,, f5) ist jetzt aber nicht mehr Y?,
sondern X das fiihrende Monom. Somit ist

S(f1, fs) = fi —X2f5 = 2X*Y? —2XY:2Yf2+2f4+4y3,

das S-Polynom 1t sich also modulo { f,, f>, f3, f4, fs} nicht auf Null
reduzieren und wir miissen f = 4Y" als neues Element in die Basis
aufnehmen. Erst jetzt zeigt eine mithsame Rechnung, die man am besten
seinem Computer iiberldBt, dal S(f;, f;) firalle 1 <14 < j < 6 modulo
{fi, fos f3s fas f5, fo} auf Null reduziert werden kann, womit wir eine
GROBNER-Basis gefunden haben.

Die fiihrenden Monome der sechs Basiselemente beziiglich der lexiko-
graphischen Ordnung sind

FM(f) =X,  FM(f)=X"Y, FM(f;) = —X~,
FM(f,) = —2XY, FM(f5)=X,, FM(fy) = 4Y7;

wir konnen also f; bis f, eliminieren. Die reduzierte GROBNER-Basis
bedeutet besteht somit aus g, = X — 2Y* und gr = Y’

Das Eliminationsideal /; wird daher erzeugt von g, = Y?, d.h. fiir jede
Losung (z,y) muB y verschwinden. Setzen wir y = 0 in g, ein, so sehen
wir, daf} auch z verschwinden muf3, der Nullpunkt ist also die einzige
Losung.

Es war ein Zufall, dal wir dieses Ergebnis auch der GROBNER-Basis
beziiglich der graduiert lexikographischen Ordnung ansehen konnten;
bei komplizierteren Systemen wird dort oft jedes Basiselement alle
Variablen enthalten, so dafl wir nichts sehen konnen. Trotzdem kann
die graduiert lexikographische Ordnung zur Losung nichtlinearer Glei-
chungssysteme niitzlich sein: 1993 publizierten J.C. FAUGERE, P. GIAN-
NI, D. LAZARD und T. MORA einen heute nach ihren Anfangsbuchstaben
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als FGLM benannten Algorithmus, der fiir ein Ideal I mit endlicher
Nullstellenmenge V' (1) effizient eine GROBNER-Basis beziiglich der le-
xikographischen Ordnung bestimmt auf dem Umweg iiber die graduiert
lexikographische Ordnung. Wir werden spiter sehen, dal wir im Falle
einer endlichen Losungsmenge diese auch ausgehend von einer belie-
bigen GROBNER-Basis mit alternativen Techniken bestimmen konnen.

Nun kann es beim obigen Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssyste-
me natiirlich vorkommen, dall 7,,_; das Nullideal ist; falls unter den
Losungen des Systems unendlich viele Werte fiir die letzte Variable vor-
kommen, muf3 das sogar so sein. Es kann sogar vorkommen, dal} alle
Eliminationsideale auBer I, = I das Nullideal sind. In diesem Fall fiihrt
die gerade skizzierte Vorgehensweise zu nichts.

Bevor wir uns dariiber wundern, sollten wir uns tliberlegen, was wir
tiberhaupt unter der Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems ver-
stehen wollen. Im Falle einer endlichen Losungsmenge ist das klar: Dann
wollen wir eine Auflistung der simtlichen Losungstupel. Bei einer un-
endlichen Losungsmenge ist das aber nicht mehr moglich. Im Falle
eines linearen Gleichungssystems wissen wir, dafl die Losungsmenge
ein affiner Raum ist; wir konnen sie daher auch wenn sie unendlich
sein sollte durch endlich viele Daten eindeutig beschreiben, zum Bei-
spiel durch eine spezielle Losung und eine Basis des Losungsraums des
zugehorigen homogenen Gleichungssystems.

Bei nichtlinearen Gleichungssystemen gibt es im allgemeinen keine
solche Beschreibung unendlicher Losungsmengen: Die Losungsmenge
des Gleichungssystems

X242V 43272100 und 2X°+3Y*—2Z°=0

etwa ist die Schnittmenge eines Ellipsoids mit einem elliptischen Kegel;
sie besteht aus zwei ovalen Kurven hoherer Ordnung. Die GROBNER-
Basis besteht in diesem Fall aus den beiden Polynomen

X2 —112°+300 und Y*+7Z°—200,

stellt uns dieselbe Menge also dar als Schnitt eines hyperbolischen und
eines elliptischen Zylinders. Eine explizitere Beschreibung der Losungs-
menge ist schwer vorstellbar.
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Auf der Basis von STURMschen Ketten, dem Lemma von THOM und Ver-
allgemeinerungen davon hat die semialgebraische Geometrie Methoden
entwickelt, wie man auch allgemeinere Losungsmengen nichtlinearer
Gleichungssysteme durch eine sogenannte zylindrische Zerlegung qual-
itativ beschreiben kann. Dazu wird der R" in Teilmengen zerlegt, in
denen die Losungsmenge entweder ein einfaches qualitatives Verhalten
hat oder aber leeren Durchschnitt mit der Teilmenge. Dadurch kann
man insbesondere feststellen, in welchen Regionen des R™ Ldsungen
zu finden sind.

In manchen Fillen lassen sich Losungsmengen parametrisieren; wie
man mit Methoden der algebraischen Geometrie zeigen kann, ist das
aber im allgemeinen nur bei Gleichungen kleinen Grades der Fall und
kommt daher fiir allgemeine Losungsalgorithmen nicht in Frage.

Stets moglich ist das umgekehrte Problem, d.h. die Beschreibung einer
parametrisch gegebenen Menge in impliziter Form. Hier gehen wir aus
von Gleichungen der Form

Jilzﬁpl(tl,,tm), ey xn:(pn(tl,,tm),
und wir suchen Polynome fi,..., f,. aus k[X,,..., X, ], die auf der
Menge aller jener (z,,...,x,) verschwinden, fiir die es eine solche

Darstellung gibt (und eventuell noch auf Grenzwerten davon).

Dazu wihlen wir eine lexikographische Ordnung auf dem Polynom-
ring k[Ty,..., T, X;,..., X,], bei der alle T; groBer sind als die X,
und bestimmen eine GROBNER-Basis fiir das von den Polynomen
X, —p,(1y,...,T, ) erzeugte Ideal. Dessen Schnitt mit K[ X, ..., X ]
ist ein Eliminationsideal, hat also als Basis genau die Polynome aus der
GROBNER-Basis, in denen keine 7; vorkommen.

Fast genauso konnen wir auch zu einer vorgegebenen endlichen Menge
von Punkten ein Gleichungssystem konstruieren, das genau diese Menge
als Losungsmenge hat; dies spielt beispielsweise in der algebraischen
Statistik eine Rolle, wenn zu einem vorgegebenen Design die damit
schitzbaren Modelle identifiziert werden sollen.

Wir gehen aus von r Punkten

(2) (7) n )
P~:(:1:1 R )Ek , 1=1,...,r,

(2 n
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und suchen ein Ideal I < k[X,..., X, ], dessen Elemente genau in
den Punkten P, verschwinden. Im Falle nur eines Punktes P, konnen
wir einfach das Ideal

(2) (%)
nehmen; bei mehreren Punkten brauchen wir den Durchschnitt der Ideale

I, bis I, fiir den wir kein offensichtliches Erzeugendensystem haben.

Betrachten wir stattdessen die Punkte

(2) (2) (1) (2) r+n ; 3) 1 fallsi=19
Qi=(t1,...7tr,x17...,xn)€k mlt t] ={O Sonst j,
so erzeugen die Polynome

(X, — 2T, € kITY, .. T Xy, X,

flir + = 1,...,n und 7 = 1,...,r zusammen mit dem Polynom
T, +---+ 7T, — 1 ein Ideal J, das alle Punkte (), als Nullstellen hat:

Die Polynome (X, — 2)T; verschwinden in Q;, da 2" die j-te Ko-
ordinate von (); ist, und fiir ¢ # i verschwindet (X, — xgi))Tg, da tg)

J
verschwindet.

Istumgekehrt Q = (¢,...,t,.,xq,...,x,) € k""" keiner der Punkte Q,,
so gibt es fiir jedes < mindestens eine Koordinate, in der sich () von ),
unterscheidet. Ist dies etwa die X ;-Koordinate, so ist X . — 7% in

j J J

in () von Null verschieden,; (X i xgl)) T’; kann daher nur verschwinden,
wenn t; = 0 ist. Dies kann aber nicht fiir alle < der Fall sein, denn die
Summe der ¢, ist eins, da 7} + - - - + 7, — 1 verschwindet. Somit liegt ()
nicht in V' (J).

Damit haben wir ein Ideal J < k[T),...,T,.,X,,..., X, ] gefunden,
dessen Nullstellen genau die Punkte Q, ..., Q,. € k™" sind. Die Punk-
te P, ..., P. sind die Projektionen der (Q; von k""" nach k"; deshalb
ist klar, daB alle Polynome aus

[ =JNk[X,,...,X,]
def

in den Punkten P, verschwinden. Wir erhalten ein Erzeugendensys-
tem dieses Ideals, indem wir beziiglich einer Eliminationsordnung fiir
Ty,...,T. eine GROBNER-Basis von J berechnen und davon nur die

Polynome betrachten, die keine der Variablen 7, enthalten.
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§2: Der Hilbertsche Nullstellensatz

Wie wir wissen, stimmen die Losungsmengen zweier Gleichungssyste-
me

filxy,...,e)=--=f (x;,...,2,)=0
und
9@y, mp)=-=g, (@, ,2,) =0
tiberein, wenn die Ideale (fi, ..., f,,,) und (g4, . .., g,) iibereinstimmen.

Umgekehrt folgt aber nicht aus der Gleichheit der Losungsmengen, daf3
auch die Ideale gleich sein miissen. In diesem Paragraphen wollen wir
genauer untersuchen, was hier gilt.

Dazu betrachten wir als erstes den Fall von Polynomen in nur einer
Verinderlichen X. Hier konnen wir uns mit einer einzigen Gleichung
begniigen, denn es gilt

Lemma: Der Polynomring R = k[X] iiber einem Korper £ ist ein
Hauptidealring.

Beweis: Wir miissen zeigen, dal} jedes Ideal I von R ein Hauptideal ist,
also von einem einzigen Polynom f erzeugt werden kann. Sei also I ein
beliebiges Ideal in R. Falls I nur aus der Null besteht, ist es das von
der Null erzeugte Hauptideal, andernfalls wéhlen wir ein Polynom f
minimalen Grades aus  und wollen zeigen, dafl I = (f) ist. Dazu sei g
ein beliebiges Polynom aus /. Wir dividieren es durch f:

g:f=qRestr oder g=qf+r,

wobei entweder r = 0 ist oder degr < deg f. Da mit f und g auch
r = g — qf in I liegt, kann letzteres nicht sein: Nach Konstruktion
enthélt I kein Polynom vom Grad kleiner deg f. Also ist » = 0 und

g =qf liegtin (f). .
Sind also 7 und J zwei Ideale in k[ X ], so gibt es Polynome f, g € k[ X],
fiir die I = (f) und J = (g) ist. Da fiir jedes ¢ € k . {0} die Polynome
f und cf dasselbe Ideal erzeugen, konnen wir dabei annehmen, daf3
sowohl f als auch g den fiihrenden Koeffizienten eins haben. Dann ist
I = J genau dann, wenn f = g ist.
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Um zu sehen, was es bedeutet, daB3 V(1) = Vi (J) 1st, betrachten wir
zunichst den Fall, dafl £ = K = Q ist. Offensichtlich ist dann

Vo(X? —2) = VX~ =3) = V(X  + 1) = V(X7 +5) = 0,

ohne daB3 irgendwelche zwei der betrachteten Polynome gleich wéren.
Es ist dabei unerheblich, dal die Nullstellenmengen jeweils leer sind:
Hitten wir jedes der vier betrachteten Polynome noch mit X — 1 multi-
pliziert, hdtten wir vier neue Polynome erhalten, die allesamt die Eins als
einzige rationale Nullstelle haben und trotzdem verschieden sind. Uber
einem hinreichend grofen Korper, etwa dem der kompklexen Zahlen,
haben freilich alle betrachteten Polynome verschiedene Nullstellenmen-
gen.

Aber auch iiber C gilt nicht, daB aus V-(f) = V-(g) die Gleichheit der
Ideale (f) und (g) folgt: Beispielsweise ist

Ve(X(X - 1)) = Ve (XA(X - 1) = {0,1},

aber keines der beiden Polynome liegt auch nur im vom anderen
erzeugten Ideal. Allgemein ist offenbar fiir » komplexe Zahlen z|, .. . , 2
und 7 natiirliche Zahlen e, . . ., e,. stets

Ve ((X )P (X — z)> =Vo((X —2) - (X —2,))

und sofern nicht alle e, = 1 sind, erzeugen die beiden Polynome ver-
schiedene Ideale.

r

Nach dem sogenannten Fundamentalsatz der Algebra hat jedes nichtkon-
stante Polynom f mit komplexen Koeffizienten mindestens eine kom-
plexe Nullstelle. Da der Korper der komplexen Zahlen iiberabzéihlbar
und damit fiir praktische Rechnungen zu grof} ist, betrachten wir auch
kleinere Korper mit einer entsprechenden Eigenschaft und definieren
allgemein:

Definition: Ein Korper K heilit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nichtkonstante Polynom f € K[X] mindestens eine Nullstelle in K
hat.

Durch Polynomdivision folgt leicht induktiv:
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Lemma: Ist K algebraisch abgeschlossen, so 1dat sich jedes Polynom
vom Grad d aus K[X] schreiben als

f=cX—z)-(X—zy) mit ce K~{0} und z,,...,05€ K .

Die x; miissen dabei nicht notwendigerweise verschieden sein.
u

Im folgenden betrachten wir Polynome iiber einem beliebigen Korper k;
in den Beispielen wird das fast immer der Korper Q sein. Zusétzlich be-
trachten wir einen Korper K, der k enthélt. Im Falle von Q kann man
zeigen, dal} es einen abzdhlbaren algebraisch abgeschlossenen Korp-
er Q C C gibt, der Q enthilt; er besteht aus allen algebraischen Zahlen,
d.h. allen komplexen Zahlen z, fiir die es ein Polynom 0 # f € Q[X]
gibt mit f(z) = 0.

Um die Beweise der folgenden Sitze etwas zu vereinfachen, wollen
wir dort zusdtzlich annehmen, dall der Korper K {iberabzidhlbar viele
Elemente enthilt. Dies ist aber nicht notwendig; mit etwas groflerem
Aufwand lassen sich die Beweise so fiihren, daf} sie auch fiir abzahlbare
algebraisch abgeschlossene Korper gelten.

Sei also fiir den Rest dieses Paragraphen k irgendein Korper, und K
sei ein algebraisch abgeschlossener Korper mit iiberabzidhlbar vielen
Elementen, der k enthilt.

Als erstes wollen wir uns mit der Frage beschiftigen, fiir welche Ide-
ale I < k[X,,...,X,] die Losungsmenge V. (I) in K" leer ist. Ein
Beispiel ist offensichtlich: Natiirlich ist = E[X,..., X, ] ein Ideal,
und da es insbesondere die Konstante eins enthilt, ist Vi (I) = (). Eine
(schwache) Form des HILBERTschen Nullstellensatzes besagt, dal dies
das einzige Beispiel ist. Zur Vorbereitung des Beweises definieren wir

Definition: R sei ein Ring.

a) I < R istein echtes Ideal, falls I # R.

b) Ein echtes Ideal m <1 R heilt maximales 1deal, wenn R das einzige
Ideal ist, das m als echte Teilmenge enthilt.

c) Ein echtes Ideal p <@ R heillt Primideal, wenn gilt: Liegt fiir zwei
Elemente f,g € R das Produkt fg in p, so liegt mindestens einer der
Faktoren f, g in p.
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Wie aus der Zahlentheorie bekannt, teilt eine Primzahl p genau dann
das Produkt zweier Zahlen a, b, wenn sie mindestens einen der beiden
Faktoren teilt; in Z sind also die von den Primzahlen erzeugten Haupt-
ideale Primideale. Dazu kommt wegen der Nullteilerfreiheit auch noch
das Nullideal.

Durch vollstindige Induktion beweist man leicht

Lemma: Ist p ein Primideal und liegt ein Produkt f, - - - f,, von Elemen-

ten f; € R in p, so liegt mindestens einer der Faktoren f; in p.
|

Lemma: Jedes maximale Ideal m <1 R ist ein Primideal.

Beweis: Das Produkt fg zweier Elemente f,g € R liege in m. Falls
f € msind wir fertig; andernfalls ist m+( f) = R wegen der Maximalitét
von m. Es gibt daher Elemente m € mund h € R,sodaBm+ hf =1

ist. Damitistg =mg+ hfg € m,dennm € mund fg € m. .

Lemma: Jedes echte Ideal I < k[ X, ..., X, ]liegtin einem maximalen
Ideal m < K[ X,,..., X ]

Beweis: Falls I selbst maximal ist, sind wir fertig; andernfalls gibt es
ein echtes Ideal I, das I als echte Teilmenge enthilt. Auch wenn I, ein
maximales Ideal ist, sind wir fertig; andernfalls gibt es ein echtes Ideal /5,
das I, als echte Teilmenge enthilt, und so weiter. Wenn dieses Verfahren
nach endlich vielen Schritten abbricht, haben wir ein maximales Ideal
gefunden, das I enthilt. Andernfalls gibt es eine unendliche aufsteigende
Folge von Idealen [ C I, C I, C --- . Die Vereinigung aller I ist
selbstein Ideal in k[ X, ..., X, ] und hat damit nach dem HILBERTschen
Basissatz ein endliches Erzeugendensystem { f,, . .., f,,, }. Jedes f; liegt
in einem der Ideale /; und damit auch in allen 7, mit £ > j. Wegen
der Endlichkeit des Erzeugendensystems gibt es daher einen Index r
derart, daf alle f, in I, liegen. Dannistaber [ =1 =1, =---,im
Widerspruch zu der Annahme, daf jedes I, echte Teilmenge von 7, ist.
Somit bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab und liefert

ein maximales Ideal m, in dem [ enthalten ist. .
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(Tatsdchlich gilt auch dieses Lemma fiir beliebige Ringe; da dort der
HILBERTsche Basissatz nicht gelten muf3, beweist man es im allgemeinen
Fall mit Hilfe des ZORNschen Lemmas.)

Fiir ein Ideal I eines Rings R konnen wir eine Aquivalenzrelation ~ auf
R definieren durch
f~r~g=f—-gecl.

Die Menge der Aquivalenzhlassen bezeichnen wir als den Faktor-
ring R/I, und die Aquivalenzklasse eines Elements f € R mit f + 1.
Man tiberlegt sich leicht, da R/I wirklich ein Ring ist, daB also insbe-
sondereimFall f+I = f'+Iund g+I = ¢'+1 auch (f+g¢)+I = (f'+¢")+I
istund fg+1=f'¢g +1.

Speziell fiir R = k[ X, ..., X,,]ist R auch ein k-Vektorraum, und auch
jedes Ideal I <1 R ist ein solcher. In diesem Fall ist R/ als Vektorraum
einfach der Faktorraum dieser beiden Vektorrdume. Wir konnen dann
also insbesondere auch von der k-Dimension dim; R/I reden. Diese
wird im folgenden haufiger eine Rolle spielen.

Ist etwa R = k[X] und I = (f) fiir ein Polynom f vom Grad d > 0,
s0 ist X% modulo f aquivalent zu einem Polynom vom Grad hochstens
d — 1in X, so daB die Restklassen der Eins und der Potenzen X mit
1 < e < d eine k-Vektorraumbasis von R/I bilden. Somit ist hier
dim, R/I =d.

Fiir ein Ideal I des Polynomrings R = k[X|,..., X, ] definieren die
Elemente von R/I als Funktionen Vi (/) — K, die jedem Punkt
(z,...,z,) € Vi) das Korperelement f(z,,...,x,) € K zuord-
nen, wobei f irgendein Element der Restklasse ist. Ist namlich g ein
anderes Element derselben Restklasse, so liegt f — g in I, verschwin-
det also auf allen Elementen von V- (I), so dal die Werte von f und
von g dort tibereinstimmen. Da das Ideal I durch V- (I) nicht eindeutig
bestimmt ist, wissen wir allerdings noch nicht, unter welchen Bedingun-
gen wir wir R/ I mit dem Ring aller (mengentheoretischer) Abbildungen
Vi (I) — I 1dentifizieren konnen. Einen ersten Schritt in diese Richtung
geben die folgenden Sitze, die HILBERT in seiner 1893 erschienenen Ar-
beit Ueber die vollen Invariantensysteme (Mathematische Annalen 36,
S. 313-373) veroffentlicht hat, und die auch fiir viele andere Fragen
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fundamental sind. Sie alle werden unter dem Namen Hilbertscher Null-
stellensatz zusammengefallt; eine erste Version ist die folgende:

Schwache Form des Hilbertschen Nullstellensatzes: Fiir ein echtes
Ideal I < k[X,,..., X, ]ist V(1) #0.

Beweis: Nach dem HILBERTschen Basissatz hat jedes Ideal [ ein endli-
ches Erzeugendensystem { f|, ..., f,, }. Wir betrachten das von den f;
erzeugte Ideal I in K[X,..., X, ]. Da eine Basis des k-Vektorraums
k[X,,...,X,1/I auch Basis des K-Vektorraums K[X, ..., X, ]/ ist,
muB auch I ein echtes Ideal von K[X|,..., X, ] sein und liegt somit in
einem maximalen Ideal m <« K[X, ..., K ]. Der Satz folgt daher aus
der folgenden alternativen Version des HILBERTschen Nullstellensatzes:

Satz: Die maximalen Ideale m < K[X,..., X, ]sind genau die Ideale

m=(X, —z,...,X,, —x,) mit (z,...,z,)EK".

Beweis: m = (X, — z,,...,X,, — z,) ist der Kern der Abbildung
K[X,,....X, ]+ K
f'_>f(x17"'7xn) ‘

Ist daher I ein Ideal, das m echt enthalt, so mufl der Vektorraum
K[X,,...,X,]1/I ein echter Untervektorraum von K[X,,..., X, ]/m
sein. Da letzterer nach dem Homomorphiesatz isomorph zum eindi-
mensionalen Vektorraum K ist, muf} dies der Nullraum sein. Somit ist
I =K[X,,...,X,,], dh. mist ein maximales Ideal.

Umgekehrt sei m ein maximales Ideal. Wenn wir zeigen konnen,
da es Elemente z,,...,z, gibt, fir die X; — x;, in m liegt, ist
(X, —z,...,X,, —x,) € m, und da links ein maximales Ideal steht,
miissen beide Seiten gleich sein.

Angenommen, es gibteini € {1,...,n}, firdas X, —x firkeinz € K
im Ideal m liegt. Wegen der Maximalitéit von m ist dann
m+ (X, —2)=K[X,,...,X,] firallex € K.

Somit gibt es fiir jedes x € K ein Polynom f, € m sowie ein Polynom
h, € K[X,,...,X,]derart,daB f, +h, - (X, —x)=11ist. Da I nicht
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in m liegt, ist h, # 0. Wir wihlen fiir jedes x € K ein festes Poly-
nom h, (und damit auch f), das obige Gleichung erfiillt, und setzen
K, ={x € K|degh, = d} fiir jedes d € N,,. Da K nach Voraussetzung
tiberabzihlbar viele Elemente enthilt und K die Vereinigung der K ; ist,
muf} mindestens eine der Mengen K ; unendlich viele Elemente enthal-
ten. (Nur an dieser Stelle geht die Voraussetzung der Uberabzihlbarkeit
ein, und wie bereits erwihnt, gibt es alternative Beweise, die ohne diese
Voraussetzung auskommen.)

Wir wihlen eine solche Menge K, und betrachten den Vektorraum
K[X,,..., K,],aller Polynome vom Grad hochstens d. Da es nur end-
lich viele Monome vom Grad hochstens d gibt, ist dies ein endlichdimen-

sionaler K -Vektorraum. Wir wihlen eine natiirliche Zahl r, die groer
(1) ()

ist als seine Dimension, und dazu r Elemente x Lx’ € K mit
h,o € k[X,,...,X,];. Zwischen diesen Polynomen muf} dann eine
kineare Abhingigkeit bestehen. Es gibt daher Elemente A, ..., A\, € K,

die nicht allesamt verschwinden, so daf3
Alhx(l) + .-+ )\Thx(r) =0
1st. Dazu definieren wir

g= Z A\ - 2") e KIX1.

=l

Dieses Polynom liegt auch in m, denn wegen
1= fop +hoo (X, —2P) firj=1,...,r
ist

g= Z Aj ( 20+ Ny (X 37(j))) H(Xz - 37(6)) € K[X,]

%

= ZA Foo [T (X = 2©) + (Z Ao ) TG

£

—ZAH mem

x(ﬁ))

’:]s

(S
Il

1
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da )’ )\j h, verschwindet und alle f,;, in m liegen.
j=1

g ist nicht das Nullpolynom, denn fiir jeden Index v ist

(V) Z)\ H (V)_x(f) — )\ H ) (ﬁ)

J=l 24 A

Da die 2 paarweise verschieden sind und mindestens ein A, nicht
verschwindet, mufl mindestens einer dieser Werte von Null verschieden
sein.

Da g in m liegt, kann g auch keine von Null verschiedene Konstante sein,
hat also einen positiven Grad e. Uber dem algebraisch abgeschlossenen
Korper K zerfillt g daher in Linearfaktoren:

g=c(X, —z)...(X; —z,) mit ce K~{0}, z,...2, € K.
g liegt in m, aber nach Voraussetzung liegt keiner der Faktoren X, — z;
in m, und die Konstante ¢ # 0 natiirlich auch nicht. Dies ist ein Wider-

spruch, denn als maximales Ideal ist m insbesondere ein Primideal.
|

Somit hat also jedes echte Ideal I < kK[ X, ..., X, ] zumindest in einem
Erweiterungskorper K von k£ mindestens eine Nullstelle. Damit folgt
umgekehrt

Satz: Das Gleichungssystem

f](.%’],,.%’n): v = fm(x]7,xn)=0
mit fy,..., f,, € k[X,,..., X, ]istgenau dann in jedem Erweiterungs-
korper K von k unlosbar, wenn es Polynome h,,...,h,,in X;,..., X

gibt,sodaB b f, +---+h,, f,, =1ist

Beweis: Im Falle der Unlosbarkeit ist das von f, ..., f,, erzeugte Ideal
der ganze Polynomring, enthilt also insbesondere die Eins. Da

fio s f) = fi+ -+ hp fon | Byse oo by € RIX, 0, X1

hat auch die Eins eine Darstellung der verlangten Form.
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Ist umgekehrt A, f, + --- + h,, f,, = 1 fiir irgendwelche Polynome

hy,...,h,,, so ist fiir jeden Erweiterungskorper K von k und jedes
n-Tupel (z,,...,z,) € K"
hi(xy,...;z)fi(@,....;z, )+ +h, (x),....,2,) [ (@1,...,2,) =1

so daB nicht alle f;(z,...,x,) verschwinden konnen.
|

Wenn wir eine GROBNER-Basis eines Ideals I kennen, ist es einfach zu
entscheiden, ob I = kK[ X, ..., X, ] ist (oder dquivalent, ob 1 € I): Da
der filhrende Term eines jeden Polynoms aus I durch den fiihrenden
Term eines Elements der GROBNER-Basis teilbar sein muf3, enthilt diese
im Falle eines Ideals, das die Eins enthdlt, ein Polynom, dessen fiihrendes
Monom die Eins ist. Da diese beziiglich jeder Monomordnung das klein-
ste Monom ist, muf} somit die GROBNER-Basis eine Konstante enthalten.
Die zugehorige minimale und erst recht die reduzierte GROBNER-Basis
besteht in diesem Fall nur aus der Eins.

Aus dem gerade bewiesenen Satz folgt mit einem 1929 von J.L. RABI-
NOWITSCH gefundenen Trick die von HILBERT 1893 ab Seite 320 unten
der zitierten Arbeit bereits anders bewiesene

Starke Form des Hilbertschen Nullstellensatzes: k& sei ein beliebi-
ger Korper und K ein iiberabzihlbarer algebraisch abgeschlossener Er-
weiterungskorper von k. Falls fiir ein Ideal I < k[X,,..., X, ] ein
Polynom f € k[X,,..., X, ] auf ganz V(1) verschwindet, gibt es
ein ¢ € N, sodaB f?in I liegt.

Beweis: Wir erweitern den Polynomring k[ X, ..., X, ] mit einer neuen
Variablen X, ., zu k[ X, ..., X, . ] und betrachten dort fiir ein Erzeu-
gendensystem { f;, ..., f,,} von I das Gleichungssystem

filxy, ... z)=-=f.(x,...,z,)=1—2,,f(x;,...,2,)=0.

Fir jeden Punkt (z,...,2,,,%,.) € K™ fiir den die fj(gz:l ooy Ty)
verschwinden, verschwindet auch f(x,...,z,), d.h.

l -z, f(xy,...,z,)=1.
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Somit haben diese n + 1 Gleichungen keine gemeinsame Nullstelle; es
gibt also Polynome h,,...,h, ., € k[X,..., X, ] derart, daB}

hlfl +"'+hmfm+hm+l(1 _Xn+1f): 1

ist. Diese Gleichung bleibt giiltig, wenn wir tiberall fiir X ., ein Po-
lynom oder eine rationale Funktion in X,..., X  einsetzen; wir set-
zen X, ,; = 1/f. Die h; werden dann zu rationalen Funktionen in
X,,...,X,,, wobei alle Nenner Potenzen von f sind. Ist /¢ die hochste
dieser Potenzen, so erhalten wir nach Multiplikation mit f? eine Glei-
chung der Form
%1f1+"'+%mfm=fq

mitﬁj = f'h;(X,,...,X,,,1/f) € k[X|,..., X,]. Dies zeigt, daB ¢
inl=(f,...,[f,) liegt.

Definition: R sei ein Ring und / < R ein Ideal von R. Das Radikal
von [ ist die Menge

\/def{feRquN:fqu}.

Ist I = \/I, so bezeichnen wir [ als ein Radikalideal.

Das Radikal besteht also aus allen Ringelementen, die eine Potenz in [
haben. Es ist selbst ein Ideal, denn sind f, g € /T zwei Elemente mit
fP € I'und g% € I, so sind in

p+q
+ )Pt = <p+Q> prq—L L
(f+9) ;; , )T
die ersten ¢ Summanden Vielfache von f”, und die restlichen p sind
Vielfache von ¢?. Somit liegt jeder Summand in I, also auch die Summe.
Fiir ein beliebiges r € R liegt natiirlich auch 7 f in v/I, denn seine g-te
Potenz (rf)? = r? f? liegt in I, sobald f in I liegt.

Mit diesem neuen Begriff konnen wir den obigen Satz umformulieren:

Satz: Ein Polynom f € k[X,,..., X, ] verschwindet genau dann auf
Vie(I), wenn f € V.
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Anders ausgedriickt heil3t dies

Satz: Fiir zwei Ideale I, J < k[ X,..., X, ]ist V(1) = Vi (J) genau
dann, wenn /T = +/.J ist.

Falls ein Ideal mit seinem Radikal libereinstimmt, enthilt es alle Poly-
nome, die auf V(1) verschwinden; zwei Polynome nehmen genau dann
in jedem Punkt von V() denselben Wert an, wenn ihre Differenz in 1
liegt, wenn sie also modulo I dieselbe Restklasse definieren.

Wenn das Ideal I nicht mit seinem Radikal iibereinstimmt, gilt zwar
nicht mehr genau dann, aber wir konnen trotzdem die Elemente des
Faktorvektorraums A = k[X,,..., X, ]/] auffassen als Funktionen
von Vi (I) nach K: Fiir jede Restklasse und jeden Punkt aus V(1)
nehmen wir einfach irgendein Polynom aus der Restklasse und setzen
die Koordinaten des Punkts ein. Da die Differenz zweier Polynome aus
derselben Restklasse in I liegt, wird sie nach Einsetzen des Punktes zu
Null, der Wert héngt also nicht ab von der Wahl des Polynoms. Auch
Polynome aus K[X,,..., X, ] definieren in dieser Weise Funktionen
Vi (I) — K; hinreichend (aber nicht notwendig) dafiir, dal zwei Po-
lynome dieselbe Funktion definieren ist, da3 ihre Differenz im von [
erzeugten Ideal I <« K[X,..., X, ] liegt.

Im Falle von Polynomen einer Verdnderlichen ist jedes Ideal von k[ X]
ein Hauptideal. Ist / = (f) mit einem Polynom f # 0 vom Grad d,
so konnen wir die Restklassen reprisentieren durch die Polynome vom
Grad hochstens d — 1, denn jedes Polynom g € k[X] hat dieselbe
Restklasse wie sein Divisionsrest bei der Polynomdivision durch f.
Somit ist A = k[X]/I in diesem Fall ein d-dimensionaler Vektorraum.
Da V- (I) gerade aus den Nullstellen von f in K besteht, von denen es
hochstens d verschiedene gibt, liefert die Dimension von A eine obere
Schranke fiir die Elementanzahl von V- (I); wenn wir die Nullstellen
mit ihrer Vielfachheit zdhlen, ist die Dimension von A sogar gleich
der Gesamtzahl der Nullstellen. Im nédchsten Paragraphen wollen wir
uns liberlegen, wie man dhnliche Ergebnisse auch fiir Systeme von
Polynomgleichungen in mehreren Verdnderlichen finden kann.
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§3: Gleichungssysteme mit endlicher Losungsmenge

Auch hier gehen wir wieder aus von einem beliebigen Korper k£ sowie
einem algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper K mit iiber-
abzihlbar vielen Elementen. Letztere Bedingung ist nur notwendig, weil
wir sie im Beweis des HILBERTschen Nullstellensatzes verwendet ha-
ben; wie bereits dort erwdhnt, gibt es auch Beweise fiir den Fall, daf}
K ein beliebiger algebraisch abgeschlossener Korper ist, so daf3 alle
Sitze dieses Paragraphen tatsdchlich auch ohne die Voraussetzung der
Uberabzihlbarkeit von K gelten.

Satz: [ sei ein Ideal im Polynomring k[X,..., X, ] liber dem Kor-
per k, und K sei ein iiberabzdhlbarer algebraisch abgeschlossener Kor-
per, in dem £ enthalten sei. Dann gilt: V-(/) ist genau dann endlich,
wenn der Faktorring A = k[X,,..., X,,]1/I ein endlichdimensionaler
k-Vektorraum ist. In diesem Fall ist die Dimension von A eine obere
Schranke fiir die Elementanzahl von V- (1).

Den recht umfangreichen Beweis fiihren wir in mehreren Schritten:

1. Schritt: Wenn der Vektorraum A endliche Dimension hat, ist V(1)
endlich.

Bezeichnet ndamlich d die Dimension von A, so sind fiir jedes ¢ die
Potenzen 1, X,,..., X id linear abhéngig; es gibt also ein Polynom aus
k[X,], das modulo I zur Null wird und somit in I liegt. Fiir jeden
Punkt aus V(1) muB3 daher die i-te Koordinate eine Nullstelle dieses
Polynoms sein. Damit kann die ¢-te Koordinate nur endlich viele Werte
annehmen, und da dies fiir alle ¢ gilt, ist V(1) endlich.

2. Schritt: I seidasvon Iin K[ X, ..., X, ]erzeugte Ideal. Wenn V(1)
endlich ist, hat der K-Vektorraum A = K[X,,...,X,]/I endliche
Dimension.

Besteht V(1) nur aus endlich vielen Punkten, so nimmt jede der Ko-
ordinatenfunktionen X, ..., X auf V(1) nur endlich viele Werte an;
es gibt also fiir jedes ¢ ein Polynom aus K[X,], das auf ganz V(1) ver-
schwindet. Nach dem HILBERTschen Nullstellensatz muf} eine Potenz
dieses Polynoms in I liegen, es gibt also auch in [ fiir jedes 7 ein Poly-
nom nur in X ;. Somit gibt es einen Grad d, derart, daB sich X fiire > d;,
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modulo I durch die endlich vielen X;-Potenzen 1, X, ..., X id i1 aus-
driicken 14Bt. Damit 148t sich auch jedes Monom aus K[X,..., X, ]
modulo I durch jene Monome ausdriicken, bei denen jede Variable X;
hochstens mit Exponent d; — 1 auftritt. Da es nur endlich viele sol-
che Monome gibt, ist K[ X, ..., X, ]/ ein endlichdimensionaler K -

Vektorraum.

3. Schritt: A ist genau dann endlichdimensional, wenn A endlichdimen-
sional ist; in diesem Fall haben beide dieselbe Dimension.

Ist A endlichdimensional, so wihlen wir eine Basis {b,,...,b,.} und zu
jedem Basiselement b, ein Polynom B, € k[X,..., X, ], das modulo /
gleich b, ist. Zusammen mit einer Basis von I als k-Vektorraum bilden
die B, dann eine k-Vektorraumbasis von k[ X, ..., X, ]. Uber K wird
die Basis von I zu einer K -Vektorraumbasis von I, da sich jedes Element
von [ als eine K -Linearkombination von Elementen aus I schreiben L:ft.
Zusammen mit den B,, die wir auch als Elemente von K[X,..., X, ]
aufaalfassen konnen, erhalten wir sowohl tiber k£ als auch iiber K eine
Basis des ganzen jeweiligen Polynomrings, und damit ist klar, daB die
Restklassen der B, modulo I den Faktorring A erzeugen. Somit ist
dieser als K -Vektorraum endlichdimensional.

Die Gleichheit von dim,;, A und dim K A folgt, falls wir zeigen konnen,
daf die Restklassen der B, modulo I linear unabhingig sind.

Dazu zeigen wir die folgende, etwas allgemeinere Aussage: Sind
B,,..., B, Polynome aus k[X,..., X, ] mit Restklassen b,,...,b,

modulo I und Restklassen b, . .. , b, modulo I, so sind die b, genau
dann linear abhiingig, wenn es die b, sind.

Die eine Richtung ist einfach: Falls die b, linear abhiingig sind, gibt es
Skalare A\, € k, die nicht alle verschwinden, so da A\;b; +---+ A D,
der Nullvektor aus A ist. \;B| +---+ A, B, liegt daher in /, also erst
recht in I, so daB auch \;b, + - - - + \.b,. der Nullvektor aus A ist.

Wenn die b, linear abhiingig sind, gibtes A\, € K,sodaB \;b;+---+\..b,.
der Nullvektor aus A ist, d.h. \;B; + --- + X\ B, liegt in I. Da die )\,
nicht in £ liegen miissen, niitzt und das noch nichts, um etwas iiber die b,
auszusagen.
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Um trotzdem deren lineare Abhéngigkeit zu beweisen, wihlen wir ein
endliches Erzeugendensystem f,, . .., f,, des Ideals I. Wir wissen dann,
daB es Polynome ¢, ..., g, aus K[X,,..., X, ] gibt mit

)‘1B1+"'+)‘7“Br:glf1+"'+gmfm'

Die Polynome g; sind K-Linearkombinationen von Monomen ), in
den Variablen X,. Die obige Gleichung ist also dquivalent zu einer
Gleichung der Form

m Tj
MBy+---+AB, — ZZNjeMjefj =0

j=1 =1
mit Elementen 1, € K, die von den g; abhidngen. Sortieren wir diese
Gleichung nach Monomen, kdnnen wir dies so interpretieren, dal} ein
(recht groRes) lineares Gleichungssystem in den Variablen A; und 1,
eine nichttriviale Losung hat. Da die B; und die f; Polynome mit Koeffi-
zienten aus k sind, ist dies ein homogenes lineares Gleichungssystem mit
Koeffizienten aus k. Seine Losungsmenge iiber £ ist ein k-Vektorraum,
fiir den uns der GAUSS-Algorithmus eine Basis liefert. Da der GAUSS-
Algorithmus nirgends aus dem Korper hinausfiihrt, in dem die Koeffi-
zienten liegen, ist dies auch eine Basis des Losungsraums tiber K'; die
beiden Vektorraume haben also dieselbe Dimension. Da wir wissen, daf3
es liber K eine nichttriviale Losung gibt, mul} es daher auch iiber £ eine
geben.

Es gibt somit Elemente )\, € k und ,u; ¢ € k, die das Gleichungssystem
l6sen. Damit ist dann

MBy+o+ NB=gifi++ g f

mit Polynomen g; € k[X,,...,X,], dielinke Seite liegt also im Ideal I.

Somit ist \{b; + - - - + A..b,. der Nullvektor in A. Die \; konnen nicht
allesamt verschwinden, denn ansonsten miifite mindestens ein j;, # 0
sein, Null wire also gleich einer nichttrivialen Linearkombination von
Monomen, was absurd ist. Also sind auch die b, linear abhéngig.

Bleibt noch zu zeigen, dal A endlichdimensional ist, wenn A endlich-
dimensional ist. Das folgt sofort aus der gerade gezeigten Aquivalenz
der linearen Abhingigkeit iiber k£ und iiber K: Hat A die endliche Di-
mension d, so ist jede Teilmenge von A mit mehr als d Elementen
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linear abhédngig. Damit ist, wie wir gerade gesehen haben, auch jede
Teilmenge von mehr als d Elementen aus A linear abhingig iiber &, also
ist A endlichdimensional.

Im néchsten Schritt wollen wir das Zihlen der Losungen zuriickfiihren
auf das Zihlen von Nullstellen eines Polynoms einer Verdnderlichen.

Definition: Ein Polynom v € K[X,,..., X, ] heiBt separierend, wenn
es fur keine zwei Elemente von V(1) denselben Wert annimmt.

4. Schritt: Falls V(1) endlich ist, gibt es ein separierendes homogenes
lineares Polynom v = ¢, X, + - - - ¢, X,,. Wir konnen dabei fiir u eines
der speziellen Polynome

2 —1
u, =X, +aX,+a Xz+---+a X

n

wihlen, wobei a in einer beliebig vorgebbaren Teilmenge von K mit
mehr als (n — 1)(3) = 3s(s — 1)(n — 1) Elementen liegt.

Fiir je zwei verschiedene Punkte z, w € Vi (1) ist u,(z) = u,(w) genau
dann, wenn
(z; —wy) +(2y —wy)a+ (23 — w3)a2 ++ (2, — wn)an_1

verschwindet. Die Koordinaten z;, w, von z und w sind Elemente von K;
die a € K, fiir die u,(z) = u,(w) 1st, sind also die Nullstellen eines
Polynoms in einer Veridnderlichen iiber K vom Grad hochstens n — 1.
Daher gibt es hochstens n—1 Werte a € K, fiir die u,(2) = u,(w) ist. Ist
s = #V-(I) endlich, so gibt es (;) Paare aus voneinander verschiedenen
Elementen; somit gibt es hochstens (n — 1)(5) Elemente a € K, fiir die
u,(2) = u,(w) fir irgendwelche voneinander verschiedene Elemente
von Vi (1).

(Hier haben wir benutzt, dal jeder algebraisch abgeschlossene Korper
unendlich ist. Falls bereits £ unendlich ist, etwa k = Q, konnen wir sogar
ein a € k finden gibt es somit Polynome v, die fiir je zwei verschiedene
Elemente von V- (I) verschiedene Werte annehmen. Falls bereits £ ein
unendlicher Korper ist, konnen wir sogar entsprechende a € k finden;
in diesem Fall gibt es also schon in £[X,..., X ] solche Polynome.
Im hier meistens betrachteten Fall £ = (Q konnen wir etwa eine ganze
Zahl a mit 0 < a < (n — 1)(;) wihlen.
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5. Schritt: Die Elementanzahl s von V- (I) ist hochstens gleich der
Dimension von A.

Da wir im 3. Schritt gesehen haben, daB dim; A = dim A ist, kénnen
wir auch mit dieser Dimension argumentieren. Aus dem 4. Schritt wis-
sen wir, da} es ein Polynom v € K[X,,..., X, ] gibt, das fiir jedes
Element von V- (I) einen anderen Wert annimmt. Wir ersetzen v durch
seine Restklasse @& modulo [ in A und wollen uns iiberlegen, daB die
Elemente 1, @, . . . ,as“ € A linear unabhingig sind: Angenommen, es
gibt eine Relation der Form ZZ:_O] A gﬂe =0 mit A\, € K. Das Polynom

o \ub e K[X,,...,X,] liegt dann in I, verschwindet also fiir
jedes der s Elemente von V- (1). Da u fiir jedes dieser Elemente einen
anderen Wert annimmt, hat das Polynom ZZO] AU fe k[U] einerseits
mindestens s verschiedene Nullstellen in /i, andererseits ist sein Grad
kleiner als s. Das ist nur fiir das Nullpolynom méglich; somit verschwin-
den alle Koeffizienten )\,, was die behauptete lineare Unabhingigkeit
beweist. Damit enthiilt A mindestens s linear unabhiingige Elemente,
d.h.r =dimy A > s = #V;-(I). Damit ist die Behauptung und auch der

gesamte Satz bewiesen.
|

Betrachten wir als Beispiel das von f = X *+Y?—1und g=X-Y
erzeugte Ideal I < Q[X,Y]. Seine Losungsmenge ist, geometrisch
gesehen, der Schnitt des Einheitskreises mit der ersten Winkelhal-
bierenden, besteht also aus den beiden Punkten (1v/2,1v/2) und
(-4V2-12).

Der Polynomring Q[ X, Y] hat als (Q-Vektorraum eine Basis bestehend
aus allen Monomen X“Y" mit a,b € N,. Modulo I sind X und Y
dquivalent, und damit ist X*Y?" ~ X“**. AuBerdem ist 2X? dquivalent
zu X +Y?, und das wiederum ist wegen f dquivalentzu 1,d.h. X 2~ %
Dabher ist jedes Monom dquivalent entweder zu einer Konstanten (falls
a+b gerade) oder einem skalaren Vielfachen von X. Da I kein Polynom
der Form A X + p enthilt, sind X und 1 modulo [ linear unabhingig;
somit bilden ihre Restklassen eine Basis des Vektorraums Q[ X, Y] /1.

Ersetzen wir in diesem Beispiel g durch X% — Y? = (X + Y)(X — Y),
so schneiden wir den Kreis mit beiden Winkelhalbierenden und haben
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nun eine vierelementige Losungsmenge

_ V2 V2\ (V2 V2 V2 V2 V2 V2
C()‘{(z’ 2)’(2’ 2)( 2 2)( 2 2)}
Modulo dem neuen Ideal I sind X und Y nicht mehr 4quivalent, sondern
nur noch X* und Y. Jedes Monom ist somit dquivalent entweder zu
einer X -Potenz oder zu einem Monom der Form X“Y . Da auch hier
X* ~ %, ist es somit dquivalent zu einem skalaren Vielfachen eines

der Monome 1, X, Y oder XY. Da keine Linearkombination dieser vier
Monome in [ liegt, bilden ihre Restklassen eine Basis von Q[ X, Y]/I.

In diesen beiden Beispielen waren sowohl die Losungsmengen als auch
Basen der Faktorringe einfach zu finden; im Allgemeinen ist das eher
nicht der Fall. Wenn wir eine GROBNER-Basis des Ideals I kennen,
konnen wir leicht eine Vektorraumbasis des Faktorrings konstruieren:

Definition: / < k[ X, ..., X, ] seiein Ideal und G sei eine GROBNER-
Basis beziiglich irgendeiner Monomordnung auf k[X,,..., X, ]. Ein
Monom in X, ..., X, heit Standardmonom (beziiglich GG), wenn es
fiir kein g € G durch das fiihrende Monom von g teilbar ist.

(Tatséchlich sollte man von Standardmonomen beziiglich einer Mo-
nomordnung reden, denn eine Menge G kann durchaus GROBNER-Basis
beziiglich zweier verschiedener Monomordnungen sein, und zumin-
dest einige ihrer Elemente konnen beziiglich dieser Monomordnun-
gen verschiedene fiihrende Monome haben, so dal3 ein Standardmonom
beziiglich der einen Monomordnung keines beziiglich der anderen sein
mul.)

Satz: Fiir jede GROBNER-Basis G eines Ideals I < k[X,..., X, ] bil-
den die Restklassen der Standardmonome eine Vektorraumbasis von
k[X,,...,X,1/I.

Beweis: Zunichst sind diese Restklassen linear unabhéngig, denn jede
nichttriviale Linearkombination der Null entspridche einem Polynom h
aus I, dessen samtliche Monome Standardmonome sind. Da die fiihren-
den Monome der Elemente von G das Ideal FM(/) erzeugen, miifite
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daher FM(h) Vielfaches eines FM(g) mit g € G sein, was der Definition
eines Standardmonoms widerspricht.

Fiir ein beliebiges f € k[ X, ..., X, ] liefert uns der Divisionsalgorith-
mus eine Darstellung

f= Zagg+r mit ag,r € k[X,,..., X, ],
geG

wobel r eine k-Linearkombination von Standardmonomen ist. Da die
Summe der a,g in [ liegt, ist f also dquivalent zu einer k-Linearkombi-
nation von Standardmonomen, so daf} seine Restklasse die entsprechen-

de Linearkombination von deren Restklassen ist. .

Dieser Satz gilt unabhingig davon, ob k[ X, ..., X, ]1/I als Vektorraum
endlichdimensional ist; er liefert uns auch ein einfaches Kriterium dafiir,

wann er endliche Dimension hat und wann somit die Losungsmenge
Vi (1) endlich ist:

Lemma: G sei eine GROBNER-Basis eines Ideals I < k[X,...,X,]
beziiglich irgendeiner Monomordnung. V- (/) ist genau dann endlich,
wenn G fiir jedes ¢ ein Polynom enthilt, dessen fiihrendes Monom eine
X,-Potenz ist.

Beweis: Falls die GROBNER-Basis fiir jedes 7 ein Polynom mit fiihren-
dem Monom X f * enthilt, ist jedes Monom, in dem ein X, mit einem
Exponenten groBer oder gleich d; vorkommt, durch das fiihrende Mo-
nom eines Elements der GROBNER-Basis teilbar. Die Monome, fiir die
das nicht der Fall ist, haben fiir jedes 7 einen Exponenten echt kleiner d,;
es gibt also nur endlich viele Standardmonome. Somit hat A endliche
Dimension, und V(1) ist endlich.

Ist umgekehrt V(1) endlich, so enthilt I fiir jedes i ein Polynom
aus K[X;] — siehe Schritt 2 im Beweis des obigen Satzes. Da die
GROBNER-Basis von I gleichzeitig eine GROBNER-Basis von [ ist, mu3
das filhrende Monom eines ihrer Elemente die hochste X,-Potenz in

diesem Polynom teilen, muf also selbst eine Potenz von X sein.
|
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Fiir den Fall, dall V- (]) endlich ist, 146t der obige Satz noch wie folgt
verschirfen:

Satz: Ist D = V() endlich und 7 eine Monomordnung, so gibt es
zu jeder Funktion : D — K eine K-Linearkombination f von Stan-
dardmonomen beziiglich 7 derart, da} f(x) = ¢(x) fiir alle x € D. Ins-
besondere ist die Dimension von k[ X, ..., X, ]1/I groBer oder gleich
der Elementanzahl von D. Die beiden Zahlen sind genau dann gleich,
wenn [ das Ideal 7(D) aller auf D verschwindender Polynome ist, was
wiederum dazu dquivalent ist, dal I ein Radikalideal ist.

Beweis: Zunichst sollten wir uns iiberlegen, dal es tiberhaupt ein Po-
lynom f € K[X,,...,X,] gibt mit f(z) = ¢(z) fiir alle z € D. Im
Eindimensionalen konnen wir ]?nach LAGRANGE oder NEWTON als In-
terpolationspolynom konstruieren, und den allgemeinen Fall konnen
wir wie folgt darauf zuriickfiihren: Wie wir im vierten Schritt des
Beweises in §3 gesehen haben, gibt es ein homogenes lineares Poly-
nom ¢ € k[X,,...,X,], das auf den verschiedenen Punkten von D
verschiedene Werte annimmt. Dazu betrachten wir das Interpolation-
spolynom aus K[T'], das fiir jeden Punkt z € D an der Stelle ¢ = /()
den Wert o(z) annimmt. Setzen wir £ in dieses Polynom ein, erhalten wir
ein Polynom faus k[X,,...,X,], das fiir jedes x € D an der Stelle =
den Wert ¢(x) annimmt. Da die Restklassen der Standardmonome eine
Basis des Restklassenrings bilden, gibt es dazu eine Linearkombinati-
on f von Standardmonomen, die sich nur durch ein Polynom aus I von f
unterscheidet, d.h. f(x) = f(a;) = @(x) firalle z € D.

Die Funktionen ¢: D — K bilden offensichtlich einen K-Vektorraum,
den wir fiir D = {az(l), - ,x(r) identifizieren konnen mit dem Vektor-

raum aller Tupel (p(z'",...,2"), also mit K". Die Dimension des
Vektorraums aller dieser Funktionen ist somit gleich der Elementanzahl
von D.

Diese Dimensionen ist genau dann gleich der Vektorraumdimension des
Faktorrings, wenn die obige Linearkombination f durch ¢ eindeutig
bestimmt ist. Sind f; und f, zwei verschiedene solche Linearkombina-
tionen, so verschwindet f; — f, auf ganz D, liegt also im Ideal I(D).



Kap. 2: Systeme von nichtlinearen Polynomgleichungen 74

Genau dann, wenn dieses mit [ iibereinstimmt, konnen wir daraus fol-
gern, dal} f; = f, ist, und das ist nach dem HILBERTschen Nullstellensatz
genau dann der Fall, wenn [ ein Radikalideal ist. .
In §1 haben wir gesehen, wie man zu jeder endlichen Teilmenge D C k"
ein Ideal I < k[X,,..., X, ] finden kann, fiir das D = V- (I) ist.
Mit dem gerade bewiesenen Satz konnen wir nun sehen, daf3 das dort
konstruierte Ideal gleich I(D) ist:

Fiir D = {z, ..., 2"} c k" mit 2 = &\, ..., 2") hatten wir die
Punkte

y"'=,...,0,1,0,...,0,2", ... .2y e g

betrachtet, wobei die Eins bei y ) an der i-ten Stelle steht; die Menge
dieser Punkte sei D. Wie wir gesehen hatten, ist D die Nullstellenmenge
jenes Ideals J < k[T,...,T,,X,,...,X,], das erzeugt wird von den
Polynomen f;; = T;(X; — xg.i)) und dem Polynomg =1, +---+7, — 1.
Wir wollen uns als erstes iliberlegen, dal J das Ideal aller auf D ver-
schwindenden Funktionen ist: Da f;; € J, ist jedes Monom T; X
modulo J édquivalent zu einem skalaren Vielfachen von 7). Induktiv
folgt, daB fiir jedes nichtkonstante Monom M in den X; das Monom
T, M &quivalent ist zu einem skalaren Vielfachen von 7;. Da g in J
liegt, 1st M selbst dquivalent zu T\ M + T, M + --- + T M und damit
zu einem linearen Polynom in den 7). Somit ist jedes Polynom aus
ElTy,...,T,,X,,...,X,]dquivalent zu einem Polynom nur in den 7.

Fiir zwei verschiedene Punkte 2 und ¥ aus D gibt es mindestens
einen Index j, fiir den x(l) # xw) ist. Mit f;; und f,; enthilt J auch das
Polynom

Tyfii=Tifo = TTX,;~T, T2’ T, T, X +T, T, = T,T, (" —2)
und damit das Produkt 77}, so da} jedes Monom, das zwei1 verschie-
dene T enthilt, modulo J verschwindet. AuBBerdem liegt fiir jedes 7}
auch das Polynom 7T;g =11, +---+1;I'. — T} in J, d.h. modulo .J ist
T, dquivalent zu T; T + - - - + T;T,.. Da alle T;T, mit £ # i in J liegen,
ist 7, damit auch dquivalent zu Ti2 und damit auch zu jeder hoheren 7;-
Potenz. Somit ist jedes Polynom dquivalent zu einem linearen Polynom
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in den 7}, wobei wir dieses homogen wihlen konnen, da 1 dquivalent
1st zur Summe der 7.

Dies zeigt, dal der Restklassenring modulo J als k-Vektorraum hoch-
stens die Dimension 7 hat. Diese Dimension hat auch der Vektor-
raum aller Funktionen D — K. Damit folgt aus dem gerade be-
wiesenen Satz, dafl J ein Radikalideal sein muf3. Dann ist aber auch
I =JnNEk[X,,...,X,]ein Radikalideal, d.h. I = I(D).



