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Modulklausur Algebra

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Aufgabe 1: (6 Punkte)

Bestimmen Sie alle L

�

osungen (einshlie�lih Vielfahheiten) der folgenden Gleihungen:

a) x2 − 4x + 1 = 8i − 4ix

b) x7 − 2x6 − 4x5 + 8x4 + 3x3 − 6x2 = 0

Aufgabe 2: (12 Punkte)

G sei eine Gruppe. Zeigen Sie:

a) Die Menge AutG aller Automorphismen von G ist eine Gruppe.

b) F

�

ur jedes a ∈ G ist die Abbildung

ϕa:

{
G→ G

g 7→ aga−1

ein Automorphismus von G.

) Die Abbildung ψ:G → AutG, die jedem a ∈ G den Automorphismus ϕa zuordnet, ist

ein Gruppenhomomorphismus.

d) Der Kern von ψ ist das Zentrum von G.

e) Die Abbildung ω:G→ G, die jedem Element g sein Inverses zuordnet, ist genau dann ein

Gruppenhomomorphismus, wenn G abelsh ist.

f) G = Z/2× Z/2 sei die Kleinshe Vierergruppe. Geben Sie AutG explizit an!

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Zeigen Sie:

a) Die additive Gruppe der reellen Zahlen ist isomorph zur multiplikativen Gruppe der po-

sitiven reellen Zahlen.

b) Die additive Gruppe der rationalen Zahlen ist niht isomorph zur multiplikativen Gruppe

der positiven rationalen Zahlen. (Hinweis: Betrahten Sie, unter der Annahme, es g

�

abe

einen Isomorphismus ϕ:Q → Q>0, die Elemente ϕ(x/2) f
�

ur x ∈ Q.)

• • • Bitte wenden! • • •



Aufgabe 4: (8 Punkte)

Die Rhinekar Shool of Commere nimmt jedes Jahr maximal 115 Studenten der Wirt-

shaftsmathematik auf. Alle Studenten, die das dritte Studienjahr erreihen, werden im

Herbstsemester pihtangemeldet f

�

ur die Klausuren in Wirtshaftsalgebra und in Wirt-

shaftsgeometrie. In den H

�

ors

�

alen werden sie so gesetzt, da� in jeder Reihe au�er eventuell

der hintersten die gleihe Anzahl von Studenten sitzen. Im Falle der Wirtshaftsalgebra

gibt es vier Wiederholer aus h

�

oheren Studienjahren und sehs Pihtangemeldete, die

niht ershienen sind; in den vorderen Reihen sitzen jeweils dreizehn Pr

�

uinge, in der hin-

teren sitzen zehn. Bei der Wirtshaftsgeometrie gibt es f

�

unf Wiederholer und aht niht

Ershienene; hier sitzen in den vorderen Reihen jeweils neun Personen, in der hinteren

nur eine. Wie viele Studenten sind im dritten Studienjahr eingeshrieben?

Aufgabe 5: (8 Punkte)

a) F

�

ur eine r-Primzahlen-Variante von RSA k

�

onnte man als Modul N das Produkt von r
paarweise vershiedenen gro�en Primzahlen p1, . . . , pr nehmen und dazu einen Exponen-

ten e w
�

ahlen, der teilerfremd ist zu jeder der r Zahlen pi − 1 f�ur i = 1, . . . , r. Zeigen Sie:

Ist λ(N) das kgV der pi − 1, so gibt es d, k ∈ N mit ed − kλ(N) = 1, und f

�

ur alle m ∈ Z

ist

(

me
)d ≡ m mod N.

b) K

�

onnte man statt mit λ(N) auh mit einem beliebigen gemeinsamen Vielfahen der pi−1
arbeiten?

) Warum verwendet man in der Kryptographie nur die Version mit r = 2 ?

Aufgabe 6: (10 Punkte)

a) Zeigen Sie, da� f

�

ur jede Einheit z im Ring R = Z⊕Zi der Gau�shen Zahlen das Produkt

zz mit der konjugiert komplexen Zahl eine Einheit in Z ist, und bestimmen Sie die Gruppe

aller Einheiten in R !

b) In R ist 1 + i ein irreduzibles Element. (Das m

�

ussen Sie niht beweisen.) Bestimmen Sie

die dazu assoziierten Elemente und zeigen Sie, da� sih die Zwei als Produkt von 1+ i mit

einem dieser Elemente darstellen l

�

a�t!

) Was ist der Inhalt des Polynoms f = 10X4 − 160 ∈ Z[X] ?

d) Zerlegen Sie f = 10X4− 160 jeweils in Z[X] und in Q[X] in seine irreduziblen Bestandteile!

Wie viele gibt es jeweils?

e) Zerlegen Sie f entsprehend auh in R[X] und in K[X], wobei K = Q ⊕ Qi den Quotien-

tenk

�

orper von R bezeihnet! Wie viele irreduzible Faktoren gibt es hier jeweils?

Aufgabe 7: (12 Punkte)

a) K/Q sei eine K

�

orpererweiterung, f ∈ Q[X] ein Polynom mit rationalen KoeÆzienten, und

z ∈ K sei eine Nullstelle von f. Zeigen Sie: F

�

ur jeden Automorphismus ϕ:K→ K ist auh

ϕ(z) eine Nullstelle von f !

b) Ist der K

�

orper K = Q
(√
3,
√
11

)

Galoissh

�

uber Q ?

) Das Polynom f ∈ Q[X] habe in R die Nullstelle

√
3+

√
11. Zeigen Sie, da� dann jede der

vier Zahlen ±
√
3±

√
11 Nullstelle von f ist!

d) Finden Sie ein Polynom g ∈ Q[X] mit positivem Grad, das jedes Polynom f ∈ Q[X] mit

Nullstelle

√
3+

√
11 teilt!

e) Zeigen Sie, da� L = Q
(√
3+

√
11) gleih K ist und au�erdem der Zerf

�

allungsk

�

orper von g!

f) Zeigen Sie, da� L/Q Galoissh ist und bestimmen Sie die Galois-Gruppe von L/Q sowie

alle Zwishenk

�

orper k mit Q ⊂ k ⊂ L !


