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Modulklausur Algebra

• • Lassen Sie bitte die obere Hälfte der Seite mit dem Aufkleber frei! • •
• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Aufgabe 1: (12 Punkte)

F

�

ur zwei Elemente g, h einer Gruppe G bezei
hnet man [g, h] = ghg−1h−1
als den Kom-

mutator von g und h; die kleinste Untergruppe von G, die alle Kommutatoren von Ele-

menten aus G enth

�

alt, hei�t die Kommutatorgruppe [G,G] von G. Zeigen Sie:

a) Zwei Elemente von G kommutieren genau dann, wenn ihr Kommutator das Neutralele-

ment e von G ist.

b) Falls in einer Gruppe G f

�

ur jedes g ∈ G die Glei
hung g2 = e gilt, ist G abels
h.


) Nun sei G wieder eine beliebige Gruppe, und g, h, x seien drei Elemente von G. Dann ist

[g, h]x = [gx, hx].

d) [G,G] ist ein Normalteiler von G, und G/[G,G] ist eine abels
he Gruppe.

e) Sn sei die symmetris
he Gruppe aller Permutationen von n Elementen, und An sei die

Untergruppe der geraden Permutationen. Zeigen Sie: F

�

ur n ≥ 5 ist [An,An] = An !

f) Au
h [Sn,Sn] = An.

Aufgabe 2: (8 Punkte)

Zeigen Sie:

a) Jede rationale Zahl x ∈ Q r {0} l
�

a�t si
h eindeutig darstellen in der Form

x = ±
r∏

i=1

pei

i

mit Primzahlen p1 < p2 < · · · < pr und ganzen Zahlen ei 6= 0.

b) Falls f

�

ur eine rationale Zahl x eine der Potenzen xn
, n ∈ N, ganzzahlig ist, liegt au
h x

in Z.


) f = Xd + ad−1Xd−1 + · · · + a1X + a0 sei ein Polynom vom Grad mindestens zwei mit

ganzzahligen KoeÆzienten. Dann kann die Ableitung f′ von f in Z[X] kein Teiler von f

sein.

d) Wenn f′ in Q[X] ein Teiler von f ist, gibt es ein a ∈ Z, so da� f = (X − a)d
ist.

• • • Bitte wenden! • • •



Aufgabe 3: (8 Punkte)

a) Zu ihrem gro�en Leidwesen k

�

onnen die Mitglieder des M

�

annergesangsvereins Altoettinger

Brummbass von 1888 am Valentinstag ni
ht alleine losziehen, ohne den Familienfrieden

zu gef

�

ahrden. Jedes Mitglied bringt daher, falls vorhanden, seine Frau oder Freundin mit,

und wenn das Paar Kinder hat, d

�

urfen au
h die kommen. Um zehn Uhr morgens bre
hen

a
htundvierzig Personen auf. Um halb elf Uhr errei
hen sie einen Stand, der Erfris
hungen

und Blumen verkauft. Jeder Mann konsumiert dort Bier im Wert von dreizehn Euro.

Wegen des Valentinstags s
henkt er, falls er ni
ht alleine unterwegs ist, seiner Begleiterin

einen Blumenstrau� f

�

ur f

�

unf Euro, und falls er Kinder dabei hat, spendiert er jedem ein

Eis f

�

ur zwei Euro. Insgesamt nimmt der Stand dabei dreihundert Euro ein. Was k

�

onnen

Sie

�

uber die Anzahl der M

�

anner, Frauen und Kinder sagen?

b) Nun erfahren Sie zus

�

atzli
h, da� f

�

ur die Anzahl n der M

�

anner das regelm

�

a�ige n-E
k

mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann. Wissen Sie jetzt mit Si
herheit, wie viele

M

�

anner, Frauen und Kinder unterwegs waren?

Aufgabe 4: (6 Punkte)

a) Einer Ihrer Bekannten benutzt ein RSA-System mit Modul N und

�

o�entli
hem Expo-

nenten e; der Ihnen unbekannte private Exponent ist d, und die Funktion, mit der Ihr

bekannter eine Na
hri
ht x ∈ Z/N unters
hreibt, sei U:Z/N → Z/N. Zeigen Sie, da� f

�

ur

x, y ∈ Z/N gilt: U(xy) = U(x)U(y).

b) Sie m

�

o
hten gerne, da� Ihr Bekannter, der Teil a) ni
ht kennt, eine f

�

ur Sie vorteilhafte

Na
hri
ht m ∈ Z/N unters
hreibt. Dazu ist er leider ni
ht bereit, aber um Ihnen zu zeigen,

wie das System funktioniert, sagt er zu, Ihnen eine von Ihnen gew

�

ahlte sinnlose Na
hri
ht x

zu unters
hreiben. Sie w

�

ahlen eine Zufallszahl z ∈ (Z/N)× und legen ihm die Na
hri
ht

x = mze
mod N zur Unters
hrift vor. Wie k

�

onnen Sie U(m) aus U(x) bere
hnen, und

wel
he Algorithmen ben

�

otigen Sie dazu?

Aufgabe 5: (4 Punkte)

a) Faktorisieren Sie das Polynom f = 21X3 − 21 in Q[X] und in Z[X] !

b) Faktorisieren Sie f in K[X] mit K = Q(
√

−3) !

Aufgabe 6: (12 Punkte)

a) Geben Sie eine Q-Vektorraumbasis von K = Q(
4
√

5) an, und bestimmen Sie Aut(K/Q) !

b) Zeigen Sie, da� L = Q(
4
√

5, i) der Zerf
�

allungsk

�

orper des Polynoms X4 − 5
�

uber Q ist!


) Geben Sie eine K-Vektorraumbasis und eine Q-Vektorraumbasis von L an!

d) σ:L → L sei der Automorphismus von L/Q, der

4
√

5 auf i
4
√

5 abbildet und i festl
�

a�t. Zeigen

Sie, da� σ in Aut(L/Q) die Ordnung vier hat!

e) Zeigen Sie, da� au
h die komplexe Konjugation τ ein Automorphismus von L/Q ist, und

bestimmen Sie den Fixk

�

orper der Menge {σ, τ} ! (Fangen Sie am besten an mit der

Invarianz unter τ.) Folgern Sie, da� Aut(L/Q) von σ und τ erzeugt wird, d.h. es gibt

keine e
hte Untergruppe von Aut(L/Q), die sowohl σ als au
h τ enth

�

alt!

f) Was ist Aut(L/K) ?


