Kapitel 5
Die Fermat-Vermutung fiur Zahlen
und fir Polynome

§1: Zahlen und Funktionen

Wir haben im Verlauf dieser Vorlesung zweimal einen Satz iiber ein-
deutige Primzerlegung bewiesen: Zuerst fiir den Ring 7Z der ganzen
Zahlen, und spiter fiir Polynomringe iiber Korpern (oder allgemeiner
tiber faktoriellen Ringen). Speziell im Falle von Polynomringen in ei-
ner Variablen tiber einem Korper war der Beweis praktisch identisch zu
dem fiir die ganzen Zahlen; beide Male ging es darum, dall der Ring
EUKLIDisch ist.

Die Rolle der Primzahlen spielten im Polynomring die irreduziblen
Polynome. Im Falle eines algebraisch abgeschlossenen Korpers & sind
das gerade die linearen Polynome, und die bilden im Gegensatz zu
den Primzahlen eine sehr iibersichtliche Menge. Da es auf konstante
Faktoren nicht ankommt, kann man sich auf Polynome der Form X — a
mit a € k beschrianken. Die Menge aller dieser Polynome wiederum
kann identifiziert werden mit der Menge aller a € k, deren Elemente
man mit den Punkten einer Geraden identifizieren kann, so daf3 in einigen
Anwendungen auch geometrische Argumente moglich sind.

Natiirlich gibt es — zum Teil betrdchtliche — Unterschiede zwischen Z
und dem Polynomring iiber einem Korper, aber gerade das macht die
Analogie so interessant: Da es fiir jeden der beiden Ringe ein eigenes
Instrumentarium gibt, kann man versuchen die damit bewiesenen Re-
sultate auf den jeweils anderen Fall zu iibertragen, was idealerweise zu
neuen Sdtzen und sonst zumindest zu interessanten Vermutungen fiihrt.
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Als Beispiel fiir Parallelen und Unterschiede zwischen den beiden Situ-
ationen wollen wir die FERMAT-Vermutung betrachten. FERMAT schrieb
bekanntlich um 1637 an den Rand seiner Arithmetik des DIOPHANTOS
von Alexandrien, da3 die Gleichung

flir n > 3 keine Losung in ganzen Zahlen habe — auller natiirlich
den trivialen Losungen, bei denen eine der drei Zahlen verschwindet.
(Die franzosische Ubersetzung der Arithmetik, die er dabei benutzte,
stammt iibrigens von BACHET DE MEZIRIAC, denn wir als Entdecker des
erweiterten EUKLIDischen Algorithmus kennen. Bekannt wurde FER-
MATs Randbemerkung erst, als sein Sohn CLEMENT-SAMUEL DE FER-
MAT 1670 die Arithmetik mit den Randbemerkungen seines fiinf Jahre
zuvor gestorbenen Vaters veroffentlichte.)

Die direkte Verallgemeinerung auf Polynomringe ist sicherlich falsch:
Die Gleichung f" +¢"™ = h" ist zumindest fiir konstante Polynome iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper immer losbar: Fiir beliebig
vorgegebene Konstanten f, g € kK muBl man einfach h = X/ f™ + g™ set-
zen. Das sind allerdings, wenn wir uns wirklich fiir Polynome interessie-
ren, uninteressante Losungen, vergleichbar den Losungen 2" + 0" = x"
der klassischen FERMAT-Gleichung.

Auch wenn wir verlangen, dall die Grade aller beteiligter Polynome
positiv sein sollen, gibt es triviale Losungen: Ist f irgendein beliebiges
Polynom und sind a, b, ¢ € k so, daB gilt a™ +b™ = ¢", ist natiirlich auch
(af)" +(bf)" = (cf)"™. Was wir hochstens erwarten konnen ist also das
folgende Analogon zur klassischen FERMAT-Vermutung:

Fiir n > 3 gibt es keine teilerfremden Polynome f, g, h mit positivem
Grad, so daf3 f™ + g" = h" ist.

(Normalerweise unterscheiden wir sorgfiltig zwischen paarweise teiler-
fremden Polynomen und solchen, die nur insgesamt keinen gemeinsa-
men Teiler haben. Hier sind beide Begriffe dquivalent, da jeder gemein-
same Teiler zweier der Polynome f, g, h wegen f" + ¢" = h"™ auch das
dritte teilen muf3.)

Es ist nicht
maoglich, einen
Kubus in zwei
Kuben oder ein
Biguadrat in
zwei Biquadrate
und ganz allge-
mein irgendeine
der unendlich
vielen Poten-
zen jenseits

des Quadrats
in zwei eben-
solche zu teilen.
Ich habe einen
wunderbaren
Beweis hierfiir
gefunden, aber
der Rand ist zu
schmal, um ihn
zu fassen.
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Fiir Korper positiver Charakteristik ist selbst das noch falsch: Uber einen
Korper der Charakteristik p ist schlieBlich fP+¢? = (f+g)P fiir beliebige
Polynome f und g, und dasselbe gilt auch wenn man den Exponenten
p durch eine seiner Potenzen ersetzt. Wir konnen also hochstens fiir
Korper der Charakteristik null erwarten, dafl diese Vermutung fiir alle
Exponenten n > 3 richtig ist, und genau das werden wir im néichsten
Paragraphen zumindest fiir den Korper der komplexen Zahlen und damit
auch jeden Teilkorper davon beweisen.

§2: Der Satz von Mason

Wir wollen zeigen, dal} es fiir n > 3 keine zueinander teilerfremden
Polynome positiven Grades f, g, h € C[X] gibt mit f™ + ¢g" = h".

Der Beweis beruht darauf, dal die Polynome f™ und ¢" dieselben
Nullstellen wie f und g haben, aber mit n-facher Vielfachheit. Ist
f"+g" = h", so hat auch die Summe dieser beiden Potenzen im Ver-
gleich zum Grad relativ wenige Nullstellen, diese aber mit mindestens
n-facher Vielfachheit. Nach einem 1983 von R.C. MASON bewiesenen
Satz konnen in einer solchen Situation aber f™,¢"™ und A" nicht zu
wenige verschiedene Nullstellen haben:

Satz: Bezeichnet n,(f) die Anzahl verschiedener (komplexer) Null-
stellen eines Polynoms f, so gilt fiir drei nichtkonstante, teilerfremde
Polynome f,g,h € C[X]mit f+g=nh

no(fgh) > max(deg f,degg,degh) +1.

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir uns zunéchst tiberlegen, dafl
daraus wirklich das Analogon der FERMAT-Vermutung fiir Polynome
folgt:

Fiir drei nichtkonstante teilerfremde Polynome f, g, h mit f™ +¢"™ = h"
i1st nach dem Satz von MASON

no(f”g”h”) > max(deg f",deg g™, deg h”) +1
= nmax (deg f,deg g,degh) + 1.
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Andererseits ist aber

no(f”g”h”) = no(fgh) < deg f+degg+degh
< 3max(deg f,deg g,degh),

denn die Anzahl verschiedener Nullstellen einer Potenz eines Polynoms
ist gleich der Anzahl verschiedener Nullstellen des Polynoms selbst,
und die Nullstellenanzahl eines Polynom kann nicht groer sein als der
Grad.

Damit haben wir insgesamt die Ungleichung
3 max(deg f,deg g,deg h) > ny (f”g”h”)
> nmax(deg f,deg g, deg h) +1,

die nur fiir n < 2 gelten kann. Somit gibt es fiir n > 3 keine nichtkon-
stanten teilerfremden Polynome, fiir die f™ + ¢" = h" ist.

Zu einem vollstindigen Beweis der FERMAT-Vermutung fiir Polynome
fehlt nun nur noch der Beweis des Satzes von MASON. Die Idee dazu
ist folgende: Ist f + g = h, so betrachten wir den Quotienten g/f im
rationalen Funktionenkorper C(X). Da f und g teilerfremd sind, ist
das ein gekiirzter Bruch. Falls wir diesen auch in der Form g/ f = G/F
schreiben kénnen mit Polynomen F', G vom Grad hochstens n,( fgh)—1,
haben auch Zihler und Nenner f und g des gekiirzten Bruchs hochstens
den Grad ny(fgh) — 1. Wegen f + g = h gilt dasselbe auch fiir /&, und
damit ist ny(fgh) — 1 < max(deg f, deg g, deg h), was zur Aussage des
Satzes dquivalent ist.

Um g/ f als Quotienten zweier neuer Polynome auszudriicken, schreiben
wir zunéchst

S : f g
=7 mit R—hund S—h.

Wegen f+g = hist R+ S = 1, die Summe R’ + S’ der Ableitungen
verschwindet also. Dies konnen wir etwas umschreiben
R S’ R S’ R R /5

/ r_ T Z Q= = _ =
R+S—RR+SS O:RR SS:S 7 g

N N
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und damit erhalten wir die neue Darstellung
g S _ RJ/R
f R S'/S -
Rechts stehen die logarithmischen Ableitungen von R und S im Zihler

und Nenner, und damit lassen sich gut die Nullstellen von f, g und / ins
Spiel bringen: Nach der LEIBNIZ-Regel ist bekanntlich

/ / /

uv u v

(uwv) = v'v+uwv’, also (wv) =— 4+ —,
uv u v

die logarithmische Ableitung eines Produkts ist also einfach die Summe
der logarithmischen Ableitungen der Faktoren. Daraus folgt sofort, daf3
die logarithmische Ableitung eines Quotienten gleich der Differenz aus
logarithmischer Ableitung des Zdhlers und logarithmischer Ableitung
des Nenners ist. Schreiben wir

r S t
f=hl]@-a)™, g=g][@—b)™ und h=hy][@@—c)"
=1

j=1 k=1

mit f,, gy, hy € C*, ist also wegen R = £ und S =
0s 90> Yo g A

LA U o _i:m
R f h “—~x-—aq r—cp
S/

S

NS

I WL e !
g h jzla:—bj —~ -
o, ¢ -
und 2 _R//R _;x—ai ;x—ck
IR
pr a:—bj — Ty

Erweitern wir Zihler und Nenner mit dem Hauptnenner aller Summan-
den, d.h. mit dem Polynom vom Grad r + s + t = ny(fgh)

r s t
H:H(:I:—ai)-H(:E—bj)-H(ZE—Ck),
i=1 j=1 k=1
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so erhalten wir im Zahler wie auch im Nenner Summen von Polynomen
vom Grad ny(fgh)— 1, also Polynome vom Grad hochstens ny(fgh) —1,
wie gewiinscht. Damit sind sowohl der Satz von MASON als auch das
Analogon der FERMATschen Vermutung fiir Polynome bewiesen.

§3: Die abc-Vermutung

Der Erfolg des Satzes von MASON beim Beweis der FERMAT-Vermutung
fiir Polynome legt es nahe, etwas Ahnliches auch im klassischen Fall zu
versuchen.

Da natiirliche Zahlen weder Grade noch Nullstellen haben, miissen wir
dazu den Satz von MASON zunichst einmal so umformulieren, dafl wir
eine Aussage bekommen, die ein sinnvolles Analogon fiir natiirliche
Zahlen hat.

Dazu ordnen wir einem Polynom f anstelle der Anzahl n,(f) seiner
(verschiedenen) Nullstellen ein Polynom N,(f) dazu, das genau diese
Nullstellen mit jeweils der Vielfachheit eins haben soll: Fiir

f=1 H(x —a))™ sei Ny(f) e, H(x —a;),
so daB der Grad von N, (f) gerade die im vorigen Paragraphen definierte

Zahl ny(f) ist.

Der Vorteil des Polynoms N,(f) besteht darin, da wir eine analoge
Definition leicht auch fiir natiirliche Zahlen hinschreiben konnen: Fiir

T
n = H p;t setzen wir Ny(n) = H D; -

’[::1 Z=1

Mit Hilfe der Polynome N,( f) 146t sich der Satz von MASON folgender-
mallen umformulieren:

Gilt fiir drei teilerfremde Polynome f, g und h die Gleichung f + g = h,
so hat jedes der drei Polynome einen kleineren Grad als das Poly-
nom Ny(fgh).

In dieser Formulierung kommt immer noch der Grad vor, fiir den wir bei
natiirlichen Zahlen keine Verwendung haben. Betrachten wir aber den
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Grad (wie bei der Polynomdivision mit Rest) lediglich als eine Methode,
einem Polynom eine Zahl aus N, zuzuordnen, so konnen wir, wenn wir
bereits natiirliche Zahlen haben, einfach ganz auf ihn verzichten; falls
wir ganze Zahlen betrachten, liegt es nahe, ihn durch den Betrag zu
ersetzen.

Gemal dieser Philosophie konnen wir nun probeweise die folgende
Aussage formulieren:

A1l: Ist a+b = cfiir drei zueinander teilerfremde natiirliche Zahlen a, b, c,
so ist jede der drei Zahlen kleiner als N,(abc).

Damit haben wir eine sinnvolle Aussage iiber natiirliche Zahlen gefun-
den, die — falls sie korrekt ist — sofort die FERMAT-Vermutung impliziert:
Giibe es namlich drei natiirliche Zahlen x, y, z mit der Eigenschaft, dal3
" +y" = 2" fiir ein n > 3, so gibe es auch drei zueinander tei-
lerfremde Zahlen x,y, z mit dieser Eigenschaft: Wir miissen einfach
die drei Zahlen durch ihren groBBten gemeinsamen Teiler kiirzen. Als-
dann miil3te, falls obige Aussage richtig wére, jede der drei Potenzen
x™,y", 2" kleiner sein als Ny(«"y"2"). Nun ist aber

No(z"y"z") = Ny(zyz) < zyz,

d.h. nach A1 wire jede der drei Zahlen x™, y", 2" kleiner als xyz. Damit
ware
(zy2)" = 2"y 2" < (zy2)’

was fiir n > 3 offensichtlich nicht moglich ist.

Angesichts der Komplexitidt des WILESschen Beweises fillt es schwer,
an einen so einfachen Beweis zu glauben, und in der Tat ist die Aussage
A1 falsch:

Betrachten wir etwa die Gleichung 8 + 1 = 9. Offensichtlich sind die
dre1 Summanden teilerfremd zueinander, aber sowohl 8 als auch 9 sind
groBer als Ny(8 - 1-9) =2 -3 = 6. Ganz so einfach geht es also nicht.

Da der Grad eines Polynoms nicht durch konstante Faktoren beeinfluf3t
wird, konnte man versuchen, als ,richtiges Analogon zum Satz von MA-
SON eine abgeschwichte Aussage zu nehmen, die nur eine Abschétzung
bis auf einen konstanten Faktor enthilt, etwa



244 Algebra HWS 2020

A2: Ist a+b = cfiir drei zueinander teilerfremde natiirliche Zahlen a, b, c,
so gibt es eine Konstante K derart, daf; jede der drei Zahlen kleiner ist
als K - Ny(abc).

Diese Aussage ist trivialerweise richtig: Wir miissen nur eine Kon-
stante ' wihlen, die groBer ist als das Maximum von a, b und c. Leider
ist sie auch vollig nutzlos, denn solange die Konstante von a, b und c
abhingen darf, haben wir keine Chance, damit die FERMAT-Vermutung
zu beweisen.

Wir miissen die Aussage also noch einmal umformulieren:

A3: Es gibt eine Konstante K, fiir die gilt: Ist a+b = cfiir drei zueinander
teilerfremde natiirliche Zahlen a, b, ¢, so ist jede der drei Zahlen kleiner
als K - Ny(abc).

Auch daraus wiirde die FERMAT-Vermutung zumindest fiir alle hinrei-
chend gro3en Exponenten n folgen, allerdings ist die Aussage, so wie
sie dasteht, leider immer noch falsch:

Betrachten wir die Gleichung

mit a,=3>" —1, b,=1 und ¢,=3". (%)

a,+b,=c n

n

Wiire sie richtig, miif3te fiir jedes n gelten:
3 < KN (3 - 1)-3") =K -3 N3 — ).
Um N0(32n — 1) abzuschitzen, beachten wir, dal} gilt
3" =(3") wund 3 —1=(3"+1)(3 —1)

nach der dritten binomischen Formel. Wenden wir dies mehrfach an,
erhalten wir

3 —1=(3" ) (3 - )
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In der letzten Zeile steht ein Produkt aus n + 1 geraden Zahlen; somit ist
32" — 1 durch 2"*! teilbar. Das Produkt N,(32" — 1) aller verschiedener
Primteiler von 32" — 1 erfiillt daher die Ungleichung
3" -1 3 -1

n+l - m ?
denn das Produkt aller ungerader Primteiler kann hochstens gleich
(3% —1)/2" sein.

N,(3* -1 <2

Falls A3 korrekt wire, miiBte nach Gleichung (x) also gelten

3K
2n
Das kann aber unmoglich der Fall sein, denn fiir hinreichend gro3e n
1st der Faktor 32—5 kleiner als eins, so daf3 32" echt kleiner als sich selbst
sein miifte.

32" <= —@3% —1) firallen.

Auf der Suche nach einem Analogon fiir den Satz von MASON miissen
wir daher noch weiter abschwichen. Eine Moglichkeit dazu ist die 1986
aufgestellte

abc-Vermutung von MASSER und OESTERLE: Zu jedem ¢ > 0 gibt es
eine Konstante K (¢), so daf} fiir alle teilerfremden natiirlichen Zahlen
a,b,cmita+b = c gilt: Jede der drei Zahlen a, b, c ist kleiner oder gleich
K(g) - Ny(abc)'™e.

Wir wollen uns iiberlegen, daf} sie zumindest fiir groBe Exponenten n
die FERMAT-Vermutung impliziert.

Dazu betrachten wir eine Losung =™ + y™ = 2" mit 0.B.d.A. teilerfrem-
den natiirlichen Zahlen x, y, z und wihlen uns irgendein € > 0. Nach
der abc-Vermutung gibt es dazu eine Konstante K (¢), so dal =", y"
und 2" allesamt hochstens gleich

K(e)Ny(z"y" 2" = K(e)Ny(zy2)'"** < K(e)(ayz)'**
sind. Fir ihr Produkt gilt daher
ey 2" < K(e)X(xy2z)’ 1 oder (xyz)" T < K(e).

K (¢)? ist eine feste Zahl; es gibt daher einen Exponenten m derart, daf
2™ > K (¢)® ist. Da das Produkt zyz auf jeden Fall nicht kleiner als zwei
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sein kann, ist 27373 < 2™ alson —3 —3e < mund n < m+ 3+ 3e.
Fir n > m + 3 + 3¢ 1st daher

(zyz)" 7% > K(e)®,

und damit kann es keine zueinander teilerfremden natiirlichen Zahlen
x,1y, z geben mit " + y" = 2",

Ob und gegebenenfalls welche konkreten Schranken fiir n» man da-
mit erreichen kann, hingt natiirlich davon ab, wie K(¢) von ¢ abhéngt.
Nach einigen Spekulationen konnte aus der abc-Vermutung die FERMAT-
Vermutung fiir alle n > 6 folgen, und fiir n = 3,4,5 ist der Satz
schon lange bekannt: Fiir n = 4 und moéglicherweise auch n = 3 hatte
FERMAT selbst bereits spitestens um 1640 einen (grob skizzierten) Be-
weis; den fiir n = 4 arbeitete BERNARD FRENICLE DE BESSY aus und
veroffentlichte ihn 1676. EULER fand 1753 einen Beweis fiir den Fall
n = 3, den er 1770 veroffentlichte. Er arbeitete dazu mit den dritten
Einheitswurzeln. Ebenfalls mit Einheitswurzeln bewies ERNST EDUARD
KUMMER die FERMAT-Vermutung fiir alle Exponenten, die durch eine
sogenannte reguldre Primzahl teilbar sind, d.h. durch eine Primzahl, fiir
die es im Ring der ganzen Zahlen im Korper Q((,) eine eindeutige
Primzerlegung gibt. (Eine Zahl aus einen Korper K /Q heifit ganz, wenn
sie Nullstelle eines normierten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizien-
ten ist. Im Gegensatz zur Definition einer algebraischen Zahl wird hier
also noch verlangt, da} der fiihrende Koeffizient des Polynoms eins ist.)
Zu diesen regulidren Primzahlen gehort insbesondere auch die Zahl fiinf.

Der derzeitige Stand der abc-Vermutung ist innerhalb der Mathematik
umstritten. 2012 kiindigte SHINICHI MOCHIZUKI vom Research Institute
for Mathematical Sciences (RIMS) der Universitit Kyoto einen Beweis
an, der nach langer kontroverser Diskussion im Februar 2020 von den
Publications of the RIMS zur Vertffentlichung angenommen wurde. Da
MOCHIZUKI in seiner rund sechshundert Seiten langen Arbeit mit vielen,
von ihm selbst entwickelten neuen und unkonventionellen Methoden
arbeitet, wird der Beweis allerdings zumindest au3erhalb Japans von
den meisten Experten nicht akzeptiert.

Fiir weitere Informationen zu §2 und §3 sei auf einen Vortrag verwiesen,
den SERGE LANG (1927 — 2005) im Jahr 1992 an der ETH Ziirich vor
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einem ,,allgemeinen‘ Publikum hielt und dem ich hier im wesentlichen
gefolgt bin:

SERGE LANG: Die abc-Vermutung, Elemente der Mathematik 48 (1993),
89-99

Der Artikel ist (wie die gesamte Zeitschrift Elemente der Mathematik)
unter http://www.bibliothek.uni-regensburg.de/ezeit/?72135837
frei zuginglich.

§4: Die Frey-Kurve

Da die FERMAT-Vermutung seit 1994 bewiesen ist, die abc-Vermutung
aber immer noch offen, muflte der Beweis der FERMAT-Vermutung
natiirlich andere Wege gehen. Die meisten dieser Wege fiihren in Ge-
biete, die weit jenseits dessen liegen, was selbst ein guter auf Zahlen-
theorie spezialisierter Mathematiker im Laufe seines Studiums lernen
kann. Zumindest die Grundidee der abc-Vermutung, dal man namlich
Summenbeziehungen zwischen grofen Zahlen nicht ohne ein gewis-
ses Minimum an verschiedenen Primfaktoren realisieren kann, spielt in
modifizierter Weise in der Tat eine grof3e Rolle.

Der Anstof kam 1984 von GERHARD FREY, damals Professor an der Uni-
versitit Saarbriicken, wo er auf dem Gebiet der Arithmetik elliptischer
Kurven arbeitete. (Von 1990 bis zu seiner Pensionierung im Jahr 2009
leitete er die Arbeitsgruppe Zahlentheorie am Institut fiir experimentelle
Mathematik der (inzwischen mit Duisburg vereinigten) Universitat Es-
sen und beschiftigte sich unter anderem mit der Anwendung elliptischer
Kurven in der Kryptologie.)

Elliptische Kurven sind ebene Kurven, die durch eine Gleichung der
Form 3> = f3(x) beschrieben werden mit einem Polynom f;(z) vom
Grad drei mit drei verschiedenen Nullstellen. Da das Quadrat einer
reellen Zahl nicht negativ sein kann, gibt es im Reellen nur Punkte
mit x-Koordinaten, fiir die f;(x) > 0 ist. Im Falle f;(x) > 0 erfiillt
mit y auch —y die obige Gleichung, die Kurve ist also symmetrisch zur
x-Achse.

Falls f;(x) nur zwei verschiedene Nullstellen hat, muf eine der Null-
stellen doppelt sein, und bei diesem z-Wert iiberkreuzt sich die Kurve;
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Elliptische Kurve

T
—

N

y? = x(x-2)(x-3)

Knotenkurve
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
y? = X(x-2)?

Spitzenkurve

0.5 1 15 2
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wir reden dann von einer Knotenkurve.

Hat schlieBlich f;(z) nur eine, dafiir aber dreifache Nullstelle, entsteht
eine Spitzenkurve.

FREY betrachtete eine (hypothetische) Losung

der FERMAT-Gleichung mit teilerfremden natiirlichen Zahlen z, ¢, 2 und
n > 5. (Den Fall n = 4 hat bereits FERMAT selbst gelost, den Fall
n = 3 wenig spdter EULER.) Wenn es eine solche Losung gibt, dann
gibt es auch eine Losung fiir einen Primzahlexponenten ¢, denn ist ¢ ein
Primteiler von n und n = ¢m, so ist

4

" +bf=c® mit a=2™, b=y™ und c=z",

und auch a, b, ¢ sind teilerfremd. Auch fiir ¢ geniigt es, den Fall £ > 5 zu
betrachten, denn wenn wir fiir ¢ den groften Primteiler von n nehmen,
bedeutet £ = 2, dall n eine Zweierpotenz sein mufl, was fiir n = 2 kein
Widerspruch zur FERMAT-Vermutung ist und fiir n = 4 und damit auch
jede hohere Zweierpotenz nach FERMATs Beweis ausgeschlossen ist. Fiir
den Fall ¢ = 3 kann wieder auf EULER verwiesen werden.

Zur obigen Losung betrachtete FREY die elliptische Kurve
y? = x(x — a)(x +bY),

die er aber nicht nur iiber den reellen oder komplexen Zahlen betrachtet,
sondern auch tiber den Kérpern F,,.

FREYs Gleichung definiert genau dann eine elliptische Kurve, wenn alle
drei Nullstellen verschieden sind, wenn also

a’bl(a’ + b = a’v’ct = (abe)

nicht verschwindet. Uber [, sind die drei Nullstellen genau dann ver-
schieden, wenn p kein Teiler dieser Zahl ist, wenn p also keine der drei
Zahlen a, b, c teilt.

Da (abe) verglichen mit a, b, c ziemlich grof} ist, hei3t das, da} es
im Verhiltnis zur GroBe der Koeffizienten erstaunlich wenige Primzah-
len gibt, modulo derer wir keine elliptische Kurve erhalten; wir sind
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also wieder einer dhnlichen Situation wie bei der abc-Vermutung. Die
FrREYsche Kurve sieht damit so aus, als sei sie fast zu schon, um wirklich
Zu existieren.

Einen Anhaltspunkt zum Beweis dieser Nichtexistenz liefert eine Ver-
mutung, die auf um 1955 durchgefiihrte Rechnungen und Spekulatio-
nen des japanischen Mathematikers TANIYAMA zuriickgeht und heute
je nach Autor mit irgendeiner Kombination der drei Namen TANIYA-
MA, SHIMURA und WEIL bezeichnet wird. Danach sollte es zu einer
elliptischen Kurve E mit ganzzahligen Koeffizienten eine surjektive
Abbildung X,(N) — E von einer sogenannten Modulkurve X,(V)
auf I/ geben, wobei /N im wesentlichen das Produkt aller Primzahlen p
ist, modulo derer F keine elliptische Kurve mehr ist. Wie FREYs Rech-
nungen zeigen, hat seine Kurve vor diesem Hintergrund sehr seltsame
Eigenschaften.

Als er damals hier in Mannheim iiber seine Resultate vortrug, meinte er
noch, er glaube nicht, dall die FERMAT-Vermutung so bewiesen werde;
er verOffentlichte sein Ergebnis auch nicht in einer der grof3en inter-
nationalen Fachzeitschriften, sondern als Band 1, Heft 1 einer gerade
neu gestarteten Schriftenreihe der Universitdt Saarbriicken, in einfach-
ster Aufmachung xerographiert mit einem nur schwarz-weif3 gestalteten
Karton als Umschlag:

GERHARD FREY: Links between stable elliptic curves and certain dio-
phantine equations, Annales Universitatis Saraviensis, Series Mathe-

maticae, 1 (1), 1986

1987 verschirfte der franzosische Mathematiker JEAN-PIERRE SERRE
die TANIYAMA-Vermutung, und aus dieser stirkeren Vermutung folgt
in der Tat, dafl die FREY-Kurve nicht existieren kann. Leider ist die
SERREsche Vermutung bis heute noch nicht bewiesen.

SERRE erhielt iibrigens 2002 den ersten der vom norwegischen Parlament gestifteten ABEL-
Preise, die seither zur Erinnerung an den norwegischen Mathematiker NIELS HENRIK ABEL
(1802-1829) jedes Jahr in gleicher Weise und gleicher Ausstattung wie die Nobel-Preise
fiir hervorragende Leistungen auf dem Gebiet der Mathematik vergeben werden.

SERRE stellte jedoch noch zusétzlich seine sogenannte e-Vermutung auf,
und auch aus der TANIYAMA-Vermutung zusammen mit der e- Vermutung
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folgt die Nichtexistenz der FREY-Kurve und damit die FERMAT-Vermu-
tung. Diese e-Vermutung bewies KENNETH RIBET von der Universitit
Berkeley 1990. Die Grundidee seines Beweises 148t sich interpretieren
als eine Art zweidimensionale Version eines Beweises von ERNST EDU-
ARD KUMMER (1810-1893), der die FERMAT-Vermutung 1846 fiir so-
genannte regulidre Primzahlen als Exponenten bewies. (Eine Primzahl p
hei3t reguldr, wenn es fiir eine primitive p-te Einheitswurzel so etwas
wie eine eindeutige Primzerlegung fiir die hier nicht definierten gazen
Elemente von Q(¢) gibt). Der Beweis von RIBET ist allerdings erheblich
aufwendiger.

Damit war also die FERMAT-Vermutung zuriickgefiihrt auf die TANI-
YAMA-Vermutung. Diese Vermutung schlieBlich (die fiir die mathema-
tische Forschung erheblich wichtiger ist als die FERMAT-Vermutung)
bewies WILES 1994.



