Kapitel 4
Nullstellen und Korpererweiterungen

§1: Zerfillungskorper und der Fundamentalsatz
der Algebra

Ist k& ein Korper und f € k[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad
mindestens zwei, so hat f in k keine Nullstelle. Wir kennen aber bereits
viele Fille, in denen es einen groBeren Korper K gibt, in dem f eine
oder mehrere Nullstellen hat. Solche Korper lassen sich auf verschiedene
Weisen konstruieren: Ist etwa k = Q und f = X? — 2, so kdnnen wir
bekanntlich mit dem Verfahren von HENON durch die Iteration

1
xo =1, Ty =5 <a:n_1+ ) firallen € N

Lp—1

immer bessere Nidherungslosungen konstruieren, und wenn wir die ratio-
nalen Zahlen durch Hinzunahme aller Grenzwerte von CAUCHY-Folgen
(oder Intervallschachtelungen) zu den reellen Zahlen erweitern, ist dort
der Grenzwert

r= lim =z,
n— oo

dieser Folge eine Losung.

Fiir die Nullstellen des Polynoms X? + 1 ist ein solcher Ansatz nicht
moglich; hier miissen wir die ,,imaginire Einheit* ¢ einfiihren als ,,Sym-
bol“ mit dem wir rechnen. Ahnlich hatten wir uns bereits gegen Ende
des vorigen Kapitels iiberlegt, da3 wir zu jedem Korper k£ und jedem
irreduziblen Polynom iiber f einen groBeren Korper finden kdnnen, in
dem f eine Nullstelle hat. Diesen Ansatz wollen wir nun systematisch
ausbauen.

Beginnen wir mit Korpererweiterungen:
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Definition: Sind k£ C K zwei Korper, so bezeichnen wir k als Teilkor-
per von K und K als Erweiterungskdrper von k. Wir sagen auch, K /k,
gesprochen K iiber k, sei eine Korpererweiterung.

Ist K /k eine Korpererweiterung, so ist K ein k-Vektorraum, denn K ist
beziiglich seiner Addition eine abelsche Gruppe, und die Einschrinkung
der Multiplikation in K auf k£ x K ist die Multiplikation der ,,Skalare*
aus k£ mit den ,,Vektoren* aus K. Klassisches Beispiel ist die Betrach-
tung des Korpers C der komplexen Zahlen als zweidimensionalen Vek-
torraum R>.

Im allgemeinen muf} dieser Vektorraum nicht endlichdimensional sein:
R kann beispielsweise unmoglich ein endlichdimensionaler Q- Vektor-
raum sein, denn genau wie Q ist auch jeder Vektorraum Q" abzihlbar,
aber R ist liberabzéhlbar.

Definition: Ist K ein endlichdimensionaler k-Vektorraum, sagen wir,
die Korpererweiterung sei endlich, und wir bezeichnen die Dimension
des k-Vektorraums K als deren Grad [K : k]. Andernfalls sagen wir,
sie sei unendlich und schreiben [ K : k] = co.

Als Beispiel betrachten wir ein irreduzibles Polynom f € k[X] vom

Grad d und den Faktorring K = k[X]/(f). Wie wir gegen Ende des

vorigen Kapitels gesehen haben, ist er ein Korper, und als Vektorraum

hat er beispielsweise die Basis 1, z, ... ,xd_l, wobei z = X + (f) die

Restklasse von X bezeichnet. Ist f = a, X + - - - + ay mit ay # 0, so ist
ad_le_l +--+a X +ag

X4 =_ mod (f)
aq

und damit
d ad_lxd_l+"‘+a]$+a/0
¢ = — ,
Qq

so daB z¢ und die héheren Potenzen nicht zur Erzeugung gebraucht
werden. Die genannten Elemente sind auch linear unabhéngig iiber £,
denn falls es Elemente A\, € k gibt, so dal3
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ist, so muB das Polynom Ay + A, - X +-- -+, - X in k[ X] durch f
teilbar sein. Da sein Grad hochstens gleich d — 1 sein kann, geht das
nur, wenn es das Nullpolynom ist, wenn also alle \; verschwinden.

Wir konnen dieses Ergebnis und die Diskussion im vorigen Kapitel
zusammenfassen zum

Lemma: Ist f € k[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad d > 1,
so ist K = kK[X]/(f) ein Erweiterungskérper vom Grad d, in dem f

mindestens eine Nullstelle hat. .

Sind L/ K und K /k zwei Korpererweiterungen, so ist auch L/k eine;
hier gilt:

Lemma: a) Sind L/K und K/k zwei endliche Korpererweiterungen,
so ist auch L /k eine endliche Korpererweiterung und

[L:k]l=[L:K] |[K:EK].

b) Ist L/k eine endliche Korpererweiterung und ist & C K C L,

so sind sowohl L/K als auch K /k endliche Korpererweiterungen. Ist
[L:k]=[K :k],soist K = L.

Beweis: a) by, ...,b, seine eine Basis von K als k-Vektorraum, und
cy,...,C, sel eine Basis von L als K-Vektorraum. Dann konnen wir
in L die rs-Produkte bicj bilden, und wollen uns iiberlegen, dal diese
eine Basis des k-Vektorraums L bilden.

Zunichst erzeugen sie diesen Vektorraum, denn jedes v € L 14Bt sich
als Linearkombination

v=Acpto+ Age, mit A €K
schreiben, und jedes A j 14t sich schreiben als

r

Setzt man dies in die dariiberliegende Formelzeile ein, erhilt man v als
Summe aller p;;b;c¢;.
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Zum Beweis der linearen Unabhéngigkeit nehmen wir an,

DD migbic; =) (Z “ijbi) ¢; =0
i=1 j=1 j=1 \i=1
fiir irgendwelche Elemente 11;; € k. Die Summen in der Klammer sind
Elemente von K’; wegen der linearen Unabhiéngigkeit der ¢, tiber K
miissen sie also alle verschwinden. Dann miissen aber auch alle p;;
verschwinden, denn die b, sind linear unabhéngig iiber k.

Somitist[L : k] =rs=[K : k]-[L : K], wie behauptet.

b) Betrachten wir X und L als Vektorrdume iiber k, so ist K ein Unter-
vektorraum von L, und natiirlich sind Untervektorraume endlichdimen-
sionaler Vektorraume selbst endlichdimensional. Wenn beide die gleiche
Dimension haben, miissen sie sogar gleich sein. Als K-Vektorraum ist L
endlichdimensional, da eine k-Basis von L insbesondere ein Erzeugen-
densystem von L iiber dem groBeren Korper K ist. .
Am einfachsten findet man die Nullstellen eines Polynoms, wenn das
Polynom bereits als Produkt von Linearfaktoren gegeben ist. Wir wollen
uns liberlegen, daf3 es fiir jedes Polynom einen Korper gibt, iiber dem es
so zerlegt werden kann:

Definition: £ sei ein Korper und f € k[ X] sei ein Polynom. Ein Kor-

per K mit k C K heiBt Zerfdillungskorper von f iiber k, wenn gilt:

1.) Esgibt Elemente z,,...,2; € K und a € k, sodal} im Polynomring
K[ X]gilt f=a(X —2)--- (X —2,).

2.) Ist Kk C L C K und gibt es eine solche Zerlegung auch iiber L, so
ist L = K.

In einem Zerfallungskorper zerfdllt das Polynom also in ein Produkt von
Linearfaktoren, und es gibt keinen echt kleineren Teilkorper, iiber dem
dies bereits der Fall ist.

Fiir das Polynom X? — 2 € Q[X] ist somit Q & Q+/2 ein Zerfillungs-
korper, denn X2 — 2 = (X +v/2)(X — v/2). Auch Q[X]/(X? — 2) ist
ein Zerfallungskorper, denn bezeichnet x die Restklasse von X, so ist
auch (X +2)(X —2)= X* —2* = X* - 2.
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Satz: k sei ein Korper und f € k[ X] ein Polynom. Dann gibt es einen
Zerféllungskorper K von f liber k.

Beweis durch Induktion nach d = deg f: Fiir Polynome vom Grad Null
gibt es nichts zu beweisen, fiir das Polynom a X + b mit a # 0 ist k selbst
der Zerfillungskorper, denn

aX+b:a<X—(_—b)> .

a

Sei nund > 1 und f € k[X] ein Polynom vom Grad d. Weiter sei
g ein irreduzibler Faktor von f; fiir irreduzible f setzen wir natiirlich
g = f. Wie wir aus dem Lemma zu Beginn dieses Paragraphen wissen,
ist k[ X]/(g) ein Korper, in dem g (mindestens) eine Nullstelle z, hat.
Da es hierbei auf den Namen der Variablen nicht ankommt und wir X
im folgenden noch als Variable brauchen, betrachten wir stattdessen den
Korper k; = k[Y]/ (g(Y)), wobei g(Y) aus g entsteht, indem wir Y fiir
die Variable X einsetzen. Bezeichnet z; die Restklasse von Y in &, ist
also g(z,) = 0 und damit auch f(z,) =0.

Nun betrachten wir f und g als Elemente des Polynomring £,[X]; da k&
ein Teilkorper von k; ist, geht das ohne Probleme. Da f(z,) verschwin-
det, ist f dort ein Vielfaches von (X — z;). Seietwa f = (X — z;)- f; mit
einem Polynom f, € k;[X] vom Grad d — 1. Nach Induktionsannahme
gibt es einen Zerfillungskorper K von f, iiber k. In diesem Korper a6t
sich f, als Produkt von Linearfaktoren und einer Konstanten schreiben,
also gibt es auch fiir f = (X — 2;)f, eine solche Darstellung

f=a(X —2)(X —2) (X —2;) mit z € K.

Der kleinste Teilkorper von K, der k und alle z; enthilt, ist somit ein
Zerféllungskorper von f iiber k. .

Fiir das Polynom X?® — 2 iiber Q etwa konstruieren wir zunichst den
Korper k; = Q[Y]/(Y? — 2); die Nebenklasse von Y in k, bezeichnen
wir als z,. In k, ist dann 27 = 2.

Nun dividieren wir X* —2 = X° —27 in k,[X] durch X — z, und erhalten
den Quotienten f; = X+ z, X + z7. Mit einer neuen Variablen Z bilden
wir den neuen Faktorring k, = k,[Z]/(Z* + 2, Z + z?); die Restklasse
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von Z modulo (f,) sei z,. In k,[ X ] ist f; durch X — z, teilbar, und da f,
den Grad zwei hat, ist der Quotient linear. Somit liegen beide Nullstellen
von f, in k,; das Polynom X — 2 zerfillt also iiber k, in Linearfaktoren.

k, istein zweidimensionaler k- Vektorraum mit Basis 1, z,, und £, istein
dreidimensionaler k,-Vektorraum mit Basis 1, z, 2. Als k-Vektorraum
hat %, somit die Dimension sechs und die Basis 1, 2, 27, 2y, 2,2y, 21 2.

Wir kénnen k, in R einbetten, indem wir z, auf 3/2 abbilden. Dann
haben wir fiir z, iiber R die quadratische Gleichung 25+ /2 2,® /4 = 0
mit Losungen

(—%+%\/—_3> V2 und <—%—%\/—_3> V2

in C, wie erwartet. Wir hitten aber aber natiirlich &, auch in C einbetten
konnen, indem wir z, auf (—% + %\@) /2 abbilden und hiitten dann
eine quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizienten bekommen,
die die konjugiert komplexe Zahl sowie 3/2 als Losungen hitte.

Es ist kein Wunder, daf3 die Gleichung in C drei Nullstellen hat; der so-
genannte Fundamentalsatz der Algebra besagt, dal} jedes Polynom mit
komplexen Koeffizienten iiber C in Linearfaktoren zerfillt. Fiir diesen
Satz gibt es mehrere Beweise, unter anderem iiber die Funktionenthe-
orie oder mit Hilfe der algebraischen Topologie. Der folgende Beweis
stammt aus dem Buch Théorie algébrique des nombres von PIERRE
SAMUEL (Hermann, Paris, 21971), und geht nach Angaben des Autors
,. i m wesentlichen* zuriick auf LAGRANGE. Er verwendet nur elementa-
re, aus der Analysisvorlesung bekannte Eigenschaften der reellen und
komplexen Zahlen. Der wesentliche Beweisschritt ist der folgende

Satz: Jedes nichtkonstante Polynom f € R[X] hat mindestens eine
komplexe Nullstelle.

Beweis: Wir schreiben den Grad d eines Polynoms in der Form d = 2™ -u
mit n € N, und einer ungeraden Zahl u und beweisen den Satz durch
Induktion nach n.
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Fiir den Induktionsanfang n = 0 miissen wir somit beweisen, dal} jedes
reelle Polynom ungeraden Grades mindestens eine komplexe Nullstelle
hat. Da wir aus der Analysis wissen, daf} es sogar eine reelle Nullstelle
hat, ist das klar.

Nun sei n > 0; wir nehmen an, da3 die Behauptung fiir alle Grade d,
in deren Zerlegung ein kleineres n auftaucht, bereits bewiesen sei, und
betrachten ein Polynom f € R[X ] vom Grad d = 2"u mit irgendeinem
ungeraden u. Wie wir wissen, gibt es einen Zerfillungskorper K /R,
iber dem das Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Die d (nicht notwen-
digerweise verschiedenen) Nullstellen seien 2, ..., 2.

Mit diesen Nullstellen konstruieren wir nun neue Polynome, deren Grad
zwar groBer als d ist, aber nur durch 2! teilbar ist, so daB wir die
Induktionsannahme anwenden konnen.

Zu jedem A € R betrachten wir fiir alle Paare (7, 7)) mit1 <i < 75 <d
die Elemente

sowie das Polynom

o= ]I (X-w;W)eKX].
1<i <

Tatséchlich liegt g, sogar in R[X], denn seine Koeffizienten sind nach
dem Satz von VIETE (Kap. 1, §6) bis aufs Vorzeichen die elementarsym-
metrischen Funktionen in den w, j (A). Damit sind sie auch symmetrische
Funktionen in den z;, denn jede Permutation z; — z,; fiihrt zu einer
Permutation w; ;(A) — W, ;)(A). Nach dem Hauptsatz iiber symmet-
rische Funktionen (Kap. 1, §7) lassen sie sich daher als Polynome in
den elementarsymmetrischen Funktionen der 2, schreiben, also, wieder
nach VIETE, als Polynome in den Koeffizienten von f. Diese Koeffizi-
enten sind reelle Zahlen; also sind auch die Koeffizienten aller g, reelle
Zahlen, d.h. g, € R[X] fiir alle A.

Daes %d(d — 1) Paare (¢, j) gibt, hat g, den Grad

dd—1)  2"u(d— 1)

=2"lud—1).
2 2 u(d =1
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Wegen n > 1 ist d — 1 ungerade, also auch u(d — 1); die Grade der g,
sind daher nur durch 2"~! teilbar, nicht aber durch 2". Somit kénnen
wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und folgern, dal jedes der
Polynome ¢, mindestens eine komplexe Nullstelle hat.

Die Nullstellen von g, sind die w;;(A) € K’; damit wissen wir, dal es
zu jedem A € R ein Paar (4, j) gibt derart, daB w,;(A) in C liegt.

Nun verwenden wir ein klassisches Beweisprinzip der Mathematik, das
DIRICHLETsche Schubfachprinzip: Hat man n Schubficher und verteilt
mehr als n Objekte darauf, so miissen in mindestens einem dieser
Schubficher mindestens zwei Objekte liegen.

JOHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 —
1859) wurde in der damals zu Frankreich gehdrenden
Stadt Diiren geboren; er lehrte an den Universititen
Breslau, Berlin und Gottingen. 1828 gab er den er-
sten strengen Beweis fiir die Konvergenz von FOURI-
ERreihen und untersuchte die Darstellbarkeit beliebiger
Funktionen durch solche Reihen. Auch unser heutiger
Funktionsbegriff geht auf DIRICHLET zuriick. Sein wohl
bekanntester Satz besagt, dal} eine arithmetische Pro-
gression, deren Glieder keinen gemeinsamen Teiler ha-
ben, unendlich viele Primzahlen enthilt.

Unsere Objekte sind die reellen Zahlen A, die Schubfécher sind die Paare
(¢, 7). Es gibt %d(d — 1) Schubficher, aber unendlich viele reelle Zahlen,
also muB es zwei Werte A\ # X' und ein Paar (7, j) geben, so daB sowohl
w,;(A) als auch w; ;(\") in C liegen.

Gehen wir zuriick zur Definition der w, ., seshen wir, daf3

17

/ /

beides komplexe Zahlen sind, also auch

w, .\ —w, ()
2% = i5( 2_ ij M und  z; +z; = w;;(A) — Azz;
A=A
Aus §2 von Kapitel 1 wissen wir, dafl wir zwei Zahlen, deren Produkt P
und Summe S wir kennen, als Losungen der quadratischen Gleichung

2> — Sz + P = 0 bestimmen konnen, und dort haben wir auch gesehen,
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daBl wir zu jeder komplexen Zahl eine komplexe Quadratwurzel finden
konnen, so daB sich die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
auch im Komplexen anwenden ldaBt und komplexe Losungen liefert.
Somit sind z; und z; komplex, f hat also in der Tat mindestens eine
komplexe Nullstelle. .
Korollar: Jedes nichtkonstante Polynom f € C[X] hat mindestens
eine komplexe Nullstelle.

Beweis: Wir betrachten zu f = a; X% + - - - + a, das Polynom
7 = CL_dXd 4.+ a_O

mit den konjugiert komplexen Koeffizienten und multiplizieren die bei-
den miteinander. Der Koeffizient von X" in ff ist die Summe aller
Produkte a;a; mit i + j = r. Ist¢ # j, kommt also in der Summe auBer
dem Summanden a;a; auch noch a,a; vor. Diese beiden Zahlen sind
konjugiert komplex, so dafl thre Summe reell ist. Fiir gerade r gibt es
noch einen Term der Form a,a; = |a, *; auch der ist reell. Also ist die
gesamte Summe reell, und damit ist ff € R[X]. Nach dem gerade
bewiesenen Satz hat f f mindestens eine komplexe Nullstelle z; es gibt
also ein z € C, sodaB f(2)f(z) = 0ist. Dann ist entweder f(z) = 0, und

wir sind fertig, oder f(z) = 0. In diesem Fall ist auch f(2) = f(%) = 0,
also ist Z eine komplexe Nullstelle von f.

Induktiv folgt sofort der

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom f € C[X] vom
Grad d > 1 zerfillt vollstidndig in Linearfaktoren, 14t sich also schrei-
ben als

f=a(X —2) - (X —25) mit a,z,...,25€C.

Ist £ ein Teilkorper von C und f € k[X] ein irreduzibles Polynom
tiber k, so zerfillt f iiber C in Linearfaktoren:

f=a(X —2) - (X—25) mit ack, z,...,25€C.

Der kleinste Teilkorper von C, der sowohl k als auch die Elemente
21, .., 2, enthilt, ist daher ein Zerfallungskorper von f iiber &.
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Definition: Ist K /k eine Korpererweiterung und sind z, ..., z, Ele-
mente von K, so bezeichnen wir mit k(z,...,%2,) den kleinsten
Teilkorper von K, der sowohl k als auch die Elemente z,, . . ., z,. enthélt.

Dieser Korper existiert; er ist einfach der Durchschnitt aller Teilkorper
von K, die sowohl k als auch die sdmtlichen 2, enthalten. Wir sagen,

k(z;,...,z,) entstehe aus £ durch Adjunktion der Elemente 2, ..., z,.

Beispielsweise ist Q(v/2) = Q&Qv2und Q(V2) = QeQ V26Q V4

in R/Q; dabei bezeichnet @ die direkte Summe von Q- Vektorrdumen.

Fiir ein irreduzibles Polynom iiber () oder einem anderen Teilkorper
von C haben wir somit zwei wesentlich verschiedene Zuginge zum
Zerfallungskorper: Einmal durch Adjunktion der komplexen Nullstellen
(wie immer wir die bekommen) oder rein formal durch die Restklassen-
konstruktion, mit der wir oben die Existenz des Zerfallungskorpers all-
gemein bewiesen haben. Natiirlich sollten wir uns fragen, was diese
beiden Zerfillungskorper miteinander zu tun haben.

Lemma: ¢: k — k' sei ein Isomorphismus von Kérpern,
f=a; X%+ +a,X +q, € k[X]
sei ein Polynom iiber £ und
f'=@ladX+- -+ pla)X + plag)

das entsprechende Polynom aus k'[X]. Weiter seien K /k und K'/K'
Zerfillungskorper von f bzw. f’. Dann gibt es einen Isomorphismus
®: K — K', der ¢ fortsetzt.

Beweis: In K[X] 146t sich das Polynom f als Produkt von Linearfakto-
ren schreiben: f = a (X — z)) -+ - (X — z,) mit z; € K. Wir beweisen
den Satz durch Induktion nach der Anzahl r jener z;, die nicht in k
liegen.

Im Fall r = 0 zerféllt das Polynom bereits iiber & in Linearfaktoren, d.h.
K = k. AuBerdem ist dann auch

f=lay) (X - 90(21)) T (X - @(Zd» mit  p(z;) € k',

so daB auch K’ = k' ist und wir einfach ® =  setzen konnen.
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Der Fall » = 1 tritt nicht auf, denn liegen etwa z2,, ..., z; in k, so muf}
auch z; in k liegen, denn nach dem Wurzelsatz von VIETE ist
z :—ad_1 — 2y — e — Z
1 a, 2 d

Sei nun » > 1. Dann hat f mindestens einen irreduziblen Faktor g
vom Grad groBer eins. Durch Umnummerieren der Nullstellen konnen
wir erreichen, dal} z; eine Nullstelle von g ist. Nun betrachten wir das
Polynom ¢’ € k'[X], das aus g entsteht, indem wir alle Koeffizienten
durch ihr Bild unter ¢ ersetzen. Offensichtlich ist ¢’ ein irreduzibler
Faktor von f'; das Element z; € K' sei eine Nullstelle von ¢’

Im Korper k(z;) hat g mindestens eine Nullstelle, ndmlich z;, und in
k'(z}) hat ¢’ mindestens eine Nullstelle, nimlich z]. AuBerdem ist

k(z) = k[X1/(9) = K'[X1/(g) =K (z).

Indem wir ¢(z,) = z] setzen, konnen wir ¢ daher fortsetzen zu einen
Isomorphismus @: k(z;) — k'(z}).

Da k(z,) in K liegt und k’(z]) in K’, konnen wir das zu beweisende
Lemma auch fiir die Zerfillungskorper K /k(z,) und K’ /k'(z]) und den
Morphismus ¢ formulieren. Da » dann um mindestens eins kleiner ist,
gilt es hier nach Induktionsannahme, und damit gilt es auch fiir K/k
und K’ /K.

Korollar: Je zwei Zerfillungskorper K, K’ eines Polynoms f € k[X]
sind isomorph.

Beweis: Wir miissen nur das gerade bewiesene Lemma auf den Fall

anwenden, daB} k&’ = k ist und ¢ die Identitit. .

Was uns wirklich interessiert ist natiirlich dieses Korollar. Die allgemei-
nere Formulierung im Lemma war notwendig, da selbst im Fall k = &’
die Korper k(z,) und k(z}) im allgemeinen nicht gleich sind, sondern nur
1isomorph. Der Induktionsbeweis funktionierte daher nur, weil wir in der
Formulierung des Lemmas von der allgemeineren Situation isomorpher
Korper ausgegangen sind.
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§2: Automorphismen von Korpererweiterungen

Um die Nullstellenmenge eines Polynoms f € k[X] zu untersuchen,
konnen wir den Zerfillungskorper K von f betrachten. Wenn wir den
konstruieren konnen als eine Folge von Korpererweiterungen, die je-
weils durch Adjunktion der Wurzel eines Elements entstehen, konnen
wir alle Elemente von K und damit insbesondere auch die Nullstellen
von f ausgehend von k durch Wurzelausdriicke beschreiben.

Wenn wir etwa eine kubische Gleichung 2> + px + ¢ = 0 fiir zwei ratio-
nale Zahlen p, g 10sen wollen, betrachten wir nach der Losungsformel

zunachst die Zahl
q gV  (pPY
o4+ ().
2+\/ ) T3

sodann die dritten Wurzeln v, u, und u; von U, und erhalten schlielich
die Losungen

_ p _ p d o - p
TS TR H=u s g und @y =y -
1 2 3

Wir berechnen also zunichst in Q die Zahl A = (%)2 + (%)3; falls
sie in Q ein Quadrat ist, konnen wir U als rationale Zahl berechnen.
Im allgemeinen wird A kein Quadrat sein; dann gehen wir iiber zum
Korper k; = Q(+v/A) mit [k, : Q] = 2. Dort kénnen wir das Element U
berechnen und miissen schauen, ob alle dritten Wurzeln von U in k;,
liegen. Auch das wird im allgemeinen nicht der Fall sein; dann gehen wir
weiter zum Zerfallungskorper k, des Polynoms X 3 —U. Dort liegen die
drei Kubikwurzeln u,, u,, 13 von U und damit auch die drei Losungen
xy, %y, x5 der Gleichung. Wie wir im ersten Kapitel gesehen haben,
bedeutet das aber nicht unbedingt, da} k, /Q der Zerfallungskorper des
Polynoms X° + pX + ¢ sein muB: Selbst im Falle dreier ganzzahliger
Losungen sind fiir die Berechnung von v/A und der dritten Wurzeln
von U Korpererweiterungen notwendig. Immerhin wissen wir, dal der
Zerfallungskorper ein Teilkorper von £, ist.

In diesem Paragraphen wollen wir versuchen, die Struktur einer Korper-
erweiterung liber ihre Zwischenkorper zu verstehen; diese Zwischenkor-
per wiederum wollen wir mit Hilfe von Automorphismen in den Griff
bekommen.
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Homomorphismen, Isomorphismen, Automorphismen, usw. von Kor-
pern sind natiirlich einfach Ringhomomorphismen, -isomorphismen,
-automorphismen, usw.; bei Korpern sind diese allerdings automatisch
injektiv:

Lemma: Ist k£ ein Korper und R ein Ring, so ist jeder Ringhomomor-
phismus ¢: £ — R injektiv.

Beweis: Kern ¢ ist ein Ideal von k; falls es das Nullideal ist, sind wir
fertig. Andernfalls gibt es mindestens ein Element x # 0, und wegen
der Idealeigenschaft liegen auch alle Vielfachen von  im Kern. Da in
einem Korper alle Elemente auBler der Null invertierbar sind, ist jedes
y € k ein Vielfaches von z: y = = - (z~'y), so daB Kern ¢ = k wire.
Das ist aber nicht moglich, denn zumindest die Eins mul3 bei einem
Ringhomomorphismus auf 1 abgebildet werden. .
Die folgende Diskussion des Zusammenhangs zwischen Automorphis-
men und Zwischenkorpern folgt im wesentlichen der besonders kom-
pakten und einfachen Darstellung aus

EMIL ARTIN: Galoissche Theorie, Leipzig 1959 (u.a.)

Lemma: o,...,0,:k — K seien paarweise verschiedene Homomor-
phismen des Korpers k in einen Korper K. Dann sind 04, . . ., 0, linear
unabhingig im folgenden Sinne: Ist a,0,(x) + - -+ + a,.0,.(x) = O fiir
alle x € k mit irgendwelchen Koeffizienten a; € K, so miissen alle a;
verschwinden.

Beweis durch Induktion nach 7. Im Falle » = 1 konnen wir einfach x = 1
einsetzen und erhalten a; = a;0(1) = 0; die Behauptung ist also richtig.

Nunseir > 1und a,o0(z)+ - +a,0,.(x) =0 fiir alle x € k. Fiir jedes
y € k gilt dann auch

ayo(@y) +- - +a,.0,.(xy)
=a,0(@)o;(y)+---+a,0.(x)o,.(y)=0.

Wenn wir die urspriingliche Gleichung mit o,.(y) multiplizieren, erhalten
wir die weitere Gleichung

aoy(x)o, (y)+---+a,0.(x)o,.(y)=0.
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Subtraktion der letzten beiden Gleichungen voneinander liefert die neue
Gleichung

ay (Jl(y) - Jr(y))o_l(x) Tt a. (Ur—l(y) - Jr(y))o-r—l(x) =0

fiir alle x € k. Da diese nur » — 1 Summanden enthilt, verschwinden
nach Induktionsannahme alle Koeffizienten, insbesondere der Koeffizi-
ent a;(o,(y) — 0,.(y)) von o(z). Da o und o, verschiedenen Homo-
morphismen sind, konnen wir ein y € k finden, fiir das o,(y) # 0,(y)
ist, und wenn wir mit diesem y arbeiten, sehen wir, dal der Koeffi-
zient a; verschwinden muf3. Unsere Beziehung ist daher von der Form
a,0,(x)+- - -+a,.0,(x) = 0,und da auch hier nur » — 1 Homomorphismen
vorkommen, zeigt eine nochmalige Anwendung der Induktionsannahme
das Verschwinden der restlichen Koeffizienten a,, ..., a

r* -
Definition: a) Ist K /k eine Korpererweiterung, so bezeichnen wir mit
Aut(K /k) die Menge aller (Korper)-Automorphismen o: K — K, die
auf k£ die Identitét sind, d.h. o(x) = z fiir alle = € k.

b) Ist G eine Menge von Automorphismen des Korpers K, so bezeichnen
Wir

K¢={z € K|o() =z firallec € G}
als den Fixkorper von G.

Es ist klar, dal Aut(K/k) eine Gruppe ist und K “ein T eilkorper von K.

Im Falle einer endlichen Gruppe G = {o,,...,0,} haben wir zwei
Abbildungen von K nach K¢, gegeben durch
S)y=o(x)+---+o0,(x) und N@)=o((x) - 0,(T).

S(x) heiBit die Spur von x, N(x) die Norm. Beide liegen in K G denn
fiir jedes 0 € G ist

oc(S@) =c(oy(@)+-++0,(x)) =coo(x)+ - +000,(x)=5(x)
und
o(N@) =c(o () o, (x)) =000 (@) - ocgoo,(x)=N(x),

denn da die Multiplikation mit ¢ eine bijektive Abbildung von G nach G
definiert, ist auch die Menge aller o o o, gleich G. Natiirlich ist weder
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die Spur noch die Norm ein Ringhomomorphismus; immerhin ist die
Spur ein Homomorphismus der additiven Gruppen und die Norm einer
der multiplikativen Gruppen. Die Spurabbildung kann nicht gleich der
Nullabbildung sein, denn wére o(x) + - - -+ o, (x) = 0 fiir alle z € K,
wiren die Automorphismen oy, . . ., o, linear abhiingig, im Widerspruch
zum obigen Lemma.

Lemma: Ist GG eine endliche Menge von Automorphismen eines Kor-
pers K, soist [K : K] > |G|

Wir beweisen dieses Lemma im Hinblick auf eine spitere Anwendung
gleich etwas allgemeiner als

Lemma: Ist GG eine endliche Menge von Homomorphismen des Kor-
pers K in einen Korper L und ist

k={z e K|o(x)=7(zx) firalleo,7 € G},
soist [K : k] > |G|.

Daraus folgt das vorige Lemma, denn fiir K = L und G’ = G U {id }
ist k= K¢ = K%, und nach dem Lemma ist [K : k] > |G'| > |G]|.

Beweis des zweiten Lemmas: Konkret sei G = {o,,...,0,}. Wir
nehmen an, dall der Grad [K : k] = r < n sei, und wollen daraus
einen Widerspruch ableiten.

Da [K : k] = r ist, gibt es r Elemente b,,...,b, € K, die eine
k-Basis von K bilden. Wir betrachten liber K das homogene lineare
Gleichungssystem aus den r Gleichungen

fir 2 = 1,...,r. Da wir mehr Variablen als Gleichungen haben, muf}
es nichttriviale Losungen geben; eine davon sei (z,...,x,). Wei-
ter sei x ein beliebiges Element von K; wir schreiben es als k-
Linearkombinationen « = a;b, +- - - +a,.b,. der Basiselemente. Da die a;
in k liegen, ist 0;(a;) = 0,(a;) und o,(a;b;) = o,(a;)o;(b;) fiir alle 4, j.
Multiplizieren wir die i-te Gleichung des obigen Systems mit o,(a,),
konnen wir das Ergebnis daher auch schreiben als
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Addieren wir diese Gleichungen fiir¢ = 1,...,r, hat z,; in der Summe
den Koeffizienten

oj(aby) +o0;(ayby) + -+ +0;(ab,)
= Jj(albl +ab,+---+a,b,) = o;(x) .
Die Summe der r Gleichungen ist daher
ry01(x) + x505()+---+x,0,(x)=0.

Da x als beliebiges Element von K vorausgesetzt war, gilt dies fiir
alle x € K und widerspricht somit der oben gezeigten linearen Un-
abhingigkeit von Korperhomomorphismen. Also kann 7 nicht kleiner

als n sein, was das Lemma beweist. i

Fiir eine Gruppe G von Automorphismen konnen wir das erste Lemma
verschirfen zu

Satz: Ist G eine endliche Gruppe von Automorphismen eines Kor-
pers K, soist [K : K] =|G].

Beweis: Sei wieder G = {o,,...,0,}. Da wir bereits wissen, da}
[K : K¢ > |G| ist, muB nur noch gezeigt werden, daB je n + 1
Elemente b, , ..., b, ., von K linear abhingig iiber K¢ sind. Auch dazu

betrachten wir ein homogenes lineares Gleichungssystem mit weniger
Gleichungen als Variablen; die i-te der n Gleichungen sei

o bz +0; by, + -+ 0, (b, )T, =0.

Wieder muf3 es eine nichttriviale Losung (x, ..., z,,,;) geben; durch
Umindizieren der b, konnen wir erreichen, dal x; # 0 ist. Fiir jedes
A #0aus K istauch (A\z, ..., Az, ) eine nichttriviale Losung; durch
geeignete Wahl von A konnen wir also x; zu einem beliebigen Element
von K™ machen. Wie wir wissen, ist die Spurabbildung nicht gleich der
Nullabbildung; wir wihlen x, so, dal S(z) # 0 ist.

Als nédchstes wenden wir im obigen System auf die i-te Gleichung den
Automorphismus o, an und erhalten
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Die Summe aller dieser Gleichungen ist
b1S(xy) +by5(xy) + -+ - + b, 1 S(w 1) =0,

wobei die Spuren S(z;) im Fixkorper K ¢ liegen und nicht alle ver-
schwinden, da zumindest S(x;) # 0 ist. Somit sind b, ..., b, linear
abhingig liber K ¢, .
Als erstes Resultat iiber den Zusammenhang zwischen Automorphis-
mengruppen und Teilkorpern erhalten sofort das folgende

Korollar: Sind G'und H zwei verschiedene Gruppen von Automorphis-
men eines Korpers K, so sind K und K verschiedene Teilkérper.

Beweis: Von zwei verschiedenen Gruppen enthélt mindestens eine ein
Element, das nicht in der anderen enthalten ist. Nehmen wir an, H ent-
halte einen Automorphismus ¢ von K, der nicht in G liegt. Wire
K% = KH somiifte o den Korper K @ punktweise festlassen, K ¢ wire
also auch der Fixkorper der Menge G U {o}. Nach dem Lemma vor dem
gerade bewiesenen Satz wire damit [ K : K G] > |G| +1, aber nach dem
Satzist [K : K9 =|G]. .
Leider ist nicht jeder Teilkorper Fixkorper einer Automorphismen-
gruppe: Fiir Q(v/2/Q haben wir zwar eine Automorphismengruppe der
Ordnung zwei, bestehend aus der Identitit und der Abbildung, die der
Zahl a+b+/2 deren konjugiertes Element a — by/2 zuordnet, doch schon
fiir Q(3/2) /Q gibt es aber nichts entsprechendes mehr: Jeder Automor-
phismus o € Aut(@( 3\@)/@) muB /2 auf eine Zahl z mit 2° = 2
abbilden, und da wir in einem Teilkorper der reellen Zahlen sind, 143t
das nur die Moglichkeit o( i/i) = /2 zu. Also wird auch das Quadrat
von 1/2 auf sich selbst abgebildet und damit ganz Q(3/2); es gibt also
keinen Automorphismus aufler der Identitét.

Selbst Aut(R/Q) besteht nur aus der Identitit: Wir betrachten einen be-
liebigen Automorphismus ¢: R — R der auf QQ die Identitit ist. (Wie
man sich leicht tiberlegt, gilt das fiir jeden Automorphismus von R
automatisch.) Da eine reelle Zahl = genau dann groBer oder gleich
Null ist, wenn es ein w € R gibt mit w? = z, muB ¢ nichtnegative
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Zahlen auf nichtnegative Zahlen abbilden, denn go(wz) = go(w)z. We-
gen p(r) — ©(y) = p(xr — y) mub dann auch fiir alle z < y gelten,
daBl ¢p(x) < (y) ist. Nun kann man fiir jede reelle Zahl x eine ra-
tionale Intervallschachtelung ([an, bn])n N angeben, d.h. eine Folge
von Intervallen mit a,,,b, € Q derart, da = € [a,,, b,] fiir alle n
und [a,,,, b,,,;] C [a,,, b,,] fiir alle n und lim,,_, _(b,, — a,,) = 0. Da
v(a,) = a, und ¢, (b,) = b, ist, liegt auch ¢(z) in allen diesen In-
tervallen; also muf3, wegen der letzten Bedingung, po(z) = x sein. Um
solche Beispiele zumindest vorlidufig auszuschlieBen definieren wir

Definition: Eine endliche Korpererweiterung K /k heiit GALOISsch,
wenn es eine Gruppe GG von Automorphismen von K gibt, fiir die

k=K ist

Natiirlich mufl dann nach obigem Korollar G = Aut(K/k) sein; wir
bezeichnen diese Gruppe als die GALOIS-Gruppe von K /k.

EVARISTE GALOIS (1811 — 1832) wurde in Bourg La
Reine in der Nédhe von Paris geboren. Obwohl die
franzosische Revolution zu seiner Zeit schon Jahrzehnte
zuriicklag, war er stark von ihr geprégt und iiberzeugter
Republikaner, der deshalb immer wieder ins Gefidngnis
kam. In seiner Jugend wurde er nur von seiner Mut-
ter unterrichtet; erst 1823 ging er auf eine Schule, und
1827 besuchte er erstmalig eine Mathematikklasse. Die
Mathematik begeisterte ihn so sehr, dal er dariiber alle
anderen Facher vernachlissigte. Trotzdem schaffte er
1828 nicht die Aufnahmepriifung zur Ecole polytech-
nique. 1829 veroffentlichte er seine erste mathematische
Arbelt sie handelte von Kettenbruchen 1830 folgte eine Arbeit liber die Losung algebrai-
scher Gleichungen. Nachdem er eine posthum verdffentlichte Arbeit von ABEL iiber dieses
Thema gelesen hatte, schrieb er, auf CAUCHYs Rat hin, eine Arbeit, die dessen Ergebnisse
mit seinen kombinierte. Er reichte sie 1830 bei FOURIER, dem damaligen Sekretédr der
Akademie der Wissenschaften ein; nachdem dieser kurz darauf starb, ist diese Arbeit bis
heute verschollen. Kurz vor einem Duell, dessen Hintergrund nicht ganz klar ist, schrieb
er seine Resultate noch einmal kurz auf; am Tag nach dem Duell starb er an dessen Folgen.

Bevor wir uns iiberlegen, wie wir einer Korpererweiterung ansehen
konnen, ob sie GALOISsch ist oder nicht, und ob diese Erweiterungen
fiir uns niitzlich sind, wollen wir uns zunichst iiberlegen, dal3 wir fiir
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GALoISsche Erweiterungen in der Tat alles tiber die Zwischenkorper aus
der Automorphismengruppe ablesen konnen.

Eine wesentliche Eigenschaft GALOISscher Erweiterungen ist die zu-
nichst eher liberfliissig erscheinende Bedingung der Separabilitit:

Definition: Ein Polynom f € k[X] iiber einem Korper £ heil3t sepa-
rabel, wenn keiner seiner irreduziblen Faktoren im Zerfillungskorper
von f eine mehrfache Nullstelle hat. Fiir eine Korpererweiterung K /k
heillt ein Element x € K separabel, falls es Nullstelle eines separab-
len Polynoms aus k[ X] ist. K/k heifit separabel, wenn jedes Element
x € K separabel iiber x ist.

Im Falle £ = R ist offensichtlich jedes Polynom separabel: Hat nimlich
ein irreduzibles Polynom f € R[X] eine mehrfache Nullstelle, so ist
diese auch eine Nullstelle der Ableitung f’. Damit ist ggT(f, f') # 1.
Andererseits istaber ggT(f, f') ein Teiler von f, also entweder assoziiert
zu eins oder zu f. Da f’ kleineren Grad als f hat und im Falle eines
Polynoms mit einer mehrfachen Nullstelle nicht konstant sein kann,
ist auch das unmoglich. Also gibt es in R[X] keine nichtseparablen
Polynome.

Fiir Polynome iiber einen beliebigen Korper k£ konnen wir natiirlich nicht
von einer liber Grenzwerte definierten Ableitung reden. Wir konnen sie
aber trotzdem formal definieren:

Definition: £ sei ein Korper. Die (formale) Ableitung eines Polynoms
f= Z?:o a, X" € k[X]ist das Polynom f’ = Z?:] ia; X"
Fiir £ = R und k = C ist das natiirlich die iibliche Ableitung.
Aus der Definition folgt sofort, dal3
k[ X]— k[X]
{ frf

eine k-lineare Abbildung ist. Um zu sehen, daf die formale Ableitung
auch die Produktregel erfiillt, vergleichen wir die beiden Abbildungen

{ k[X] — k[X] ; { k[X] — k[X]
un .
fe=(fg fefgd+fg
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©_o b; X7 wird das Basiselement X" fiir
¢ > 0 von der ersten abgebildet auf Z;zo(z’ +7)b,; X “3=1 und von der

zweiten auf
e e e
ST XS i X = 3+ )b X
j=1 i=0 i=0

Somit stimmen beide Abbildungen iiberein, und die Produktregel ist
bewiesen.

Beide sind linear, und fiir g = )

Wie in der Analysis gilt

Lemma: Die Nullstelle z € k des Polynoms f € k[ X] hat genau dann
eine Vielfachheit groBer eins, wenn sie auch Nullstelle von f” ist.

Beweis: Da z Nullstelle von f ist, gibt es ein Polynom g € k[ X] derart,
daB f = (X — 2)g ist. Nach der Produktregel ist f' = (X — 2)¢’ + g,
d.h. f/(z) verschwindet genau dann, wenn ¢(z) verschwindet, und das

ist genau dann der Fall, wenn 2 eine mehrfache Nullstelle von f ist. .

Fiir ein Polynom aus R[X] (und fiir jede differenzierbare Funktion
f:R — R) ist f' genau dann identisch Null, wenn f konstant ist.
Dies gilt nicht fiir Polynome tiber einem beliebigen Korper: Sei etwa
F, = Z/p der Korper mit p Elementen. (Wenn wir Z/p als Korper
betrachten, schreiben wir meist Fp; das F steht fiir finit, also endlich.)
Dann hat das Polynom f = X? die Ableitung f' = pX?~! = 0, denn
in [, ist p = 0. Trotzdem ist f ein nichtkonstantes Polynom.

Um zu sehen, wann so etwas passieren kann, betrachten wir zu ei-
nem beliebigen Korper k£ den einzig moglichen Ringhomomorphismus
X:Z — k. Er bildet die Eins auf die Eins ab, und jede ganze Zahl n
auf das n-fache der Eins von k. Sein Kern ist ein Ideal von 7Z, also ein
Hauptideal (m).

Definition: Die Charakteristik eines Korpers £ ist jene Zahl m € N,
fiir die Kern y = (m) ist. Wir schreiben m = char k.



Kap. 4: Nullstellen und Kérpererweiterungen 177

Lemma: Die Charakteristik eines Korpers ist entweder Null oder eine
Primzahl.

Beweis: Wire char k = ab eine zusammengesetzte Zahl mit a,b > 1,
so wire x(a) - x(b) = x(ab) = 0, aber y(a) und x(b) beide von Null

verschieden. Da Korper nullteilerfrei sind, ist das nicht moglich.
|

Natiirlich ist char Q = char R = 0 und char F,, = p fiir jede Primzahl p.

Uber einem Korper der Charakteristik Null ist die Ableitung X!
von X" fiir i > 1 stets von Null verschieden; hier ist also ' = 0 genau
dann, wenn f konstant ist. Uber einem Korper der Charakteristik p > 0
ist dagegen die Ableitung von X"? fiir jedes n € N, gleich Null;
die iibrigen X-Potenzen haben nichtverschwindende Ableitungen. Die
Ableitung eines Polynoms verschwindet daher genau dann, wenn alle
Exponenten durch p teilbar sind.

Lemma: Uber einem Korper der Charakteristik Null sind alle Polyno-
me separabel.

Beweis: Wir konnen genau so vorgehen, wie im Fall £ = R: Hat ein
irreduzibles Polynom f eine mehrfache Nullstelle, so ist diese auch
eine Nullstelle von f’ und damit von ggT(f, f'). Da f eine Nullstelle
hat, ist f nicht konstant, so daB f’ nicht das Nullpolynom sein kann,
sondern einen echt kleineren Grad als f hat. Damit ist ggT(f, f’) ein
Faktor positiven Grades von f mit echt kleinerem Grad als f. Dies

widerspricht der Irreduzibilitdt von f.
|

Auch iiber manchen Korpern positiver Charakteristik sind alle Polyno-
me separabel, zum Beispiel tiber den Korpern IF,,. Um dies zu zeigen,
betrachten wir zunéchst einen speziellen Homomorphismus fiir Korper
positiver Charakteristik und die Polynomringe dartiber:

Lemma: Ist R ein Korper mit Charakteristik p > 0 oder ein Polynom-
ring iliber einem solchen Korper, so ist die Abbildung

R— R
x+— P
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ein Ringhomomorphismus.

Beweis: Da R ein kommutativer Ring ist, muf} natiirlich (zy)? = xPy?
sein. Beziiglich der Addition ist

(x+y)P =2P + (f)xp_ly+"'+ (pf 1>£Eyp_1 +yP

und fiir alle 4 mit 1 < i < p — 1ist (?) = 2=0=D) = 0 mod p,
da zwar der Zihler, nicht aber der Nenner durch p teilbar ist. Somit ist

(x+y)f =P + 7. .

Definition: Der Homomorphismus x +— x” hei3t FROBENIUS-Homo-
morphismus.

Damit konnen wir zeigen

Lemma: Jedes Polynom aus IF [ X] ist separabel.

Beweis: Wieder sei f € IFp[X ] ein irreduzibles Polynom. Falls f’ nicht
das Nullpolynom ist, kdnnen wir genauso vorgehen wie beim Beweis des
entsprechenden Lemmas fiir Korper der Charakteristik Null. Andernfalls
hat f, wie wir oben gesehen haben, die Form f = Z?:o a; XP mit
einem d > 0, da f nicht konstant sein kann. Nach dem kleinen Satz
von FERMAT ist in [F » jedes Element a, gleich seiner p-ten Potenz, und
auBerdem ist nach dem vorigen Lemma fiir zwei Polynome g und A stets
(g + h)? = g¥ + hP. Somit ist

d p d d
(ZaiX’) = Zanip = ZaiXip =7,
i=0 1=0

1=0

im Widerspruch zur Irreduzibilitéit von f.
|

Betrachten wir aber den Korper k = F,,(T') aller rationaler Funktionen
tiber F,, also den Quotientenkdrper des Polynomrings I ,[T'], so konnen
wir inseparable Polynome finden, etwa das Polynom f = X? — T
aus k[ X]. Es ist irreduzibel in IFp[T] [X] = Fp [T, X], daes linear in T’
1st, und nach dem Satz von GAUSS ist es somit auch irreduzibel in
K[X]=F,(D[X].
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Wie fiir jedes Polynom iiber einem Korper konnen wir dazu einen Kor-
per K /k finden, in dem f eine Nullstelle s hat. In K[X] ist nach dem
vorletzten Lemma (X — s)? = X? — s = X? —T'. Die Zerlegung von f
in irreduzible Faktoren im Zerfallungskorper ist also (X — s)P; es gibt
daher nur eine einzige Nullstelle, und die hat Vielfachheit p, so da} f
nicht separabel ist.

In einer GALOISschen Erweiterung kann so etwas nicht passieren; hier
gilt

Satz: Jede GALOISsche Erweiterung K /k ist separabel. Fiir ein Element
z € Ksei M, ={0(z)| o € Aut(K/k)}; dann ist z eine Nullstelle des
tiber £ irreduziblen Polynoms

f= 1] X-w.

weM,

Beweis: Da auch die Identitit in Aut(K/k) liegt, ist z € M, eine
Nullstelle von f. Auch die Separabilitét von f ist klar, denn die Elemente
von M, sind paarweise verschieden. Zu zeigen bleibt, daf} f in K[ X ] liegt
und irreduzibel ist. Die Koeffizienten von f sind bis aufs Vorzeichen die
elementarsymmetrischen Funktionen in den Nullstellen w € M. Daher
sind sie invariant unter Aut(K /k), liegen also, da K /k eine GALOISsche
Erweiterung ist, in k. Ist f = gh eine Zerlegung von f mit g, h € k[ X],
so muf} mindestens einer der beiden Faktoren bei z verschwinden; sei
etwa g(z) = 0. Dann ist fiir jedes o € Aut(K/k) auch

g9(0(2)) =0 (9(»)) =0(0) =0,

sodaB allew € M, Nullstellen von g sind. Somit ist g assoziiert zu f und
h eine Einheit, f also irreduzibel. Da alle Elemente von M, verschieden

sind, ist f auch separabel.
|

Korollar: Ist K /k eine GALOISsche Erweiterung und f € k[ X] ein ir-
reduzibles Polynom, das in K eine Nullstelle z hat, so zerfillt f in K[ X]
in Linearfaktoren.

Beweis: Wie wir am Ende des obigen Beweises gesehen haben, ver-
schwindet ein Polynom mit Koeffizienten aus k, das bei einem z € K
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verschwindet, auch in allen o(z) mit o € Aut(K/k). Daher ist f teilbar
durch das im Satz angegebene Polynom zu z. Wegen der Irreduzibilitit
von f unterscheiden sich die beiden hochstens um eine Einheit, also

zerfillt auch f in Linearfaktoren.
|

Die Bedingung, da3 K /k eine GALOISsche Erweiterung sein soll, ist hier
wesentlich: Beispielsweise zerfillt das Polynom X° — 2 iiber Q( 1/2)

nicht in Linearfaktoren, sondern nur in ein Produkt von (X — iﬁ) mit
einem quadratischen Polynom.

Satz: L/k sei eine GALOISsche Erweiterung, und K sei ein Zwischen-
korper. Dann ist auch L/ K GALOISsch.

Beweis: Aut(L/K) ist die Untergruppe jener Automorphismen aus
Aut(L/k), die jedes Element von K festlassen; ihre Gruppenordnung
sei r und ihr Fixkorper sei K. Natiirlich ist K < K'; wir miissen zeigen,
daB die beiden Korper gleich sind. Da [L : K'] = r ist, geniigt dazu,
dal3 auch [L : K] = r ist.

Ein Automorphismus o € Aut(L/k) bildet K ab auf einen Teilkorper
o(K) < L. Ein weiterer Automorphismus 7 € Aut(L/k) stimmt genau
dann auf K mit o iiberein, wenn o~ ' 7 die Identitiit auf K ist, wenn also
o7 in Aut(L /K) liegt. Dies wiederum ist dquivalent dazu, daf} die
beiden Nebenklassen o Aut(L/K) und 7 Aut(L/ K) libereinstimmen.

Zwei Automorphismen o, 7: L — L definieren bei Einschriankung auf K
somit genau dann die gleiche Abbildung, wenn sie in der gleichen
Nebenklasse von Aut(L /k) modulo Aut(L/K) liegen. Die Anzahl dieser
Nebenklassen ist der Index s von Aut(L/K) in Aut(L/k). Nehmen wir
aus jeder Nebenklasse einen Vertreter, erhalten wir somit s verschiedene
Homomorphismen von K nach L. Dasie in Aut(L/k) liegen, induzieren
sie allesamt die Identitit auf k. Nach einem der oben bewiesenen Lem-
mata ist daher [K : k] > s. AuBBerdem wissen wir, dal} [L : K] > r
ist, also ist [L : k] = [L : K][K : k] > rs. Da L/k GALOISsch ist,
ist [L : k] die Ordnung von Aut(L/k). Die Ordnung dieser Gruppe ist
nach LAGRANGE das Produkt der Ordnung der Untergruppe Aut(L/K)
mit dem Index von Aut(L/K) in Aut(L/k), also rs. Damit ist einerseits
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[L : K][K : k] = rs, andererseits [L : K] > rund [K : k] > s. Das
ist nur moglich, wenn [L : K] =rund [K : k] =sist,und [L: K] =r

ist genau das, was wir beweisen wollten.
| ]

Damit konnen wir den Hauptsatz der GALOIS-Theorie beweisen:

Satz: L/k sei eine GALOISsche Erweiterung und G = Aut(L/k). Dann
gibt es eine Bijektion zwischen der Menge aller Untergruppen von G
und der Menge aller Korper K mit £ < K < L, die jeder Untergruppe
H < G deren Fixkérper LT zuordnet und jedem Zwischenkdrper K
die Gruppe Aut(L/K).Ist H < H <G, soist K7 > KH' AuBerdem
ist[L: L") =|H|und [L7 : k] =[G : H).

Beweis: U sei die Menge aller Untergruppen von G und Z die Menge
aller Zwischenkorper K mit £ < K < L. Wir miissen zeigen, daf} die
beiden Abbildungen

u—2z Z—=U
und
Hw— L7 K — Aut(L/K)

zueinander invers sind. Ausgehend von einer Untergruppe H < G
miissen wir also zeigen, daf3 Aut(L/LH ) = H ist: H ist auf jeden
Fall eine Untergruppe von Aut(L/ L); wiren die beiden verschieden,
hitten sie verschiedene Fixkorper, da der Grad eines Korpers iiber sei-
nem Fixkorper nach einem fritheren Lemma gleich der Ordnung der
Automorphismengruppe ist. Der Fixkorper von Aut(L/ L) enthilt den
Korper L7 und [L : L] = |H|; daher miissen die beiden Korper und
somit auch die beiden Untergruppen iibereinstimmen.

Umgekehrt sei K ein Zwischenkorper; wir miissen zeigen, dall K der
Fixkorper von Aut(L / K)ist. Da L/ K nach dem vorigen Satz GALOISsch

ist, gilt dies in der Tat. Die restlichen Behauptungen sind klar. .

Der Zwischenkérper K = L ist genau dann GALOISsch iiber k, wenn k
der Fixkorper einer Gruppe von Automorphismen des Korpers K ist. Da
[L:k]=|G|und[L: K]=|H]|ist, folgt[K : k] =[G : H], die Gruppe
hatalso [ : H]Elemente. Aus dem Beweis des vorletzten Satzes wissen
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wir, dal die Automorphismen von L/k genau [G : H] verschiedene
Isomorphismen von K auf Teilkérper von L induzieren, die k festlassen.
Mebhr solche Isomorphismen kann es nicht geben, dennist G’ eine Menge
von Korperhomomorphismen K — L, die k festlassen und zu denen
auch die Identitédt gehort, so wissen wir, dall der Korper

K ={xe K|o)=r7(x) firalleo,7 € G'},

einerseits den Korper k enthilt, andererseits aber ist nach einem der
frilheren Lemmata in diesem Paragraphen [K : k'] > |G’|. Gibe es also
mehr als [G : H] Isomorphismen von K auf Teilkorper von L, so wire

(G:H]=[K:k]l>[K:kK]>|G|>I[G: H],

was nicht sein kann. Nun ist aber K /k genau dann GALOISsch, wenn
es eine Gruppe von [G : H] Automorphismen von K /k gibt, die k als
Fixkorper hat. Jeder solche Automorphismus ist natiirlich insbesondere
ein Isomorphismus von K auf einen Teilkorper von L; da es insgesamt
nur [G : H] solche Isomorphismen gibt hei3t dies, dafl jeder dieser
Isomorphismen ein Automorphismus von K sein muf3, d.h. o(K) = K
fiir jeden Automorphismus o von L.

Fiir einen beliebigen Automorphismus o von L und einen beliebigen
Teilkorper K = LH ist o(K) ein Teilkorper von L. Ein weiterer Au-
tomorphismus 7: L — L 146t o(K) genau dann punktweise fest, wenn
fiir jedes « € K gilt 7(o(z)) = o(x) oder 0~ '7o(x) = z. Somit muf
o 'roin H liegen und 7 in oHo™ !, d.h. o(K) ist der Zwischenkor-
per zur Untergruppe c Ho~!. Wenn o (K) gleich K sein soll, muf dies
gleich H sein; daher ist o(K) = K fiir alle o € Aut(L/k) genau dann,
wenn H ein Normalteiler ist. In diesem Fall bilden die Nebenklassen
von H eine Gruppe, die Faktorgruppe G/ H. Also gilt:

Satz: L/k sei eine GALOISsche Erweiterung. Fiir einen Zwischenkor-

per K ist K /k genau dann GALOISsch, wenn Aut(L / K') ein Normalteiler

von Aut(L/k) ist, und Aut(K /k) ist dann isomorph zur Faktorgruppe.
|

Damit konnen wir die Zwischenkorper einer GALOISschen Erweiterung
vollstindig beschreiben durch die Untergruppen ihrer GALOIS-Gruppe.
Das niitzt uns allerdings nur dann etwas, wenn es interessante GA-
LOISsche Erweiterungen gibt.
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Satz: Eine endliche Korpererweiterung K /k ist genau dann GALOISsch,
wenn K Zerfillungskorper eines iiber £ separablen Polynoms ist.

Beweis: Sei zunichst K /k GALOISsch, und b,,...,b, sei eine Basis
des k-Vektorraums K. Da dieser endlichdimensional ist, sind die ver-
schiedenen Potenzen eines jeden b, linear abhingig. Es gibt daher zu
jedem b, ein Polynom aus k[ X], das dort verschwindet; f, sei ein irre-
duzible Faktor davon, der b, als Nullstelle hat. Wie wir bereits gesehen
haben, ist f; separabel und zerfdllt liber K in Linearfaktoren. Damit ist
auch das Produkt f aller f; separabel, und K ist der Zerfidllungskorper
von f iiber k.

Umgekehrt sei f ein separables Polynom, und K /k sei der Zerfil-
lungskorper von f iiber k. Wir miissen zeigen, dal K der Fixkorper
von G = Aut(K/k) ist. Wir beweisen dies durch Induktion nach der
Anzahl r jener Nullstellen von f, die nicht in k liegen. Im Falle » = 0
ist K = k, und die Behauptung ist trivialerweise richtig.

Fiirr > Obetrachten wir eine nichtin k£ liegende Nullstelle z von f. Dann
ist K auch Zerfillungskorper von f iiber k(z), und da die Nullstelle z
in k(2) liegt, ist die Anzahl der nicht in k(z) liegenden Nullstellen von f
kleiner als 7. Nach Induktionsannahme ist daher K /k(z) GALOISsch,
und £(z) ist der Fixkorper von Aut (K / k(z)).

Als Nullstelle von f ist z auch Nullstelle eines irreduziblen Faktors
g von f, und mit f ist auch g separabel. Bezeichnet d den Grad
von g, hat g daher d verschiedene Nullstellen 2, ..., z,. Fiir jedes ¢
ist k(z;) = k[X]/(g), also gibt es Isomorphismen o,: k(z) — k(z;).
Beim Beweis der Tatsache, dal Zerfillungskorper isomorpher Korper
1somorph sind, haben wir gesehen, daf3 sich jeder solche Isomorphismus
fortsetzen 1aBt zu einem Isomorphismus der Zerfallungskorper. Da der
Zerfillungskorper von f iiber jedem der Korper k(z;) gleich K ist, gibt
es also d Automorphismen 7;: K — K, die auf £(z) mit o, libereinstim-
men.

Nun sei = ein beliebiges Element des Fixkorpers von Aut(K /k). Da z
dann insbesondere von allen Automorphismen von K /k(z) festgelassen
wird, ist auf jeden Fall z € k(z). Die Potenzen 1, z, ..., 2%~ bilden
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eine Basis des Vektorraums k(z) iiber k; daher konnen wir x schreiben

als

d—1

T=cy+ciz+-+cyg_12° mit ¢, €k.

Die Automorphismen 7, lassen k punktweise fest, und da  im Fixkorper
von Aut(K /k) liegt, ist auch 7;(z) = x. Daher ist

z=7,(x)= o+ 17 (2) + -+ cq i (2)T
=cytcyz;+-- cd_lzf_l .
Das Polynom
g 1 X4 v X + (¢ — 2) € K[X]

hat somit mindestens die d verschiedenen Nullstellen z, ..., z;. Da
es hochstens den Grad d — 1 hat, muf} es gleich dem Nullpolynom
sein. Insbesondere ist ¢y — = = 0, d.h. x = ¢ liegt in k. Damit ist die

Behauptung bewiesen.
|

Korollar: Ist K /k eine separable endliche Korpererweiterung, so gibt
es eine Korpererweiterung L/ K derart, dal L /k GALOISsch ist.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es endich viele iiber k£ separable Ele-
mente 2, ..., 2, € K derart,da K = k(z, ..., z,) ist. Fiir jedes z; sei
f; € k[X] ein irreduzibles Polynom, das z, als Nullstelle hat. Dann ist
der Zerféllungskorper des Produkts aller f, eine GALOISsche Erweite-

rung von k, die K enthilt.
|

§ 3: Losbarkeit von Gleichungen durch Radikale

In diesem Paragraphen wollen wird uns iiberlegen, dal Polynom-
gleichungen vom Grad mindestens finf im allgemeinen nicht durch
Wurzelausdriicke 10sbar sind. Dazu betrachten wir zunéchst die Korper-
erweiterungen, die durch Adjunktion einer Wurzel entstehen. Wie wir
vom Beispiel der dritten Wurzel aus zwei iiber () wissen, sind diese
im allgemeinen nicht GALOISsch; sie werden aber GALOISsch, wenn
wir tliber einem Korper arbeiten, der geniigend viele Einheitswurzeln
enthdlt:
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Definition: Ein Element ( eines Korpers £ heiit n-te Einheitswurzel,
wenn (" = 1 ist. Wenn es kein m < n gibt, fiir das bereits (""" = 1 ist,
bezeichnen wir ( als eine primitive n-te Einheitswurzel.

Satz: Der Korper k£ enthalte eine primitive n-te Einheitswurzel ¢, und
a € k sei ein beliebiges Element von k. Dann ist k(%/a)/k eine GA-
LoISsche Erweiterung mit einer zyklischen GALOIS-Gruppe.

Dabei bezeichnet %/a ein festes Element w eines Erweiterungskorpes
von k mit w" = a. Beispielsweise konnen wir, falls das Polynom
W"—a € k[W1]irreduzibel ist, die Restklasse von Win k[W]/(W™ —a)
nehmen oder, falls k ein Teilkorper von C ist, eine feste komplexe Zahl w
mit w" = a.

Beweis: Das Polynom X" —a € k[X]hatin k(/a) die n verschiedenen
Nullstellen ¢*%/a fiiri = 0,...,n — 1, ist also separabel. AuBerdem ist
k(%/a)/k Zerfallungskorper von X™ — a tiber k; die Korpererweiterung
ist also GALOISsch. Jeder Automorphismus von k(%/a)/k muB %/a ab-
bilden auf ein Element x mit 2™ = a, also auf eines der Elemente ‘ va.
Durch dieses Element ist der Automorphismus eindeutig bestimmt, denn
jedes Element von k(%/a) 14Bt sich als Polynom in %/a mit Koeffizien-
ten aus k schreiben. Da die Potenzen von ( eine zyklische Gruppe der
Ordnung n bilden, ist Aut(k(%/a)/k) isomorph zu einer Untergruppe

von Z/n, also auch zyklisch.
|

Auf der Suche nach einer allgemeinen Losungsformel fiir Gleichungen
d-ten Grades

ada:d + ad_lxd_l +---+a;x+aq
tiber einem Korper £ konnen wir uns beschrianken auf den Fall a; = 1,
denn da a, nicht verschwindet, konnen wir die Gleichung durch a; divi-

dieren. Wie wir in Kapitel 1 gesehen haben, konnten wir uns zusétzlich

noch beschranken auf den Fall a;_, = 0; da dies fiir die allgemeinen Be-
trachtungen hier keinen Vorteil bringt, wollen wir aber darauf verzichten.
Wir betrachten die Koeffizienten a, . . . , a;_; als Unbestimmte, d.h. wir

arbeiten iiber dem Korper

K = k(ao, .. ,ad_l) = Quotk[ao, ... ,ad_l] y
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dessen Elemente rationale Funktionen (Quotienten von Polynomen) in
den d Variablen qay, . .., a,_, sind. Uber diesem Korper betrachten wir
den Zerfillungskorper L des Polynoms

f=X%+a, X'+ . +a,X+a,€ K[X].

In L[X]ist f = (X —2))--- (X —24) mit z,...,24 € L, und
natiirlich ist L = K (2, ..., z,). Tatsdchlich ist sogar L = k(z, ..., 24),
denn nach dem Wurzelsatz von VIETE ist a; = (—1)d_jgod_j(z1, )
wobel ¢, das j-te elementarsymmetrische Polynom in d Variablen be-
zeichnet, so daf alle a; und damit auch K in k(zy, ..., z,) liegen.

Die Gruppe S, aller Permutationen der Menge {1,...,d} operiert
auf L, indem z; abgebildet wird auf z_,;, fiir jedes ¢ und jede Permutation
m € 6. Die Koeffizienten a; als (bis aufs Vorzeichen) elementarsym-
metrische Funktionen in den z; bleiben bei dieser Operation fix, also
bleibt ganz K fix. Wir wollen uns iiberlegen, dal nur K fix bleibt, daf}
K also der Fixkorper unter dieser Operation ist.

Da L der Zerféllungskorper von f iiber K ist, 146t sich jedes Element
x € L schreiben als Polynom in z,,..., z; mit Koeffizienten aus K.
Da diese unter der Operation von G, fix bleiben, bleibt x € L genau
dann fix, wenn es sich iiber K als ein symmetrisches Polynom in den z;
schreiben 1463t. Nach dem Hauptsatz iiber symmetrische Polynome 143t
sich jedes symmetrische Polynom schreiben als Polynom in den elemen-
tarsymmetrischen Polynomen, also 148t sich x schreiben als Polynom in
den a; und liegt somit in K. Somit ist K der Fixkorper von L unter der
Operation der symmetrischen Gruppe &,. Insbesondere ist L/ K eine
GaLoISsche Erweiterung mit Aut(L/K) = &,,.

Wir sagen, die allgemeine Gleichung vom Grad d lasse sich durch
Radikale auflosen, wenn sich die z; schreiben lassen als Ausdriicke
in den a o die nur Grundrechenarten und Wurzeln enthalten. Fiir d = 2
etwa haben wir im Falle eines Grundkorpers k& der Charakteristik 0 mit
den Losungsformeln

a a; ¥
w22
eine solche Darstellung; tatsachlich gilt dies sogar iiber jedem Korper &
mit char k # 2.
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Falls sich die allgemeine Gleichung d-ten Grades durch Radikale auf-
16sen 14Bt, gibt es zur obigen Korpererweiterung L /K eine Folge von
Zwischenkorpern

derart, dal jeder Korper K, aus K, durch Adjunktion einer Wurzel
entsteht. Dazu gibt es nach dem Hauptsatz der GALOIS-Theorie eine
Folge von Gruppen

Gr:{ld} <GT—1 < Gl <GO=6d
derart, daB K; = L% der Fixkorper von G ist.

Fiir das Folgende wollen wir annehmen, daf} der Grundkorper k& (und
damit erst recht jeder Korper K;) eine primitive d!-te Einheitswurzel
enthilt. Da der Grad jeder Korpererweiterung K,/ K,_, ein Teiler von
[L: K]=d!istund K, aus K,_, durch Adjunktion einer n-ten Wurzel
entsteht, wobei n < d! sein mul}, folgt aus dem zu Beginn dieses
Paragraphen bewiesenen Satz, dal K, ,/K, GALOISsch ist mit einer
zyklischen GALOIS-Gruppe. Wir bezeichnen ihre Ordnung mit 7.

Da L /K GALOISsch ist, sind auch alle Erweiterungen L /K, GALOISsch
und Aut(L/K,) = G,. Der Korper K,,, ist ein Zwischenkorper dieser
Erweiterung, und da er GALOISsch iiber K ist, muB3 G, ein Normal-
teiler von GG, sein mit einer zyklischen Faktorgruppe G, /G, = Z/n,.

Fiir d = 3 etwa haben wir die Folge {id} < ?; < &;. Die Korper-
erweiterung L /K hat als Grad die Gruppenordnung sechs der &5, und
der Fixkorper K| von 2l; ist eine quadratische Erweiterung von K. Sie
kommt zustande durch das Ziehen der Quadratwurzel aus der Diskrimi-
nante in der Losungsformel. L/K, hat Grad drei; dies entspricht dem
Ziehen der Kubikwurzel. Da K nach Voraussetzung eine primitive dritte
Einheitswurzel enthilt, enthilt diese Erweiterung alle dritten Wurzeln
des Radikanden, ist also GALOISsch.

Mit der Frage, wann wir in G, eine solche Folge von Untergruppen
finden konnen, wollen wir uns als niichstes beschéftigen.

Im Hinblick auf die Aufldsbarkeit von Gleichungen definieren wir:
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Definition: Eine endliche Gruppe G heilit auflosbar, wenn es eine Folge
GT:{id}QGr—l < Gl <G0=G

von Untergruppen gibt derart, da3 GG, stets ein Normalteiler von G,
mit zyklischer Faktorgruppe G, /G,,, ist.

i+1
Falls sich die allgemeine Gleichung d-ten Grades durch Radikale 16sen
1aBt, muB die Permutationsgruppe &, also aufldsbar sein. Wir wollen

uns iiberlegen, daf} dies fiir d > 5 nicht der Fall ist. Dazu fiihren wir
zundchst einen weiteren Begriff ein:

Definition: Eine endliche Gruppe G heilit einfach, wenn sie nicht nur
aus dem Neutralelement e besteht und keine Normalteiler aufler sich
selbst und {e} hat.

Die einfachsten Beispiele einfacher Gruppen sind die zyklischen Grup-
pen von Primzahlordnung, die ja liberhaupt keine echten Untergruppen
haben. Eine zyklische Gruppe Z/n mit zusammengesetztem n ist nicht
einfach, denn ist r ein echter Teiler von n und g ein Erzeugendes der
Gruppe, so erzeugt g”/ " eine Untergruppe der Ordnung r, die natiirlich
wie jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ein Normalteiler ist. Auch
die symmetrische Gruppe G ist fiir d > 2 nicht einfach, da sie die al-
ternierende Gruppe 2l; als Normalteiler enthélt. Wir wollen uns aber
tiberlegen, daB3 2 fiir d > 5 einfach ist. Daraus wird dann insbesondere
folgen, dal S, fiir d > 5 nicht aufl6sbar ist und es somit keine all-
gemeine Losungsformel fiir Gleichungen vom Grad groer vier geben
kann, die mit Grundrechenarten und Wurzeln auskommt:

Lemma: Ist 2, einfach und nicht zyklisch, so ist G ; nicht auflosbar.

Beweis: Falls 2 ; einfach ist, kann es in G ; auBer 2 ; keinen nichttrivialen
Normalteiler N geben, denn fiir den wire N’ = N N2l ein Normalteiler
von 2{;, miiite also entweder gleich 2[; sein oder nur aus der Identitét
bestehen. N’ = 2l ist dquivalent zu N = &, oder N = 2, und wenn
N’ nur aus der Identitit besteht, kann IV auBer der Identitit keine gerade
Permutation enthalten. Da das Produkt zweier ungerader Permutationen
gerade ist, besteht daher /V entweder nur aus der Identitét oder ist die von
einer ungeraden Permutation w der Ordnung zwei erzeugte zyklische
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Untergruppe der Ordnung zwei. Letztere kann aber fiir d > 3 kein
Normalteiler sein, da es immer eine Permutation w7 € G gibt, fiir die
7~ lwr eine von w verschiedene ungerade Permutation ist. (Fiir d < 2
besteht 2 ; nur aus der Identitit, ist also nicht einfach.)

Falls G, auflosbar wire, géibe es fiir die Untergruppenfolge aus der
obigen Definition daher nur die beiden Moglichkeiten {e} < &, und
{e} <A, < & . Im ersten Fall miiite &, zyklisch sein; dies ist nur fiir
d = 2 erfiillt, und dann ist 2 ; nicht einfach. Im zweiten Fall mii3te 2,
zyklisch sein, was wir ausgeschlossen haben (und was im iibrigen genau
fiir d = 3 erfiillt ist, wo diese Folge von Inklusionen die Auflésbarkeit
der G5 zeigt). Somit kann G ; im Falle einer nichtzyklischen einfachen
alternierenden Gruppe 2l ; nicht aufldsbar sein.

Satz: Fiir d > 5 ist die alternierende Gruppe 2 ; einfach.
Wir fithren den Beweis in fiinf Schritten:
1. Schritt: 2(; wird von den Dreierzykeln erzeugt.

Beweis: Jedes Element von 2l ; ist ein Produkt einer geraden Anzahl von
Transpositionen. Falls zwei aufeinanderfolgende Transpositionen ein
gemeinsames Element haben, ist (a 0)(b ¢) = (a b ¢) ein Dreierzyklus;
andernfalls ist

(ab)cd)=(ab)bc)bc)cd)=(abc)bcd)

Produkt zweier Dreierzykeln. Somit 148t sich jedes Element von 2! ; als
Produkt von Dreierzykeln schreiben.

2. Schritt: Alle Dreierzykeln in G sind zueinander konjugiert.

Beweis: (a b ¢) und (a’ V' ') seien zwei Dreierzykeln und 7 eine
Permutation, die a’ auf a, b’ auf b und ¢’ auf ¢ abbildet. Dann bildet
7~ Ya b ¢)r das Element o’ zunichst ab auf a, dann via (a b ¢) auf b,
und weiter via 7! auf b’. Genauso iiberlegt man sich, daB b’ auf ¢’ und
¢ auf @’ abgebildet wird.

Ein z ¢ {a’,b',c'} wird von 7 abgebildet auf ein 7(z) ¢ {a,b,c},
so dall w(x) von (a b c) festgelassen wird. Durch 71 wird es wieder
zuriick auf x abgebildet. Somit ist 7~ '(a b ¢ )7 = (¢’ b ).
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3. Schritt: Fiir d > 5 sind je zwei Dreierzykel sogar bereits in 2l
zueinander konjugiert.

Beweis: (a b ¢)und (a’ b’ ) seien zwei Dreierzykeln und m € &, eine
Permutation, fiir die 77" (a b ¢)7 = (a’ b’ ) ist. Falls 7 in 2 ; liegt, sind
wir fertig. Andernfalls existiert wegen d > 5 eine Transposition 7, die
jedes der drei Elemente a, b, ¢ festlat. Somit ist rHabeyr=(@b o)
und damit (77) " '(a b e)(7m) = 7@ b e )m = (@’ V' ). Da 7 eine
ungerade Permutation ist, mufl 77 gerade sein, also in 2l ; liegen.

4. Schritt: Fiir d > 5 ist jeder Normalteiler von 2l ;, der einen Dreierzyk-
lus enthalt, gleich 2L ;.

Beweis: Falls er einen Dreierzyklus enthilt, mufl er nach dem vorigen
Schritt alle Dreierzykeln enthalten, ist also nach dem ersten Schritt
gleich 2 ;.

Der Satz folgt nun aus

S. Schritt: Fiir d > 5 enthilt jeder nichttriviale Normalteiler N < 2,
einen Dreierzyklus.

Beweis: Ist 7 irgendein Element von N, so ist auch 7—! € N, und fiir
jedes w € N liegt auch w™'7~'w in NV, und damit auch 7w~ '7~lw.

Jedes Element w € N 4Bt sich schreiben als Produkt elementfremder
Zykeln. Wir betrachten ein Element, das einen Zyklus der maximal

vorkommenden Linge enthilt.

Ist diese Lange mindestens gleich vier, ist m# Produkt eines Zykels
(a bcd ...)der Linge mindestens vier und eventuell weiterer Zykeln.
Wir setzen z = 7 '(a) und betrachten w = (¢ a b). Das Produkt
mw” 'm~lw bildet a liber die Zwischenergebnisse a — ¢ — b — ¢ — d
ab auf d, welches viad — d — ¢ — a — b auf b geht. Dieses wiederum
wird via b — a — = — x > a auf a abgebildet. Bei den iibrigen
Elementen iiberzeugt man sich leicht, daB sie auf sich selbst abgebildet
werden; somit ist 7w~ 7~ 'w = (a d b) ein Dreierzyklus aus N.

Falls die maximale Linge gleich drei ist und wir keinen Dreierzyk-
lus haben, gibt es eine Permutation m € N, die das Produkt eines
Dreierzyklus mit Dreier- und Zweierzykeln ist. Der Dreierzyklus sei
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(a b c), der néachste nichttriviale Faktor sei entweder ein Dreierzyk-
lus (d e f) oder eine Transposition (d e). Wir betrachten wieder die
Permutation 7w~ '7~'w, dieses Mal fiir w = (d b a). Nun geht a via
a— d— x— x+— daufd, welchesviad — b+— a+— b— caufc
geht, welches wiederum via ¢ — ¢ — b — d +— e auf e geht. Damit
enthilt mw™'7~'w einen Zyklus der Linge mindestens vier, im Wider-
spruch zu unserer Annahme, der lingste Zyklus eines jeden Elements
sei hochstens ein Dreierzyklus.

Bleibt noch der Fall, daB sich jedes Element von NV als Produkt ele-
mentfremder Transpositionen schreiben 146t. Deren Anzahl muf3 gerade
sein, es gibt also ein Element, das einen Faktor (a 0)(c d) enthdlt mit
vier verschiedenen Zahlen a, b, ¢, d, und es gibt noch mindestens eine
weitere Zahl e, die von diesen vier Zahlen verschieden ist. Wir setzen
x = 7~ (e) und betrachten w7~ 'w fiir w = (e ¢ a). Hier zeigen die
Abbildungsketten a — ¢ — x — r — e, e — ¢ — d — d — cund
¢+ a— b b a,daB mw 77w den Dreierzyklus (a e c) enthilt,
im Widerspruch zur Annahme, daB alle Elemente von /N Produkte ele-
mentfremder Transpositionen sind. Also tritt auch dieser Fall nicht auf,
und wir haben gezeigt, dal NV auf jeden Fall einen Dreierzyklus enthalten

mub. =

Da die Gruppe 2l fiir d > 4 nicht abelsch ist, ist sie erst recht nicht
zyklisch; daher zeigt der gerade bewiesenen Satz zusammen mit dem
davor bewiesenen Lemma, dal die Gruppe G fiir d > 5 nicht auflosbar
ist. Als Korollar folgt sofort der

Satz von Abel: Fiir d > 5 ist die allgemeine Gleichung d-ten Grades

nicht durch Radikale auflosbar. .

§4: Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In der klassischen EUKLIDischen Geometrie geht man aus von einer
Menge { P, . . ., P, } von Punkten der Ebene und konstruiert daraus ,,mit
Zirkel und Lineal“ weitere Punkte. Dabei sind folgende Operationen
erlaubt:
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e Durch zwei der vorhandenen Punkte wird eine Gerade gezeichnet
(mit dem Lineal)

e Um einen der vorhandenen Punkte wird eine Kreislinie gezeichnet,
die einen anderen der vorhandenen Punkte enthilt (mit dem Zirkel)

e Schnittpunkte der gezeichneten Geraden und/oder Kreise werden zu
den vorhandenen Punkten dazugenommen.

Diese Operationen konnen beliebig oft wiederholt werden.

Um solche Konstruktionen mit Korpererweiterungen in Verbindung zu
bringen, wihlen wir ein kartesisches Koordinatensystem und haben
nun zwei Moglichkeiten: Entweder wir adjungieren fiir jeden Punkt
P; = (x;,y;) die Koordinaten z,,y; € R an QQ und erhalten so einen
Korper k£, < R, oder wir adjungieren stattdessen die komplexe Zahl
x; + 1y, an Q und erhalten einen Korper ky < C. Da wir in der Geo-
metrie eher an reelle Koordinaten gewohnt sind, ist der erste Zuganng
anschaulicher, so dafl wir zunichst diesen benutzen werden. Bei der
Frage nach der Konstruierbarkeit regelmiBiger n-Ecke werden sich al-
lerdings die komplexen Zahlen als niitzlicher erweisen.

Die Gerade durch zwei Punkte P; = (x;,y;) und P; = (z;,y,) ist die
Losungsmenge der Gleichung

(@ —2)(y; —y)+ W —y)w; —2;) =0,

deren simtliche Koeffizienten in k liegen. Die Kreislinie um F;, auf
der P; liegt, wird entsprechend beschrieben durch die quadratische Glei-
chung

(z — 371')2 +(y — yi)2 =(z; — 371')2 +(y; — yi)2 5
deren Koeffizienten ebenfalls in k liegen.

Zur Berechnung des Schnittpunkts zweier verschiedener Geraden miis-
sen wir ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten aus k 10sen;
falls es eine Losung gibt, d.h. wenn die Geraden nicht parallel sind, ist
diese ein Punkt mit Koordinaten in k.

Beim Schnitt einer Geraden ax + by = ¢ mit einem Kreis beachten wir
zunichst, daBl ¢ und b nicht beide verschwinden konnen. Wir konnen die
Gleichung also nach mindestens einer der beiden Variablen auflosen.
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Das Ergebnis setzen wir ein in die Kreisgleichung und erhalten eine
quadratische Gleichung in der anderen Variablen. Wenn es Schnittpunkte
gibt, hat diese reelle Losungen, die entweder in k, liegen oder in einem
Korper k, /k,, der aus k, entsteht durch Adjunktion der Quadratwurzel
eines Elements von k. Im letzteren Fall ist k, /k eine Erweiterung vom
Grad zwei.

Ahnlich ist die Situation beim Schnitt von zwei Kreisen: Die Differenz
der beiden Gleichungen

(z—al+@y—0>=r> und (x—c)’+@y—d?=s>

ist eine lineare Gleichung in z und y (es sei denn, die beiden Kreise
wiren konzentrisch), definiert also eine Gerade, und die Schnittmenge
der beiden Kreislinien ist gleich der Schnittmenge dieser Geraden mit
einer der beiden Kreislinien.

Falls wir eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal durchfithren konnen,
liegen die Koordinaten aller konstruierter Punkte somit in einem Kor-
per k, der aus k, durch schrittweise Korpererweiterungen vom Grad
zwel entsteht:

ko <k <---<k,=k und [k, :k,_;]1=2 Vi=1,...,n.
Insbesondere ist [k : k,] = 2" eine Zweierpotenz.

Betrachten wir einige klassische mathematische Konstruktionsprobleme
unter diesem Gesichtspunkt! Am einfachsten geht das beim sogenann-
ten Delischen Problem: Der Legende nach fragten die Einwohner der
griechischen Insel Delos (eine der kleinsten der Kykladen im Agiischen
Meer) anldBlich einer Pestepedemie ihr Orakel um Rat. Dieses verlangte,
daB} sie den wiirfelformigen Altar im Tempel des Apollon durch einen
Wiirfel mit doppeltem Volumen ersetzen sollten. Natiirlich muf3te dessen
Kantenlinge aus der des alten Wiirfels mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden.

Wir haben also zwei Ausgangspunkte I, und P, derart, dal3 die Strecke
P, P, der Kantenlinge des alten Wiirfels entspricht. Da wir das Koor-
dinatensystem und die Einheit frei wéahlen konnen, sei etwa F, = (0, 0)
und P, = (1,0). Wir miissen zwei Punkte P;, P; konstruieren, deren
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Verbindungsstrecke die Linge 3/2 hat. Wenn wir das konnen, konnen
wir diese Strecke von P, aus auf der z-Achse abtragen und erhalten den
Punkt (3/2,0); der Korper k, in dem nach Ende der Konstruktion alle
Koordinaten liegen, muf} also die dritte Wurzel aus zwei enthalten und
hat somit Q(3/2) als Teilkorper. Damit mul [£ : Q] durch drei teilbar
sein, ist also keine Zweierpotenz. Daher ist das Delische Problem nicht
mit Zirkel und Lineal 16sbar.

Als néchstes betrachten wir das Problem der Konstruktion des regel-
mifBigen n-Ecks mit Zirkel und Lineal. Die griechischen Mathematiker
konnten natiirlich gleichseitige Dreiecke und Quadrate konstruieren,
ebenso das regelméafige Fiinfeck, das Fiinfzehneck, und iiber die Hal-
bierung des Innenwinkeld damit auch jedes n-Eck, dessen Eckenanzahl
eine der genannten Zahlen mal einer Zweierpotenz ist. Erst rund zwei
Tausend Jahre spiter gelang 1796 dem damals 19-jdhrigen GAUSS die
Konstruktion eines weiteren regelméfigen n-Ecks, des Siebzehnecks.
In seinem 1798 geschriebenen und 1801 erschienenen Buch Disquisi-
tiones Arithmeticae bewies er allgemein, welche regelmifigen n-Ecke
sich mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen und welche nicht.

Um sein Ergebnis zu verstehen, empfiehlt es sich, die Ebene mit der
komplexen Zahlenebene zu identifizieren und das Problem so in Algebra
zu ubersetzen, dafl wir nach der Konstruktion eines Punktes P mit
Koordinaten (x, y) die komplexe Zahl x + 7y adjungieren.

Wenn wir ausgehen vom Mittelpunkt F, = (0,0) des regelméBigen
n-Ecks und einer Ecke P, = (1,0), haben die weiteren Ecken die Ko-
ordinaten (cos %, sin %) fiir y =1,...,n — 1. Diese Punkte werden
identifiziert mit den komplexen Zahlen

2mj 2mj y N
cos i i sin ) >/ = (ezm/”)] :
n n
falls das regelméBige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist,
muB also die primitive n-te Einheitswurzel ¢ = ¢*™/™ in einem Er-

weiterungskorper von Zweipotenzordnung iiber Q liegen.

Der Korper Q(¢) enthélt natiirlich auch alle Potenzen von (, ist also ein
Zerfillungskorper des Polynoms X™ — 1. Dieses ist aber nicht irreduzi-
bel, beispielsweise ist X — 1 ein Teiler, da die Eins eine Nullstelle ist.
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Allgemeiner: Istn = mgq, soist X — 1 auch ein Teiler von X ?—1; ersetzen
wir hier X durch X™, folgt, da X" — 1 Teilervon X™? —1 = X" —1
ist. Bezeichnet also f den irreduziblen Faktor von X" — 1, der ( als
Nullstelle hat, so hat f nur primitive n-te Einheitswurzeln als Nullstel-
len, denn 1st x bereits eine m-te Einheitswurzel fiir einen echten Teiler
m von n, so ist x Nullstelle von X — 1. Wire sie auch eine Nullstelle
von f, so wire x eine mehrfache Nullstelle des Polynoms X™ — 1. Da
dessen Ableitung n.X™ ! nur bei der Null verschwindet, ist das nicht
moglich.

Die primitiven n-ten Einheitswurzel allerdings miissen allesamt Null-
stellen von f sein nach dem folgenden Argument von DEDEKIND: Da die
primitiven n-ten Einheitswurzeln genau die Potenzen ¢/ sind, fiir die j
teilerfremd zu n sind, 148t sich j schreiben als Produkt von Primzahlen,
die keine Teiler von n sind. Daher reicht es zu zeigen, dal} fiir jede
Nullstelle & von f und jede Primzahl p, die kein Teiler von n ist, auch &
eine Nullstelle von f ist. Falls dies fiir irgendein £ und irgendein p nicht
der Fall ist, muf3 £&¥ Nullstelle eines weiteren irreduziblen Polynoms g
sein. Da &P eine primitive n-te Einheitswurzel ist, muf3 auch g ein Teiler
von X" — 1 sein. Betrachten wir das Polynom G = g(X?) € Q[X]. Da
g(&P) verschwindet, ist £ eine Nullstelle von G.

Nach dem Lemma von GAUSS konnen wir bei der Zerlegung des Po-
lynoms X" — 1 in Q[X] annehmen, daf} alle Faktoren ganzzahlige
Koeffizienten haben, daf} also f, g und damit auch GG in Z[X] liegen.
Wenn wir alle Koeffizienten modulo p reduzieren, erhalten wir Poly-
nome f,g und G aus F,[X], wobei f und g zwei verschiedene (nicht
notwendigerweise irreduzible) Faktoren von X" — 1 in IF‘p [ X] sind. Da
in I, jedes Element gleich seiner p-ten Potenz ist, ist G = g”. Somit

sind alle Nullstellen von G auch Nullstellen von g. Die Polynome f
und G aus Z[X] haben in Q({) die gemeinsame Nullstelle &, also hat
der ggT h der beiden Polynome positiven Grad. Betrachten wir ihn
modulo p, erhalten wir ein Polynom h, das sowohl f als auch G teilt.
Wegen G = g” folgt, daBl auch der ggT von f und g positiven Grad hat.
Somit hat das Polynom X" — 1 € F,[X] in seinem Zerfallungskorp-
er mindestens eine mehrfache Nullstelle. Das ist aber nicht moglich,
denn seine (formale) Ableitung n.X™ ! ist nicht das Nullpolynom, da
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p kein Teiler von n ist, und es hat nur die Null als Nullstelle, die aber
keine Nullstelle von X™ — 1 ist. Daher hat X™ — 1 auch als Polynom
iiber ¥, keine mehrfache Nullstelle, so daB die Annahme f(£”) # 0 zu
einem Widerspruch fiihrt. Dies zeigt, dal f genau die primitiven n-ten
Einheitswurzeln als Nullstellen hat.

Somit hat das irreduzible Polynom f € Q[X] mit f({) = 0 den Grad
p(n), wobei ¢ die aus dem zweiten Kapitel bekannte EULERsche -
Funktion ist, die die Anzahl der primen Restklassen modulo n angibt.
Da alle Nullstellen von f Potenzen von ( sind, ist Q(¢) ein Zerféallungs-
korper von f iiber Q; insbesondere ist die Korpererweiterung Q(¢)/Q
GALOISsch und hat den Grad p(n).

Dies zeigt, dal das regelmiBige n-Eck nur dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar sein kann, wenn p(n) eine Zweierpotenz ist. Wie wir uns
in Kapitel zwei iiberlegt haben, 146t sich ¢(n) anhand der Primzerlegung

von n bestimmen: Fiir
,

n = pr st (n) = H(pfi_l (s — 1)) :
i=1 =1

Somit miissen alle Faktoren in diesem Produkt Zweierpotenzen sein.

Im Falle p, = 2 ist das automatisch erfiillt; alle anderen moglichen p;,
sind ungerade, so da} e, = 1 sein mul3 und p, — 1 eine Zweierpotenz.

Primzahlen der Form 2" + 1 heiBen FERMATsche Primzahlen. 2" + 1 kann
nur dann prim sein, wenn 7 eine Zweierpotenz ist, denn ist r ungerade,
soist2"+1 = (—1)"+1 = 0 mod 3 durch drei teilbar, und ist r = 2°u mit
einer ungeraden Zahl v > 1,s0ist2" +1 = (—=1)“+1 =0 mod 2° + 1
durch 2° + 1 teilbar.

Definition: Die m-te FERMAT-Zahlist I, = 22" 4 1; falls F’, prim ist,
heifit F,  eine FERMATsche Primzahl.

FERMAT vermutete, daf3 alle F, | prim seien; das ist eine der sehr wenigen
seiner Vermutungen, die sich als falsch herausstellten. I, = 3, I}, =5,
F, =17, F5; =257 und F, = 65537 sind in der Tat allesamt prim (was
auch FERMAT wul3te), aber wie EULER 1732 zeigte, ist

F5=4294967297 =641 -6700417 .
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Auch alle anderen F,, mit m > 5, die bislang getestet wurden, sind
keine Primzahlen; es ist also nicht bekannt, ob es ein m > 5 gibt, fiir
das F prim ist.

Fiir die Konstruierbarkeit des regelméafigen n-Ecks folgt:

Satz: Falls das regelmiBige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar
ist, 148t sich n als Produkt einer Zweierpotenz (die auch eins sein kann)

mit verschiedenen FERMATschen Primzahlen schreiben. .

Als Korollar zu diesem Satz konnen wir sofort auch die Unlosbarkeit
eines anderen klassischen geometrischen Problems zeigen:

Korollar: Es ist nicht moglich, einen beliebigen Winkel mit Zirkel und
Lineal in drei gleiche Teile zu zerlegen.

Beweis: Falls es ein solches Verfahren gibe, konnte man insbesondere
den Innenwinkel eines gleichseitigen Dreiecks dreiteilen. Damit wire
der Innenwinkel des regelméafBigen Neunecks und damit dieses selbst mit
Zirkel und Lineal konstruierbar, im Widerspruch zum gerade gezeigten

Resultat von GAUSS. .

GAUSS bewies auch die Umkehrung des obigen Satzes; bevor wir uns
damit beschiftigen, wollen wir uns aber davon tiberzeugen, dal} zu-
mindest in vielen Féllen klassische Konstruktionsverfahren ausreichen.
Beginnen wir mit den einzelnen Faktoren:

Die Konstruierbarkeit des regelméfigen Dreiecks ist aus der Schule be-
kannt, das 2"*-Eck fiir m > 2 kann aus dem Quadrat durch Winkel-
halbierungen konstruiert werde. Die Konstruktion des regelméfBigen
Fiinfecks wird in der Schule iiblicherweise nicht behandelt, war aber
bereits den Pythagoridern bekannt: Diese brauchten sie fiir ihr Symbol,
den fiinfzackigen Stern, bestehend aus den sdmtlichen Diagonalen eines
regelmiBigen Fiinfecks. Die Konstruktion des regelmifligen Siebzeh-
necks geht, wie erwihnt, zurilick auf GAUSS, der auch den obigen Satz
(einschlieBlich seiner Umkehrung) bewies. Das grundsitzliche Verfah-
ren, wie er aus der Struktur der GALOIS-Gruppe eine Konstruktion des
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Siebzehnecks herleitete, fiihrte spiter auch zur Konstruktion des 257-
Ecks durch

MAGNUS GEORG PAUCKER: Geometrische Verzeichnung des regelmafi-
gen Siebzehn-Ecks und des regelméBige Zweyhundersiebenundfunfzig-
Ecks in den Kreis, Jahresverhandlungen der Kurldndischen Gesellschaft
fiir Literatur und Kunst 2, 1822, S. 160-219

(die Konstruktion des 257-Ecks beginnt Seite 188) und

FRIEDRICH JULIUS RICHELOT: De resolutione algebraica aequationis
z*7 = 1, sive de divisione circuli per bisectionem anguli septies repeti-
tam in partes 257 inter se aequales commentatio coronata, Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik 9, 1832, S. 1-26, 146—-161, 209-230,
337-358.

Das regelmaBige 65 537-Eck konstruierte JOHANN GUSTAV HERMES in
tiber zehnjdhriger Arbeit; er hinterlegte das aus mehr als zweihundert
gro3formatigen Seiten bestehende Manuskript 1889 in einem Handkof-
fer im mathematischen Institut der Universitit Gottingen, wo es immer
noch zu finden ist. 1894 veroffentlichte er eine siebzehnseitige Zusam-
menfassung

J. HERMES: Ueber die Teilung des Kreises in 65537 gleiche Teile,
Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
Mathematisch-Physikalische Klasse, 1894, S. 170-186.

Daer als Konigsberger kein Mitglied der Gottinger Gesellschaft der Wis-
senschaften war, wurde das Manuskript dort von FELIX KLEIN vorgelegt.

Falls es ein m > 5 geben sollte, fiir das F,, prim ist, folgt aus dem Satz
von GAUSS, da3 auch das regelmiBige F, -Eck mit Zirkel und Lineal
konstruierbar ist; eine entsprechende Konstruktion konnte natiirlich bis-
lang noch niemand vorlegen, und auch in Zukunft wird das nur schwer
moglich sein: Die kleinste FERMAT-Zahl, von der nicht bekannt ist, ob
sie prim ist oder nicht, ist F3;, und diese Zahl hat iiber fiinf Milliarden
Dezimalstellen.

Beschiftigen wir uns als nidchstes mit den Produkten aus Zweierpoten-
zen und verschiedenen FERMATschen Primzahlen. Wir miissen zeigen:



Kap. 4: Nullstellen und Kérpererweiterungen 199

Sind n und m zweil zueinander teilerfremde Zahlen derart, daf3 das
regelmiBige n-Eck und das regelmiBige m-Eck beide mit Zirkel und
Lineal konstruierbar sind, so 146t sich auch das regelméaBige nm-Eck
konstruieren. Allgemein laBt sich das regelmiBige r-Eck genau dann
mit Zirkel und Lineal konstruieren, wenn der Winkel beim Mittelpunkt
zwischen zwei benachbarten Ecken konstruierbar ist. Beim n-Eck und
beim m-Eck ist er 27 /n bzw. 27 /m; wir miissen zeigen, dal sich daraus
der Winkel 27 /nm konstruieren 14t. Da n und m teilerfremd sind, gibt
es ganze Zahlen a, b, so daBl am +bn = 1 ist. Multiplikation mit 27t /nm

macht daraus
21 2m 2w
a-—+b-—=—.
n m  nm
Ganzzahlige Vielfache eines Winkels und Summen und Differenzen
von Winkeln lassen sich problemlos mit Zirkel und Lineal konstruieren;
somit ist auch der Winkel 27 /nm und damit das regelméBige nm-Eck

mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Fiir einen vollstandigen Beweis der Umkehrung konnen wir beispiels-
weise zeigen, da} jeder Punkt mit Koordinaten in einer GALOISschen
Korpererweiterung vom Grad 2™ mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden kann. Wir beginnen mit den Punkten, deren Koordinaten im
Grundkorper selbst liegen.

Lemma: P,,..., P, seien Punkte der Ebene R mit P, = (0,0) und
P, =(1,0), und K/Q entstehe aus Q durch Adjunktion der Koordina-
ten der P,. Dann kann jeder Punkt P mit Koordinaten in K aus den
Punkten P; mit Zirkel und Lineal konstruiert werden.

Beweis: P habe die Koordinaten (x,y) mit x,y € K, und die Koordi-
naten der P, seien (x,,y,). Dann ist

K:@(x07"'7$r7y07"‘7yr)7

und z, y lassen sich als rationale Funktionen in den z; und y, schreiben.
Da wir P konstruieren konnen, sobald wir Strecken der Lingen z und y
konstruiert haben, reicht es, da3 wir aus gegebenen Streckenldngen auch
alle Streckenlidngen konstruieren konnen, die sich als rationale Funkti-
onen in den gegebenen ausdriicken lassen. Dies folgt induktiv, sobald
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wir wissen, dall wir aus gegebenen Lingen auch deren Summen, Dif-
ferenzen, Produkte und Quotienten konstruieren lassen. Fiir Summen
und Differenzen ist dies trivial: Wir konnen die beiden Strecken einfach
mit dem Zirkel auf einer festen Geraden abtragen.

Fiir Produkte und Quotienten konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal} beide
Strecken positive Lingen haben. Fiir das Produkt tragen wir auf dem
von P, ausgehenden Strahl durch P, eine Strecke P,@Q, der Linge a
ab, auf einem anderen Strahl durch P, eine Strecke F,(), der Linge b.
Sodann konstruieren wir die Parallele zur Geraden P, (), durch @); sie
schneide die Gerade F,()), im Punkt ();. Nach dem Strahlensatz ist dann

\POQ3\ : \POQZ\ = \POQl\ : \Popl\ =a:l.

Da die Strecke F,(), die Linge b hat, mull daher F,(); die Linge ab
haben.

Q3

PO P1 Q1

Um fiir den Quotienten a /b die gleiche Zeichnung verwenden zu kon-
nen, tragen wir auf einen Strahl durch P, die Strecke P,Q5 der Liinge a
ab und auf dem Strahl von P, durch P, die Strecke P,Q, der Linge b.
(2, sei der Schnittpunkt der Parallelen zu (), Q)5 durch P, mit dem Strahl
durch ();. Nach dem Strahlensatz ist dann

‘P0Q3| 3 ‘P0Q2|=|P0Q1‘ 3 |P0P1‘:a317

und da F,(); die Lédnge b hat, erfiillt die Lange x von F,(), die Relation
b:x=a:1,dh.x=0b/a.

Lemma: P,,..., P, seien Punkte der Ebene R mit P, = (0,0) und
P, = (1,0), und K/Q entstehe aus Q durch Adjunktion der Koordi-
naten der P;. Dann kann jeder Punkt P” mit Koordinaten in einem Er-
weiterungskorper L/ K vom Grad zwei aus den Punkten P, mit Zirkel

und Lineal konstruiert werden.
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Beweis: Jedes Element von L liegt entweder bereits in X oder ist Losung
einer quadratischen Gleichung mit Koeffizienten in K. Wir miissen uns
also zusitzlich zum bereits im Beweis des vorigen Lemmas gezeigten
tiberlegen, daB3 sich jede quadratische Gleichung mit Koeffizienten aus K
mit Zirkel und Lineal 16sen 146t. Da wir alle Grundrechenarten ausfiihren
konnen, miissen wir dazu nur noch zeigen, da3 wir zu einer Strecke der
Linge a > 0 auch eine Strecke der Linge +/a konstruieren konnen.

PO P1 Q

Dazu konnen wir beispielsweise auf der Geraden P, P, die Strecke a
von P, aus als P,Q in die von P, abgewandte Richtung abtragen. Uber
der Strecke m (mit Linge a + 1) konstruieren wir den THALES-Kreis,
d.h. wir konstruieren zunéchst die Mittelsenkrechte zu P, @, die diese im
Punkt M schneide; dann zeichnen wir den Kreis um M durch () (und
damit auch F,). Mit diesem Kreis schneiden wir die Senkrechte zur
Strecke P, durch den Punkt P;; einer der beiden Schnittpunkte sei S.
Nach dem Satz des THALES ist AF,(Q)S ein rechtwinkliges Dreieck.
Seine Hypothenuse P, wird durch den FuBpunkt P, der Hohe P,S in
die Teilstrecken P, P, der Linge eins und P, der Liinge a aufgeteilt.
Nach dem Hohensatz ist das Quadrat der Hohe A = ‘m‘ gleich dem
Produkt 1 - a, d.h. h = /a.

Korollar: P,, ..., P, seien Punkte der Ebene R* mit P, = (0,0) und
P, =(0, 1), und K/Q entstehe aus QQ durch Adjunktion der Koordinaten
der P,. Zum Korper L/ K gebe es eine Folge von Zwischenkorpern

K=L0<L] <"'<LT=L
derart, da3 [L,; : L, ;] =2 istfiir¢ =1,...,r. Dann kann jeder Punkt

P mit Koordinaten in L aus den Punkten P, mit Zirkel und Lineal
konstruiert werden.
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Beweis durch Induktion nach r: Fiir » = 1 ist das gerade das obige
Lemma, und fiir » > 1 wissen wir nach der Induktionsvoraussetzung,
daf} sich jeder Punkt mit Koordinaten aus L, _; aus den P, konstruieren
1aBt. Da L,./L,_, eine quadratische Erweiterung ist, gibt es ein w €
L,_,, so daB sich jedes Element von L, in der Form a + by/w mit
a,b € L, _, schreiben 1dBt. Da wir Strecken der Lingen a, b und w nach
Induktionsannahme konstruieren konnen und nach obigem Lemma zu w
auch \/w, folgt die Behauptung. .
Die Voraussetzung dieses Korollars an der Korper L ist schwer nach-
zuweisen; wir wollen uns iiberlegen, daf} wir sie ersetzen konnen durch
die einfachere Voraussetzung, dafl L /K GALOISschistund [L : K] eine
Zweierpotenz. Aut(L/K)ist dann eine Gruppe von Zweipotenzordnung;
als erstes soll gezeigt werden, dal jede solche Gruppe auflosbar ist. Fiir
die vorbereitenden Lemmata brauchen wir die Voraussetzung iiber die
Gruppenordnung noch nicht und koénnen sie daher etwas allgemeiner
formulieren:

Lemma: Die Gruppe G habe einen Normalteiler N derart, daf3 sowohl
N als auch G/N auflosbar sind. Dann ist auch G auflgsbar.

Beweis: Wegen der Auflosbarkeit von IV gibt es eine Folge von Unter-
gruppen N, ..., N, von N mit

derart, da alle Faktorgruppen N, _, /N ; zyklisch sind. Entsprechend
gibt es eine Folge von Untergruppen

{I}=N/N=G,2G, <---4G, 2G,=G/N

derart, daB alle Faktorgruppen G,_,/G; zyklisch sind. Die Abbil-
dung p: G — G/N, die jedes g € G auf seine Restklasse module N ab-
bildet, ist ein Homomorphismus; daher sind die Urbilder G, = go_l(ai)
der éi Untergruppen von GG und

N=G5§G571§§G1§GO=G

Da N ein Normalteiler sowohl von G, _; als auch von G; ist, konnen
wir GG;_; /N abbilden nach G;_; /G, indem wir die Nebenklasse gV
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abbilden auf gG;. Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv und hat
den Kern G j /N; nach dem Homomorphiesatz ist also

G;1/G; = (G /N)/(G;/N) = G, /G,

fiir alle j. Daher sind auch die Faktorgruppen GG;_; /G ; zyklisch. Setzen
wir die beiden Reihen hintereinander, sehen wir, da3 G auflosbar ist. .

Lemma: Jede endliche abelsche Gruppe G ist auflsbar. Ist ihre Ord-
nung m das Produkt der Primzahlpotenzen p;* und e die Summe der
Exponenten e;, so gibt es Untergruppen Gy, . .., G, von G derart dafl

e—1

ist und jeweils e; der Faktorgruppen G;_,/G; isomorph zu Z/p; sind.

Beweis durch Induktion nach e: Fiir e = 1 ist GG eine zyklische Gruppe
von Primzahlordnung; mit G, = {1} und G, = G ist die Behauptung
trivialerweise erfiillt.

Nun sei e > 1 und g # 1 ein Element von g. Seine Ordnung sei r, und p
sei ein Primteiler von r. Dann ist & = ¢"/? ein Element der Ordnung p,
erzeugt also eine zyklische Untergruppe N der Ordnung p in GG. We-
gen der Kommutativitit von G ist N ein Normalteiler, und G /N ist eine
abelsche Gruppe der Ordnung |G| /p. Somit ist die Exponentensumme e
fiir G/N um eins kleiner als fiir G; nach Induktionsvoraussetzung gilt
die Behauptung also fiir G/N, und sie gilt natiirlich auch fiir N = Z /p.
Nach dem vorigen Lemma ist G daher auflosbar, und da die Faktor-
gruppen sowohl fiir V als auch fiir G /N zyklisch von Primzahlordnung

sind, gilt dies auch fiir die von G. .

Satz: Jede Gruppe GG von Primzahlpotenzordnung p™ ist auflosbar. Es
gibt eine Folge von Untergruppen Gy, ..., G,, von GG derart, dafl

{1}=G,4G,_, <--- 4G, 4G =G
istund G,_,/G, = Z/pfiri=1,...n.

Beweis durch Induktion nach n: Fiir n = 0 gibt es nichts zu beweisen;
im Falle n = 1 ist G isomorph zu Z/p, denn jedes Element auer dem
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Neutralelement mufl nach LAGRANGE die Ordnung p haben. Sei also
n > 2.

Wir definieren das Zentrum einer Gruppe G als
Z(G)={r € G|xg=gx firalleg € G}.

es ist eine Untergruppe, denn es enthdlt offensichtlich das Neutralele-
ment, und fiir zwei Elemente x,y € Z(G) ist

(xy)g = x(yg) = 2(g9y) = (xg9)y = (gx)y = g(TY)

und
1

7 lg=(g ") =@g ) = ga”
fiir alle g € G. Tatsédchlich ist Z(G) sogar ein Normalteiler von (G, denn
durch Multiplikation von links mit ¢~ wird die Gleichung zg = gz
zu ¢ 'zg = g gz = z; ein Element x € G liegt also genau dann im
Zentrum von GG, wenn 27 = z ist fiir alle g € G.

Wir wollen uns als nichstes iiberlegen, dal Z(G) fiir eine Gruppe der
Ordnung p™ mit n > 1 nicht nur aus dem Neutralelement bestehen
kann: Dazu lassen wir G durch Konjugation auf sich selbst operieren,
betrachten also die Operation

GxdG—=d
(g,2)— a9 =g 'zg

Die Bahn eines Elements x € G besteht aus allen Konjugierten von .
Genau dann, wenn  im Zentrum liegt, sind alle Konjugierten von z
gleich z, die Bahn von z besteht also nur aus x selbst. Fiir alle anderen
Elemente von G enthilt sie mindestens ein weiteres Element. Nach
der Bahnbilanzgleichung ist ihre Elementanzahl der Quotient aus der
Gruppenordnung durch die Ordnung des Stabilisators; fiir eine Gruppe
von p-Potenzordnung ist das eine p-Potenz ungleich eins, also eine durch
p teilbare Zahl.

Somit enthélt die Bahn eines Elements aus dem Zentrum genau ein
Element; jede andere Bahn enthilt eine durch p teilbare Anzahl von
Elementen. Da jedes Element von G in genau einer Bahn liegt, ist
die Summe der Michtigkeiten gleich der Gruppenordnung p". Diese
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Summe ist gleich der Ordnung des Zentrums, die wegen ¢ € Z(G)
mindestens eins sein mul3, plus einer durch p teilbaren Zahl. Somit muf3
auch die Ordnung des Zentrums durch p teilbar und damit mindestens p
sein.

Haben wir also eine Gruppe G der Ordnung p" mit n > 1, so
hat Z((G) mindestens die Ordnung p. Das Zentrum ist Normalteiler und
als abelsche Gruppe auch auflosbar; nach einem der obigen Lemmata
sind alle Faktorgruppen zyklisch von Primzahlordnung, also isomorph
zu Z/p, da die Ordnung von Z((G) eine p-Potenz ist. Die Faktorgruppe
G /Z(G) hat hochstens Ordnung p™ !, ist also nach Induktionsvoraus-
setzung aufldsbar mit allen Faktorgruppen isomorph zu Z /p, und damit

ist auch G aufllosbar mit allen Faktorgruppen isomorph zu Z/p.
|

Uns interessiert hier vor allem der Fall p = 2; hier sind also alle Faktor-
gruppen isomorph zu Z/2, d.h. fiir eine GALOISsche Erweiterung L/ K,
deren Grad eine Zweierpotenz ist, gibt es eine Folge von ZwKn, von
denen jeder eine quadratische Erweiterung seines Vorgéngers ist. Daraus
folgt insbesondere, dal3 das regelmiBige n-Eck mit Zirkel und Lineal
konstruiert werden kann, wenn n das Produkt einer Zweierpotenz mit
verschiedenen FERMATschen Primzahlen ist.

§5: Transzendente Zahlen und die Quadratur des Krei-
Ses

Eines der beriihmtesten Probleme der klassischen Geometrie, das es so-
gar in die Umgangssprache geschafft hat, ist die Quadratur des Kreises,
d.h. die Konstruktion eines Quadrats, das den gleichen Flicheninhalt
hat wie ein vorgegebener Kreis. Wie wir in diesem Paragraphen sehen
werden, kann diese Konstruktion nicht mit Zirkel und Lineal ausgefiihrt
werden, da beispielsweise fiir den Kreis mit Radius eins die Seitenléinge
des Quadrats in keiner endlichen Korpererweiterung von QQ liegt.

Definition: K /Q sei eine Korpererweiterung. Ein Element z € K heif3t
algebraisch, wenn es ein Polynom f € Z[X] gibt, das an der Stelle x
verschwindet. Andernfalls heit x transzendent.

Natiirlich ist jede rationale Zahl algebraisch, denn der Bruch p/q ist
eine Nullstelle des linearen Polynoms ¢ X — p. Auch Wurzeln, egal
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ob reell oder nicht aus ganzen Zahlen, sind algebraisch als Nullstel-
len von Polynomen X" — a. Allgemeiner ist sogar jeder Ausdruck,
der nur rationale Zahlen, Grundrechenarten und Wurzeln enthilt, alge-
braisch, denn die so konstruierte Zahl liegt in einer Korpererweiterung
endlichen Grades K /Q, und jedes Element x eines solchen Korpers ist
algebraisch: Da K als (Q-Vektorraum endliche Dimension hat, konnen
die Potenzen =" nicht alle linear unabhéngig sein; wir erhalten also eine
lineare Abhéngigkeit, d.h. ein Polynom aus Q[ X, das fiir = verschwin-
det. Multiplikation mit dem Hauptnenner der Koeffizienten macht daraus
ein Polynom aus Z[ X'], das bei x verschwindet.

Die Idee, dal} es nichtalgebraische Zahlen geben konne, kam erst im Laufe des achtzehnten
Jahrhunderts auf, unter anderem bei GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716), der
von ihnen sagte: Omnem rationem trancendunt. (Sie iibersteigen jede Vernunft.) 1844
konnte JOSEPH LIOUVILLE (1809-1882) als erster von einer reellen Zahl beweisen, daf} sie
transzendent ist; es handelte sich um die ansonsten vollig uninteressante Zahl > 10—%,
wobei iiber alle 7 € N summiert wird. 1874 zeigte GEORG CANTOR (1845-1918) durch
eine Variante seines ersten Diagonalverfahrens, daf} es nur abzihlbar viele algebraische
(reelle oder komplexe) Zahlen gibt, wihrend er mit seinem zweiten Diagonalverfahren
die Uberabzihlbarkeit von R und C bewies und daraus folgerte, daB es iiberabzihlbar
viele transzendente Zahlen gibt. Trotzdem ist es im Einzelfall meist sehr schwer, die
Transzendenz einer Zahl zu beweisen; es gibt hier noch viele offene Probleme.

Wenn wir ausgehen von Punkten mit rationalen Koordinaten, hat je-
der Punkt, den wir daraus mit Zirkel und Lineal konstruieren konnen,
algebraische Zahlen als Koordinaten, und auch die Linge jeder konstru-
ierten Strecke ist algebraisch. Zur Quadratur eines Kreises mit gegebe-
nem (und daher algebraischem) Radius r miissen wir ein Quadrat mit
Seitenlidnge r+/7 konstruieren. Falls dies mit Zirkel und Lineal moglich
wire, miite r/7 und damit auch /7 und schlieBlich auch 7 selbst alge-
braisch sein. Aus der Transzendenz von 7 folgt somit die Unmoglichkeit
der Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal.

Ein erstes Problem beim Nachweis der Transzendenz von 7 ist eine
geeignete Definition von 7. Klassisch war 7 definiert als das Verhilt-
nis des Kreisumfangs zu seinem Durchmesser, aber es gibt bislang kei-
nen Transzendenzbeweis, der damit auskommt. Alle bekannten Beweise
gehen aus von der Beziehung e™ = —1.

1873 bewies CHARLES HERMITE die Transzendenz von e, danach erst
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1882 CARL LOUIS FERDINAND VON LINDEMANN die von 7. Fiir dessen
Beweis wird die Transzendenz von e nicht wirklich benétigt, allerdings
verwendete und erweiterte er HERMITES Methoden, so daf} sein Beweis
besser verstandlich wird, wenn wir zundchst den von HERMITE betrach-
ten.

CHARLES HERMITE (1822—-1901) war einer der bedeu-
tendsten Mathematiker des neunzehnten Jahrhunderts.
Zu seinen Resultaten zdhlen eine Vereinfachung des
ABELschen Beweises, dal Gleichungen fiinften Grades
im allgemeinen nicht durch Wurzelausdriicke gelost
werden konnen, die explizite Losung solcher Gleichun-
gen durch elliptische Funktionen, die er sodann auf
zahlentheoretische Probleme anwendete, der Nachweis,
dal e eine transzendente Zahl ist, eine Interpolations-
formel und vieles mehr. HERMITE galt als ein sehr guter
akademischer Lehrer; er unterrichtete an der Ecole Poly-
technique, dem College de France, der Ecole Normale
Supérieure und der Sorbonne.

CARL LoUIS FERDINAND VON LINDEMANN (1852-1939)
wurde in Hannover geboren und studierte in Gottin-
gen, Erlangen, wo er bei FELIX KLEIN promovierte, und
Miinchen. Danach besuchte er Universitidten in Oxford,
Cambridge, London und Paris, wo er unter anderem mit
HERMITE iiber dessen Transzendenzbeweis fiir e und
seine Versuche, diesen auf 7 auszudehnen diskutierte.
Wihrend HERMITE damit erfolglos blieb, fand LINDE-
MANN 1882 den Trick, der HERMITE noch gefehlt hatte
und konnte so mit dessen Methoden die Transzendenz
von 7 beweisen. Zunachst aber habilitierte er sich 1877
in Wiirzburg und wurde darauthin Professor zunéchst in
Freiburg, dann 1883 in Konigsberg und schlieBlich 1893 in Miinchen. Er hatte iiber
sechzig Doktoranden, darunter als wohl beriihmtesten DAVID HILBERT (1862—-1943). Auch
mathematische Seminare in ihrer heutigen Form gehen im wesentlichen auf ihn zuriick.

Die folgende Darstellung ist eine Vereinfachung der Beweise von HER-
MITE und LINDEMANN; sie folgt im wesentlichen dem Anhang zu Kapi-
tel 1 aus dem Buch

ANTOINE CHAMBERT-LOIR: Algebre corporelle, Les éditions de
I’Ecole Polytechnique, Palaiseau, 2005.
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Ausgangspunkt ist, fiir ein zunédchst beliebiges Polynom f € R[X] und
eine komplexe Zahl z, das Integral

1
I(f,z)=/zez(1_“)f(zu)du.
0

Sein Wert kann iiber Funktionswerte von f und seinen Ableitungen f*
berechnet werden:

Lemma: Fiir ein Polynom f € R[X] vom Grad d ist
d d

I(f,)=¢) fP0) - 7).
=0 =0
Beweis durch Induktion nach d: Fiir d = O ist f konstant; es gibt also ein
c € R mit f(z) = cfiir alle z € R. Dann ist

1

)

Fiir d > 0 fiihren wir das Integral durch partielle Integration auf I(f’, 2)
zuriick: Der Integrand ist das Produkt von f(zu) mit ze”1=% und wie
wir beim Fall d = 0 gesehen haben, ist ze*!~% die Ableitung von
—e*1=% pach w. Somit ist

1 1
I(f,2)= /czez(l_“) du = ce® / ze *" du = ce? ( — e *
0

0
=ce’(—e “+1)=—c+ce® =€ f(0) — f(2),

wie behauptet.

1 1

+/zez(1_“) - f(zu) du
0

0
=—f)+e fO)+I(f,2).

f ist ein Polynom vom Grad d — 1; nach Induktionsannahme ist daher

I(f,2)= — """ f(zu)

d—1 d—1 d d
I(f2)=e” ) fUP0) =) I =e" )Y fP0-> ).
7=0

j7=0 J=1 =1
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Um I(f, z) zu bekommen, miissen wir nach der vorangehenden Formel
noch — f(z) +e” f(0) addieren; dadurch bekommen die beiden Summen
rechts noch ihren Term zum Index j = 0, was die behauptete Formel
beweist.

|
Die grundsitzliche Strategie bei den Transzendenzbeweisen fiir e und 7
besteht darin, da3 uns die Annahme, eine Zahl sei algebraisch, fiir
geeignete Polynome f und geeignete Zahlen z untere Schranken fiir
den gerade hergeleiteten Ausdruck liefert. Diese konnen wir dann ver-
gleichen mit oberen Schranken fiir geeignete Summen solcher Integrale
und dabei auf einen Widerspruch hoffen.

Fiir die Konstruktion unterer Schranken im Falle der Ableitungen in
obiger Formel ist vor allem die folgende elementare Aussage niitzlich:

Lemma: Fiir ein Polynom f € Z[ X] sind alle Koeffizienten der r-ten
Ableitung durch r! teilbar. Insbesondere sind damit auch alle Werte
von f)(x) an ganzzahligen Stellen « durch r! teilbar.

Beweis: Durch r-malige Ableitung wird der Summand a; X J von f im
Falle » > 0 zu Null, ansonsten zu

(= =D)( = =2) G~ Dj ;X" = “@ .

Da sowohl die Binomialkoeffizienten als auch alle a; ganze Zahlen sind,

sind alle Koeffizienten von ™ durch r! teilbar. .
Eine obere Schranke fiir I(f, z) ist leicht zu finden: Der Betrag des
Faktors ze*! =" ist fiir alle u € [0, 1] kleiner oder gleich |z - el*!, also
ist der Betrag des Integranden hochstens gleich dieser Zahl mal dem
Supremum von |f(zw)| im Intervall [0, 1]. Um eine Schranke fiir das
Integral zu bekommen, miissen wir nur noch mit der Linge eins des

Integrationsintervalls multiplizieren und erhalten
Lemma: |I(f,2)| < |z| - e*! $SUpP, 0, 1 | f(zw)] -
|

Damit haben wir im wesentlichen alles beisammen, um die Transzen-
denz von e zu beweisen:
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Satz von HERMITE: e ist transzendent.

Beweis: Andernfalls mii3te e Nullstelle eines Polynoms f € Z[ X] sein,
also etwa
f(e):aded+ad_1ed_‘ +---+ae+a;=0 mit a; € 7z .

Dabei konnen wir annehmen, daf3 a, nicht verschwindet, denn andern-
falls konnen wir so lange durch e dividieren, bis wir ein Polynom mit
ay # 0 erhalten. Wir wollen uns iiberlegen, dal die Annahme f(e) =0
auf einen Widerspruch fiihrt.

Dazu betrachten wir fiir jede Primzahl p das Polynom
fp=XPTIX = 1P (X = )P
vom Grad (d + 1)p — 1 und die Zahl
J, = agl(f,,0)+a I(f,, D+ +a,I(f,,d).

Wie wir oben nachgerechnet haben, ist fiir z = k

(d+1)p—1 (d+1)p—1
I(f,ky=e" > PO - > Pk,
5=0 4=0

Die erste Summe ist unabhédngig von k; wenn wir also iiber £ sum-
mieren, um Jp zu bestimmen, konnen wir diese Summe ausklammern
und erhalten
(d+1)p—1 d (d+Dp—1
= 2 B0 Zake T 2 W
§=0
(d+1)p—1

_ Z a, Z f(])(k) :
k

. d
denn nach unserer Annahme verschwindet f(e) =), _ a,e”.

Nach Konstruktion von f,, verschwinden auch alle fz()j (k) firl < k <d
und j = 0,...,p — I, denn k ist ja eine p-fache Nullstelle von f,.
Fiir j > p wissen wir immerhin nach dem obigen Lemma, dal} alle
Funktionswerte von f) an ganzzahligen Stellen Vielfache von j! und
damit insbesondere auch von p! sind.
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Da die Null nur eine (p— 1)-fache Nullstelle von f, ist, verschwinden nur
die Werte fl(,j )(0) mit j < p— 1, und nach obigem Argument sind die mit
§ > p durch p! teilbar. Uber f]gp ~1(0) wissen wir noch nichts. Hier hilft
uns die Verallgemeinerung der LEIBNIZ-Regel auf hohere Ableitungen,
die man entweder aus der Analysis kennt oder durch Induktion mit Hilfe
der klassischen Produktregel beweist: Fiir > 1 und zwei mindestens r
mal differenzierbare Funktionen u, v ist

T
() =" (7"> WDy
J

7=0

Dies wenden wir an auf u = X? ' und v = (X — 1)P--- (X — d)? und
r = p — 1. Alle Ableitungen von u auler der (p — 1)-ten verschwinden
an der Stelle Null; daher 1st

p—1

fﬁ””@)=@wﬁ%”®)=§:<p;1>u@”'”®ﬂﬂkm
j=0

= u®P(O0(0) = (p = DI=1F -+ (=d)” = (p— D! - (=)™,
und das ist fiir p > d eine nicht durch p teilbare Zahl. In der Summe

d (d+1)p—1

J==D a Y [
k=0 3=0

ist dann also jeder nichtverschwindende Summand durch p! teilbar mit
der einzigen moglichen Ausnahme von q, fl(,p_l)(O), der genau dann
durch p! teilbar ist, wenn a, Vielfaches von p ist. Fiir p > |a,| ist das
nicht der Fall; daher ist fiir alle hinreichend groB3en Primzahlen p

J, = (=D ay(p — 1)!d!P # 0 mod p! .

Kiirzen durch (p — 1)!, was nach obiger Rechnung auch fz()p ~D(0) teilt,
macht daraus

h (=)~ qyd!? 2 0 mod p
(p—D! ' '

Insbesondere ist J,, /(p— 1)! damit auch selbst ungleich Null. Da es eine
ganze Zahl ist, muf} es mindestens Betrag eins haben, d.h. (p—1)! < ‘ Jp ‘ )
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Um dies zu einem Widerspruch zu fiihren, verwenden wir das Lem-
ma vom Beginn des Paragraphen iiber eine obere Abschitzung fiir die
Integrale I(f, z): Danach ist

I(f, k)| <k-e*- sup |f(kw)|=Fk-e* sup |f, (@) .
u€e[0, 1] z€[0, k]

Die Schranke auf der rechten Seite ist offensichtlich monoton wachsend
in k; daher ist

I(f,, k)| <d-e’- sup |f,(@)]
z€[0, d]

flirk=1,...,dund
I, <INl -d-e? - sup |f (@),
z€[0, d]

wobei || f||; = |ao| + - - - + |ay| die L'-Norm jenes hypothetischen Poly-
noms f ist, das in e verschwindet.

Bleibt noch die Abschitzung der rechten Seite durch eine Funktion
von p. Dazu zerlegen wir f,, wieder in ein Produkt

for=XP7lg? mit g=(X — )X —2)--(X —d).

Im Intervall [0, d] ist |x| < d, und |g(x)| nimmt irgendwo sein Maxi-
mum M an. Somit ist

sup | f,(2)| < P~ MP
z€[0, d]

fiir alle p und
T < £l -d- et = M = || £l dMy < (1], de’M)”

fiir alle Primzahlen p. Zusammen mit der obigen Abschitzung zeigt
dies, daB fiir ¢ = || f||,de’ M und alle hinreichend grofen Primzahlen p
gilt

p—DI<|J,| <.
Das kann aber nicht sein, da (p — 1)! schneller wichst als jede p-te
Potenz. Genauer ist nach der STIRLINGschen Formel

_1\!
(p—l)!rv(pTl) Var
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sobald (p — 1)/e hinreichend viel groBer als c ist, kann die Ungleichung
also unmoglich richtig sein. Damit fiihrt die Annahme, e sei Nullstelle
eines Polynoms mit ganzen Koeffizienten, zu einem Widerspruch, und

die Transzendenz von e ist bewiesen. .

Der Beweis fiir die Transzendenz von 7 ist aufwendiger. Wie man heute
weil, bilden Funktionen wie die Exponentialfunktion algebraische Zah-
len, abgesehen von offensichtlichen Ausnahmefillen wie e’ = 1, nie auf
algebraische Zahlen ab. Da e™ = —1 algebraisch ist, kann daher 7¢ und
damit auch 7 nicht algebraisch sein. Der urspriingliche Beweis von LIN-
DEMANN konnte nicht auf solche allgemeinen Resultate zuriickgreifen,
verwendete aber auch die Beziehung ™ = —1.

Wie HERMITE arbeitete er mit Integralen der Form I(f,z), aber er
definierte die Summen Jp nicht wie HERMITE, indem er die Koeffizien-
ten eines hypothetischen Polynoms mit Nullstelle e bzw. 7 verwendete,
sondern er arbeitete mit den sdmtlichen Nullstellen eines solchen Poly-
noms. Um Summen iiber die Nullstellen eines Polynoms typographisch
einfach darstellen zu konnen, definieren wir

Definition: f € C[X] sei ein Polynom vom Grad d mit den (nicht
notwendigerweise verschiedenen) Nullstellen z,, ..., z;,und g:C — C
sei eine beliebige Funktion. Dann setzen wir

d

d
> 9 d;z;g(zﬂ und [T 9() = o).
-

JF(2)=0 f(2)=0 j=1

Wenn f ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist, sind die Null-
stellen z; algebraische Zahlen, und die Werte g(z;) werden im allge-
meinen keine ganze Zahlen sein. Trotzdem gilt

Lemma: Fiir f =a,X%+ay, X% '+...4+a,X +aymita; € Zund
ein weiteres Polynom g € Z[X] vom Grad n ist ag D ¢, 9(2) eine
ganze Zahl.

Beweis: Unter einer Permutation der Nullstellen von f @ndert sich in der
Summe nur die Reihenfolge der Summanden; ) F(z)=0 9(2) 1st also ein
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symmetrisches Polynom in den Nullstellen von f. Nach dem Hauptsatz
tiber symmetrische Funktionen 146t sich dieses schreiben als Polynom
mit ganzzahligen Koeffizienten in den elementarsymmetrischen Funk-
tionen der Nullstellen und damit nach dem Wurzelsatz von VIETE als
Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten in den Koeffizienten des Po-
lynoms f/a,. (Der Wurzelsatz von VIETE gilt nur fiir Polynome mit
hochstem Koeffizient eins.) Da ) f(»)=0 9(2) als Polynom in den Null-
stellen z; von f hochstens den Grad n hat, hat auch dieses Polynom
in den Koeffizienten a,/a,; von f/a, hochstens den Grad n. Durch
Multiplikation mit a}; erhalten wir daher ein Polynom mit ganzzahligen

Koeffizienten in q), . . ., a; und damit eine ganze Zahl.
|

Der erste Schritt im Beweis der Transzendenz von 7 zeigt, daf} die
entsprechende Aussage fiir eine Summe von Exponentialfunktionen
hochstens dann gelten kann, wenn die Summe verschwindet:

Lemma: Fiir ein Polynom f € Z[X] mit f(0) # 0 kann
>
f(z)=0

keine von Null verschiedene ganze Zahl sein.

Beweis: Angenommen, die Summe wire N € Z \ {0}. Wir wihlen
eine (beliebige) Primzahl p und betrachten das Polynom g = XP~! f?
aus Z[X]. Wenn wir den Grad von f mit d bezeichnen, hat es den Grad
m=p—1+pd = p(d+1)— 1. Wir verwenden wieder eine Summe
gewisser der von HERMITE eingefiihrten Integrale, hier

Iy = Z 1(g,z2).
f(z)=0
Nach der oben bewiesenen Abschitzung ist

1(g,2)| < |z e*l sup |g(zuw)| .
u€e[0,1]

Da f ein Polynom ist, ist |f(zu)| eine stetige Funktion von u und
nimmt daher auf dem kompakten Intervall [0, 1] ein Maximum M, an.
Der Betrag von uz ist dort kleiner oder gleich |z|. M, bezeichne das
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Maximum der Betrdge simtlicher Nullstellen von f, falls dieses grof3er
oder gleich eins ist, und eins sonst. Entsprechend sei /3 das Maximum

der el?! , mindestens aber eins. Dann ist
1(g,2)] < My - My~ ME™" - M < (M, M, My)P
und !Jp < d(M,; M, M;)P < (dM,M,M;)?. Es gibt daher eine reelle

Zahl M, fiir die gilt
| < v

Um auch eine untere Schranke zu bekommen, beginnen wir wieder mit
der expliziten Formel fiir den Wert von (g, 2):

I(g,2)=¢") gP0)=> ¢ ).
=0 =0

Summation iiber alle Nullstellen von f fiihrt auf

J,= ) IHg,2=| > € z;g@(())— > 4@
pn

f(z)=0 f(2)=0 f(2)=0 j=0
m m
=N> 0= Y 490,
J=0 J=0 f(2)=0

wobei /N nach unserer Annahme eine von Null verschiedene ganze Zahl
ist. Da Null eine (p — 1)-fache Nullstelle von ¢ ist, verschwindet ¢“/’(0)
fiir j < p — 1. Fir 5 = p — 1 wenden wir wieder die verallgemeinerte
LEIBNIZ-Regel

r

()" = Z (;) uPpTr=F

k=0
an; hier fir u = X?~! v = fP und wv = g. Da «"%(0) fiir j < p — 1
verschwindet und «*~P(0) = (p — 1)! ist, folgt
g*7P0) = (p — DIFO).
Fiir j > p schlieBlich wissen wir, daB ¢"’(0) durch j! teilbar ist, also
insbesondere durch p!. Es gibt daher eine ganze Zahl A ,, so daB gilt

> gD =@ —DIFOP +plA, .
=0
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Zur Untersuchung der Doppelsumme im Ausdruck fiir .J,, beachten wir,
daB} jede Nullstelle z von f eine p-fache Nullstelle von g ist. Daher
verschwindet ¢V)(z) fiir j < p. Fiir j > p sind alle Koeffizienten von
¢ durch j! teilbar, also insbesondere durch p!. Es gibt daher Polynome
g; € ZIX], so daB gv) = plg; ist. Wie ¢ hat auch g; dem Grad m — j.
Nach dem vorigen Lemma ist daher a;’ln_j > f(z)=0 9;(%) eine ganze

Zahl, und
ag ™l Y gD =al T Y g(2)
f(z)=0 f(z)=0
ist eine durch p! teilbare ganze Zahl. Fiir j > p ist a;’tn_j ein Teiler
von a;""; daher ist ay " D0 g ¢dY9(2) fiir alle j > p eine durch p!

teilbare ganze Zahl. Es gibt somit eine ganze Zahl B, derart, daf}

—a&”_pi > 97 = —a&”‘pi Y ¢9()=p!B,

J=0 f(2)=0 j=p f(2)=0
ist. Insgesamt erhalten wir so die Formel

! p | | Bp
Jp = N((p = DIOF +pl4,) +p! 255
d

B
= N(p — D! fO) + p! (NAP + mfp) .
aq
Multiplikation mit ¢, ~” und Division durch (p — 1)! fiihrt auf
m—p

ad m— m—
(p—l)!Jp:Nad Pf0)+p(Nay "A,+B,)),

und das ist eine ganze Zahl. Der Grad m von g ist (d + 1)p — 1, also ist
m—p=dp—1

Nach unseren Annahmen sind N, a,; und f(0) allesamt von Null ver-
schieden; es gibt daher hochstens endlich viele Primzahlen, die eine
dieser drei Zahlen teilen. Fiir jede andere Primzahl p ist diese ganze
Zahl nicht durch p teilbar und damit insbesondere von Null verschieden.
Sie hat daher mindestens den Betrag eins, was auf die Abschitzung
@p—-D! (-1

m—p dp—1
aq Qg

|| 2
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fiihrt, denn der Grad m von g ist (p + 1)d — 1. Wie wir bereits gezeigt
haben, ist andererseits ]Jp‘ < MP fiir eine geeignete Konstante M
daher ist

! M)P
<MP und (p— 1y < et
a4 aq

fir jede hinreichend grof3e Primzahl p. Da (p — 1)! schneller wichst als

jede p-te Potenz, fiihrt das auf den gesuchten Widerspruch. .

Nach diesen Vorbereitungen folgt nun recht schnell der Satz von LIN-
DEMANN:

Satz: 7 ist transzendent.

Beweis: Wire 7 algebraisch, so wire auch 7 algebraisch; es gibe also
ein irreduzibles Polynom f € Z[X], das i als Nullstelle hitte. Sein
Grad sei d, und die (komplexen) Nullstellen von f seien z,,..., z,. Da
7 zu diesen Nullstellen gehort, ist

d
H (1+eZ):H(1+er):0.
1

f(2)=0 J=

Ausmultipliziert wird das zu
d
S 2 2,
e€{0,1}4

Die 2% Summen 3" e ;2; sind die Nullstellen des Polynoms

d
F, = H X—Zsjzj ,
j=1

e€{0,1}4

dessen Koeffizienten nach VIETE die elementarsymmetrischen Funktio-
nen in diesen Summen sind.

Eine Permutation der Nullstellen 2, ..., z; von f permutiert auch die
Nullstellen ) €2, von Fy; daher lassen sich die Koeffizienten von F,
nach dem Hauptsatz iiber symmetrische Polynome als Polynome in den
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elementarsymmetrischen Funktionen in den z; schreiben, also als Po-
lynome in den Koeffizienten jenes normierten Polynoms, das die z; als
Nullstellen hat. Da f nicht als normiert vorausgesetzt war, sind dies
nicht die Koeffizienten von f, sondern die von f/a, wobei a,; den
filhrenden Koeffizienten von f bezeichnet. Die Koeffizienten von F,
sind somit rationale Funktionen der Koeffizienten von f, und da letztere
ganzzahlig sind, folgt, daB3 alle Koeffizienten von F, in Q liegen. Mul-
tiplizieren wir I, mit deren Hauptnenner und dividieren wir durch die
groitmogliche X -Potenz X9, erhalten wir ein Polynom P € Z[ X ] mit
P(0) # 0, das alle nichtverschwindenden Summen ) _ & ;2; als Nullstel-
len hat.

Nun ist einerseits

> DRELLE []a+en=o0,

e€{0,1}4 f(2)=0

andererseits 1st

Z et 597 Z e” = qe’ + Z e =q+ Z e

e€{0,1}4 Py(2)=0 P(z)=0 P(z)=0

Wenn alle ¢ j verschwinden, ist die Summe der ¢ % gleich Null; daher
ist ¢ > 1. Zusammen mit den beiden letzten Formelzeilen folgt

Y ef=—qez\{0},

P(z)=0

was nach dem vorigen Lemma unmdglich ist. Die Annahme, 7 sei

algebraisch, fiihrt daher zu einem Widerspruch, d.h. 7 ist transzendent..

§6: Endliche Korper

Da jeder Korper der Charakteristik Null den Korper der rationalen Zah-
len enthilt, haben endliche Korper £ notwendigerweise positive Charak-
teristik. Ist char k = p, so enthélt k einen zu I, isomorphen Teilkorper,
das Bild des kononischen Homomorphismus Z — k&, und ist somit iso-
morph zu einem F,-Vektorraum. Die Elementanzahl eines endlichen
Korpers ist somit stets eine Primzahlpotenz.
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Wie wir in §2 gesehen haben, ist die Abbildung

E—Ek
"
x — xP
fir jeden Korper der Charakteristik p ein Homomorphismus, der soge-
nannte FROBENIUS-Homomorphismus. Wenn wir ihn  mal hintereinan-
der ausfiihren, erhalten wir die Abbildung, die jedes Element z € k

auf 2P abbildet; auch sie ist natiirlich ein Homomorphismus, den wir
mit F'" bezeichnen.

Ein Homomorphismus eines Korpers in einen Korper ist stets injektiv.
Das gilt natiirlich auch fiir die Homomorphismen F": k — k. Im Falle
eines endlichen Korpers k folgt aus der Injektivitit die Surjektivitit, in
diesem Fall ist F"" also ein Automorphismus von k. Fiir die Korper I,
konnen wir den kleinen Satz von FERMAT auch so formulieren, daf3 £
(und damit auch jedes F") die identische Abbildung ist.

Aus §3 des vorigen Kapitels wissen wir, daf} die multiplikative Gruppe
eines endlichen Korpers stets zyklisch ist. In einem Korper k& mit p™
Elementen hat sie die Ordnung p™ — 1, so da} es ein Element x der
Ordnung p" — 1 geben muB. Dieses ist natiirlich, genau wie alle seine
Potenzen, eine Nullstelle des Polynoms X P"=1 _ 1; da dessen Grad
gleich der Elementanzahl der multiplikativen Gruppe von k ist, besteht
diese somit genau aus den Nullstellen dieses Polynoms. Insbesondere
ist k£ ein Zerfallungskorper von X? “~1_1,unddaalle Zerfallungskorper
eines festen Polynoms zueinander isomorph sind, sind auch alle Korper
mit p" Elementen zueinander isomorph.

Da das Polynom X? “~1 _1 alle Elemente auBer der Null als Nullstellen
hat, hat X?" — X alle Elemente eines Korpers mit p™ Elementen als Null-
stelle; somit ist die n-te Potenz F"* des FROBENIUS-Automorphismus
gleich der Identitét auf &.

Mit dieser Bemerkung konnen wir auch leicht einsehen, dal} es zu je-
der Primzahlpotenz p™ einen Korper mit p™ Elementen gibt: Wir bilden
zunédchst tiber F), den Zerféllungskorper des Polynoms X Pl
er enthdlt alle Nullstellen dieses Polynoms und natiirlich auch die
Null. Diese Elemente bilden zusammen einen Teilkorper, ndmlich den
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Fixkorper von F'". Da der Zerfiallungskorper der kleinste Korper ist, der
alle Nullstellen enthilt, ist er gleich dieser Menge aus p" Elementen.

Zusammenfassend konnen wir festhalten

Satz: Fiir jede Primzahlpotenz p" gibt es Korper mit p" Elementen;
sie sind alle zueinander isomorph. Fiir jedes Element = eines solchen
Korpers ist x¥ = z, die n-te Potenz des FROBENIUS-Automorphismus

1st also die Identitit. .

Wir bezeichnen ,,den” Korper mit p" Elementen mit Fpn.

Falls der Korper . einen der Korper F .. enthilt, ist er ein F,m-
Vektorraum; daher ist p" eine Potenz von p™, d.h. m muf ein Teiler
von n sein. Ist umgekehrt m ein Teiler von n, so folgt aus = = 1,
daB auch =™ = 1 ist, d.h. jede Nullstelle von X™ — 1 (im Zerfallungs-
korper F ) ist auch eine Nullstelle von X™ — 1, so daB X™ — 1 ein
Teiler von X" — 1 ist und der Zerfiallungskorper von X™ — 1 einen
Zerfdllungskorper von X™ — 1 enthilt, d.h. [F,,., istin .. enthalten.

Fpm ist der Fixkorper unter F'""*; daher ist die Erweiterung [ pn / Fpm GA-
Lo1Ssch. Die GALOIS-Gruppe wird erzeugt von F''*; da F'™ die Identitét
auf ¥, 1st, ist diese eine zyklische Gruppe mit n /m Elementen.

Zum expliziten Rechnen in einem Koérper F,» muB dieser zunéchst
irgendwie konkret als Vektorraum iiber I, dargestellt werden; in [,
konnen wir schlieBlich rechnen. Wir wissen, daf3 Fpn aus IFp entsteht
durch Adjunktion eines erzeugenden Elements x der Gruppe F;n ; dadie
Korpererweiterung den Grad n hat, ist z Nullstelle eines irreduziblen
Polynoms vom Grad n iiber F,. Ist umgekehrt f ein irreduzibles Po-
lynom vom Grad n, so ist ¥ » [X1/(f) iiber F » eine Korpererweiterung
vom Grad n, hat also p" Elemente und ist somit isomorph zu F ..

Wenn wir also ein irreduzibles Polynom f € F » [X] vom Grad n ge-
funden haben, konnen wir IFpn 1dentifizieren mit IFp[X 1/(f), und dort
konnen wir die Elemente identifizieren mit den Polynomen aus Fp [X]
vom Grad kleiner n. Die Addition und Subtraktion sind problemlos, bei
der Multiplikation erhalten wir im allgemeinen allerdings ein Polynom
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vom Grad n oder grof3er. Dieses muf3 dann ersetzt werden durch seinen
Rest bei der Division durch f. Multiplikative Inverse schlielich lassen
sich mit Hilfe des erweiterten EUKLIDischen Algorithmus bestimmen:
Ist das Element = # 0 aus I . gegeben durch das Polynom g € F,[X]
vom Grad kleiner n, so sind f und g teilerfremd, da ¢ # 0 und f irre-
duzibel ist. Daher gibt es Polynome ¢g*, f* mit deg ¢* < deg f = n und
deg f* < degg, sodaB gg* + ff* = 1 ist. Modulo f ist somit gg* = 1.

Die Computeralgebra kennt, insbesondere fiir Polynome aus I, [X],
effiziente Faktorisierungsverfahren; man kann sich daher irreduzible
Polynome vom Grad n iiber IFp verschaffen, indem man das Polynom

XP' 1 ¢ Fp [ X ] 1n seine irreduziblen Faktoren zerlegt und einen der
Faktoren vom Grad n auswihlt. Wegen der Existenz des Korpers I,
muf} es mindestens einen solchen Faktor geben, oft gibt es aber mehrere,
die aber alle zu zueinander isomorphen Korpern fiihren.

Im Falle des Korpers IF,54, der sowohl fiir den Advanced Encryption
Standard AES als auch fiir die Fehlerkorrektur auf CDs und DVDs
verwendet wird, lassen sich die Faktoren von X*>° — 1 iiber I, per
Computer leicht bestimmen. Wie sich zeigt, haben dreiflig davon den
Grad acht, den wir fiir einen Korper mit 256 = 28 Elementen brauchen.
ZweckmaiBigerweise sollten wir einen wihlen, der das Rechnen modu-
lo diesem Polynom mdoglichst einfach macht; insbesondere sollte das
verwendete Polynom moglichst wenige Terme habe.

Dreizehn der dreifig Polynome haben sieben nichtverschwindende
Terme, die restlichen siebzehn nur fiinf. Wir wihlen natiirlich eines der
letzteren. Alle diese Polynome haben, wie jedes Polynom vom Grad acht
tiber IF,, den fithrenden Term X 8. danach folgen vier weitere Terme. Bei
der Reduktion modulo einem solchen Polynom P = X® + Rest benutzt
man, daf} dann

X% = Rest, X° = X - Rest,

ist; dies wird umso hédufiger mehrfach angewandt werden miissen, je
hoheren Grad das Polynom Rest hat. Am effizientesten kann man also
rechnen, wenn das Polynom Rest den kleinstmoglichen Grad hat. Bei
unseren siebzehn Kandidaten ist dies der Grad vier; er kommt zweimal
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vor, namlich bei

X+ X'+ X°+X+1 und XP+X*'+X°+X*+1.
Das erste dieser Polynome wird fiir AES verwendet, das zweite bei der
Fehlerkorrektur auf CDs.

Die genaue Festlegung fiir das Rechnen in F,o, = F5 fiir die Zwecke
von AES ist folgende: Wir schreiben ein Byte als (a4, ag, . . . , ag) und
identifizieren es mit dem Polynom

X +a X+ +a; X +q,;
das Byte 0000 0010 entspricht also X.
Der Einfachheit halber schreiben wir Bytes meist als zweiziffrige Hexa-

dezimalzahlen: Im betrachteten Beispiel wire das 02,,, und das Byte
AS,., = 10100101 entspricht dem Polynom X’ + X° + X? + 1.

Man beachte, da} trotz dieser Schreibweise die Addition und Multipli-

kation in [, natiirlich nichts mit der Addition und Multiplikation von

Hexadezimalzahlen zu tun haben. Zwar ist 01,., + 02,., = 03,.,, aber

Olhex + Olhex = Oohex und Oshex + 04hex = Olhex'

Zur Berechnung von A5, ., - 01,., miissen wir das Polynom
XT+X°+X2+1D)- X=X+ X0+ X3+ X

berechnen und modulo m(X) = X 8+ X*+ X3 + X + 1 reduzieren. Da

Xmodm(X)=X*+X>+X%+1
ist (in [F, ist —1 = 1), ist dies
X+ X+ X2+ D+ X+ X+ X)) =X+ X*+ X+ X +1.
Somit ist A5, ., - 01} = 56pex-

Trotz der Wahl des optimalen Polynoms ist die Multiplikation also im-
mer noch erheblich aufwendiger als die Addition.

§7: Mehr iiber Einheitswurzeln

Die n-ten Einheitswurzeln spielen eine wesentliche Rolle bei der Kon-
struktion des regelméBigen n-Ecks mit Zirkel und Lineal, und wir wir
gerade gesehen haben, sind auch alle Elemente aufler der Null im Kor-
per mit p" Elementen (p" — 1)-te Einheitswurzeln. Es liegt daher nahe,
Einheitswurzeln etwas genauer zu betrachten.
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Definition: Fiir einen Korper k bezeichnen wir
,un(k):{azek ‘ x”zl}

als die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln von k. Der Zerféallungskorper
des Polynoms X™ — 1 iiber k heilit der n-te Kreisteilungskorper tiber k
und wird mit k,, bezeichnet.

{,,(k) ist in der Tat eine Gruppe, denn natiirlich enthilt sie die Eins,
und ist 2" = y" = 1, so ist auch (zy)" = z"y" = 1. Auch das inverse
Element » ' liegt in p,,(k), denn (z7')" = 27" = (g:”)_l =1.

Fiir £ = Q und k£ = R beispielsweise haben wir

{1} fiir ungerade n

17 (Q) = 1, (R) = { {1,—1} fiir gerade n

Deutlich groBer ist
(€)= {9/ j=0,...,n—1}.

Fiir endliche Korper ist p, _(F,) = F; nach dem kleinen Satz von
FERMAT. Da die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers zyklisch
ist, gilt allgemeiner auch p1,,. _(F,.) = F %, aber pi,m (F ) = {1} fiir
alle m, denn 27 = z fiir alle z, so daB fiir z # 1 auch 27 nicht gleich
eins sein kann.

Lemma: Falls die Charakteristik von & kein Teiler von n ist, ist p,,(k,,)
eine Gruppe der Ordnung n. Ist n = p"m mit einer zu p = char k teiler-
fremden Zahl m, so ist u,,(k,) = i,,(k,,) eine Gruppe der Ordnung m.

Beweis: Falls n kein Vielfaches der Charakteristik ist, ist die Ableitung
nX" ! des Polynoms X" — 1 nicht das Nullpolynom. Da n X"~ nur
fiir z = 0 verschwindet, X" — 1 dort aber den Wert —1 annimmt, gibt es
keine gemeinsame Nullstelle des Polynoms mit seiner Ableitung, so daf3
alle Nullstellen von X™ — 1 einfach sind. Da k,, der Zerféllungskorper
dieses Polynoms ist, hat es dort also n verschiedene Nullstellen.

Istn = p"mundchark = p,soist(X™—1)P" = X™" —1P" = X" 1,
und X" — 1 hat, da p kein Teiler von m ist, m verschiedene Nullstellen.

Jede dieser Nullstellen ist eine p”-fache Nullstelle von X" — 1. .
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Als néchstes wollen wir uns iiberlegen, dal u,, (k) stets eine zyklische
Gruppe ist. Wir betrachten zunidchst Korper £ der Charakteristik Null. Da
diese Q als Teilkorper enthalten, ist auch Q,, ein Teilkorper von k,,. Da
sowohl 1(Q,,) als auch u(k,,) die Ordnung n hat, ist p,,(k,,) = 1,,(Q,,).
Somit ist p,,(k,,) genau dann zyklisch, wenn p,,(Q,,) zyklisch ist. Da
C algebraisch abgeschlossen ist und Q,, enthilt, ist auch x,(Q,,) =
,,(C), und letzteres ist eine zyklische Gruppe, die von e?mi/m erzeugt
wird. Somit ist p,,(k,,) in Charakteristik Null stets zyklisch. p,, (k) als
Untergruppe davon ist ebenfalls zyklisch nach dem folgenden

Lemma: Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

Beweis: Die zyklische Gruppe G sei erzeugt vom Element g € G, und
U sei eine Untergruppe. Falls U nur aus dem Neutralelement besteht, ist
U zyklisch. Andernfalls enthélt U Potenzen ¢g" mit n > 0; der kleinste
vorkommende positive Exponent sei s. Fiir jedes Element g™ von U
konnen wir m mit Rest durch s dividieren und erhalten eine Gleichung
m =gs+rmit0 < r < s. Mit ¢" und g% = (g°)" liegt auch
g =¢g"g % in U, wegen der Minimalitdt von s muf} daher r = 0 sein.
Somit ist ¢""* eine Potenz von ¢°, d.h. ¢° erzeugt die Untergruppe U.

Ist chark = p > 0, so enthdlt k£ den Korper I, als Teilkérper und &,

damit den Korper (Fp)n. Dieser ist ein endlicher Korper, und wie wir
aus Kapitel 3, §3, wissen, ist die multiplikative Gruppe eines endlichen

Korpers stets zyklisch. Damit ist auch ,un<(IFp)n> als Untergruppe
dieser multiplikativen Gruppe zyklisch, und da p,,(k,,) nach dem Lemma
die gleiche Ordnung wie ,un((Fp)n) hat, ist auch pu,,(k,,) zyklisch.
t,, (k) schlieBlich ist zyklisch als Untergruppe davon.

Definition: Eine n-te Einheitswurzel ¢ € p,, (k) heilit primitive n-te
Einheitswurzel, wenn es keine natiirliche Zahl d < n gibt, fiir die bereits
¢? = 1 ist. Die Menge der primitiven n-ten Einheitswurzeln wird mit
(i, (k) bezeichnet. Falls . (k,,) nicht leer ist, bezeichnen wir

¢, = [ -0

ceps (kn)
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als das n-te Kreisteilungspolynom iiber k.

Beispielsweise ist also 1, (R) = (), aber p;(C) = {i,—i}. Da C der
Zerfillungskorper von X 4 — liiber Rist, ist (X +i)(X — i) = X? + 1
das vierte Kreisteilungspolynom sowohl iiber R als auch iiber C.

Zumindest fiir k£ = Q sind wir dem n-ten Kreisteilungspolynom in ei-
nem anderen Zusammenhang bereits begegnet: Fiir den Satz von GAUSS,
wonach das regelméfBige n-Eck genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struiert werden kann, wenn (n) eine Zweierpotenz ist, betrachteten
wir einen irreduziblen Faktor des Polynoms X" — 1, der eine primiti-
ve n-te Einheitswurzel als Nullstelle hat, und zeigten dann mit einem
Argument von DEDEKIND, daf} dieser Faktor genau die primitiven n-
ten Einheitswurzeln als Nullstellen hat. Somit ist dieser Faktor, wenn
wir ihn auf fiihrenden Koeffizienten eins normieren, gerade das n-te
Kreisteilungspolynom @ .. Insbesonder folgt:

Satz: Das n-te Kreisteilungspolynom @, iiber QQ ist irreduzibel.
|

Sobald wir eine primitive n-te Einheitswurzel kennen, konnen wir leicht
auch alle anderen bestimmen nach dem folgenden

Lemma: Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung n und ist g ein
Erzeugendes von G, so ist ¢" genau dann ebenfalls ein Erzeugendes,
wenn r teilerfremd zu n ist. Ist also ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel,
so besteht s (k) genau aus den Elementen (" mit 0 < r < n und
ggT(n,r)=1.

Beweis: Ist r teilerfremd zu n, liefert uns der erweiterte EUKLIDische
Algorithmus ganze Zahlen «, (3, fiir die ar + Sn = 1 ist. Damit ist

B
g= gar+5n — (gr>0‘(gn) — (gr>0‘
eine Potenz von ¢", so daf sich jede Potenz von g auch als eine Potenz
von ¢g" schreiben 146t. Ist dagegen d ein positiver gemeinsamer Teiler
von r und n, so ist ar mod n fiir jedes o € Z durch d teilbar, so daf3
das Erzeugnis von ¢" keine Potenzen ¢g¢ enthalten kann, fiir die e kein

Vielfaches von d ist; insbesondere ist g keine Potenz von ¢".
|
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Korollar: Falls char k kein Teiler von n ist, enthélt . (k,,) genau p(n)
Elemente.

Beweis: Nach Kapitel 2 haben genau die zu n teilerfremden Elemente
von Z/n ein multiplikatives Inverses, und die EULERsche (-Funktion

gibt die Elementanzahl der primen Restklassengruppe (Z/n) ™ an,

Lemma: Istchark =0, so ist ®,, ein Polynom mit ganzzahligen Koef-
fizienten vom Grad ¢(n).

Beweis durch Induktion nach n.
Firn =1 hat ®, = X — 1 offensichtlich ganzzahlige Koeffizienten.

Nun sei n > 1; wir nehmen an, da ¢, fiir d < n in Z[X] liegt.
Ist ¢ € w,(k,) keine primitive n-te Einheitswurzel, so gibt es einen
echten Teiler d von n derart, da3 ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel

1st. Deshalb ist
xXr—1=]] e,
d|n

Nach Induktionsvoraussetzung sind die ®; mit d < n Polynome mit
ganzzahligen Koeffizienten; daher liegt auch

v, =]] 2,
d|

d<n

in Z[ X]. In Q[ X] haben wir eine Polynomdivision mit Rest; dort divi-
dieren wir X™ — 1 durch ¥, . Der Quotient sei (), und der Rest R ist
entweder das Nullpolynom oder ein Polynom, dessen Grad kleiner als
dervon ¥, ist. Da der fiihrende Koeffizient eines Kreisteilungspolynoms
nach Konstruktion stets eins ist, hat auch ¥, den fiihrenden Koeffizien-
ten eins, so daf} bei der Polynomdivision keine Nenner entstehen. Daher
liegen sowohl () als auch R in Z[ X ], und sie sind die einzigen Polynome
aus Q[ X ] mitdeg R < degW¥,,, firdie X" — 1 = Q¥,, + Rist. In Q[ X]
ist aber auch X" — 1 =& ¥ ,also mul R = 0 sein und ®,, = ) liegt
in Z[ X].
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Da &, den Grad p(d) hat, folgt aus der Formel X™ — 1 = [ &, durch
Gradvergleich, dal} dln

n=> o

dln
sein muB, beispielsweise ist also
6=006)+pB)+p2)+p(1)=2+2+1+1.
Die Formel erlaubt auch die rekursive Berechnung der Polynome @, :
o, =X-1
X*-1_ X°-1

@: :X 1
2= 7, T x—1 7
X3—-1 XxX*-1
o, = = =X’+X+1
35T, T X1 AT
X4 -1 X4 -1
@4: = X2+1

5, X-DX+1)
X’-1_ X -1
®,  X-1
X0 -1 X0 -1 _
C0,0,P;, (X -DX+DXZ+X+1)
X' -1 X'-1
d,  X-1
Xt —-1 X® -1
C0,0,d, (X - DX +D(X2+1)
und so weiter. Nach dem obigen Satz sind sie allesamt irreduzibel
in Q[X] und damit wegen ihrer Primitivitdt auch in Z[X]. Wenn wir
diese Polynome allerdings iiber einen Korper positiver Charakteristik
betrachten, miissen sie dort nicht irreduzibel sei: Uber [ ist beispiels-

weise (X +2)> = X?+4X +1 = X% + X + 1 eine Zerlegung von D,
und iiber 5 ist @5 = (X + 3)(X +5).

= X'+ X3+ X2+ X +1

@5=

D X2 -X+1

=X+ X+ X+ X+ X2+ X +1

¢7=

b =X*+1,

Auch iiber Erweiterungskorpern von Q miissen die Kreisteilungspoly-
nome natiirlich nicht irreduzibel sei; iiber C etwa zerfallen sie trivialer-
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weise in ein Produkt von Linearfaktoren. Die Irreduzibilitit von @, iiber
einem Korper £ hingt eng mit der GALOIS-Gruppe von k,, /k zusammen:

Lemma: Falls n kein Vielfaches von chark ist, ist k, /k eine GA-
LOISsche Erweiterung von k, und ihre GALOIS-Gruppe ist isomorph zu
einer Untergruppe von (Z / n)x. Sie ist genau dann gleich (Z / n)x,
wenn ®, in k[ X] irreduzibel ist.

Beweis: Falls n kein Vielfaches von char £ ist, konnen wir wie im Fall
k = Q argumentieren: Die Ableitung nX"~! von X™ — 1 ist dann nicht
das Nullpolynom und hat keine gemeinsame Nullstelle mit X" — 1;
daher ist X™ — 1 separabel und k,, / k als Zerfallungskorper eines sepa-
rablen Polynoms GALOISsch. Fiir jede primitive n-te Einheitswurzel ¢
ist k,, = k({), und jeder Automorphismus von k,, /k mufl { wieder auf
eine primitive n-te Einheitswurzel abbilden. Da sich diese als Potenz
von ( schreiben 148t mit einem zu n teilerfremden Exponenten, muf}
Aut(k,, / k) eine Untergruppe von (Z / n) * sein. Genau dann, wenn O3
in k[ X]irreduzibel ist, istk,, = k[X]/(®,,) und hat somit den Grad (n)
tiber £, so dall die GALOIS-Gruppe in diesem Fall ¢(n) Elemente hat
und damit ganz (Z/n) " sein mu8.

|

Speziell fiir einen endlichen Korper k& = [, konnen wir die GALOIS-
Gruppe explizit angeben:

Lemma: Ist k = F, mit ¢ = p”, und ist p kein Teiler von n, so ist

Aut(k,, / k) isomorph zur von ¢ mod n in (Z/n) " erzeugten zyklischen
Untergruppe.

Beweis: Nach dem vorigen Lemma ist die Erweiterung GALOISsch. Die
GALOIS-Gruppe einer endlichen Erweiterung von F_ ist zyklisch und
wird erzeugt von der r-ten Potenz des FROBENIUS-Automorphismus F'.
Fiir jede primitive n-te Einheitswurzel € ist k,, = F((), und ist dies der
Korper mit p® Elementen, so ist F3(¢) = (P = ( fiir jede primitive n-te
Einheitswurzel (. Also ist Cps_l = 1, so daBl n ein Teiler von p° — 1
sein muB. Ist s = ar, soist p° — 1 = ¢* — 1, d.h. in (Z/n)>< hat ¢
die Ordnung a. Da F . als I .-Vektorraum die Dimension a hat, ist
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dies auch die Ordnung der GALOIS-Gruppe, die somit isomorph ist zur
von ¢ mod n erzeugten Untergruppe der primen Restklassengruppe.

Um zu sehen, wie wir anhand der GALOIS-Gruppe die Zwischenkorper
von k,, /k explizit bestimmen konnen, brauchen wir zunichst ein allge-
meines Lemma iiber GALOISsche Erweiterungen. Ziemlich am Anfang
von §2 hatten wir fiir eine GALOISsche Erweiterung K /k die Spur S(z)
eines Elements x € K definiert als die Summe aller Bilder von x unter
den Elementen der GALOIS-Gruppe. Jetzt definieren wir etwas allgemei-
ner

Definition: Fiir eine Untergruppe H der GALOIS-Gruppe G der Kor-
pererweiterung K /k setzen wir

Sp() = > o).

oceH

Fiir H = G ist das gerade die Spur, und wie wir wissen, liegt S(x) stets
in k. Vollig analog konnen wir zeigen, daB Sy (x) im Fixkorper K
liegen muB, denn fiir jedes Element 7 € H ist

T(SH(:I:)) =T (Z 0(33)) = Z(TOU)(ZE) =Sy(T),

occeH occH
da die Multiplikation mit 7 eine bijektive Abbildung von H nach H ist.
Offensichtlich ist Sp: K — K H die Spurabbildung der GALOISschen
Erweiterung K /K H Tnsbesondere ist daher, wie wir in §2 gleich nach
der Definition der Spur gesehen haben, S;; nicht die Nullabbildung; es
gibt also Elemente x € K, fiir die S () nicht verschwindet. Au3erdem
ist Sy eine K H lineare Abbildung, denn fiir z € K undy € K ist

Spley)= Y oy =Y _ o@oy) =Y o@y=ySy),
ceH occH ceH

und als Spurabbildung ist .S;; natiirlich ein Homomorphismus beziiglich
der Addition. SchlieBlich ist Sy surjektiv, denn ist x € K ein Element
mit Sy (x) #0, so ist fiir jedes y € K7

Y Y

Su (SH(a:)x> = SH(a:)SH(x) =Y.

Daraus wiederum folgt
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Lemma: K/ seieine GALOISsche Erweiterung mit GALOIS-Gruppe G,
und H sei eine Untergruppe von G. Weiter sei {x,...,x, } ein Erzeu-
gendensystem von K als k-Vektorraum. Dann erzeugen die Elemente
Sy (x;) den Fixkorper K als k-Vektorraum.

Beweis: Wegen der Surjektivitidt von Sy gibt es zu jedem y € K H ein
x € K mit Sgy(z) = y. Als Element des k-Vektorraums K 146t sich
z schreiben als x = Y7, ¢;; mit ¢; € k. Als K -lineare Abbildung
ist Sy erst recht k-linear; somit ist

y=Sy(x)= Sy (Z Cz’%’) = Z c;Sy(x;) .

1=1 1=1

Damit 148t sich jedes Element von K als k-Linearkombination der

Elemente S (x;) darstellen, was die Behauptung beweist.
|

Fiir die Korpererweiterung k,, /k bilden die n-ten Einheitswurzeln ein
solches Erzeugendensystem, aber fiir n & 1 natiirlich keine Basis, denn
es gibt ja n verschiedene n-te Einheitswurzeln, aber der Grad von k,, /k
ist hochstens gleich ¢(n). In der Tat ist fiir jede n-te Einheitswurzel
¢ # 1 beispielsweise

1+¢+C+---+¢" =0,

denn multipliziert man diese Summe mit (, so erhilt man bis auf die
Reihenfolge der Summanden die gleiche Summe, d.h. das Produkt dieser
Summe mit 1 — ¢ ist Null. Im Falle ¢ # 1 folgt daraus, dall die Summe
verschwinden muf}. Weitere lineare Abhingigkeiten konnen sich etwa
auch dadurch ergeben, dal3 auBBer der Eins noch weitere Einheitswurzeln
bereits in £ liegen.

Die GALOIS-Gruppe von k,, /k ist eine Untergruppe von (Z/n) . Ist
etwa k = Qund n = 5, so ist Z/5 = F5 ein Korper; die prime Rest-
klassengruppe ist also zyklisch von der Ordnung vier. Sie wird erzeugt
von der Zwei, denn 2% = 4, 2° = 3 und 2* = 1. Die GALOIS-Gruppe ist

wegen der Irreduzibilitit von ®; iiber Q die gesamte Gruppe (Z/5) .
Schreiben wir k5 = Q(¢) mit einer primitiven fiinften Einheitswurzel ¢,

entspricht das Element j € (Z/5)” dem Automorphismus von ks/Q,
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der ¢ auf ¢’ abbildet. Die einzige echte Untergruppe H der GALOIS-
Gruppe hat die Ordnung zwei und wird erzeugt vom Quadrat dieses
Automorphismus, also der Abbildung, die ¢ auf ¢* = ¢! abbildet. Sie
bildet auch jede Potenz (" ab auf (™ "; der Zwischenkorper L vom Grad
zwel wird also erzeugt von den Elementen
Sy =¢"+¢ " firr=0,...,4.

Man beachte, da} diese Zahlen allesamt reell sind, denn fiir jede
komplexe Zahl z vom Betrag eins ist zZ = |z|° = 1. Somit ist
z+2 1 = 2+ 2 = 2Re z. Tatsdchlich erhalten wir nur drei verschiedene
Werte, denn wegen ¢ = 1 ist S5 (%) = S (¢*) und S5 (¢h = S (0.
Somit wird L als Q-Vektorraum erzeugt von den drei Zahlen 1, + (™!
und ¢? + (2. Da L/Q nur den Grad zwei hat, konnen diese allerdings
nicht linear unabhingig iiber QQ sein, und in der Tat folgt aus dem Ver-
schwinden von 1 + ¢ + ¢% + ¢ + ¢* nach Division durch ¢?, daB

2+ I+ ¢+ =1+ (C+CT )+ (P +¢H) =0
ist. Somit hat L als Q-Vektorraum beispielsweise die Basis bestehend
aus der Eins und aus ¢ + ¢,

Da L/Q eine quadratische Korpererweiterung ist, mufl ¢ + ¢ ~! einer
quadratischen Gleichung iiber Q geniigen. (¢ + ¢ _‘)2 =C+(2+2,
und wie wir gerade gesehen haben, ist ((*+ (7)) +1 = —(¢C+¢71).
Somit ist
C+T+(C+¢TH=1.

¢ + ¢! ist also eine Nullstelle des Polynoms X2 + X — 1, d.h. einer
der beiden Werte —% + %\5 Fiir ¢ = €™/ haben ¢ und (™' = (
positiven Realteil, so daB ¢ + ¢~! gleich %(\5 — 1) sein muf; fiir
¢ = e>2™/5 etwa wiire C+¢ !t = —% (\/5 + 1). In beiden Fillen ist
L=Q(¢+¢™") =Q(V5).

ks/L ist ebenfalls eine quadratische Erweiterung. Wenn wir von der
Einheitswurzel ¢ = €*™*/* ausgehen, ist sie wegen ( +¢ ™' = 1 (V5 — 1)
gegeben durch die quadratische Gleichung ¢* — (V5 —1)¢+1 = 0.

Deren Losungen sind

1—¢§iiﬂ\/5+¢§
4 4 ’
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wobei ¢ die Losung mit positivem Imaginirteil ist und ¢ ~' die mit dem
negativen. Der Korper ks entsteht also aus L durch Adjunktion von

V=2-vV5+5.

Fiir ¢ = e*™/3 erhalten wir ¢ und ¢! entsprechend als Losungen der
quadratischen Gleichung ¢* + (/5 +1)¢ + 1 =0, also

1+\5iiﬁVS—ﬁ
4 4 '

ks ist also auch gleich L(x/—2 VAR \/5)

Zusammenfassend konnen wir sagen, dal3 wir fiir alle primitiven fiinften
Einheitswurzeln sowohl den Realteil als auch den Imaginirteil explizit
durch Wurzelausdriicke dargestellt haben. Da wir mit Quadratwurzeln
ausgekommen sind, konnen wir an diesen Ausdriicken auch leicht eine
Vorschrift zur Konstruktion des regelméBigen Fiinfecks ablesen.

Fiir n = 7 wird die Situation schon deutlich komplexer: Die GALOIS-
Gruppe von k;/k = Q ist wieder wegen der Irreduzibilitit von @,
iber QQ die gesamte prime Restklassengruppe. (Z / 7) * wird aber nicht
von der Zwei erzeugt, denn 23 = 1 mod 7. Die Drei ist allerdings eine
primitive Wurzel modulo sieben, denn in (Z/7)” ist 3% = 2, 3° = 6,
3% = 4, 3% = 5 und 3° = 1. Die GALOIS-Gruppe wird somit erzeugt vom
Automorphismus 7, der jede siebte Einheitswurzel ¢ auf ¢ abbildet,
und sie ist isomorph zur zyklischen Gruppe 7 /6. Damit gibt es genau
zwel nichttriviale Untergruppen, eine der Ordnung drei und eine der
Ordnung zwei.

Die Untergruppe H der Ordnung drei wird erzeugt von 72 und enthilt
auch 7*. Wegen 7°(¢) = ¢* = CCund 7*(0) = 7*(77(()) = 77(¢*) = (ist
Sy (0) = ¢+ +(*. Dieses Element liegt im Fixkorper L = K von H,
aber nicht in QQ, denn wire es gleich einer rationalen Zahl ¢, so wire (
Nullstelle des Polynoms X P X X — q € Q[X], im Widerspruch
zur Irreduzibilitidt von @, iiber Q. Daher bildet ¢ + ¢? + ¢* zusammen
mit der Eins eine (Q-Basis von L und muf} Nullstelle eines quadratischen
Polynoms aus Q[X] sein. Dieses Polynom hat auch 7(¢ + ¢* + ¢*) als
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Losung, ist also nach VIETE
(X—(-C-X-C-C-")=X*—aX+b

mita=C+C+H+E+C+¢®=—-1und

b=C+C+MC+C+O) = +CC+1+C+1+C+1+ 3+ =2.

Somit ist ¢ + ¢* + ¢* eine Nullstelle des Polynoms X2 + X + 2, also eine
der beiden Zahlen —1 + 11/—7. Insbesondere ist L = K = Q(v/=7),

Fiir jede primitive siebte Einheitswurzel ( ist
2 4
G+ () + () =+t +¢
und
2 4
CH(CH T+ () =+,
so daB S (¢) = S (¢%) = Sy (¢*) ist. Dieser gemeinsame Wert ist eine

der beiden Zahlen —% + %\/—7, die andere ist gleich SH(C3), SH(CS)

und SH(C6). Man beachte, daB ¢3,¢> und ¢® die Inversen von ¢*, ¢?
und ( sind und damit konjugiert komplex zu diesen Zahlen.

Fiir ¢ = e>™ /7 ist der Imaginirteil von ¢ + ¢2 + ¢* gleich
sin(27/7) + sin(47/7) + sin(87/7) ~ 1,322875656 ~ 11/7,

sodall S () = — % + % —7 ist. € ist daher eine Nullstelle des Polynoms
X*+X*+X+1—1\/=7iiber Q(v/—7). Dieses Polynom kann allerdings
unmoglich irreduzibel iiber (\/—_7 ) sein, denn [Q (\/—_7 ) : Q} =2
und [k; : Q] = 6,s0daB [k, : Q(v/—7)] =3 ist.

Die Computeralgebra kennt Algorithmen, mit denen man auch Polyno-
me iliber endlichen Erweiterungen von Q in ihre irreduziblen Faktoren
zerlegen kann; fiir obiges Polynom liefern sie die beiden Faktoren
1 = — = /=
X——+—7 und X3+1—7 —1+—7X
2 2 2 2
Der erste hat die Nullstelle % — %\/ —7, der zweite hat ¢, (% und ¢*
als Nullstellen. Q(() ist somit der Zerfallungskorper dieses kubischen

X? —1.
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Polynoms iiber Q(\/ —7). Anwendung der Formel von CARDANO fiihrt
beispielsweise auf die Nullstelle

/56 +12v/21 — 44/—7 N 2v/—7 1=V
6 33/56 + 12421 — 44/—7 6

von der die numerische Auswertung (nach Regeln von Maple fiir die

Werte von Kubikwurzeln komplexer Zahlen) zeigt, dal3 sie gleich 2/
1st.

Y

Real- und Imaginérteil kann man aus dieser Darstellung nur schlecht
ablesen, hochstens iiber die allgemeinen Formeln
zZ+Z zZ—Z
und Jmz = —
29

In einem beliebigen Erweiterungskorper K /QQ miissen allerdings zu
einem Element z € K weder Realteil noch Imaginérteil in K liegen,
denn weder muf3 Z in K liegen noch ¢. In unserem Fall, fiir K = k-, liegt
aber zu jedem Element z auch Z in K, denn 7> bildet ¢ aus auf ¢?’ = ¢ 1.
Damit wird jede siebte Einheitswurzel auf ihr Inverses abgebildet, das
komplex konjugiert zu ihr ist. Da die siebten Einheitswurzeln (ohne die
Eins) eine Q-Vektorraumbasis von k- bilden und 7> auf dieser Basis mit
der komplexen Konjugation iibereinstimmt, ist 7° auf k, die komplexe
Konjugation. Damit liegt fiir jedes z € &, auch der Realteil in £,. Ein
nichtverschwinder Imaginérteil kann aber nicht in £ liegen, denn sonst
wire ¢ € Q(¢), und Q(z) wire ein Teilkorper vom Grad zwei. Da die
GALOIS-Gruppe nur eine Untergruppe der Ordnung drei hat, gibt es aber
nur einen Teilkdrper vom Grad zwei, und das ist L = Q (ﬁ )

Re z =

Die Gleichung
§4+§2+§+%i%ﬁ:0
zeigt, daB fiir x = PRe ( = cos « gilt
cos4a +cos2a + cos o + % =0.

Da ( eine siebte Einheitswurzel ist, sind ¢* und ¢> invers zueinander,
also komplex konjugiert, und haben daher denselben Realteil. Somit ist
cos4a = cos 3 und damit auch

cos3a+cos2a+cosa+%=0.
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Aus der Gleichung

(cosa+isina)® = (€*)” = e">* = cos 2 + i sin 2cx

folgt, daB

2 2 2

cos2a = cos® o — sin® v = cos’ a — (1 — cos? a) = 2 cos® v — 1

ist. Entsprechend fiihrt die Gleichung

(cosa+isina)’ = (€'*)” = e"* = cos 3 + i sin 3

auf die Formel

3 2 3

cos3a = cos® o — 3cosa sin® v = cos® v — 3 cos a (1 — cos? @)

=4cos’a—3cosa.

Speziell fiir « = 27 /7 geniigt x = cos a somit der Gleichung
1 1
(42 — 3z) + (22° — D+a+3 =4’ +22° — 2w — 5=0.

Diese kubische Gleichung hat die drei verschiedenen Losungen cos «,
cos 2aund cos 3a; wir sind also 1m casus irreducibilis mit drei verschie-
denen reellen Losungen, die bei Anwendung der Formel von CARDANO
aber als Ausdriicke mit Wurzeln aus nichtreellen Zahlen erscheinen.
Eine der Losungen ist beispielsweise

e /28 + 84+/—3 . 7 1
28 33/28+84y/—3 6

was Maple numerisch mit cos « identifiziert.

Es gibt auch einen Zwischenkorper L' vom Grad drei iiber Q; er ist
der Fixkorper von k, beziiglich der Untergruppe H = {1,7°}. Wie
wir gerade gesehen haben, ist der Automorphismus 7° die komplexe
Konjugation, bildet also ¢ ab auf ¢ = ¢~'. Somit ist Sy, () = ¢+ (1.

Der Zwischenkorper L wird als Q-Vektorraum nach dem obigen Lem-
ma erzeugt von den Elementen Sy, (¢?), also von den drei Zahlen

S = C+¢ =+ Sy =G+ =+ und
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Sy =G+ (7% = +¢* Das Polynom X° + aX? + bX + ¢ mit
diesen drei Nullstellen hat nach dem Satz von VIETE die Koeffizieten
a=—C+C+C+C+C+cH=1
b=+ +O)+C+ONC +CH+(CE+ONEC +¢H
=020 420 + 20+ 20 + P+ O
=200 420 +2¢ + 283 +2¢2+2¢ =2
c= =+ +ENE +¢H
— _(ng + <-14 + <-12 + gll + glO + <-9 + §7 + §6)
= —(C+C++C+C+C+)=—1.

¢+(istalso eine Nullstelle des kubischen Polynoms X3+ X?—2X —1.
Auch hier haben wir drei verschiedene reelle Nullstellen, denn

+¢ 7=+ =2Re ¢ =2cos jor.
Wieder sind wir also im casus irreducibilis mit drei reellen Losungen,
die aber in der Losungsformel von CARDANO als Kombinationen kom-
plizierter komplexer Wurzelausdriicke dargestellt werden. In der Tat

haben wir fast die gleiche kubische Gleichung wie eben, denn ist x eine
Nullstelle von X> + X2 —2X — 1, so ist

\3 T \2 T 1 22+22 221
(G T
2) T2 272 2

d.h. £ ist eine Nullstelle von 4X° +2X* — 2X — 1. Der Korper L'
ist somit der Zerféllungskorper iiber Q fiir jedes der beiden Polynome
X°+X*—2X —1und4X° +2X° —2X — 1.

Q(¢)/ L' ist eine quadratische Erweiterung; da

C+¢'=u

eine Nullstelle des Polynoms X + X2 — 2X — 1 ist, konnen wir wie
beim Fall der fiinften Einheitswurzeln vorgehen und sehen nach Multi-
plikation obiger Gleichung mit ¢, dal Q(¢{) der Zerfallungskorper des
Polynoms X? — uX + 1 iiber L’ ist. Damit sind alle Zwischenkdrper
mehr oder weniger explizit bestimmt.



