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9. Übungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (9 Punkte)

a) Zeigen Sie, da� Q(
√
28,

√
35), Q(

√
5,
√
7) und Q(

√
7−

√
5) denselben Teilk

�

orper K von R

de�nieren!

Lösung: Da
√
28 = 2

√
7 und

√
35 =

√
5
√
7, liegen

√
28 und

√
35 in Q(

√
5,
√
7); genauso

liegt au
h

√
7 = 1

2

√
28 in Q(

√
28,

√
35), und damit au
h der Quotient

√
35/

√
7 =

√
5.

Somit ist Q(
√
5,
√
7) = Q(

√
28,

√
35).

k = Q(
√
7 −

√
5) liegt nat

�

urli
h in Q(
√
3,
√
7). Als K

�

orper enth

�

alt k au
h das Quadrat

(
√
7−

√
5)2 = 12− 2

√
35, also au
h

√
35 und

√
35(

√
7−

√
5) = (7

√
5− 5

√
7). Damit liegt

au
h (7
√
5 − 5

√
7) + 5(

√
7 −

√
5) = 6

√
5 in k, also au
h

√
5 und

√
7 = (

√
7 −

√
5) +

√
5.

Also ist k = Q(
√
5,
√
7).

b) Wel
hen Grad hat die K

�

orpererweiterung K/Q? Geben Sie eine m

�

ogli
hst einfa
he Basis

von K/Q an!

Lösung: K = Q(
√
3,
√
7) enth

�

alt den K

�

orper Q(
√
3); als Vektorraum

�

uber Q(
√
3) ist

K = Q(
√
3)⊕ Q(

√
3)
√
7. Da Q(

√
3) = Q ⊕ Q

√
3 ist, folgt K = Q ⊕Q

√
3⊕ Q

√
7⊕ Q

√
21.

Damit ist [K : Q] = 4.


) Zeigen Sie, da� K/Q Galoiss
h ist, und bestimmen Sie Aut(K/Q) !

Lösung: Ein Automorphismus ϕ ∈ Aut(K/Q) mu� Q festlassen, ist also eindeutig be-

stimmt dur
h die Bilder der Basiselemente. Nat

�

urli
h mu� ϕ(1) = 1 sein. Da

(√
3
)2

= 3

ist, mu� au
h ϕ
(
√
3
)2

= ϕ(3) = 3 sein, d.h. ϕ
(
√
3
)

= ±
√
3. Ein analoges Argument zeigt,

da� ϕ
(
√
7
)

= ±
√
7 sein mu�. Das no
h fehlende Bild ϕ

(
√
21

)

= ϕ
(
√
3
)

·ϕ
(
√
7
)

ist dur
h

die Bilder von

√
3 und

√
7 festgelegt. Also haben wir vier Automorphismen; abgesehen

von der Identit

�

at sind dies die Abbildungen ρ, σ, τ mit ρ
(
√
3
)

= −
√
3 und ρ

(
√
7
)

=
√
7,

σ
(√

3
)

=
√
3 und σ

(√
7
)

= −
√
7, τ

(√
3
)

= −
√
3 und τ

(√
7
)

= −
√
7.

d) Bestimmen Sie alle K

�

orper L mit Q < L < K !

Lösung: Die Erweiterung K/Q ist Galoiss
h, denn ist x = a + b
√
3 + c

√
7 + d

√
21 ein

Element des Fixk

�

orpers von Aut(K/Q), ist ρ(x) = a − b
√
3 + c

√
7 − d

√
21 = x, also ist

wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung b = d = 0. Genauso folgt aus σ(x) = x, da�
c = 0 sein mu�. Daher ist x = a ∈ Q, der Fixk

�

orper ist also Q.

Die Galois-Gruppe hat vier Elemente; au�er der Identit

�

at erzeugt jedes eine Untergruppe

der Ordnung zwei. Die Zwis
henk

�

orper sind daher

K<ρ> = Q(
√
7), K<σ> = Q(

√
3) und K<τ> = Q(

√
21) ,

wobei < g > jeweils die von einem Element g erzeugte zyklis
he Untergruppe bezei
hnet.



e) Finden Sie ein irreduzibles Polynom f derart, da� K ∼= Q[X]/(f) ist!

Lösung: Wir wissen aus a), da�

(√
7−

√
3
)2

= 10 − 2
√
21 ist. F

�

ur x =
√
7−

√
3 ist also

(x2−10)2 = 4 ·21 = 84, d.h. f = X4−20X2+16 hat
√
7−

√
3 als Nullstelle. Da f rationale

KoeÆzienten hat, mu� f au
h die Bilder von
√
7−

√
3 unter den Automorphismen von K/Q

als Nullstellen haben, d.h. f vers
hwindet f
�

ur jede der vier Zahlen ±
√
7±

√
3. W

�

are f ni
ht
irreduzibel in Q[X], g

�

abe es ein Polynom g ∈ Q[X] vom Grad kleiner vier, das an der Stelle√
7 −

√
3 vers
hwindet, und au
h g m

�

u�te alle vier Bilder als Nullstellen haben. Dies ist

f

�

ur ein Polynom vom Grad kleiner vier ni
ht m

�

ogli
h; somit ist f irreduzibel. Da Q(x)/Q
eine Erweiterung vom Grad vier ist, folgt K ∼= Q[X]/(f).

f) Zerlegen Sie f
�

uber dem K

�

orper Q
(
√
7
)

in seine irreduziblen Faktoren!

Lösung: Q
(
√
7
)

ist der Fixk

�

orper von ρ; ein Faktor, der

√
7−

√
3 als Nullstelle hat, mu�

daher au
h ρ
(
√
7−

√
3
)

=
√
7+

√
3 als Nullstelle haben.

g =
(

X−
√
7+

√
3
)(

X−
√
7−

√
3
)

=
(

X−
√
7
)2

− 3 = X2 − 2
√
7+ 4

ist ein Polynom aus Q
(√

7
)

[X] mit diesen beiden Nullstellen. Das Polynom

h =
(

X+
√
7+

√
3
)(

X+
√
7−

√
3
)

=
(

X+
√
7
)2

− 3 = X2 + 2
√
7+ 4

liegt ebenfalls dort und vers
hwindet bei den beiden

�

ubrigen Nullstellen von f. Somit ist

f =
(

X+
√
3+

√
7
)(

X−
√
3+

√
7
)(

X+
√
3−

√
7
)(

X−
√
3−

√
7
)

= gh ,

und g, h sind irreduzibel

�

uber Q
(√

7
)

, da jedes Polynom

�

uber diesem K

�

orper mit einem

Element aus K au
h dessen Bild unter ρ als Nullstelle haben mu�.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

G sei eine Gruppe, und χ1, . . . , χr seien paarweise vers
hiedene Gruppenhomomorphismen

von G in die multiplikative Gruppe Q×
. Zeigen Sie, da� die χi linear unabh

�

angig sind,

d.h. falls a1χ1(x) + · · · + arχr(x) = 0 f

�

ur alle x ∈ G und irgendwel
he ai ∈ Q, m
�

ussen

alle ai vers
hwinden. (Hinweis: Benutzen Sie die Methode, mit der in der Vorlesung

die

"

lineare Unabh

�

angigkeit\ f

�

ur Monomorphismen von K

�

orpern bewiesen wurde!)

Lösung: Beweis dur
h Induktion na
h r. Der Fall r = 1 ist trivial; sei also r > 1, und die

Behauptung sei bewiesen f

�

ur alle Summen mit weniger als r Summanden. Ist

a1χ1(x) + a2χ2(x) · · · + arχr(x) = 0

f

�

ur alle x ∈ G, so ist au
h

a1χ1(xy) + a2χ2(xy) + · · · + arχr(xy)
= a1χ1(y)χ1(x) + a2χ2(y)χ2(x) + · · · + arχr(y)χr(x) = 0

f

�

ur alle x, y ∈ G. Multiplikation der urspr

�

ungli
hen Glei
hung mit χ1(y) zeigt, da� au
h

a1χ1(y)χ1(x) + a2χ1(y)χ2(x) + · · · + arχ1(y)χr(x) = 0

ist. Die Di�erenz der beiden letzten Glei
hungen ist

a2

(

χ2(y) − χ1(y)
)

+ · · · + ar

(

χr(y) − χ1(y)
)

= 0 .

Na
h Induktionsannahme m

�

ussen daher alle KoeÆzienten ai

(

χi(y)−χ1(y)
)

vers
hwinden.

Falls wir y so w

�

ahlen, da� χr(y) 6= χ1(y) ist, folgt, da� au
h der KoeÆzient ar ver-

s
hwinden mu�. Damit hat die urspr

�

ungli
he Relation h

�

o
hstens r− 1 Summanden; na
h

Induktionsvoraussetzung m

�

ussen daher alle KoeÆzienten ai vers
hwinden.



Aufgabe 3: (7 Punkte)

a) Zeigen Sie: Eine Untergruppe U < Sn der symmetris
hen Gruppe Sn ist genau dann ein

Normalteiler, wenn f

�

ur jede Transposition (a b) ∈ Sn und jede Permutation π ∈ U gilt:

(a b)π(a b) ∈ U.

Lösung: U ist genau dann ein Normalteiler, wenn f

�

ur jedes π ∈ U und jede Permutation

ω ∈ Sn au
h ω−1πω in U liegt. Falls U ein Normalteiler ist, mu� also insbesondere f

�

ur

jede Transposition (a b) gelten, da� (a b)−1π(a b) = (a b)π(a b) in U liegt.

Umgekehrt gelte dies f

�

ur alle π ∈ U und alle Transpositionen (a b). Jede Permutation

ω ∈ Sn l

�

a�t si
h s
hreiben als Produkt ω = (a1 b1) · · · (ar br) von Transpositionen. Da

jede Transposition zu si
h selbst invers ist, ist dann ω−1 = (ar br) · · · (a1 b1) und

ω−1πω = (ar br) · · · (a1 b1)π(a1 b1) · · · (ar br) .

Na
h Voraussetzung liegt πr−1 =
def

(ar br)π(ar br) in U, genauso au
h das Element

πr−2 =
def

(ar−1 br−1)πr−1(ar−1 br−1), und so weiter. Also liegt ω−1πω in U, und U ist

Normalteiler.

b) U ≤ S4 sei die von den beiden Permutationen (1 2)(3 4) und (1 3)(2 4) erzeugte Unter-
gruppe. Wie viele Elemente hat U?

Lösung: Da elementfremde Zykeln kommutieren, haben beide Erzeugende die Ordnung

zwei. (1 2)(3 4)(1 3)(2 4) = (1 4)(2 3), und au
h (1 3)(2 4)(1 2)(3 4) = (1 4)(2 3). Die
Ordnung dieses Elements ist ebenfalls zwei. Somit besteht U aus vier Elementen: Der

Identit

�

at, den beiden Erzeugenden und deren Produkt.


) Ist U zyklis
h?

Lösung: Nein; da alle Elemente die Ordnung zwei haben, kann es kein Element der

Ordnung vier geben.

d) Zeigen Sie, da� U ein Normalteiler von S4 ist!

Hinweis: Betra
hten Sie alle Produkte (e f)(a b)(c d)(e f) mit {a, b, c, d} = {1, 2, 3, 4} und
{e, f} ⊂ {1, 2, 3, 4}, und

�

uberlegen Sie si
h, da� das Ergebnis in erster Linie davon abh

�

angt,

wie viele Elemente {a, b} ∩ {e, f} hat.

Lösung: Wie wir gerade gesehen haben, besteht U abgesehen von der Identit

�

at genau aus

den Elementen (a b)(c d)mit {a, b, c, d} = {1, 2, 3, 4}. Um zu sehen, da� U ein Normalteiler

ist, rei
ht es na
h a) zu zeigen, da� f

�

ur jede Transposition (e f) au
h (e f)(a b)(c d)(e f)
in U liegt. Der Dur
hs
hnitt der Mengen {e, f} und {a, b} kann leer sein oder ein- oder

zweielementig. {e, f} ∩ {a, b} = ∅ ist glei
hbedeutend mit {e, f} = {c, d} und (e f) = (c d).
Dann ist

(e f)(a b)(c d)(e f) = (c d)(a b)(c d)(c d) = (c d)(a b) = (a b)(c d) ∈ U .

Bei einem einelementigen Dur
hs
hnitt k

�

onnen wir o.B.d.A. annehmen, da� dieser aus a
besteht; dann ist a = e und wieder ohne Bes
hr

�

ankung der Allgemeinheit k

�

onnen wir

annehmen, da� f = c ist. Also ist

(e f)(a b)(c d)(e f) = (a c)(a b)(c d)(a c) = (a d)(b c) ∈ U .

Hat der Dur
hs
hnitt zwei Elemente, ist {a, b} = {e, f} und (a b) = (e f), also

(e f)(a b)(c d)(e f) = (a b)(a b)(c d)(a b) = (c d)(a b) = (a b)(c d) ∈ U .

Damit ist die Bedingung in allen F

�

allen erf

�

ullt, d.h. U ist Normalteiler.



e) Folgern Sie, da� S4 eine aufl

�

osbare Gruppe ist!

Lösung: A4 ist als Kern der Signatur (oder als Untergruppe vom Index zwei) ein Nor-

malteiler, und S4/A4
∼= Z/2 ist zyklis
h. U ist eine Untergruppe von A4, denn alle vier

Elemente von U sind gerade Permutationen. Als Normalteiler von S4 ist U nat

�

urli
h erst

re
ht Normalteiler von A4. Die alternierende Gruppe hat 4!/2 = 12 Elemente; daher hat

die Faktorgruppe A4/U drei Elemente und ist somit isomorph zu Z/3. U ist ni
ht zyk-

lis
h, aber abels
h, so da� jede Untergruppe Normalteiler ist. Beispielsweise ist also die

Untergruppe bestehend aus (1 2)(3 4) und der Identit

�

at ein Normalteiler N ∼= Z/2 von U,
und au
h U/N ∼= Z/2. In der Reihe

{id} < N < U < A4 < S4

ist also jede Gruppe Normalteiler der n

�

a
hsten, und in allen F

�

allen ist die Faktorgruppe

zyklis
h. Somit ist S4 aufl

�

osbar.


