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9. Ubungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (9 Punkte)

Zeigen Sie, daB Q(v/28,v/35), Q(v/5,v7) und Q(+/7 — v/5) denselben Teilkorper K von R
definieren!

Losung: Da v/28 = 2v/7 und v/35 = v/5v/7, liegen v/28 und v/35 in Q(v/5,1/7); genauso
liegt auch v/7 = 1v/28 in Q(+/28,v/35), und damit auch der Quotient v/35/v7 = /5.
Somit ist Q(v/5,v7) = Q(v28,V/35).

k = Q(v/7 — V/5) liegt natiirlich in Q(v/3,v/7). Als Korper enthilt k auch das Quadrat
(V7 —/5)2 =12 —2+/35, also auch v/35 und v/35(v/7 — V/5) = (7v/5 — 5v/7). Damit liegt
auch (7v5 —5v7) +5(vV7 — v/5) = 6V5 in k, also auch v/5 und /7 = (V7 —v/5) + /5.
Also ist k = Q(v/5, V7).

Welchen Grad hat die Korpererweiterung K/Q? Geben Sie eine moglichst einfache Basis
von K/Q an!

Losung: K = Q(v/3,v/7) enthilt den Koérper Q(v/3); als Vektorraum iiber Q(v/3) ist
K =Q(V3)®Q(v3)v7. Da Q(v3) = Q® QV3 ist, folgt K =Q & Qv3®QV7 & QV2I.
Damit ist [K : Q] = 4.

Zeigen Sie, dafl K/Q GaLoissch ist, und bestimmen Sie Aut(K/Q)!

Losung: Ein Automorphismus ¢ € Aut(K/Q) mufl Q festlassen, ist also eindeutig be-
stimmt durch die Bilder der Basiselemente. Natiirlich mufl ¢ (1) = 1 sein. Da (\/§)2 =3
ist, mufl auch (p(\/§)2 = ¢(3) = 3 sein, d.h. ¢(v/3) = £V/3. Ein analoges Argument zeigt,
daB ¢ (v/7) = £+/7 sein muB. Das noch fehlende Bild ¢ (v21) = ¢(v/3) - ¢(v/7) ist durch
die Bilder von v/3 und /7 festgelegt. Also haben wir vier Automorphismen; abgesehen
von der Identitdt sind dies die Abbildungen p, o, mit p(v/3) = —v3 und p(V7) = V7,
o(v3) =v3 und o(v7) = —V7, 1(v3) = —V3 und 1(V7) = —/7.

Bestimmen Sie alle Kérper L mit Q < L < K!!

Losung: Die Erweiterung K/Q ist Gavroissch, denn ist x = a 4+ bv/3 + ¢v/7 + dv21 ein
Element des Fixkérpers von Aut(K/Q), ist p(x) = a — bv/3 + ¢v/7 — dv21 = x, also ist
wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung b = d = 0. Genauso folgt aus o(x) = x, dal
¢ = 0 sein muf. Daher ist x = a € Q, der Fixkorper ist also Q.

Die GALo1s-Gruppe hat vier Elemente; aufler der Identitat erzeugt jedes eine Untergruppe
der Ordnung zwei. Die Zwischenkorper sind daher

K== =Q(V7), K7 =Q(V3) und K™ =Q(v21),

wobei < g > jeweils die von einem Element g erzeugte zyklische Untergruppe bezeichnet.



e) Finden Sie ein irreduzibles Polynom f derart, da8 K = Q[X]/(f) ist!

f)

Losung: Wir wissen aus a), da (V7 — \/5)2 =10 — 2v/21 ist. Fiir x = /7 — /3 ist also
(x2—=10)2 =4-21 = 84, d.h. f = X* —20X2 + 16 hat v/7—+/3 als Nullstelle. Da f rationale
Koeffizienten hat, muf f auch die Bilder von v/7—+/3 unter den Automorphismen von K/Q
als Nullstellen haben, d.h. f verschwindet fiir jede der vier Zahlen ++/7++/3. Wire f nicht
irreduzibel in Q[X], gdbe es ein Polynom g € Q[X] vom Grad kleiner vier, das an der Stelle
V7 — /3 verschwindet, und auch g miite alle vier Bilder als Nullstellen haben. Dies ist
fiir ein Polynom vom Grad kleiner vier nicht mdglich; somit ist f irreduzibel. Da Q(x)/Q
eine Erweiterung vom Grad vier ist, folgt K = Q[X]/(f).

Zerlegen Sie f iiber dem Korper Q(v/7) in seine irreduziblen Faktoren!

Lésung: Q(v/7) ist der Fixkérper von p; ein Faktor, der v/7 — /3 als Nullstelle hat, muf
daher auch p(v7 —V/3) = V7 + /3 als Nullstelle haben.

g=(X—V7+V3)(X—=V7-V3) = (X—V7)? =3=X> 27 +4
ist ein Polynom aus Q(ﬁ ) [X] mit diesen beiden Nullstellen. Das Polynom
h= (X+ V7 +V3)(X+V7—V3) = (X+V7)? =3=X>+2V7 +4
liegt ebenfalls dort und verschwindet bei den beiden iibrigen Nullstellen von f. Somit ist

f=(X+V3+V7)(X=V3+V7)(X+V3-V7)(X=V3-V7) =¢gn,

und g, h sind irreduzibel iiber Q(ﬁ), da jedes Polynom iiber diesem Korper mit einem
Element aus K auch dessen Bild unter p als Nullstelle haben muf.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

G sei eine Gruppe, und x1,...,X: Seien paarweise verschiedene Gruppenhomomorphismen
von G in die multiplikative Gruppe Q*. Zeigen Sie, dafl die x; linear unabhéngig sind,
d.h. falls a;xy(x) + -+ + arXr(x) = O fiir alle x € G und irgendwelche a; € Q, miissen
alle a; verschwinden. (Hinwets: Benutzen Sie die Methode, mit der in der Vorlesung
die ,lineare Unabhdngigkeit” fur Monomorphismen von Kérpern bewiesen wurde!)

Loésung: Beweis durch Induktion nach r. Der Fall r = 1 ist trivial; sei also r > 1, und die
Behauptung sei bewiesen fiir alle Summen mit weniger als v Summanden. Ist

arxi(x) +aaxz(x) -+ arXr(x) =0
fiir alle x € G, so ist auch

arxi (xy) + axxa(xy) + - + arxr(xy)
= a1X1(y)xi (x) + axxa(y)xa(x) + - + arXr (Y)xr(x) =0

fiir alle x,y € G. Multiplikation der urspriinglichen Gleichung mit x;(y) zeigt, daB3 auch
arxi(y)xi (x) + azxa (ylxa (%) + -+ - + arxi (Y)x-(x) =0
ist. Die Differenz der beiden letzten Gleichungen ist
() —x1y) + -+ a(x+y) —x1ly)) =0.

Nach Induktionsannahme miissen daher alle Koeffizienten a; (xi(y)—x1(y)) verschwinden.
Falls wir y so wahlen, dafl x.(y) # xi(y) ist, folgt, dal auch der Koeffizient a, ver-
schwinden mufl. Damit hat die urspriingliche Relation héchstens r — 1 Summanden; nach
Induktionsvoraussetzung miissen daher alle Koeffizienten a; verschwinden.
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Aufgabe 3: (7 Punkte)

Zeigen Sie: Eine Untergruppe U < &,, der symmetrischen Gruppe G&,, ist genau dann ein
Normalteiler, wenn fiir jede Transposition (a b) € &,, und jede Permutation 7w € U gilt:
(ab)(ab) e U.

Losung: U ist genau dann ein Normalteiler, wenn fiir jedes 7t € U und jede Permutation
w € &, auch w'mw in U liegt. Falls U ein Normalteiler ist, muf also insbesondere fiir
jede Transposition (a b) gelten, daB (a b)~'7(a b) = (a b)m(a b) in U liegt.

Umgekehrt gelte dies fiir alle m € U und alle Transpositionen (a b). Jede Permutation
w € &, 1aBt sich schreiben als Produkt w = (aj by)---(a, b;:) von Transpositionen. Da
jede Transposition zu sich selbst invers ist, ist dann w™' = (a, b;)--- (a; by) und

ww = (ar by)--- (a7 by)m(as by)---(ar by).

Nach Voraussetzung liegt 7. 4 = (ar by)m(ar by) in U, genauso auch das Element
e:
T2 = (ar—1 byr_1)m_1(a,_1 by_1), und so weiter. Also liegt w—'7w in U, und U ist

Normalteiler.

U < &4 sei die von den beiden Permutationen (1 2)(3 4) und (1 3)(2 4) erzeugte Unter-
gruppe. Wie viele Elemente hat U?

Losung: Da elementfremde Zykeln kommutieren, haben beide Erzeugende die Ordnung
zwei. (1 2)(3 4)(1 3)(24) = (1 4)(2 3), und auch (1 3)(2 4)(1 2)(3 4) = (1 4)(2 3). Die
Ordnung dieses Elements ist ebenfalls zwei. Somit besteht U aus vier Elementen: Der
Identitat, den beiden Erzeugenden und deren Produkt.

Ist U zyklisch?

Losung: Nein; da alle Elemente die Ordnung zwei haben, kann es kein Element der
Ordnung vier geben.

Zeigen Sie, dal U ein Normalteiler von &4 ist!

Hinwes: Betrachten Sie alle Produkte (e f)(a b)(c d)(e f) mit {a,b,c,d} ={1,2, 3,4} und
{e,f} € {1,2,3,4}, und iiberlegen Sie sich, dafl das Ergebnis in erster Linie davon abhéngt,
wie viele Elemente {a, b} N{e, f} hat.

Loésung: Wie wir gerade gesehen haben, besteht U abgesehen von der Identitdt genau aus
den Elementen (a b)(c d) mit {a,b,c,d} ={1,2,3,4}. Um zu sehen, dal U ein Normalteiler
ist, reicht es nach a) zu zeigen, daf fiir jede Transposition (e f) auch (e f)(a b)(c d)(e f)
in U liegt. Der Durchschnitt der Mengen {e, f} und {a, b} kann leer sein oder ein- oder
zweielementig. {e,f} N{a, b} = () ist gleichbedeutend mit {e,f} = {c,d} und (e f) = (c d).
Dann ist

(e f)(ab)(cd)(ef)=(cd)(ab)(cd)(cd)=(cd)(ab)=(ab)(cd)el.

Bei einem einelementigen Durchschnitt konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf} dieser aus a
besteht; dann ist a = e und wieder ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir
annehmen, dafl f = c ist. Also ist

(ef)(ab)(cd)(ef)=(ac)(ab)(cd)(ac)=(ad)(bc)eU.
Hat der Durchschnitt zwei Elemente, ist {a,b} ={e, f} und (a b) = (e f), also
(ef)(ab)(cd)(ef)=(ab)lab)(cd)(ab)=(cd)(ab)=(ab)(cd) el.

Damit ist die Bedingung in allen Féallen erfiillt, d.h. U ist Normalteiler.



e) Folgern Sie, dal &, eine auflésbare Gruppe ist!

Losung: 24 ist als Kern der Signatur (oder als Untergruppe vom Index zwei) ein Nor-
malteiler, und &4/%4 = Z/2 ist zyklisch. U ist eine Untergruppe von 24, denn alle vier
Elemente von U sind gerade Permutationen. Als Normalteiler von &4 ist U natiirlich erst
recht Normalteiler von 2(4. Die alternierende Gruppe hat 4!/2 = 12 Elemente; daher hat
die Faktorgruppe 24/U drei Elemente und ist somit isomorph zu Z/3. U ist nicht zyk-
lisch, aber abelsch, so dafl jede Untergruppe Normalteiler ist. Beispielsweise ist also die
Untergruppe bestehend aus (1 2)(3 4) und der Identitdt ein Normalteiler N = Z/2 von U,
und auch U/N = Z/2. In der Reihe

{idf < N<U<?y <64

ist also jede Gruppe Normalteiler der néchsten, und in allen Fillen ist die Faktorgruppe
zyklisch. Somit ist G4 auflosbar.



