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6. Ubungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Wir betrachten R={a+bie€ C|a,b € Z}.

a) Zeigen Sie, dal R beziiglich der Addition und Multiplikation komplexer Zahlen ein kom-
mutativer Ring ist!

Losung: R ist eine Teilmenge des Korpers der komplexen Zahlen, die sowohl die Null als
auch die Eins enthidlt. Auflerdem haben fiir a,b,c,d € Z auch

(a+ib)+(c+1id) = (a+c)+i(b+d) und (a+ib)(c+1id) = (ac—bd)+1i(ad+bc)

ganzzahlige Real- und Imaginarteile, so dafl Summen und Produkte von Elementen aus R
wieder in R liegen. Die Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze gelten in C, also
erst recht in der Teilmenge R. Somit ist R ein kommutativer Ring.

b) Ist R ein Integritdtsbereich?

Losung: Natiirlich, denn als Teilmenge eines Korpers kann R keine Nullteiler enthalten.

c) Zeigen Sie, dafl jede Einheit in R den Betrag eins hat, und bestimmen Sie die Menge aller
Einheiten!

Lésung: Fiir z=a +ib € R ist
1

z a—1ib a i b
z 2z a?+4+b2 a?2+b? a240b?’

Fiir eine Einheit z € R muf} a? + b? also sowohl a als auch b teilen. Fiir |a| > 1 ist
a? +b? > |a|, kann also kein Teiler von a sein. Genauso kann a® + b? im Falle |b| > 1
kein Teiler von b sein. Somit sind |a| und |b| beide hochstens eins, und mindestens einer
der beiden Betrige muB eins sein, da Null keine Einheit ist. Also ist a? + b? ein Teiler
von *+1 und als Summe zweier Quadrate nicht negativ, d.h. |z|2 = a? +b? = 1. Damit ist
auch |z| = 1.

Fiir eine ganzzahlige Losung der Gleichung a® + b% = 1 muf8 a oder b verschwinden, und
die jeweils andere Zahl ist +1. Die Einheitengruppe besteht also aus den vier Elementen
£1 und +i.

d) Ist R* eine zyklische Gruppe?

3—_—{undi*=1.

Losung: Ja, denn ihre simtlichen Elemente sind i,i? = —1,1i

e) Welche der folgenden Teilmengen von R ist ein Ideal? Beweisen Sie entweder, dafl es sich
um ein Ideal handelt, oder zeigen Sie mit einem Gegenbeispiel, daf} eine der Forderungen
an ein Ideal verletzt ist!

I) ={a+bi€R|a=0mod 2}, I, ={a+bi€R|b=0mod 2},
I3={a+bicR|a=b=0mod2}, I;={a+biecR|a?+b?=0mod2}
Is={a+bicR|b=0} It ={a+bicR|a+b=0}



f)

b)

Losung: I; ist kein Ideal, denn zwar liegt 2 + 1 in I;, nicht aber (1 4+1)(2+1) =1+ 3i.
Auch I, ist kein Ideal, denn zwar liegt 1+ 2i in Iy, nicht aber (1 +1)(1 4 2i) = —1 + 3i.
I3 besteht genau aus den Elementen z = a+1ib von R, fiir die es Elemente w = c+1id € R
gibt, fiir die z = 2w ist. Somit ist I3 das von der Zwei erzeugte Hauptideal von R.
a’?+b? ist genau dann gerade, wenn entweder a? und b? beide gerade oder beide ungerade
sind. Das ist natiirlich dquivalent dazu, dafl a und b entweder beide gerade oder beide

ungerade sind, d.h.
I, ={a+ib€eR|a=bmod2}.

Sind a + ib und ¢ + id zwei Elemente von 14, so ist a = b mod 2 und ¢ = d mod 2, also
auch a+ ¢ = b + d mod 2, so dafl auch die Summe (a + c¢) + i(b + d) in I liegt. Fiir
a+ib € I und c+1id € Rist (c+id)(a+1ib) = (ac—bd)+1i(ad+bc). Falls a und b beide
gerade sind, sind auch ac — bd und ad + bc beide gerade. Sind beide ungerade, so sind
ac — bd und ad + bc beide gerade, falls ¢ = d mod 2, und beide ungerade sonst. Damit
liegt das Produkt in I4. Schlief8lich ist I nicht leer, da die Null offensichtlich in I, liegt.
I4 erfiillt also alle Forderungen an ein Ideal und ist somit eines.

Is = 7Z ist offensichtlich kein Ideal: 1 € I5, aberi-1 =1 ¢ Is.
Auch I ist kein Ideal, denn 1 —1i € Ig, aber (1 +1)(1—1) =2 ¢ I.

Welche der Ideale unter diesen Mengen sind Hauptideale?

Lésung: 13 ist, wie wir gesehen haben, das von der Zwei erzeugte Hauptideal.

Das zweite Ideal unter den sechs Teilmengen ist I4. Falls es ein Hauptideal ist, mufl das
erzeugende Element eines von minimalem Betrag sein, den jedes Vielfache (aufler der Null)
hat mindestens den gleichen Betrag. Die Elemente ungleich Null von kleinstem Betrag sind
+1 £ 1, und sie sind alle konjugiert zueinander: i(1+1) = —1+1, —(1+1) = —1—1 und
(—1)(1+1) =1 —1i. Wenn I, Hauptideal ist, wird es also von jedem dieser vier Elemente
erzeugt. Betrachten wir 1 + 1. Fiir a 4 1ib € I, ist

T+i  (1+1)00-1) 2

a+ib  (a+1ib)(1—1) (a+b)+i(b—a)

Da a = b mod 2, sind sowohl a+ b als auch b — a durch zwei teilbar, so dafl der Quotient
in R liegt. Also ist jedes Element von I ein Vielfaches von 1+ 1, und 14 ist das von 1 +1
erzeugte Hauptideal.

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Nun sei R =7/10.
Bestimmen Sie alle Nullstellen in R der Polynome f = 2X +5 und g = 5X + 2 aus R[X]!

Losung: Fiir jede ganze Zahl x ist f(x) = 2x + 5 ungerade, kann also nicht kongruent
Null modulo zehn sein. Fiir gerade x € Z ist g(x) = 2 mod 10, fiir ungerade x ist g(x)
kongruent zu 7 modulo 10. Somit hat weder f noch g eine Nullstelle in Z/10.

Berechnen Sie das Produkt fg € R[X] und dessen Nullstellen!

Loésung: In Z[X] ist (2X +5)(5X + 2) = 10X% + 9X + 10; in R[X] ist daher fg = 9X = —X.
Dieses Polynom hat die Null als einzige Nullstelle.

Bestimmen Sie auch fiir p = 3X + 5 und q = 7X + 2 aus R[X] alle Nullstellen von p,q
und pq in R!

Loésung: 3 -7 = 21 = 1 mod 10; daher sind 3 und 7 zueinander invers in Z/10. Die
Gleichung 3x +5 = 0 ist also in Z/10 dquivalent zu 7-3x +7-5=x+5=0,s0dal x =5
die einzige Losung ist. Entsprechend ist 7x +2 = 0 dquivalent zu 3-7x+3-2=x+6 =0;
hier ist x =4 die einige Losung.



b)

In Z[X] ist (3X 4+ 5)(7X +2) = 21X? + 41X + 10, d.h. pq = X? + X in R[X]. Natiirlich hat
pq die Nullstellen 5 und 4 von p und q als Nullstellen, auflerdem offensichtlich auch 0
und —1. Mehr als vier Nullstellen kann es nicht geben, denn sowohl modulo zwei als auch
modulo fiinf kann eine quadratische Gleichung nicht mehr als zwei Losungen haben, und
die Losungen modulo zehn lassen sich nach dem chinesischen Restesatz durch Kombination
der Losungen aus den Korpern F, und F5 bestimmen.

Aufgabe 3: (6 Punkte)

f=anX"+ -4+ a1 X+ ap € Z[X] sei ein primitives Polynom und p sei eine Primzahl,
die alle a; aufler a,, teilt und deren Quadrat kein Teiler von a, ist. (Ein solches Polynom
heifit p-EISENSTEINsch.) Zeigen Sie, daf§ f irreduzibel ist!

Hinwesis: Sie konnen dhnlich vorgehen wie beim Beweis, dafl das Produkt zweier primitiver
Polynome wieder primitiv ist.

Losung: Wire f reduzibel, gibe es Polynome g, h positiven Grades mit f = gh. Wegen
der Primitivitdt von f konnten auch g und h als primitive Polynome gewahlt werden. Sei

g=baX4+ - +1X+by und h=ceX+---+c1X+co.

Dann ist ap = bpco durch p teilbar, nicht aber durch pz. Somit ist entweder by oder cp
durch p teilbar, nicht aber beide. Da es auf die Reihenfolge der Faktoren nicht ankommt,
konnen wir annehmen, daf by durch p teilbar ist, co aber nicht.

Da a, = bgce nicht durch p teilbar ist, kann auch weder by noch c. durch p teilbar sein.
Es gibt daher einen Index 1 < p < d derart, daf3 b; fiir alle i < u durch p teilbar ist, nicht
aber b,,. Dann sind in der Summe

u
a, = Z biCufi
i=0

alle Summanden mit i < u durch p teilbar, da b; ein Vielfaches von p ist. Fiir i = 0 ist
aber weder b, noch cy ein Vielfaches von p, so dafl die gesamte Summe nicht durch p
teilbar ist. Dies widerspricht der Voraussetzung, daf alle a; mit i < n durch p teilbar
sind. Damit kann f nicht reduzibel sein, und die Behauptung ist bewiesen.

Zeigen Sie: Ein Polynom f = f(X) € R[X] iiber einem Integritdtsbereich R ist genau dann
irreduzibel, wenn das Polynom f(X + 1) irreduzibel ist.

Losung: Ist f(X+ 1) = gh mit g,h € Z[X], so ist f = f(X) = g(X — 1)h(X — 1); aus der
Reduzibilitdat von f(X+ 1) folgt also die von f, denn g(X—1) und h(X—1) haben natiirlich
die gleichen Grade wie g und h. Ist umgekehrt f = gh reduzibel, so auch f(X + 1), denn
f(X+1)=g(X+T)h(X+1).

P _

X
Schreiben Sie f = ——— als Polynom, und folgern Sie aus a) und b), dafl dieses fiir
prime p irreduzibel ist!
Lésung: Nach der Summenformel fiir endliche geometrische Reihen ist
XP—1 & X+1P -1 & .
f= :Zqu und f(X—i—])—L—Z(?)Xlﬁ

X—1 &= X+n-1T & \i

Der fiihrende Koeffizient von f(X + 1) ist (g) = 1, alle anderen Koeffizienten (¥) sind

durch p teilbar. Der konstante Koeffizient (‘1’) = p ist nicht durch p? teilbar. Damit ist
f(X 4 1) p-EISENSTEINSsch, also irreduzibel. Nach b) ist dann auch f irreduzibel.



