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6. Ubungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Wir betrachten R={a+bie C|a,b € Z}.

a) Zeigen Sie, dal R beziiglich der Addition und Multiplikation komplexer Zahlen ein kom-
mutativer Ring ist!

b) Ist R ein Integritdtsbereich?

c) Zeigen Sie, daf jede Einheit in R den Betrag eins hat und bestimmen Sie die Menge aller
Einheiten!

d) Ist R* eine zyklische Gruppe?

e) Welche der folgenden Teilmengen von R ist ein Ideal? Beweisen Sie entweder, daf es sich

um ein Ideal handelt, oder zeigen Sie mit einem Gegenbeispiel, daf} eine der Forderungen
an ein Ideal verletzt ist!

I) ={a+bi€R|a=0mod 2}, I, ={a+bi€R|b=0mod 2},
I3={a+bicR|a=b=0mod2}, I;={a+biecR|a?+b?=0mod2}
Is={a+bicR|b=0} It ={a+bicR|a+b=0}

f) Welche der Ideale unter diesen Mengen sind Hauptideale?

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Nun sei R =7Z/10.
a) Bestimmen Sie alle Nullstellen in R der Polynome f = 2X + 5 und g = 5X + 2 aus R[X]!
b) Berechnen Sie das Produkt fg € R[X] und dessen Nullstellen!

c) Bestimmen Sie auch fiir p = 3X+ 5 und q = 7X + 2 aus R[X] alle Nullstellen von p, q
und pq in R!

Aufgabe 3: (6 Punkte)

a) f=an X"+ -+ a1 X+ ap € Z[X] sei ein primitives Polynom und p sei eine Primzahl,
die alle a; aufler a,, teilt und deren Quadrat kein Teiler von a, ist. (Ein solches Polynom
heifit p-E1SENSTEINSch.) Zeigen Sie, daf§ f irreduzibel ist!

Hinwesis: Sie konnen dhnlich vorgehen wie beim Beweis, dafl das Produkt zweier primitiver
Polynome wieder primitiv ist.
b) Zeigen Sie: Ein Polynom f = f(X) € R[X] iiber einem Integritdtsbereich R ist genau dann

irreduzibel, wenn das Polynom f(X + 1) irreduzibel ist.
P _
c) Schreiben Sie f = X

prime p irreduzibel & !

als Polynom, und folgern Sie aus a) und b), dafl dieses fiir

Abgabe bis zum Dienstag, dem 10. November 2020, um 15.20 Uhr



