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5. Übungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (5 Punkte)

Zeigen Sie:

a) Eine Gruppe G ist genau dann abels
h, wenn f

�

ur jedes Element g ∈ G die Konjugations-

abbildung x 7→ xg glei
h der identis
hen Abbildung ist.

b) G ist genau dann abels
h, wenn f

�

ur je zwei Elemente x, y von G deren Kommutator

[x, y] =
def

x−1y−1xy glei
h dem Neutralelement e ist.


) Eine Gruppe mit x2 = e f

�

ur alle x ∈ G ist abels
h.

d) Jede endli
he Gruppe mit gerader Ordnung enth

�

alt mindestens ein Element g 6= e mit

g2 = e. Hinweis: Zeigen Sie, da� {x ∈ G | x 6= x−1} eine gerade Elementanzahl hat.

e) F

�

ur n Elemente x1, . . . , xn einer abels
hen Gruppe G und eine beliebige Permutation

π: {1, . . . , n} → {1, . . . , n} ist
∏n

i=1 xi =
∏n

i=1 xπ(i) .

Aufgabe 2: (3 Punkte)

Zeigen Sie, da� eine ni
htleere Menge G mit einer assoziativen Verkn

�

upfung ∗:G×G → G

genau dann eine Gruppe ist, wenn f

�

ur je zwei Elemente a, b ∈ G sowohl die Glei
hung

a∗x = b als au
h die Glei
hung y∗a = b in G l

�

osbar ist! Hinweis: Zeigen Sie zun

�

a
hst,

da� es zu einem festen a ∈ G ein e ∈ G gibt mit e ∗ a = a und folgern Sie dann,

da� e ∗ x = x f

�

ur alle x ∈ G. Sie k

�

onnen die in der Vorlesung erw

�

ahnte und im

Skriptum bewiesene Tatsa
he benutzen, da� man in der Gruppende�nition ni
ht

alle geforderten Glei
hungen brau
ht.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

G = S3 sei die Menge aller Permutationen π: {1, 2, 3} → {1, 2, 3}.

a) Bestimmen f

�

ur die von der Transposition τ = (1 2) erzeugte zyklis
he Untergruppe die

Re
hts- und die Linksnebenklassen, und bestimmen Sie f

�

ur jedes Element von S3 sein

Bild unter der Konjugation mit τ !

b) Bestimmen f

�

ur die vom Dreierzyklus π = (1 2 3) erzeugte zyklis
he Untergruppe die

Re
hts- und die Linksnebenklassen, und bestimmen Sie f

�

ur jedes Element von S3 sein

Bild unter der Konjugation mit π !

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Zeigen Sie:

a) Eine Teilmenge U ⊆ G einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe, wenn sie ni
ht

leer ist und wenn f

�

ur alle x, y ∈ U au
h xy−1
in U liegt.

b) Eine endli
he Teilmenge U ⊆ G einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe, wenn

sie ni
ht leer ist und wenn UU ⊆ U gilt.

Aufgabe 5: (4 Punkte)

a) G sei eine Gruppe, und AutG sei die Menge aller Automorphismen ϕ:G → G. Zeigen Sie,

da� AutG bez

�

ugli
h der Hintereinanderausf

�

uhrung von Abbildungen eine Gruppe ist!

b) Zeigen Sie, da� die inneren Automorphismen eine Untergruppe von AutG bilden!

Abgabe bis zum Dienstag, dem 3. November 2020, um 15.20 Uhr


