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4. Ubungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (5 Punkte)

Finden Sie mit dem Sieb des ERATOSTHENES und eventuell zusitzlichen Divisionen ohne
Computerhilfe alle Primzahlen p mit 1320 <p <1340 !

Losung: 1320 ist durch zwei, drei (Quersumme sechs) und fiinf teilbar; also streichen wir
ausgehend von 1320 jede zweite, dritte bzw. fiinfte Zahl; {ibrig bleiben 1321, 1327, 1331,
1333, 1337 und 1339. Bei der Division durch sieben hat 1320 den Rest vier, also streichen
wir ausgehend von 1323 jede siebte Zahl; nur 1337 wird neu gestrichen. Elf ist ein Teiler
von 1320, also wird 1331 = 1320 + 11 gestrichen. Da 1300 durch 13 teilbar ist, ist 1326
die erste durch 13 teilbare Zahl im Suchintervall; neu gestrichen wird 1326 4+ 13 = 1339.
Ubrig bleiben 1321 und 1327. Wenn diese nicht prim sind, haben Sie einen Primteiler der
kleiner ist als v/1327 ~ 36,4; wir miissen also noch die Primzahlen 17,19,23,29 und 31
iiberpriifen. Keine teilt eine der beiden Zahlen; somit sind sie prim.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Ein Mathematiklehrer, der immer gerne Dreiecksgeometrie unterrichtet hat, mdchte zur
Feier seines Geburtstags die Kerzen (eine fiir jedes Lebensjahr) so auf ausgewdhlten
Geburtstagstorten verteilen, dafl sie auf jeder Torte in Form eines Dreiecks einer festen
Kantenldnge n angeordnet sind. Ein solches Dreieck beginnt mit einer Kerze als oberer
Ecke, darunter kommt eine Reihe aus zwei Kerzen, dann eine aus drei, und so weiter, bis
zur unteren Kante aus n Kerzen. Leider geht das fiir kein n auf: Bei n = 5 etwa muf
er die iibrig gebliebenen fiinf Kerzen auf der letzten Torte in Form eines Zweierquadrats
mit zusdtzlichem Mittelpunkt anordnen, und bei n = 7 bleiben noch Kerzen fiir ein 3 x 3
Quadrat auf der letzten Torte iibrig. Wie alt wird er?

Loésung: Die Anzahl der Kerzen fiir ein Dreieck mit Kantenldnge n ist die Summe der
ersten n natiirlichen Zahlen, also %n(n + 1). Fiir n = 5 ist dies 15, fiir n = 7 ist es 28.
Das Alter x erfiillt also die beiden Kongruenzen

x=5mod 15 und x=3°=9mod?28.

Wir wenden den erweiterten EukLIDischen Algorithmus an auf 28 und 15:

28:15=1Rest 13 =13 =28 — 15
15:13=1Rest 2=2=15—(28—15) =2-15— 28
13:2=6Rest 1==1=13-6-2(28—15)—6-(2-15—28) =7-28—13-15.

Also ist 7 - 28 = 196 kongruent Null modulo 28 und kongruent eins modulo 15, wihrend
—13-15 = —195 durch 15 teilbar ist und kongruent eins modulo 28. Somit ist

x=196-5—-195.-9=-775

eine Losung.
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Da niemand seinen -775-ten Geburtstag feiert, ist das noch nicht die gesuchte Losung.
Das Ergebnis ist modulo 15 - 28 = 420 bestimmt; um ein positives Alter zu erreichen,
miissen wir dies mindestens zweimal addieren. —775 4 840 = 65, also feiert er seinen
65. Geburtstag, denn er wird garantiert nicht 485 Jahre alt.

Wie viele Torten braucht er bei n =5 und bei n = 7 jeweils, um alle Kerzen unterzubrin-
gen?

Losung: 65 =4-15+5=2-28 + 9. Er braucht also fiinf beziehungsweise drei Torten.

Aufgabe 3: (8 Punkte)
Zeigen Sie ohne Verwendung des kleinen Satzes von Fermat, dafl fiir jede Primzahl p gilt

(a1 +--+a)P=ay +---+aP fir alle aj,...,a, € Z!

Loésung: Beweis durch Induktion nach r. Der Induktionsanfang r = 1 ist trivial; sei also
r>2 Mit a=a;+---a,_7 ist dann

(a+a. )P =aP + (?)cﬁ’]ar—i— (g)quaf +-- p]izazaf’z + (pEJaa}"] +ab.

Fir1 <i<p-—1ist

P\ _plp—1---(p—it+1)
i il
durch p teilbar, da der Zahler, nicht aber der Nenner durch p teilbar ist. Daher ist

(a1 +-+a)P=(a+a,)P=aP+aP=al +---+a’ ;+a? modp

nach Induktionsannahme.

Aufgabe 4: (5 Punkte)

p =561 =3-11-17 ist keine Primzahl. Zeigen Sie, daf trotzdem aP~' = 1 mod p gilt fiir
alle zu p teilerfremden ganzen Zahlen a !
Hinweis: Betrachten Sie aP~! modulo 3, 11 und 17!

Losung: p—1 = 560 ist ein Vielfaches von 3—1 =2, von 11—1 =10 und von 17—1 = 16.
Ein zu p teilerfremdes a ist natiirlich auch teilerfremd zu den Primteilern 3, 11 und 17
von p; nach dem kleinen Satz von FERMAT ist daher a9~ = 1 mod q fiir q € {3,11,17}.
Da p—1 ein Vielfaches von q—1 ist, gilt auch in allen drei Féllen aP~' = 1 mod q; also ist
aP~! —1 durch 3, 11 und 17 teilbar. Da die drei Zahlen paarweise teilerfremd sind, ist die
Zahl auch durch 3-11-17 = p teilbar; also ist aP~' = 1 mod p fiir alle zu p teilerfremden
ganzen Zahlen a.



Aufgabe 5: (8 Punkte)
Finden sie eine natiirliche Zahl d mit der Eigenschaft, dal die Abbildung

{0,1,...100} = {0,1,...,100} |

{0,1,...100} — {0, 1,...,100}
x — x7 mod 101

< x4 mod 101 invers ist zu {

Loésung: 101 ist eine Primzahl, denn sie ist offensichtlicht nicht durch 2,3 oder 5 teilbar,
100 : 7 = 14 Rest 2, und 112 > 101. Somit ist nach dem kleinen Satz von FERMAT
x'90 = 1 mod 101 fiir alle nicht durch 101 teilbaren x, und x™1°°+1 = x mod 101 fiir alle x.
d mufl daher so gewdhlt werden, dal 9d = 1 mod 100 ist. Anwendung des erweiterten
EukLipischen Algorithmus auf neun und hundert fithrt schon in der ersten Division zum
Erfolg:

100:9=11Rest 1 =—=1=100—11-9

Leider ist der Koeffizient —11 von neun negativ; daher miissen wir noch die Gleichung
—92-100+4 100 - 9 = 0 addieren und erhalten

1=-8-100+89-9=89-9=1mod 100.

Somit ist d = 89.



