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3. Ubungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (3 Punkte)

Welche Bedingungen miissen die reellen Zahlen p und q erfiillen, damit die kubische
Gleichung x3 + px + q = 0 keine, eine, zwei oder drei verschiedene reelle Nullstellen hat?

Lésung: Da fiir f(x) = x> + px + q die Grenzwerte lim, ..., f(x) = Foo verschiede-
ne Vorzeichen haben, mufl es nach dem Zwischenwertsatz immer mindestens eine reelle
Nullstelle geben; der Fall keiner reellen Nullstelle kann also nicht auftreten.

Drei reelle Nullstellen gibt es, wie in der Vorlesung bei der Betrachtung des casus irre-
ducibilis gezeigt wurde, genau dann, wenn A = 4p3 — 27q? positiv ist.

Wenn es genau zwei reelle Nullstellen gibt, muf} eine davon eine doppelte Nullstelle sein,
denn zwei reelle und eine nichtreelle komplexe Nullstelle ist bei reellen Koeffizienten nicht
moglich, da fiir jede komplexe Zahl z mit f(z) auch f(z) = f(z) verschwindet. Aus diesem
Grund ist auch eine doppelte nichtreelle komplexe Nullstelle nicht mdoglich, denn dann
wére auch die konjugiert komplexe Zahl eine doppelte Nullstelle, was bei einer Gleichung
vom Grad drei nicht moglich ist. Also gibt es genau dann zwei reelle Nullstellen, wenn es

eine doppelte Nullstelle gibt.

Eine mehrfache Nullstelle gibt es genau dann, wenn A = 4p3 — 27q? verschwindet. Wenn
die Nullstelle Vielfachheit drei hat, muf3 sie Null sein, denn nach VIETE ist die Summe
aller Nullstellen das Negative des Koeffizienten von x?, und der ist hier Null. In diesem
Fall ist p = q = 0. Die Bedingung fiir genau zwei reelle Nullstellen ist also A =0, aber p
und ¢ diirfen nicht beide verschwinden.

Der noch verbleibende Fall von genau einer reellen Nullstelle ist damit dquivalent dazu,
daBB A < 0 ist oder p =q =0.

Somit ist der Fall keiner reellen Nullstelle unmdéglich, eine reelle Nullstelle ist dquivalent
zup = q =0 oder A < 0, zwei reelle Nullstellen sind dquivalent zu A = 0 und drei reelle
Nullstellen zu A > 0.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Schreiben Sie das Polynom X?Y? + X2Z2 4 Y?Z? als Polynom in den elementarsym-
metrischen Funktionen in X,Y und Z!

Losung: Der fiihrende Term beziiglich der graduiert lexikographischen Ordnung ist X2Y?,
d.h. das Exponententripel ist (2,2,0). Somit ist d; = 0,d; = 2 und d3 = 0; wir sub-
trahieren also

03 = (XY +XZ+YZ)? =X>Y? + X?2Z? +Y?Z% + 2X?YZ + 2XY?Z 4+ 2XYZ?;

die Differenz ist
f1 = —2(X2YZ + XY?Z + XYZ?)

mit fiilhrendem Term —2X2YZ, d.h. Exponenten 2,1,1 und d; = 1,d, = 0,d; = 1. Wir
addieren also

20103 =2(X + Y + Z)(XYZ) = 2(X?YZ + XY?Z + XYZ?)

und erhalten Null. Somit ist X?Y? + X?Z2 + Y2Z? = 03 — 207 03.



Aufgabe 3: (5 Punkte)

Zeigen Sie, daf8 die Gleichung x*> — 6x +4 = 0 drei verschiedene reelle Lésungen hat, und
bestimmen Sie diese dann ezakt iiber einen trigonometrischen Ansatz!

Hinwes: cos(x + ) = cos acos 3 — sin asin 3 und sin 2 = 2sin «ccos . Moglicherweise
kommen Sie mit der Berechnung der Kosinus- und Arkuskosinuswerte besser zurecht, wenn
Sie auftretende Winkel im Gradmaf betrachten.

Lésung: Hier ist p = —6 und q =4, also A =4 - (—6)3 — 27 - 4> = 432. Somit ist A > 0,
und es gibt drei verschiedene reelle Losungen.
Fiir den trigonometrischen Ansatz hier im casus irreducibilis schreiben wir x = rcos @,

wobei
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ist. Damit ist 3¢ = %T“; der Winkel ¢ ist also § und hat den Kosinus V/2/2. Die erste
Lésung ist daher

und
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Die beiden anderen méglichen Winkel sind 37 + 1,
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Wir erhalten also die beiden Werte
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Um die dazu gehérenden Losungen der Gleichung zu erhalten, miissen wir mit r = 2/2
multiplizieren; die beiden noch fehlenden Lisungen sind also

2V2-(V2+V6)  4+4V3
- 4 =g =1

X2 =

und
_2V2(Ve-v2) 4V3-4

X3 = 7 ; =—1+3.

Aufgabe 4: (6 Punkte)

Zu ihrem groflen Leidwesen miissen die Mitglieder des traditionsreichen Méannergesangs-
vereins Hinterdinghartinger Frohsinn von 1867 als Konzession an das 21. Jahrhundert zu
ihrem Jahresausflug auch die Familien mitnehmen. Jedes Mitglied bringt daher, falls
vorhanden, seine Frau mit, und wenn das Paar Kinder hat, kommen auch die. An ei-
nem schonen Herbsttag um zehn Uhr morgens brechen achtundvierzig Personen auf; die
grofite Familie umfafit sieben Personen. Um halb elf Uhr erreichen sie einen Stand, der Er-
frischungen und Blumen verkauft. Jeder Mann konsumiert dort Bier im Wert von dreizehn
Euro, und falls er nicht alleine unterwegs ist, schenkt er seiner Frau einen Blumenstraufl
fiir fiinf Euro. Falls er Kinder dabei hat, spendiert er jedem Limonade fiir zwei Euro.



Insgesamt nimmt der Stand dabei dreihundert Euro ein. Was kénnen Sie iiber die Anzahl
der Ménner, Frauen und Kinder sagen?

Losung: Bezeichnet x die Anzahl der Méanner, y die der Frauen und z die der Kinder, so
gelten die beiden Gleichungen

x+y+z=48 und 13x+5y+2z=300.

Auflosen der ersten Gleichung ergibt z =48 —x — vy, also ist
13x+5y+2(48 —x—y) =11x+3y+96 =300 oder 11x+ 3y =204.

Auflerdem gelten die Ungleichungen x > 1,y >0,z>0und y < x.

Da drei ein Teiler von 204 ist, hat die diophantische Gleichung 11x + 3y = 204 in Z die
Losung x = 0 und y = 68; da drei und elf teilerfremd sind und 11-3 —3-11 verschwindet,
ist die allgemeine Losung daher x = 3k und y = 68 — 11k mit einer beliebigen ganzen
Zahl k. Fiir k > 6 wird y negativ, also mufl k < 6 sein, und natiirlich ist k > 1.

Die Anzahl z =48 —x —y =48 — 3k — 68 4+ 11k = 8k — 20 der Kinder kann auch nicht
negativ sein, also mufl k > 3 sein. Schliefllich ist noch

y=68—1k<x=3k=68<14k=k>5.

Also kommen nur k = 5 und k = 6 in Frage. k = 5 fiihrt zu der Lésung x = 15,y = 13 und
z = 20, wahrend k = 6 auf x = 18,y = 2 und z = 28 fiithrt. Im letzteren Fall gabe es nur
zwei Familien mit zusammen 28 Kindern; da die gréfite Familie nur aus sieben Personen
besteht, ist das nicht moglich. Somit waren es 15 Méannern, 13 Frauen und 20 Kinder.

Aufgabe 5: (2 Punkte)
Zeigen Sie: Ist x eine rationale Nullstelle des Polynoms

CldXd-f—ad,1Xdi1 +--+aX+a mit a; €7,

und ist x = p/q eine Darstellung von x als gekiirzter Bruch, so ist p ein Teiler von ay und
g ein Teiler von ag.

Lésung: Durch Multiplikation mit q¢ erhalten wir die Gleichung
agpt+ag1p¥ g+ +arpq? ! +apq? =0.
Auflésen nach agp¢ macht daraus
agp? = —(ag_1p* 'q+- -+ arpq? " + apq?).

Da die rechte Seite durch ¢ teilbar ist, ist es auch die linke, was wegen der Teilerfremdheit
von p und q nur bedeuten kann, daf3 q ein Teiler von a4 ist.

Analog fithrt Auflésen nach agq? auf die Gleichung
a0q? = —(agp?+ ag_1p* 'q+---+a;pqt ),

deren rechte Seite durch p teilbar ist, so dal apq® und damit ao durch p teilbar sein
mu$.



