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3. Übungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (3 Punkte)

Wel
he Bedingungen m

�

ussen die reellen Zahlen p und q erf

�

ullen, damit die kubis
he

Glei
hung x3 + px+ q = 0 keine, eine, zwei oder drei vers
hiedene reelle Nullstellen hat?

Lösung: Da f

�

ur f(x) = x3 + px + q die Grenzwerte limx→±∞ f(x) = ±∞ vers
hiede-

ne Vorzei
hen haben, mu� es na
h dem Zwis
henwertsatz immer mindestens eine reelle

Nullstelle geben; der Fall keiner reellen Nullstelle kann also ni
ht auftreten.

Drei reelle Nullstellen gibt es, wie in der Vorlesung bei der Betra
htung des 
asus irre-

du
ibilis gezeigt wurde, genau dann, wenn ∆ = 4p3 − 27q2
positiv ist.

Wenn es genau zwei reelle Nullstellen gibt, mu� eine davon eine doppelte Nullstelle sein,

denn zwei reelle und eine ni
htreelle komplexe Nullstelle ist bei reellen KoeÆzienten ni
ht

m

�

ogli
h, da f

�

ur jede komplexe Zahl z mit f(z) au
h f(�z) = f(z) vers
hwindet. Aus diesem
Grund ist au
h eine doppelte ni
htreelle komplexe Nullstelle ni
ht m

�

ogli
h, denn dann

w

�

are au
h die konjugiert komplexe Zahl eine doppelte Nullstelle, was bei einer Glei
hung

vom Grad drei ni
ht m

�

ogli
h ist. Also gibt es genau dann zwei reelle Nullstellen, wenn es

eine doppelte Nullstelle gibt.

Eine mehrfa
he Nullstelle gibt es genau dann, wenn ∆ = 4p3 − 27q2
vers
hwindet. Wenn

die Nullstelle Vielfa
hheit drei hat, mu� sie Null sein, denn na
h Vi

�

ete ist die Summe

aller Nullstellen das Negative des KoeÆzienten von x2, und der ist hier Null. In diesem

Fall ist p = q = 0. Die Bedingung f

�

ur genau zwei reelle Nullstellen ist also ∆ = 0, aber p
und q d

�

urfen ni
ht beide vers
hwinden.

Der no
h verbleibende Fall von genau einer reellen Nullstelle ist damit

�

aquivalent dazu,

da� ∆ < 0 ist oder p = q = 0.

Somit ist der Fall keiner reellen Nullstelle unm

�

ogli
h, eine reelle Nullstelle ist

�

aquivalent

zu p = q = 0 oder ∆ < 0, zwei reelle Nullstellen sind

�

aquivalent zu ∆ = 0 und drei reelle

Nullstellen zu ∆ > 0.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

S
hreiben Sie das Polynom X2Y2 + X2Z2 + Y2Z2
als Polynom in den elementarsym-

metris
hen Funktionen in X, Y und Z !

Lösung: Der f
�

uhrende Term bez

�

ugli
h der graduiert lexikographis
hen Ordnung ist X2Y2
,

d.h. das Exponententripel ist (2, 2, 0). Somit ist d1 = 0, d2 = 2 und d3 = 0; wir sub-

trahieren also

σ2

2 = (XY + XZ+ YZ)2 = X2Y2 + X2Z2 + Y2Z2 + 2X2YZ + 2XY2Z+ 2XYZ2
;

die Di�erenz ist

f1 = −2(X2YZ+ XY2Z+ XYZ2)

mit f

�

uhrendem Term −2X2YZ, d.h. Exponenten 2, 1, 1 und d1 = 1, d2 = 0, d3 = 1. Wir

addieren also

2σ1σ3 = 2(X + Y + Z)(XYZ) = 2(X2YZ+ XY2Z+ XYZ2)

und erhalten Null. Somit ist X2Y2 + X2Z2 + Y2Z2 = σ2

2
− 2σ1σ3.



Aufgabe 3: (5 Punkte)

Zeigen Sie, da� die Glei
hung x3 − 6x+ 4 = 0 drei vers
hiedene reelle L

�

osungen hat, und

bestimmen Sie diese dann exakt

�

uber einen trigonometris
hen Ansatz!

Hinweis: 
os(α + β) = 
osα 
osβ − sinα sinβ und sin 2α = 2 sinα 
osα. M
�

ogli
herweise

kommen Sie mit der Bere
hnung der Kosinus- und Arkuskosinuswerte besser zure
ht, wenn

Sie auftretende Winkel im Gradma� betra
hten.

Lösung: Hier ist p = −6 und q = 4, also ∆ = 4 · (−6)3 − 27 · 42 = 432. Somit ist ∆ > 0,
und es gibt drei vers
hiedene reelle L

�

osungen.

F

�

ur den trigonometris
hen Ansatz hier im 
asus irredu
ibilis s
hreiben wir x = r 
osϕ,
wobei

r =

√

−4p

3
=

√

24

3
=

√
8 = 2

√
2

und


os 3ϕ =
−4q

r3
=

−16

16
√
2
= −

1√
2
= −

√
2

2

ist. Damit ist 3ϕ = 3π

4
; der Winkel ϕ1 ist also

π

4
und hat den Kosinus

√
2/2. Die erste

L

�

osung ist daher

x1 = r 
os
π

4
= 2

√
2 ·

√
2

2
= 2 .

Die beiden anderen m

�

ogli
hen Winkel sind

2

3
π± 1

4
π,


os

2π

3
= 
os

(

π −
π

3

)

= 
osπ 
os
π

3
+ sinπ sin

π

3
= −

1

2
;

daher ist


os

(

2

3
π±

π

4

)

= 
os

2π

3

os

π

4
∓ sin

2π

3
sin

π

4
= −

1

2
·
√
2

2
∓

√
3

2
·
√
2

2
.

Wir erhalten also die beiden Werte

−

√
2+

√
6

4
und

√
6−

√
2

4
.

Um die dazu geh

�

orenden L

�

osungen der Glei
hung zu erhalten, m

�

ussen wir mit r = 2
√
2

multiplizieren; die beiden no
h fehlenden L

�

osungen sind also

x2 = −
2
√
2 · (

√
2+

√
6)

4
= −

4+ 4
√
3

4
= −1−

√
3

und

x3 =
2
√
2(
√
6−

√
2)

4
=

4
√
3− 4

4
= −1+

√
3 .

Aufgabe 4: (6 Punkte)

Zu ihrem gro�en Leidwesen m

�

ussen die Mitglieder des traditionsrei
hen M

�

annergesangs-

vereins Hinterdinghartinger Frohsinn von 1867 als Konzession an das 21. Jahrhundert zu

ihrem Jahresaus
ug au
h die Familien mitnehmen. Jedes Mitglied bringt daher, falls

vorhanden, seine Frau mit, und wenn das Paar Kinder hat, kommen au
h die. An ei-

nem s
h

�

onen Herbsttag um zehn Uhr morgens bre
hen a
htundvierzig Personen auf; die

gr

�

o�te Familie umfa�t sieben Personen. Um halb elf Uhr errei
hen sie einen Stand, der Er-

fris
hungen und Blumen verkauft. Jeder Mann konsumiert dort Bier im Wert von dreizehn

Euro, und falls er ni
ht alleine unterwegs ist, s
henkt er seiner Frau einen Blumenstrau�

f

�

ur f

�

unf Euro. Falls er Kinder dabei hat, spendiert er jedem Limonade f

�

ur zwei Euro.



Insgesamt nimmt der Stand dabei dreihundert Euro ein. Was k

�

onnen Sie

�

uber die Anzahl

der M

�

anner, Frauen und Kinder sagen?

Lösung: Bezei
hnet x die Anzahl der M

�

anner, y die der Frauen und z die der Kinder, so
gelten die beiden Glei
hungen

x+ y+ z = 48 und 13x+ 5y + 2z = 300 .

Aufl

�

osen der ersten Glei
hung ergibt z = 48− x− y, also ist

13x + 5y + 2(48− x− y) = 11x + 3y+ 96 = 300 oder 11x + 3y = 204 .

Au�erdem gelten die Unglei
hungen x ≥ 1, y ≥ 0, z ≥ 0 und y ≤ x.

Da drei ein Teiler von 204 ist, hat die diophantis
he Glei
hung 11x + 3y = 204 in Z die

L

�

osung x = 0 und y = 68; da drei und elf teilerfremd sind und 11 · 3− 3 · 11 vers
hwindet,

ist die allgemeine L

�

osung daher x = 3k und y = 68 − 11k mit einer beliebigen ganzen

Zahl k. F
�

ur k > 6 wird y negativ, also mu� k ≤ 6 sein, und nat

�

urli
h ist k ≥ 1.

Die Anzahl z = 48 − x − y = 48 − 3k − 68 + 11k = 8k − 20 der Kinder kann au
h ni
ht

negativ sein, also mu� k ≥ 3 sein. S
hlie�li
h ist no
h

y = 68− 11k ≤ x = 3k =⇒ 68 ≤ 14k =⇒ k ≥ 5 .

Also kommen nur k = 5 und k = 6 in Frage. k = 5 f
�

uhrt zu der L

�

osung x = 15, y = 13 und
z = 20, w

�

ahrend k = 6 auf x = 18, y = 2 und z = 28 f

�

uhrt. Im letzteren Fall g

�

abe es nur

zwei Familien mit zusammen 28 Kindern; da die gr

�

o�te Familie nur aus sieben Personen

besteht, ist das ni
ht m

�

ogli
h. Somit waren es 15 M

�

annern, 13 Frauen und 20 Kinder.

Aufgabe 5: (2 Punkte)

Zeigen Sie: Ist x eine rationale Nullstelle des Polynoms

adX
d + ad−1X

d−1 + · · · + a1X+ a0 mit ai ∈ Z ,

und ist x = p/q eine Darstellung von x als gek

�

urzter Bru
h, so ist p ein Teiler von a0 und

q ein Teiler von ad.

Lösung: Dur
h Multiplikation mit qd
erhalten wir die Glei
hung

adp
d + ad−1p

d−1q+ · · · + a1pq
d−1 + a0q

d = 0 .

Aufl

�

osen na
h adp
d
ma
ht daraus

adp
d = −(ad−1p

d−1q + · · · + a1pq
d−1 + a0q

d) .

Da die re
hte Seite dur
h q teilbar ist, ist es au
h die linke, was wegen der Teilerfremdheit

von p und q nur bedeuten kann, da� q ein Teiler von ad ist.

Analog f

�

uhrt Aufl

�

osen na
h a0q
d
auf die Glei
hung

a0q
d = −(adp

d + ad−1p
d−1q+ · · · + a1pq

d−1) ,

deren re
hte Seite dur
h p teilbar ist, so da� a0q
d
und damit a0 dur
h p teilbar sein

mu�.


