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1. Übungsblatt Algebra

Aufgabe 1: (4 Punkte)

Bringen Sie die folgenden Glei
hungen auf die jeweils anwendbare der se
hs Normalformen

na
h al-Chw

�

arizm

�

i!

a) x2 − 3x + 5 = 2x + 7

Lösung: Dur
h al-ds
habr werden die 3x auf die re
hte Seite gebra
ht; sodann wird dur
h

al-muq�abala auf beiden Seiten f

�

unf subtrahiert;

�

ubrig bleibt x2 = 5x+ 2.

b) x2 − 4x − 8 = 12− 5x

Lösung: Dur
h al-muq�abala werden auf beiden Seiten sowohl 5x als au
h a
ht addiert

mit Ergebnis x2 + x = 20.


) x2 + 5x + 3 = x2 + 3x+ 7

Lösung: Hier kommt al-muq�abala glei
h dreimal zum Einsatz: Auf beiden Seiten werden

x2, 3x und drei subtrahiert mit Ergebnis 2x = 4.

d) x2 + x+ 1 = 3x− 3

Lösung: Auf beiden Seiten wird x subtrahiert und drei addiert; das f

�

uhrt zu x2+4 = 4x.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Zeigen Sie:

a) Eine quadratis
he Glei
hung mit zwei positiven L

�

osungen l

�

a�t si
h stets auf die Form

x2 + q = px mit p > 0 und q > 0 bringen.

Lösung: Sind x1 und x2 die beiden L

�

osungen, so l

�

a�t si
h die Glei
hung au
h s
hreiben

als

(x− x1)(x − x2) = x2 − (x1 + x2)x+ x1x2 = 0 oder x2 + x1x2 = (x1 + x2)x .

Da x1 und x2 positiv sind, hat die re
hte Glei
hung die gew

�

uns
hte Form.

b) Falls die Glei
hung x2 + q = px mit p > 0 und q > 0 keine zwei positiven L

�

osungen hat,

hat sie entweder eine doppelte Nullstelle oder keine reelle L

�

osung.

Lösung: x1,2 = 1
2

(

p±
√

p2 − 4q
)

f

�

uhrt im Falle p2 > 4q zu zwei positiven L

�

osungen, da

p > 0 und p2 − 4q wegen der Positivit

�

at von q kleiner als p2
ist, so da� au
h p minus

Wurzel positiv bleibt. F

�

ur p2 = 4q gibt es die doppelte Nullstelle p/2, und f

�

ur p2 < 4q
ist die Wurzel rein imagin

�

ar, so da� es keine reellen L

�

osungen gibt.



Aufgabe 3: (6 Punkte)

Finden Sie die L

�

osungen der folgenden quadratis
hen Glei
hungen, und geben Sie diese

in der Form z = x+ iy mit x, y ∈ R an:

a) z2 − 2i = 0

Lösung: Die Glei
hung ist
�

aquivalent zu z2 = 2i. Bekanntli
h ist (1+i)2 = 12+2i+i2 = 2i,
so da� z1 = 1+ i eine L

�

osung ist. Die zweite ist nat

�

urli
h z2 = −z1 = −1− i.

b) z2 + 4iz+ 5 = 0

Lösung: Dies l
�

a�t si
h ums
hreiben als (z+ 2i)2 = −9, also ist z+ 2i = ±3i, was auf die
beiden L

�

osungen z1 = i und z2 = −5i f
�

uhrt.


) z2 − 3z + 4+ (3− z)i = 0

Lösung: Na
h z-Potenzen sortiert wird die Glei
hung zu z2 − (3 + i)z + 4 + 3i = 0.
Quadratis
he Erg

�

anzung ma
ht daraus

(

z−
3+ i

2

)2

−
(3+ i)2

4
+4+3i =

(

z−
3+ i

2

)2

−
8− 6i

4
+4+3i =

(

z−
3+ i

2

)2

+2+
3i

2
= 0 .

Wir su
hen also die Quadratwurzeln a + ib von −2 − 3
2
i. (a + ib)2 = a2 − b2 + 2abi,

d.h. a2 − b2 = −2 und 2ab = −3
2
. Somit ist b = − 3

4a
und a2 − b2 = a2 − 9

16a2 = −2.

Multiplikation mit a2
ma
ht daraus die quadratis
he Glei
hung

a4 + 2a2 −
9

16
= (a2 + 1)2 − 1−

9

16
= (a2 + 1)2 −

25

16
= 0 .

Somit ist a2+ 1 = 5
4
, denn a ist real, so da� nur die positive Wurzel in Frage kommt. und

a2 = 1
4
. Also ist a = ±1

2
und b = − 3

4a
= ∓3

2
. Die beiden Quadratwurzeln aus −2 − 3

2
i

sind also

1
2
− 3

2
i und −1

2
+ 3

2
i. Die Glei
hung

(

z−
3+ i

2

)2

+ 2+
3i

2
= 0

wird damit zu

z−
3+ i

2
= ±

(

1

2
−

3

2
i

)

,

die L

�

osungen sind also

z1 =
3+ i

2
+

1

2
−

3

2
i = 2− i und z2 =

3+ i

2
−

1

2
+

3

2
i = 1+ 2i .

Aufgabe 4: (6 Punkte)

Finden Sie die ganzzahligen L

�

osungen der folgenden Glei
hungen:

a) 2x3 + x2 − 7x = 6

Lösung: Na
h einem Lemma aus der Vorlesung ist jede ganzzahlige Nullstelle eines Po-

lynoms mit ganzzahligen KoeÆzienten Teiler des konstanten Glieds. Dieses ist hier −6;
wenn es ganzzahlige Nullstellen gibt, kommen also nur ±1, ±2, ±3 und ±6 in Frage, F

�

ur

x = 1 erhalten wir die fals
he Glei
hung 2+ 1− 7 = 6, f
�

ur x = −1 ist −2+ 1+ 7 = 6 und

f

�

ur x = 2 ist 16 + 4− 14 = 6. Also sind −1 und 2 L

�

osungen. Um au
h no
h die dritte zu

�nden, k

�

onnen wir den Wurzelsatz von Vi

�

ete anwenden, m

�

ussen dazu aber die Glei
hung

dur
h zwei dividieren um f

�

uhrenden KoeÆzienten eins zu erhalten. Der KoeÆzient von

x2 ist dann

1
2
, und das ist die negative Summe aller Nullstellen. Die no
h fehlende dritte

Nullstelle ist somit −3
2
und damit ni
ht ganzzahlig.



b) x3 − 4x2 + x+ 6 = 0

Lösung: Au
h hier kommen nur ±1,±2,±3 und ±6 in Frage. 13 − 4 · 12 + 1 + 6 = 4,
(−1)3 − 4 · (−1)2 + 1+ 6 = 0 und 23 − 4 · 22 + 2+ 6 = 0. Da das Produkt aller Nullstellen
glei
h −6 sein mu� (oder da die Summe vier ist), kommt f

�

ur die dritte Nullstelle nur die

Drei in Frage.


) 3x3 − 2x2 − 3x+ 2 = 0

Lösung: Na
h dem Lemma aus der Vorlesung m

�

ussen alle ganzzahligen Nullstellen Teiler

von zwei sein, d.h. nur ±1 und ±2 kommen in Frage. ±1 sind beide Nullstellen; da die

Summe aller drei Nullstellen na
h Vi

�

ete glei
h

2
3
sein mu�, ist das die dritte Nullstelle.


