
Kapitel 4
Nullstellen und Körpererweiterungen

§1: Zerfällungskörper und der Fundamentalsatz
der Algebra

Ist k ein Körper undf ∈ k[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad
mindestens zwei, so hatf in k keine Nullstelle. Wir kennen aber bereits
viele F̈alle, in denen es einen größeren K̈orperK gibt, in demf eine
oder mehrere Nullstellen hat. Solche Körper lassen sich auf verschiedene
Weisen konstruieren: Ist etwak = Q undf = X2 − 2, so k̈onnen wir
bekanntlich mit dem Verfahren von HENON durch die Iteration

x0 = 1, xn =
1
2

(
xn−1 +

2
xn−1

)
für allen ∈ N

immer bessere N̈aherungsl̈osungen konstruieren, und wenn wir die ratio-
nalen Zahlen durch Hinzunahme aller Grenzwerte von CAUCHY-Folgen
(oder Intervallschachtelungen) zu den reellen Zahlen erweitern, ist dort
der Grenzwert

x = lim
n→∞

xn

dieser Folge eine L̈osung.

Für die Nullstellen des PolynomsX2 + 1 ist ein solcher Ansatz nicht
möglich; hier m̈ussen wir die

”
imagin̈are Einheit“i einführen als

”
Sym-

bol“ mit dem wir rechnen.̈Ahnlich hatten wir uns bereits gegen Ende
des vorigen Kapitels̈uberlegt, daß wir zu jedem K̈orperk und jedem
irreduziblen Polynom̈uberf einen gr̈oßeren K̈orper finden k̈onnen, in
demf eine Nullstelle hat. Diesen Ansatz wollen wir nun systematisch
ausbauen.

Beginnen wir mit K̈orpererweiterungen:
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Definition: Sindk ⊆ K zwei Körper, so bezeichnen wirk alsTeilkör-
pervonK undK alsErweiterungsk̈orpervonk. Wir sagen auch,K/k,
gesprochenK überk, sei eineKörpererweiterung.

IstK/k eine Körpererweiterung, so istK eink-Vektorraum, dennK ist
bez̈uglich seiner Addition eine abelsche Gruppe, und die Einschränkung
der Multiplikation inK auf k × K ist die Multiplikation der

”
Skalare“

ausk mit den
”
Vektoren“ ausK. Klassisches Beispiel ist die Betrach-

tung des K̈orpersC der komplexen Zahlen als zweidimensionalen Vek-
torraumR2.

Im allgemeinen muß dieser Vektorraum nicht endlichdimensional sein:
R kann beispielsweise unm̈oglich ein endlichdimensionalerQ-Vektor-
raum sein, denn genau wieQ ist auch jeder VektorraumQn abz̈ahlbar,
aberR ist überabz̈ahlbar.

Definition: Ist K ein endlichdimensionalerk-Vektorraum, sagen wir,
die Körpererweiterung sei endlich, und wir bezeichnen die Dimension
desk-VektorraumsK als deren Grad [K : k]. Andernfalls sagen wir,
sie sei unendlich und schreiben [K : k] = ∞.

Als Beispiel betrachten wir ein irreduzibles Polynomf ∈ k[X] und den
FaktorringK = k[X]/(f ). Wie wir gegen Ende des vorigen Kapitels
gesehen haben, ist er ein Körper, und als Vektorraum hat er beispiels-
weise die Basis 1, x, . . . , xd−1, wobeix = X +(f ) die Restklasse vonX
bezeichnet. Istf = adX

d + · · · + a0 mit ad 6= 0, so ist

Xd ≡ − ad−1X
d−1 + · · · + a1X + a0

ad

mod (f )

und damit

xd = − ad−1x
d−1 + · · · + a1x + a0

ad

,

so daßxd und die ḧoheren Potenzen nicht zur Erzeugung gebraucht
werden. Die genannten Elemente sind auch linear unabhängigüberk,
denn falls es Elementeλi ∈ k gibt, so daß

λ0 · 1 +λ1 · x + · · · + λd−1 · xd−1 = 0
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ist, so muß das Polynomλ0 +λ1 ·X + · · ·+λd−1 ·Xd−1 in k[X] durchf
teilbar sein. Da sein Grad höchstens gleichd − 1 sein kann, geht das
nur, wenn es das Nullpolynom ist, wenn also alleλi verschwinden.

Wir können dieses Ergebnis und die Diskussion im vorigen Kapitel
zusammenfassen zum

Lemma: Ist f ∈ k[X] ein irreduzibles Polynom vom Gradd ≥ 1,
so istK = k[X]/(f ) ein Erweiterungsk̈orper vom Gradd, in demf
mindestens eine Nullstelle hat.

SindL/K undK/k zwei Körpererweiterungen, so ist auchL/k eine;
hier gilt:

Lemma: a) SindL/K undK/k zwei endliche K̈orpererweiterungen,
so ist auchL/k eine endliche K̈orpererweiterung und

[L : k] = [L : K] · [K : k] .

b) Ist L/k eine endliche K̈orpererweiterung und istk ⊆ K ⊆ L,
so sind sowohlL/K als auchK/k endliche K̈orpererweiterungen. Ist
[L : k] = [K : k], so istK = L.

Beweis: a)b1, . . . , br seine eine Basis vonK als k-Vektorraum, und
c1, . . . , cs sei eine Basis vonL als K-Vektorraum. Dann k̈onnen wir
in L die rs-Produktebicj bilden, und wollen uns̈uberlegen, daß diese
eine Basis desk-VektorraumsL bilden.

Zunächst erzeugen sie diesen Vektorraum, denn jedesv ∈ L läßt sich
als Linearkombination

v = λ1c1 + · · · + λscs mit λj ∈ K

schreiben, und jedesλj läßt sich schreiben als

λj = µ1jb1 + · · · + µrjbr mit µij ∈ k .

Setzt man dies in die darüberliegende Formelzeile ein, erhält manv als
Summe allerµijbicj .
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Zum Beweis der linearen Unabhängigkeit nehmen wir an,
r∑

i=1

s∑

j=1

µijbicj =
s∑

j=1

(
r∑

i=1

µijbi

)
cj = 0

für irgendwelche Elementeµij ∈ k. Die Summen in der Klammer sind
Elemente vonK; wegen der linearen Unabhängigkeit dercj überK
müssen sie also alle verschwinden. Dann müssen aber auch alleµij

verschwinden, denn diebi sind linear unabḧangigüberk.

Somit ist [L : k] = rs = [K : k] · [L : K], wie behauptet.

b) Betrachten wirK undL als Vektorr̈aumeüberk, so istK ein Unter-
vektorraum vonL, und naẗurlich sind Untervektorr̈aume endlichdimen-
sionaler Vektorr̈aume selbst endlichdimensional. Wenn beide die gleiche
Dimension haben, m̈ussen sie sogar gleich sein. AlsK-Vektorraum istL
endlichdimensional, da einek-Basis vonL insbesondere ein Erzeugen-
densystem vonL über dem gr̈oßeren K̈orperK ist.

Am einfachsten findet man die Nullstellen eines Polynoms, wenn das
Polynom bereits als Produkt von Linearfaktoren gegeben ist. Wir wollen
unsüberlegen, daß es für jedes Polynom einen K̈orper gibt,über dem es
so zerlegt werden kann:

Definition: k sei ein K̈orper undf ∈ k[X] sei ein Polynom. Ein K̈or-
perK mit k ⊆ K heißtZerfällungsk̈orper vonf überk, wenn gilt:
1.) Es gibt Elementez1, . . . , zd ∈ K unda ∈ k, so daß im Polynomring

K[X] gilt f = a(X − z1) · · · (X − zn) .

2.) Istk ⊆ L ⊆ K und es gibt eine solche Zerlegung auchüberL, so
ist L = K.

In einem Zerf̈allungsk̈orperzerf̈allt das Polynom also in ein Produkt von
Linearfaktoren, und es gibt keinen kleineren Teilkörper,über dem dies
bereits der Fall ist.

Für das PolynomX2 − 2 ∈ Q[X] ist somitQ ⊕ Q
√

2 ein Zerf̈allungs-
körper, dennX2 − 2 = (X +

√
2)(X −

√
2). AuchQ[X]/(X2 − 2) ist

ein Zerf̈allungsk̈orper, denn bezeichnetx die Restklasse vonX, so ist
auch (X + x)(X − x) = X2 − x2 = X2 − 2.
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Satz: k sei ein K̈orper undf ∈ k[X] ein Polynom. Dann gibt es einen
Zerfällungsk̈orperK vonf überk.

Beweisdurch Induktion nachd = degf : Für Polynome vom Grad Null
gibt es nichts zu beweisen, für das PolynomaX +b mit a 6= 0 istk selbst
der Zerf̈allungsk̈orper, denn

aX + b = a

(
X − (−b)

a

)
.

Sei nund > 1 undf ∈ k[X] ein Polynom vom Gradd. Weiter seig
ein irreduzibler Faktor vonf ; für irreduziblef nehmen wir naẗurlich
g = f . Wie wir aus dem Lemma zu Beginn dieses Paragraphen wissen,
ist k1 = k[X]/(g) ein Körper, in demg (mindestens) eine Nullstellez1
hat.

Nun vergessen wir, wiek1 aus einem Polynomring̈uberk entstanden ist,
und betrachtenk1 einfach als einen K̈orper.Über diesem K̈orper k̈onnen
wir wieder den Polynomringk1[X] bilden. Dort istg(z1) = 0. also istg
ein Vielfaches von (X−z1). Damit ist auchf durch (X−z1) teilbar. Sei
etwaf = (X − z1) · f1 mit einem Polynomf1 ∈ k1[X] vom Gradd−1.
Nach Induktionsannahme gibt es einen Zerfällungsk̈orper K von f1
überk1. In diesem K̈orper l̈aßt sichf1 als Produkt von Linearfaktoren
schreiben, also gibt es auch für f = (X − z1)f1 eine solche Darstellung

f = a(X − z1)(X − z2) · · · (X − zd) mit zi ∈ K .

Der kleinste Teilk̈orper vonK, derk und allezi entḧalt ist daher ein
Zerfällungsk̈orper vonf überk.

Für das PolynomX3 − 2 überQ etwa konstruieren wir zun̈achst den
Körperk1 = Q[X]/(X3 − 2); die Nebenklasse vonX in k1 bezeichnen
wir als z1. In k1 ist dannz3

1 = 2.

Nun dividieren wirX3−2 = X3−z3
1 in k1[X] durchX−z1 und erhalten

den Quotientenf1 = X2 + z1X + z2
1. Wir bilden den neuen Faktorring

k2 = k1[X]/(X2 + z1X + z2
1); die Restklasse vonX modulo (f1) seiz2.

Wir können nun nochf1 in k2[X] durchX − z2 dividieren; aber da das
Ergebnis linear ist, wissen wir auch so, daß auch die zweite Lösung der
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quadratischen Gleichung ink2 liegt; das PolynomX3 − 2 zerf̈allt also
überk2 in Linearfaktoren.

k2 ist ein zweidimensionalerk1-Vektorraum mit Basis 1, z2, undk1 ist ein
dreidimensionalerk2-Vektorraum mit Basis 1, z1, z

2
1. Als k-Vektorraum

hatk2 somit die Dimension sechs und die Basis 1, z1, z
2
1, z2, z1z2, z

2
1z2.

Wir könnenk1 in R einbetten, indem wirz1 auf 3
√

2 abbilden. Dann
haben wir f̈ur z2 überR die quadratische Gleichungz3

2 + 3
√

2z2 + 3
√

4 = 0
mit Lösungen

(
−1

2
+

1
2

√
−3

)
3
√

2 und

(
−1

2
− 1

2

√
−3

)
3
√

2

in C, wie erwartet. Wir ḧatten aber aber natürlich k1 auch inC einbetten
können, indem wirz1 auf

(
− 1

2 + 1
2

√
3
)

3
√

2 abbilden und ḧatten dann
eine quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizienten bekommen,
die die konjugiert komplexe Zahl sowie3

√
2 als L̈osungen ḧatte.

Es ist kein Wunder, daß die Gleichung inC drei Nullstellen hat; der so-
genannteFundamentalsatz der Algebrabesagt, daß jedes Polynom mit
komplexen Koeffizienten̈uberC in Linearfaktoren zerf̈allt. Für diesen
Satz gibt es mehrere Beweise, unter anderemüber die Funktionenthe-
orie oder mit Hilfe der algebraischen Topologie. Der folgende Beweis
stammt aus dem BuchThéorie alǵebrique des nombresvon PIERRE

SAMUEL (Hermann, Paris,21971), und geht nach Angaben des Autors

”
im wesentlichen“ zur̈uck auf LAGRANGE. Er verwendet nur elementa-

re, aus der Analysisvorlesung bekannte Eigenschaften der reellen und
komplexen Zahlen. Der wesentliche Beweisschritt ist der folgende

Satz: Jedes nichtkonstante Polynomf ∈ R[X] hat mindestens eine
komplexe Nullstelle.

Beweis:Wir schreiben den Gradd eines Polynoms in der Formd = 2n ·u
mit n ∈ N0 und einer ungeraden Zahlu und beweisen den Satz durch
Induktion nachn.

Für den Induktionsanfangn = 0 müssen wir somit beweisen, daß jedes
reelle Polynom ungeraden Grades mindestens eine komplexe Nullstelle
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hat. Da wir aus der Analysis wissen, daß es sogar eine reelle Nullstelle
hat, ist das klar.

Nun sein > 0; wir nehmen an, daß die Behauptung für alle Graded,
in deren Zerlegung ein kleineresn auftaucht, bereits bewiesen sei, und
betrachten ein Polynomf ∈ R[X] vom Gradd = 2nu mit irgendeinem
ungeradenu. Wie wir wissen, gibt es einen Zerfällungsk̈orperK/R,
über dem das Polynom in Linearfaktoren zerfällt; die d (nicht notwen-
digerweise verschiedenen) Nullstellen seienz1, . . . , zd.

Zu jedemλ ∈ R betrachten wir f̈ur alle Paare (i, j) mit 1 ≤ i < j ≤ d
die Elemente

wij(λ) = zi + zj + λzizj ∈ K

sowie das Polynom

gλ =
∏

(i,j)
1≤i<j≤d

(
X − wij(λ)

)
∈ K[X] .

Wir wollen unsüberlegen, daß dieses Polynom tatsächlich sogar schon
in R[X] liegt.

Seine Koeffizienten sind nach dem Satz von VIÈTE (Kap. 1, §6) bis
aufs Vorzeichen die elementarsymmetrischen Funktionen indenwij(λ)
Damit sind sie auch symmetrische Funktionen in denzi, denn jede Per-
mutationzi 7→ zπ(i) führt zu einer Permutationwij(λ) 7→ wπ(i)π(j)(λ).
Nach dem Hauptsatz̈uber symmetrische Funktionen (Kap. 1,§7) lassen
sie sich daher als Polynome in den elementarsymmetrischen Funktionen
der zi schreiben, also, wieder nach VIÈTE, als Polynome in den Koef-
fizienten vonf . Diese Koeffizienten sind reelle Zahlen; also sind auch
die Koeffizienten allergλ reelle Zahlen, d.h.gλ ∈ R[X] f ür alleλ.

Da es1
2d(d − 1) Paare (i, j) gibt, hatgλ den Grad

d(d − 1)
2

=
2nu(d − 1)

2
= 2n−1u(d − 1) .

Wegenn ≥ 1 ist d − 1 ungerade, also auchu(d − 1); die Grade dergλ

sind daher nur durch 2n−1 teilbar, nicht aber durch 2n. Somit k̈onnen
wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und folgern, daßjedes der
Polynomegλ mindestens eine komplexe Nullstelle hat.
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Die Nullstellen vongλ sind diewij(λ) ∈ K; damit wissen wir, daß es
zu jedemλ ∈ R ein Paar (i, j) gibt derart, daßwij(λ) in C liegt.

Nun verwenden wir ein klassisches Beweisprinzip der Mathematik, das
DIRICHLETsche Schubfachprinzip: Hat mann Schubf̈acher und verteilt
mehr alsn Objekte darauf, so m̈ussen in mindestens einem dieser
Schubf̈acher mindestens zwei Objekte liegen.

JOHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 –
1859) wurde in der damals zu Frankreich gehörenden
Stadt D̈uren geboren; er lehrte an den Universitäten
Breslau, Berlin und G̈ottingen. 1828 gab er den er-
sten strengen Beweis für die Konvergenz von FOURI-
ERreihen und untersuchte die Darstellbarkeit beliebiger
Funktionen durch solche Reihen. Auch unser heutiger
Funktionsbegriff geht auf DIRICHLET zurück. Sein wohl
bekanntester Satz besagt, daß eine arithmetische Pro-
gression, deren Glieder keinen gemeinsamen Teiler
haben, unendlich viele Primzahlen enthält.

Unsere Objekte sind die reellen Zahlenλ, die Schubf̈acher sind die Paare
(i, j). Es gibt1

2d(d−1) Schubf̈acher, aber unendlich viele reelle Zahlen,
also muß es zwei Werteλ 6= λ′ und ein Paar (i, j) geben, so daß sowohl
wij(λ) als auchwij(λ′) in C liegen.

Gehen wir zur̈uck zur Definition derwij , sehen wir, daß

zi + zj + λzizj = wij(λ) und zi + zj + λ′zizj = wij(λ′)

beides komplexe Zahlen sind, also auch

zizj =
wij(λ′) − wij(λ)

λ′ − λ
und zi+zj = wij(λ)−λ

wij(λ′) − wij(λ)

λ′ − λ
.

Aus§2 von Kapitel 1 wissen wir, daß wir zwei Zahlen, deren ProduktP
und SummeS wir kennen, als L̈osung der quadratischen Gleichung
X2−SX +P = 0 bestimmen k̈onnen, und aus der Analysis wissen wir,
daß wir zu jeder komplexen Zahl eine komplexe Quadratwurzelfinden
können, so daß sich die Lösungsformel f̈ur quadratische Gleichungen
auch im Komplexen anwenden läßt und komplexe L̈osungen liefert.
Somit sindzi und zj komplex,f hat also in der Tat mindestens eine
komplexe Nullstelle.
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Korollar: Jedes nichtkonstante Polynomf ∈ C[X] hat mindestens
eine komplexe Nullstelle.

Beweis:Wir betrachten zuf = adX
d + · · · + a0 das Polynom

f = adX
d + · · · + a0

mit den konjugiert komplexen Koeffizienten und multiplizieren die bei-
den miteinander. Der Koeffizient vonXr in ff ist die Summe aller
Produkteaiaj mit i + j = r. Ist i 6= j, kommt also in der Summe außer
dem Summandenaiaj auch nochajai vor; diese beiden Zahlen sind
konjugiert komplex zueinander, so daß ihre Summe reell ist.Für gera-
der gibt es noch einen Term der Formaiai = |ai|

2; auch der ist reell.
Also ist die gesamte Summe reell, und damit istff ∈ R[X]. Nach dem
gerade bewiesenen Satz hatff mindestens eine komplexe Nullstellez;
es gibt also einz ∈ C, so daßf (z)f(z) = 0 ist. Dann ist entweder
f (z) = 0, und wir sind fertig, oderf (z) = 0. In diesem Fall ist auch

f (z) = f (z) = 0, also istz eine komplexe Nullstelle vonf

Induktiv folgt sofort der

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynomf ∈ C[X] vom
Gradd ≥ 1 zerf̈allt vollständig in Linearfaktoren, läßt sich also schrei-
ben als

f = a(X − z1) · · · (X − zd) mit a, zi ∈ C .

Ist k ein Teilkörper vonC und f ∈ k[X] ein irreduzibles Polynom
überk, so zerf̈allt f alsoüberC in Linearfaktoren:

f = a(X − z1) · · · (X − zd) mit a ∈ k, zi ∈ C .

Der kleinste Teilk̈orper vonC, der sowohlk als auch die Elemente
z1, . . . , zd entḧalt, ist somit ein Zerf̈allungsk̈orper vonf überk.

Definition: Ist K/k eine Körpererweiterung und sindz1, . . . , zr Ele-
mente vonK, so bezeichnen wir mitk(z1, . . . , zr) den kleinsten
Teilkörper vonK, der sowohlk als auch die Elementez1, . . . , zr entḧalt.
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Dieser K̈orper existiert; er ist einfach der Durchschnitt aller Teilkörper
von K, die sowohlk als auch die s̈amtlichenzi enthalten. Wir sagen,
k(z1, . . . , zr) entstehe ausk durchAdjunktionder Elementez1, . . . , zr.

Für ein irreduzibles Polynom̈uber Q oder einem anderen Teilkörper
von C haben wir somit zwei wesentlich verschiedene Zugänge zum
Zerfällungsk̈orper: Einmal durch Adjunktion der komplexen Nullstellen
(wie immer wir die bekommen) oder rein formal durch die Restklassen-
konstruktion, mit der wir oben die Existenz des Zerfällungsk̈orpers all-
gemein bewiesen haben. Natürlich sollten wir uns fragen, was diese
beiden Zerf̈allungsk̈orper miteinander zu tun haben.

Lemma: ϕ: k → k′ sei ein Isomorphismus von K̈orpern,

f = adX
d + · · · + a1X + a0 ∈ k[X]

sei ein Polynom̈uberk und

f ′ = ϕ(ad)Xd + · · · + ϕ(a1)X + ϕ(a0)

das entsprechende Polynom ausk′[X]. Weiter seienK/k und K ′/k′

Zerfällungsk̈orper vonf bzw.f ′. Dann gibt es einen Isomorphismus
Φ: K → K ′, derϕ fortsetzt.

Beweis:In K[X] l äßt sich das Polynomf als Produkt von Linearfak-
toren schreiben:

f = ad(X − z1) · · · (X − zd) mit ai ∈ K .

Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der Anzahlr jenerzi, die
nicht in k liegen.

Im Fall r = 0 zerf̈allt das Polynom bereits̈uberk in Linearfaktoren, d.h.
K = k. Außerdem ist dann auch

f ′ = ϕ(ad)
(
X − ϕ(z1)

)
· · ·
(
X − ϕ(zd)

)
mit ϕ(ai) ∈ k′ ,

so daß auchK ′ = k′ ist und wir einfachΦ = ϕ setzen k̈onnen.

Der Fall r = 1 tritt nicht auf, denn liegen etwaz2, . . . , zd in k, so ist
f ∈ k[X] durchad(X−z2) · · · (X−zd) teilbar, und der QuotientX−z1
liegt in k[X], d.h. auchz1 ∈ k.
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Sei nunr > 1. Dann hatf mindestens einen irreduziblen Faktorg
vom Grad gr̈oßer eins; durch Umnummerieren der Nullstellen können
wir erreichen, daßz1 eine Nullstelle vong ist. Nun betrachten wir das
Polynomg′ ∈ k′[X], das ausg entsteht, indem wir alle Koeffizienten
durch ihr Bild unterϕ ersetzen. Offensichtlich istg′ ein irreduzibler
Faktor vonf ′; das Elementz′1 ∈ K ′ sei eine Nullstelle vong′.

Im Körperk(z1) hat g mindestens eine Nullstelle, nämlich z1, und in
k′(z′1) hatg′ mindestens eine Nullstelle, nämlichz′1. Außerdem ist

k(z1) ∼= k[X]/(g) ∼= k′[X]/(g′) ∼= k′(z′1) ;

wir können also einen Isomorphismusϕ̃: k(z1) → k′(z′1) finden, derϕ
fortsetzt.

Da k(z1) in K liegt undk′(z′1) in K ′, können wir das zu beweisende
Lemma auch f̈ur die Zerf̈allungsk̈orperK/k(z1) undK ′/k′(z′1) und den
Morphismusϕ̃ anwenden. Dar dann um mindestens eins kleiner ist,
gilt es nach Induktionsannahme für diese Situation und damit auch für
die betrachtete.

Korollar: Je zwei Zerf̈allungsk̈orperK,K ′ eines Polynomsf ∈ k[X]
sind isomorph.

Beweis:Wir müssen nur das gerade bewiesene Lemma auf den Fall
anwenden, daßk′ = k ist undϕ die Identiẗat.

Was uns wirklich interessiert ist natürlich dieses Korollar; die allgemei-
nere Formulierung im Lemma war notwendig, da selbst im Fallk = k′

die Körperk(z1) undk(z′1) im allgemeinen nicht gleich sind, sondern
nur isomorph; wir brauchen die Induktionsannahme daher für die allge-
meinere Situation.

§2: Automorphismen von Körpererweiterungen
Um die Nullstellenmenge eines Polynomsf ∈ k[X] zu untersuchen,
können wir den Zerf̈allungsk̈orperK von f betrachten; wenn wir den
konstruieren k̈onnen als eine Folge von Körpererweiterungen, die je-
weils durch Adjunktion der Wurzel eines Elements entstehen, können
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wir alle Elemente vonK und damit insbesondere auch die Nullstellen
vonf ausgehend vonk durch Wurzelausdrücke beschreiben.

Wenn wir etwa eine kubische Gleichungx3 + px + q = 0 für zwei ratio-
nale Zahlenp, q lösen wollen, betrachten wir nach der Lösungsformel
zun̈achst die Zahl

U =
−q

2
+

√(q

2

)2
+
(p

3

)3
,

sodann die dritten Wurzelnu1, u2 undu3 vonU , und erhalten schließlich
die Lösungen

x1 = u1 −
p

3u1
, x2 = u2 −

p

3u2
und x3 = u3 −

p

3u3
.

Wir berechnen also zunächst inQ die Zahl∆ =
(

q
2

)2
+
(

p
3

)3
; falls sie

in Q ein Quadrat ist, k̈onnen wirU als rationale Zahl berechnen. Im all-
gemeinen wird∆ kein Quadrat sein; dann gehen wirüber zum K̈orper
k1 = Q(

√
∆) mit [k1 : Q] = 2. Dort können wir das ElementU berech-

nen und m̈ussen schauen, ob alle dritten Wurzeln vonU in k1 liegen.
Auch das wird im allgemeinen nicht der Fall sein; dann gehen wir weiter
zum Zerf̈allungsk̈orperk2 des PolynomsX3 − U , und dort k̈onnen wir
die drei L̈osungen berechnen. Wie wir im ersten Kapitel gesehen haben,
bedeutet das aber nicht unbedingt, daßk2/Q der Zerf̈allungsk̈orper des
PolynomsX3 + pX + q sein muß: Selbst im Falle dreier ganzzahliger
Lösungen sind f̈ur die Berechnung von

√
∆ und der dritten Wurzeln

von U Körpererweiterungen notwendig. Immerhin wissen wir, daß der
Zerfällungsk̈orper ein Teilk̈orper vonk2 ist, und da sich dort alle Ele-
mente durch Wurzelausdrücke darstellen lassen, gilt dasselbe auf jeden
Fall auch f̈ur die Lösungen.

In diesem Paragraphen wollen wir versuchen, die Struktur einer Körper-
erweiterung̈uber ihre Zwischenk̈orper zu verstehen; diese Zwischenkör-
per wiederum wollen wir mit Hilfe von Automorphismen in den Griff
bekommen.

Homomorphismen, Isomorphismen, Automorphismen,usw.von Kör-
pern sind naẗurlich einfach Ringhomomorphismen, -isomorphismen,
-automorphismen,usw.;bei Körpern sind diese allerdings automatisch
injektiv:
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Lemma: Ist k ein Körper undR ein Ring, so ist jeder Ringhomomor-
phismusϕ: k → R injektiv.

Beweis:Kernϕ ist ein Ideal vonk; falls es das Nullideal ist, sind wir
fertig. Andernfalls gibt es mindestens ein Elementx 6= 0, und wegen
der Idealeigenschaft liegen auch alle Vielfachen vonx im Kern. Da
in einem K̈orper alle Elemente außer der Null invertierbar sind, ist
jedesy ∈ k ein Vielfaches vonx: y = x · (x−1y), so daß Kernϕ = k
wäre. Das ist aber nicht m̈oglich den zumindest die Eins muß bei einem
Ringhomomorphismus auf 1 abgebildet werden.

Die folgende Diskussion des Zusammenhangs zwischen Automorphis-
men und Zwischenk̈orpern folgt im wesentlichen der besonders kom-
pakten und einfachen Darstellung aus

EMIL ARTIN: Galoissche Theorie,Leipzig 1959(u.a.)

Lemma: σ1, . . . , σr: k → k seien paarweise verschiedene Homomor-
phismen des K̈orpersk in einen K̈orperK. Dann sindσ1, . . . , σr linear
unabḧangig im folgenden Sinne: Ista1σ1(x) + · · ·+arσr(x) = 0 für alle
x ∈ k, so m̈ussen alleai verschwinden.

Beweisdurch Induktion nachr. Im Faller = 1 können wir einfachx = 1
einsetzen und erhaltena1 = a1σ(1) = 0; die Behauptung ist also richtig.

Nun seir > 1 unda1σ1(x) + · · · + arσr(x) = 0 für allex ∈ k. Für jedes
y ∈ k gilt dann auch

a1σ1(xy) + · · · + arσr(xy) = a1σ1(x)σ1(y) + · · · + arσr(x)σr(y) = 0 .

Wenn wir die urspr̈ungliche Gleichung mitσr(y) multiplizieren, erhalten
wir die weitere Gleichung

a1σ1(x)σr(y) + · · · + arσr(x)σr(y) = 0 .

Subtraktion der letzten beiden Gleichungen voneinander liefert die neue
Gleichung

a1

(
σ1(y) − σr(y)

)
σ1(x) + · · · + ar−1

(
σr−1(y) − σr(y)

)
σr−1(x) = 0

für alle x ∈ k. Nach Induktionsannahme müssen daher alle Koeffizi-
enten in dieser Gleichung verschwinden, insbesondere der Koeffizient
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a1

(
σ1(y) − σr(y)

)
von σ1(x). Daσ1 undσr verschiedenen Homomor-

phismen sind, k̈onnen wir einy ∈ k finden, f̈ur dasσ1(y) 6= σr(y)
ist; wenn wir mit diesemy arbeiten, sehen wir, daß der Koeffizi-
ent a1 verschwinden muß. Unsere Beziehung ist daher von der Form
a2σ2(x)+ · · ·+arσr(x) = 0, und da hier nurr−1 Automorphismen vor-
kommen, zeigt eine nochmalige Anwendung der Induktionsannahme,
daß aucha2, . . . , ar verschwinden.

Definition: a) Ist K/k eine Körpererweiterung, so bezeichnen wir mit
Aut(K/k) die Menge aller (K̈orper)-Automorphismenσ: K → K, die
aufk die Identiẗat sind, d.h.σ(x) = x für allex ∈ K.
b) IstG eine Menge von Automorphismen des KörpersK, so bezeichnen
wir

KG = {x ∈ K | σ(x) = x für alleσ ∈ G}
als den Fixk̈orper vonG.

Es ist klar, daß Aut(K/k) eine Gruppe ist undKG ein Teilkörper vonK.
Im Falle einer endlichen GruppeG = {σ1, . . . , σn} haben wir zwei
Abbildungen vonK nachKG, gegeben durch

S(x) = σ1(x) + · · · + σn(x) und N (x) = σ1(x) · · · · · · · · ·σn(x) .

S(x) heißt dieSpurvon x, N (x) die Norm.Beide liegen inKG, denn
für jedesσ ∈ G ist

σ
(
S(x)

)
= σ
(
σ1(x) + · · · + σn(x)

)
= σ ◦ σ1(x) + · · · + σ ◦ σn(x) = S(x)

und

σ
(
N (x)

)
= σ
(
σ1(x) · · · · · σn(x)

)
= σ ◦ σ1(x) · · · · · σ ◦ σn(x) = S(x) ,

denn da die Multiplikation mitσ eine bijektive Abbildung vonG nachG
definiert, ist auch die Menge allerσ ◦ σi gleichG. Naẗurlich ist weder
die Spur noch die Norm ein Ringhomomorphismus; immerhin istdie
Spur ein Homomorphismus von additiven Gruppen und die Norm einer
der multiplikativen Gruppen. Die Spurabbildung kann nichtgleich der
Nullabbildung sein, denn ẅareσ1(x) + · · · + σn(x) = 0 für allex ∈ K,
wären die Automorphismenσ1, . . . , σn linear abḧangig, im Widerspruch
zum obigen Lemma.
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Lemma: Ist G eine endliche Menge von Automorphismen eines Kör-
persK, so ist [K : KG] ≥ |G|.

Wir beweisen dieses Lemma im Hinblick auf eine spätere Anwendung
gleich etwas allgemeiner als

Lemma: Ist G eine endliche Menge von Homomorphismen des Kör-
persK in einen K̈orperL und ist

k = {x ∈ K | σ(x) = τ (x) für alleσ, τ ∈ G} ,

so ist [K : k] ≥ |G|.

Aus dem zweiten Lemma folgt das erste, indem wir letzteres anwenden
auf den FallL = K und die MengeG′ = G ∪ {idK}: Dann istk = KG

und [K : KG] = [K : KG′

] = [K : k] ≥ |G′| ≥ |G|.

Beweisdes zweiten Lemmas: Konkret seiG = {σ1, . . . , σn}. Wir
nehmen an, daß der Grad [K : k] = r < n sei, und wollen daraus
einen Widerspruch ableiten.

Da [K : k] = r ist, gibt esr Elementeb1, . . . , br ∈ K, die eine
k-Basis vonK bilden. Wir betrachten̈uberK das homogene lineare
Gleichungssystem aus denr Gleichungen

σ1(bi)x1 + σ2(bi)x2 + · · · + σn(bi)xn = 0

mit i = 1, . . . , r. Da wir mehr Variablen als Gleichungen haben,
muß es nichttriviale L̈osungen geben; eine davon sei (x1, . . . , xn).
Weiter seix ein beliebiges Element vonK; wir schreiben es alsk-
Linearkombinationenx = a1b1 + · · ·+arbr der Basiselemente. Da dieai

in k liegen, istσj(ai) = σ1(ai) undσj(aibi) = σ1(ai)σj(bj) für allei, j.
Multiplizieren wir die i-te Gleichung des obigen Systems mitσ1(ai),
können wir das Ergebnis daher auch schreiben als

σ1(aibi)x1 + σ2(aibi)x2 + · · · + σn(aibi)xn = 0 .

Addieren wir diese Gleichungen für i = 1, . . . , r, hatxj in der Summe
den Koeffizienten

σj(a1b1)+σj(a2b2)+· · ·+σj(anbn) = σj(a1b1+a2b2+· · ·+anbn) = σj(x) .
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Die Summe derr Gleichungen ist daher

x1σ1(x) + x2σ2(x) + · · · + xnσn(x) = 0 .

Da x als beliebiges Element vonK vorausgesetzt war, gilt dies für
alle x ∈ K und widerspricht somit der oben gezeigten linearen Un-
abḧangigkeit von K̈orperhomomorphismen. Also kannr nicht kleiner
alsn sein, was das Lemma beweist.

Für eineGruppeG von Automorphismen k̈onnen wir das verschärfen
zu

Satz: Ist G eine endliche Gruppe von Automorphismen eines Kör-
persK, so ist [K : KG] = |G|.
Beweis: Sei wiederG = {σ1, . . . , σn}; da wir bereits wissen, daß
[K : KG] ≥ |G| ist, muß nur noch gezeigt werden, daß jen + 1
Elementeb1, . . . , bn+1 vonK linear abḧangigüberKG sind. Auch dazu
betrachten wir ein homogenes lineares Gleichungssystem; die i-te der
n Gleichungen ist

σ−1
i (b1)x1 + σ−1

i (b2)x2 + · · · + σ−1
i (bn+1)xn+1 = 0 .

Wieder muß es eine nichttriviale Lösung (x1, . . . , xn+1) geben, denn
wir haben nurn Gleichungen f̈ur n + 1 Unbekannte. F̈ur jedesλ 6= 0
ausK ist dann auch (λx1, . . . , λxn+1) eine nichttriviale L̈osung; durch
geeignete Wahl vonλ können wir alsox1 zu einem beliebigen Element
vonK machen. Wie wir wissen, ist die Spurabbildung nicht gleich der
Nullabbildung; wir ẅahlenx1 so, daßS(x1) 6= 0 ist.

Als nächstes wenden wir im obigen System auf diei-te Gleichung den
Automorphismusσi an und erhalten

b1σi(x1) + b2σi(x2) + · · · + bn+1σi(xn+1) = 0 .

Die Summe aller dieser Gleichungen ist

b1S(x1) + b2S(x2) + · · · + bn+1S(xn+1) = 0 ,

wobei die SpurenS(xi) im Fixkörper KG liegen und nicht alle ver-
schwinden, da zumindestS(x1) 6= 0 ist. Somit sindb1, . . . , bn+1 linear
abḧangigüberKG.
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Als erstes Resultaẗuber den Zusammenhang zwischen Automorphis-
mengruppen und Teilk̈orpern erhalten sofort das folgende

Korollar: SindGundH zwei verschiedene Gruppen von Automorphis-
men eines K̈orpersK, so sindKG undKH verschiedene Teilk̈orper.

Beweis:Von zwei verschiedenen Gruppen enthält mindestens eine ein
Element, das nicht in der anderen enthalten ist. Nehmen wir an, H ent-
halte einen Automorphismusσ von K, der nicht in G liegt. Wäre
KG = KH , so m̈ußteσ den KörperKG punktweise festlassen,KG wäre
also auch der Fixk̈orper der MengeG∪{σ}. Nach dem Lemma vor dem
gerade bewiesenen Satz wäre damit [K : KG] ≥ |G|+1, aber nach dem
Satz ist [K : KG] = |G|.

Leider ist nicht jeder Teilk̈orper Fixk̈orper einer Automorphismen-
gruppe: F̈ur Q(

√
2)/Q haben wir zwar eine Automorphismengruppe

der Ordnung zwei, bestehend aus der Identität und der Abbildung, die
der Zahla + b

√
2 deren konjugiertes Elementa − b

√
2 zuordnet, schon

für Q( 3
√

2)/Q gibt es aber nichts entsprechendes mehr: Jeder Automor-
phismusσ ∈ Aut

(
Q( 3

√
2)/Q

)
muß 2

√
3 auf eine Zahlx mit x3 = 2

abbilden, und da wir in einem Teilkörper der reellen Zahlen sind, läßt
das nur die M̈oglichkeitσ( 3

√
2) = 3

√
2 zu. Also wird auch das Quadrat

von 3
√

2 auf sich selbst abgebildet und damit ganzQ( 3
√

2); es gibt also
keinen Automorphismus außer der Identität.

Selbst Aut(R/Q) besteht nur aus der Identität: Wir betrachten einen be-
liebigen Automorphismusϕ: R → R der aufQ die Identiẗat ist. (Wie
man sich leichtüberlegt, gilt das f̈ur jeden Automorphismus vonR
automatisch.) Da eine reelle Zahlx genau dann größer oder gleich
Null ist, wenn es einw ∈ R gibt mit w2 = x, mußϕ nichtnegative
Zahlen auf nichtnegative Zahlen abbilden, dennϕ(w2) = ϕ(w)2. We-
genϕ(x) − ϕ(y) = ϕ(x − y) muß dann auch für alle x ≤ y gelten,
daßϕ(x) ≤ ϕ(y) ist. Nun kann man f̈ur jede reelle Zahlx eine ra-
tionale Intervallschachtelung

(
[an, bn]

)
n∈N

angeben, d.h. eine Folge
von Intervallen mitan, bn ∈ Q derart, daßx ∈ [an, bn] f ür alle n
und [an+1, bn+1] ⊆ [an, bn] f ür alle n und limn→∞

(bn − an) = 0.
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Da ϕ(an) = an und ϕn(bn) = bn ist, liegt auchϕ(x) in allen diesen
Intervallen; also muß, wegen der letzten Bedingung,ϕ(x) = x sein.

Um solche Beispiele zumindest vorläufig auszuschließen definieren wir

Definition: Eine endliche K̈orpererweiterungK/k heißt GALOISsch,
wenn es eine GruppeG von Automorphismen vonK gibt, für die
k = KG ist.

Natürlich muß dann nach obigem KorollarG = Aut(K/k) sein; wir
bezeichnen diese Gruppe dann auch als die GALOIS-Gruppe vonK/k.

ÉVARISTE GALOIS (1811 – 1832) wurde in Bourg La
Reine in der N̈ahe von Paris geboren. Obwohl die
franz̈osische Revolution zu seiner Zeit schon Jahrzehnte
zurücklag, war er stark von ihr geprägt undüberzeugter
Republikaner, der deshalb immer wieder ins Gefängnis
kam. In seiner Jugend wurde er nur von seiner Mut-
ter unterrichtet; erst 1823 ging er auf eine Schule, und
1827 besuchte er erstmalig eine Mathematikklasse. Die
Mathematik begeisterte ihn so sehr, daß er darüber alle
anderen F̈acher vernachlässigte. Trotzdem schaffte er
1828 nicht die Aufnahmeprüfung zurÉcole polytech-
nique. 1829 ver̈offentlichte er seine erste mathematische

Arbeit; sie handelte von Kettenbrüchen. 1830 folgte eine Arbeitüber die L̈osung algebrai-
scher Gleichungen. Nachdem er eine posthum veröffentlichte Arbeit von ABEL über dieses
Thema gelesen hatte, schrieb er, auf CAUCHYs Rat hin, eine Arbeit, die dessen Ergebnisse
mit seinen kombinierte. Er reichte sie 1830 bei FOURIER, dem damaligen Sekretär der
Akademie der Wissenschaften ein; nachdem dieser kurz darauf starb, ist diese Arbeit bis
heute verschollen. Kurz vor einem Duell, dessen Hintergrund nicht ganz klar ist, schrieb
er seine Resultate noch einmal kurz auf; am Tag nach dem Duellstarb er an dessen Folgen.

Bevor wir unsüberlegen, wie wir einer K̈orpererweiterung ansehen
können, ob sie GALOISsch ist oder nicht, und ob diese Erweiterungen
für uns n̈utzlich sind, wollen wir uns zun̈achstüberlegen, daß wir für
GALOISsche Erweiterungen in der Tat allesüber die Zwischenk̈orper aus
der Automorphismengruppe ablesen können.

Eine wesentliche Eigenschaft GALOISscher Erweiterungen ist die zu-
nächst eher̈uberfl̈ussig erscheinende Bedingung der Separabilität:

Definition: Ein Polynomf ∈ k[X] über einem K̈orperk heißt separa-
bel, wenn keiner seiner irreduziblen Faktoren eine mehrfache Nullstelle
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hat. F̈ur eine K̈orpererweiterungK/k heißt ein Elementx ∈ K sepa-
rabel, falls es Nullstelle eines separablen Polynoms ausk[X] ist. K/k
heißt separabel, wenn jedes Elementx ∈ K separabel̈uberx ist.

Im Fallek = R ist offensichtlich jedes Polynom separabel: Hat nämlich
ein irreduzibles Polynomf ∈ R[X] eine mehrfache Nullstelle, so ist
diese auch eine Nullstelle der Ableitungf ′. Damit ist ggT(f, f ′) 6= 1.
Andererseits ist aber ggT(f, f ′) ein Teiler vonf , also entweder assoziiert
zu eins oder zuf . Da f ′ kleineren Grad alsf hat und im Falle eines
Polynoms mit einer mehrfachen Nullstelle nicht das Nullpolynom sein
kann, ist auch das unm̈oglich. Also gibt es inR[X] keine nichtseparablen
Polynome.

Wir werden bald sehen, daß dies auch für alle anderen K̈orper gilt, dieQ

enthalten, sowie auch für alle endlichen K̈orper.

Betrachten wir aber den K̈orperk = Fp(T ) aller rationaler Funktionen
überFp, also den Quotientenkörper des PolynomringsFp[T ], so können
wir inseparable Polynome finden, etwa das Polynomf = Xp − T
ausk[X]: Wie für jedes Polynom̈uber einem K̈orper k̈onnen wir auch
hierzu einen K̈orperK/k finden, in demf eine Nullstelles hat. InK[X]
ist

(X − s)p =
p∑

i=0

(
p

i

)
Xp−isi = Xp − sp = Xp − T ,

da (
p

i

)
=

p(p − 1) · · ·
(
p − (i − 1)

)

i!

für 1 ≤ i ≤ p − 1 einen durchp teilbaren Z̈ahler, aber keinen durchp
teilbaren Nenner hat, modulop also verschwindet. Die Zerlegung vonf
in irreduzible Faktoren im Zerfällungsk̈orper ist also (X − s)p, es gibt
daher nur eine einzigep-fache Nullstelle.

In einer GALOISschen Erweiterung kann so etwas nicht passieren; hier
gilt

Satz: Jede GALOISsche ErweiterungK/k ist separabel. F̈ur ein Element
z ∈ K seiMz = {σ(z) | σ ∈ Aut(K/k)}; dann istz eine Nullstelle des
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überk irreduziblen Polynoms

f =
∏

w∈Mz

(X − w) .

Beweis:Da auch die Identiẗat in Aut(K/k) liegt, ist z ∈ Mz eine
Nullstelle vonf . Auch die Separabilität vonf ist klar, denn die Elemente
vonMz sind paarweise verschieden. Zu zeigen bleibt, daßf in k[X] liegt
und irreduzibel ist. Die Koeffizienten vonf sind bis aufs Vorzeichen die
elementarsymmetrischen Funktionen in den Nullstellenw ∈ Mz. Daher
sind sie invariant unter Aut(K/k), liegen also, daK/k eine GALOISsche
Erweiterung ist, ink. Ist f = gh eine Zerlegung vonf mit g, h ∈ k[X],
so muß mindestens einer der beiden Faktoren beiz verschwinden; sei
etwag(z) = 0. Dann ist f̈ur jedesσ ∈ Aut(K/k) auch

g
(
σ(z)

)
= σ
(
g(z)

)
= σ(0) = 0,

so daß allew ∈ Mz Nullstellen vong sind. Somit istg assoziiert zuf
undh eine Einheit,f also irreduzibel.

Korollar: Ist K/k eine GALOISsche Erweiterung undf ∈ k[X] ein ir-
reduzibles Polynom, das inK eine Nullstellez hat, so zerf̈allt f in K[X]
in Linearfaktoren.

Beweis:Wie wir am Ende des obigen Beweises gesehen haben, ver-
schwindet ein Polynom mit Koeffizienten ausk, das bei einemz ∈ K
verschwindet, auch in allenσ(z) mit σ ∈ Aut(K/k). Daher istf teilbar
durch das im Satz angegebene Polynom zuz. Wegen der Irreduzibiliẗat
von f unterscheiden sich die beiden höchstens um eine Einheit, also
zerf̈allt auchf in Linearfaktoren.

Satz: L/k sei eine GALOISsche Erweiterung, undK sei ein Zwischen-
körper. Dann ist auchL/K GALOISsch.

Beweis: Aut(L/K) ist die Untergruppe jener Automorphismen aus
Aut(L/k), die jedes Element vonK festlassen; ihre Gruppenordnung
seir und ihr Fixk̈orper seiK ′. Naẗurlich istK ≤ K ′; wir müssen zeigen,
daß die beiden K̈orper gleich sind. Da [L : K ′] = r ist, gen̈ugt dazu,
daß auch [L : K] = r ist.
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Ein Automorphismusσ ∈ Aut(L/k) bildet K ab auf einen Teilk̈orper
σ(K) ≤ L. Ein weiterer Automorphismusτ ∈ Aut(L/k) stimmt genau
dann aufK mit σ überein, wennσ−1τ die Identiẗat aufK ist, wenn also
σ−1τ in Aut(L/K) liegt. Dies wiederum isẗaquivalent dazu, daß die
beiden Nebenklassenσ Aut(L/K) undτ Aut(L/K) übereinstimmen.

Zwei Automorphismenσ, τ : L → Ldefinieren bei Einschränkung aufK
somit genau dann die gleiche Abbildung, wenn sie in der gleichen
Nebenklasse von Aut(L/k) modulo Aut(L/K) liegen. Die Anzahl dieser
Nebenklassen ist der Indexs von Aut(L/K) in Aut(L/K). Nehmen wir
aus jeder Nebenklasse einen Vertreter, erhalten wir somits verschiedene
Homomorphismen vonK nachL. Da sie in Aut(L/k) liegen, induzieren
sie allesamt die Identität aufk. Nach einem der oben bewiesenen Lem-
mata ist daher [K : k] ≥ s. Außerdem wissen wir, daß [L : K] ≥ r
ist, also ist [L : k] = [L : K][K : k] ≥ rs. Da L/k GALOISsch ist,
ist [L : k] die Ordnung von Aut(L/k). Die Ordnung dieser Gruppe ist
nach LAGRANGE das Produkt der Ordnung der Untergruppe Aut(L/K)
mit dem Index von Aut(L/K) in Aut(L/k), alsors. Damit ist einerseits
[L : K][K : k] = rs, andererseits [L : K] ≥ r und [K : k] ≥ s. Das
ist nur m̈oglich, wenn [L : K] = r und [K : k] = s ist, und [L : K] = r
ist genau das, was wir beweisen wollten.

Damit haben wir alles zusammen, um den Hauptsatz der GALOIS-Theorie
zu beweisen:

Satz: L/k sei eine GALOISsche Erweiterung undG = Aut(L/k). Dann
gibt es eine Bijektion zwischen der Menge aller Untergruppen von G
und der Menge aller K̈orperK mit k ≤ K ≤ L, die jeder Untergruppe
H ≤ G deren Fixk̈orperLH zuordnet und jedem ZwischenkörperK
die Gruppe Aut(L/K). IstH ≤ H ′ ≤ G, so istKH ≥ KH′

. Außerdem
ist [L : LH ] = |H| und [LH : k] = [G : H].

Beweis:U sei die Menge aller Untergruppen vonG undZ die Menge
aller Zwischenk̈orperK mit k ≤ K ≤ L. Wir müssen zeigen, daß die
beiden Abbildungen{

U → Z
H 7→ LH

und

{
Z → U
K 7→ Aut(L/K)
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zueinander invers sind. Ausgehend von einer UntergruppeH ≤ G
müssen wir also zeigen, daß Aut(L/LH ) = H ist: H ist auf jeden Fall
eine Untergruppe von Aut(L/LH ); wären die beiden verschieden, hätten
sie nach obigem Korollar verschiedene Fixkörper. Da der Fixk̈orper von
Aut(L/LH ) den KörperLH entḧalt und [L : LH ] = |H| ist, müssen die
beiden K̈orper und somit auch die beiden Untergruppenübereinstim-
men.

Umgekehrt seiK ein Zwischenk̈orper; wir m̈ussen zeigen, daßK der
Fixkörper von Aut(L/K) ist. DaL/K nach dem vorigen Satz GALOISsch
ist, gilt dies in der Tat. Die restlichen Behauptungen sind klar.

Der Zwischenk̈orperK = LH ist genau dann GALOISschüberk, wenn
k der Fixk̈orper einer Gruppe von Automorphismen des KörpersK ist.
Da [L : k] = |G| und [L : K] = |H| ist, folgt [K : k] = [G : H],
die Gruppe muß also so viele Elemente haben, wie der Index vonH
in G angibt. Aus dem Beweis des vorletzten Satzes wissen wir, daßdie
Automorphismen vonL/k genau [G : H] verschiedene Isomorphis-
men vonK auf Teilkörper vonL induzieren, diek festlassen. Mehr
solche Isomorphismen kann es nicht geben, denn sonst wäre nach ei-
nem der obigen Lemmata [K : k] < [G : H]. Daher muß jeder dieser
Isomorphismen ein Automorphismus vonK sein, d.h.σ(K) = K.

Für einen beliebigen Automorphismusσ vonL ist σ(K) ein Teilkörper
von L. Ein weiterer Automorphismusτ : L → L läßt diesen K̈orperK
genau dann punktweise fest, wenn für jedesx ∈ K gilt τ

(
σ(x)

)
= σ(x)

oderσ−1τσ(x) = x. Somit mußσ−1τσ in H liegen undτ in σHσ−1,
d.h.σ(K) ist der Zwischenk̈orper zur UntergruppeσHσ−1. Wennσ(K)
gleichK sein soll, muß dies gleichH sein; daher istσ(K) = K für alle
σ ∈ Aut(L/k) genau dann, wennH ein Normalteiler ist. In diesem Fall
bilden die Nebenklassen vonH eine Gruppe, die FaktorgruppeG/H.
Also gilt:

Satz: L/k sei eine GALOISsche Erweiterung. F̈ur einen Zwischenk̈or-
perK istK/k genau dann GALOISsch, wenn Aut(L/K) ein Normalteiler
von Aut(L/k) ist, und Aut(K/k) ist dann isomorph zur Faktorgruppe.
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Damit können wir die Zwischenk̈orper einer GALOISschen Erweiterung
vollständig beschreiben durch die Untergruppen ihrer GALOIS-Gruppe.
Das n̈utzt uns allerdings nur dann etwas, wenn es interessante GA-
LOISsche Erweiterungen gibt.

Satz: Eine endliche K̈orpererweiterungK/k ist genau dann GALOISsch,
wennK Zerfällungsk̈orper eines̈uberk separablen Polynoms ist.

Beweis:Sei zun̈achstK/k GALOISsch, undb1, . . . , bn sei eine Basis des
k-VektorraumsK. Da dieser endlichdimensional ist, sind die Potenzen
eines jedenbi linear abḧangig. Es gibt daher zu jedembi ein Polynom
ausk[X], das dort verschwindet;fi sei ein irreduzible Faktor davon, der
bi als Nullstelle hat. Wie wir bereits gesehen haben, istfi separabel und
zerf̈allt überK in Linearfaktoren. Damit ist auch das Produktf allerfi

separabel, undK ist der Zerf̈allungsk̈orper vonf überk.

Umgekehrt seif ein separables Polynom, undK/k sei der Zerf̈allungs-
körper vonf über k. Wir müssen zeigen, daßK der Fixk̈orper von
G = Aut(K/k) ist. Wir beweise dies durch Induktion nach der Anzahlr
jener Nullstellen vonf , die nicht ink liegen. Im Faller = 0 istK = k,
und die Behauptung ist trivialerweise richtig.

Fürr > 0 betrachten wir eine nicht ink liegende Nullstellez vonf . Dann
ist K auch Zerf̈allungsk̈orper vonf überk(z), und da die Nullstellez
in k(z) liegt, ist die Anzahl der nicht ink(z) liegenden Nullstellen vonf
kleiner alsr. Nach Induktionsannahme ist daherK/k(z) GALOISsch,
undk(z) ist der Fixk̈orper von Aut

(
K/k(z)

)
.

Als Nullstelle vonf ist z auch Nullstelle eines irreduziblen Faktors
g von f , und mit f ist auch g separabel. Bezeichnetd den Grad
von g, hat g daherd verschiedene Nullstellenz1, . . . , zd. Für jedesi
ist k(zi) ∼= k[X]/(g), also gibt es Isomorphismenσi: k(z) → k(zi).
Beim Beweis der Tatsache, die Zerfällungsk̈orper isomorpher K̈orper
isomorph sind, haben wir gesehen, daß sich jeder solche Isomorphis-
mus fortsetzen läßt zu einem Isomorphismus der Zerfällungsk̈orper. Da
der Zerf̈allungsk̈orper vonf über jedem der K̈orper k(zi) gleich K
ist, gibt es alsod Automorphismenτi: K → K, die aufk(z) mit σi

übereinstimmen.
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Nun seix ein beliebiges Element des Fixkörpers von Aut(K/k). Dax
dann insbesondere von allen Automorphismen vonK/k(z) festgelassen
wird, ist auf jeden Fallx ∈ k(z). Die Potenzen 1, z, . . . , zd−1 bilden
eine Basis des Vektorraumsk(z) überk; daher k̈onnen wirx schreiben
als

x = c0 + c1z + · · · + cd−1z
d−1 mit ci ∈ k .

Die Automorphismenτi lassenk punktweise fest, und dax im Fixkörper
von Aut(K/k) liegt, ist auchτi(x) = x. Daher ist

x = τi(x) = c0 + c1τi(z) + · · ·+ cd−1τi(z)d−1 = c0 + c1zi + · · · cd−1z
d−1
i .

Das Polynom

cd−1X
d−1 + · · · + c1X + (c0 − x) ∈ K[X]

hat daher died verschiedenen Nullstellenz1, . . . , zd. Da es ḧochstens
den Gradd−1 hat, muß es gleich dem Nullpolynom sein; insbesondere
ist c0−x = 0, d.h.x = c0 liegt in k. Damit ist die Behauptung bewiesen.

§3: Lösbarkeit von Gleichungen durch Radikale
In diesem Paragraphen wollen wird unsüberlegen, daß Polynom-
gleichungen vom Grad mindestens fünf im allgemeinennicht durch
Wurzelausdr̈ucke l̈osbar sind. Dazu betrachten wir zunächst die K̈orper-
erweiterungen, die durch Adjunktion einer Wurzel entstehen. Wie wir
schon vom Beispiel der dritten Wurzel aus zwei wissen, sind diese im all-
gemeinen nicht GALOISsch; sie werden aber GALOISsch, wenn wir̈uber
einem K̈orper arbeiten, der genügend viele Einheitswurzeln enthält:

Definition: Ein Elementζ eines K̈orpersk heißtn-te Einheitswurzel,
wennζn = 1 ist. Wenn es keinen Teilerm|n gibt, für den bereitsζm = 1
ist, bezeichnen wirζ als eineprimitiven-te Einheitswurzel.

Satz: Der Körperk enthalte eine primitiven-te Einheitswurzelζ, und
a ∈ k sei ein beliebiges Element vonk. Dann istk( n

√
a)/k eine GA-

LOISsche Erweiterung mit einer zyklischen GALOIS-Gruppe.

Beweis:Das PolynomXn−a ∈ k[X] hat ink( n
√

a) dien verschiedenen
Nullstellen ζi n

√
a für i = 0, . . . , n − 1, ist also separabel. Somit ist
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k( n
√

a)/k GALOISsch. Jeder Automorphismus vonk( n
√

a) muß n
√

a mit
einer der Potenzenζi multiplizieren, und da die Potenzen vonζ eine
zyklische Gruppe der Ordnungn bilden, ist Aut

(
k( n

√
a)/k

)
isomorph

zu einer Untergruppe vonZ/n, also auch zyklisch.

Wenn wir uns f̈ur eine allgemeine L̈osungsformel f̈ur Gleichungend-ten
Grades

adx
d + ad−1x

d−1 + · · · + a1x + a0

über einem K̈orperk interessieren, k̈onnen wir uns beschränken auf den
Fall ad = 1, denn daad nicht verschwindet, k̈onnen wir die Gleichung
durch ad dividieren. Die verbleibenden Koeffizientena0, . . . , ad−1
müssen wir als Unbestimmte betrachten, d.h. wir arbeitenüber dem
Körper

K = k(a0, . . . , ad−1) ,

dessen Elemente rationale Funktionen (Quotienten von Polynomen) in
dend Variablena0, . . . , ad−1 sind.Über diesem K̈orper betrachten wir
den Zerf̈allungsk̈orperL des Polynoms

f = Xd + ad−1X
d−1 + · · · + a1X + a0 .

Er wird überK (sogar̈uberk) erzeugt vond Elementenz1, . . . , zd derart,
daß inL[X] gilt

f = (X − z1)(X − z2) · · · (X − zd) .

Nach dem Wurzelsatz von VIÈTE ist dann

ai = (−1)d−iϕd−i(z1, . . . , zd) ,

wobeiϕi dasi-te elementarsymmetrische Polynom ind Variablen be-
zeichnet.

Die GruppeSd aller Permutationen der Menge{1, . . . , d} operiert
auf L, indem die Wurzelzi abgebildet wird aufzπ(i) für jedesi und
jede Permutationπ ∈ Sd. Die ai als (bis aufs Vorzeichen) elemen-
tarsymmetrische Funktionen in denzi bleiben bei dieser Operation fix,
also bleibt ganzK fix. Wir wollen unsüberlegen, daßnur K fix bleibt,
daßK also der Fixk̈orper unter dieser Operation ist.
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Da L der Zerf̈allungsk̈orper vonf überK ist, läßt sich jedes Element
x ∈ L schreiben als Polynom inz1, . . . , zd mit Koeffizienten ausK.
Da diese unter der Operation vonSd fix bleiben, bleibtx ∈ L genau
dann fix, wenn es sicḧuberK als ein symmetrisches Polynom in denzi

schreiben l̈aßt. Nach dem Hauptsatzüber symmetrische Polynome läßt
sich jedes symmetrische Polynom schreiben als Polynom in den elemen-
tarsymmetrischen Polynomen, also läßt sichx schreiben als Polynom in
denai und liegt somit inK. Somit istK der Fixk̈orper vonL unter der
Operation der symmetrischen GruppeSd. Insbesondere istL/K eine
GALOISsche Erweiterung.

Wir sagen, die allgemeine Gleichung vom Gradd lasse sich durch
Radikale aufl̈osen, wenn sich diezi schreiben lassen als Ausdrücke
in denaj , die nur Grundrechenarten und Wurzeln enthalten. Für d = 2
etwa haben wir im Falle eines Grundkörpersk, der die rationalen Zahlen
entḧalt, mit den L̈osungsformeln

z1/2 = − a1

2
±
√(a1

2

)2
− a0

eine solche Darstellung; wenn wirüber einem K̈orperk arbeiten, derF2
entḧalt, geht das allerdings zumindest so nicht, da wir inF2 nicht durch
zwei dividieren k̈onnen.

Falls sich die allgemeine Gleichungd-ten Grades durch Radikale auf-
lösen l̈aßt, gibt es zur obigen K̈orpererweiterungL/K eine Folge von
Zwischenk̈orpern

K = K0 < K1 < · · · < Kr = L

derart, daß jeder K̈orperKi+1 ausKi durch Adjunktion einer Wurzel
entsteht. Dazu gibt es eine Folge von Gruppen

Gr = {id} < Gr−1 < · · ·G1 < G0 = Sd

derart, daßKi = LGi der Fixk̈orper vonGi ist.

Für das folgende wollen wir annehmen, daß der Grundkörperk (und
damit erst recht jeder K̈orperKi) eine primitived!-te Einheitswurzel
entḧalt. Da der Grad jeder K̈orpererweiterungKi/Ki−1 ein Teiler von
[L : K] = d! ist undKi ausKi−1 durch Adjunktion einern-ten Wurzel
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entsteht, wobein ≤ d! sein muß, folgt aus dem zu Beginn dieses
Paragraphen bewiesenen Satz, daßKi+1/Ki GALOISsch ist mit einer
zyklischen GALOIS-Gruppe. Wir bezeichnen ihre Ordnung mitni.

DaL/K GALOISsch ist, sind auch alle ErweiterungenL/Ki GALOISsch
und Aut(L/Ki) = Gi. Der KörperKi+1 ist ein Zwischenk̈orper dieser
Erweiterung, und da er GALOISschüberKi ist, mußGi+1 ein Normal-
teiler vonGi sein mit einer zyklischen FaktorgruppeGi/Gi+1

∼= Z/ni.
Im Hinblick auf die Aufl̈osbarkeit von Gleichungen definieren wir:

Definition: Eine endliche GruppeG heißtauflösbar,wenn es eine Folge

Gr = {id} < Gr−1 ⊳ · · ·G1 ⊳ G0 = G

von Untergruppe gibt derart, daßGi+1 stets ein Normalteiler vonGi mit
zyklischer FaktorgruppeGi/Gi+1 ist.

Falls sich die allgemeine Gleichungd-ten Grades durch Radikale lösen
läßt, muß die PermutationsgruppeSd also aufl̈osbar sein. Wir wollen
unsüberlegen, daß dies für d ≥ 5 nicht der Fall ist. Dazu f̈uhren wir
zun̈achst einen weiteren Begriff ein:

Definition: Eine endliche GruppeG 6= {id} heißt einfach,wenn sie
keinen Normalteiler außer sich selbst und{id} hat.

Die einfachsten Beispiele einfacher Gruppen sind die zyklischen Grup-
pen von Primzahlordnung; eine zyklische GruppeZ/n mit zusammenge-
setztemn ist nicht einfach, denn istr ein Teiler vonn undg ein Erzeu-
gendes der Gruppe, so erzeugtgn/r eine Untergruppe der Ordnungr,
die naẗurlich ein Normalteiler ist, da jede Untergruppe einer abelschen
Gruppe Normalteiler ist.

Wenn wir zeigen k̈onnen, daß die alternierende GruppeAd für d ≥ 5
einfach ist, kannSd fürd ≥ 5 nicht aufl̈osbar sein, denn dann istAd der
einzige Normalteiler und diese Gruppe hat selbst keinen nichttrivialen
Normalteiler. Als nichtabelsche Gruppe ist sie selbstverständlich auch
nicht zyklisch.

Satz: Für d ≥ 5 ist die alternierende GruppeAd einfach.
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Wir f ühren denBeweisin fünf Schritten:

1. Schritt: Ad wird von den Dreierzykeln erzeugt.

Beweis:Jedes Element vonAd ist ein Produkt einer geraden Anzahl von
Transpositionen. Falls zwei aufeinanderfolgende Transpositionen ein
gemeinsames Element haben, ist (a b)(b c) = (a b c) ein Dreierzyklus;
andernfalls ist

(a b)(c d) = (a b)(b c)(b c)(c d) = (a b c)(b c d)

Produkt zweier Dreierzykeln. Somit läßt sich jedes Element vonAd als
Produkt von Dreierzykeln schreiben.

2. Schritt: Alle Dreierzykeln inSd sind zueinander konjugiert.

Beweis:(a b c) und (a′ b′ c′) seien zwei Dreierzykeln undπ eine
Permutation, diea′ auf a, b′ auf b und c′ auf c abbildet. Dann bildet
π−1(a b c )π das Elementa′ zun̈achst ab aufa, dann via (a b c ) auf b,
und weiter viaπ−1 auf b′. Genausöuberlegt man sich, daßb′ aufc′ und
c′ aufa′ abgebildet wird.

Ein x /∈ {a′, b′, c′} wird von π abgebildet auf einπ(x) /∈ {a, b, c},
so daßπ(x) von (a b c) festgelassen wird. Durchπ−1 wird es wieder
zurück aufx abgebildet. Somit istπ−1(a b c )π = (a′ b′ c′).

3. Schritt: Für d ≥ 5 sind je zwei Dreierzykel sogar bereits inAd

zueinander konjugiert.

Beweis:(a b c) und (a′ b′ c′) seien zwei Dreierzykeln undπ ∈ Sd eine
Permutation, f̈ur dieπ−1(a b c )π = (a′ b′ c′) ist. Fallsπ ∈ Ad, sind
wir fertig. Andernfalls existiert wegend ≥ 5 eine Transpositionτ , die
jedes der drei Elementea, b, c festl̈aßt. Somit istτ−1(a b c)τ = (a b c)
und damit (τπ)−1(a b c)(τπ) = π−1(a b c )π = (a′ b′ c′). Da π eine
ungerade Permutation ist, mußτπ gerade sein, also inAd liegen.

4. Schritt: Fürd ≥ 5 ist jeder Normalteiler vonAd, der einen Dreierzyk-
lus entḧalt, gleichAd.

Beweis:Falls er einen Dreierzyklus enthält, muß er nach dem vorigen
Schritt alle Dreierzykeln enthalten, ist also nach dem ersten Schritt
gleichAd.
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Der Satz folgt nun aus

5. Schritt: Für d ≥ 5 entḧalt jeder nichttriviale NormalteilerN E Ad

einen Dreierzyklus.

Beweis:Ist π irgendein Element vonN , so ist auchπ−1 ∈ N , und f̈ur
jedesω ∈ N liegt auchω−1π−1ω in N , und damit auchπω−1π−1ω.

Jedes Elementπ ∈ N läßt sich schreiben als Produkt elementfremder
Zykeln. Wir betrachten ein Element, das einen Zyklus der maximal
vorkommenden L̈ange entḧalt.

Ist diese L̈ange mindestens gleich vier, istπ Produkt eines Zykels
(a b c d . . .) der Länge mindestens vier und eventuell weiterer Zykeln.
Wir setzenx = π−1(a) und betrachtenω = (c a b). Das Produkt
πω−1π−1ω bildeta über die Zwischenergebnissea 7→ c 7→ b 7→ c 7→ d
ab aufd, welches viad 7→ d 7→ c 7→ a 7→ b aufb geht. Dieses wiederum
wird via b 7→ a 7→ x 7→ x 7→ a auf a abgebildet. Bei den̈ubrigen
Elementen̈uberzeugt man sich leicht, daß sie auf sich selbst abgebildet
werden; somit istπω−1π−1ω = (a d b) ein Dreierzyklus ausN .

Falls die maximale L̈ange gleich drei ist und wir keinen Dreierzyk-
lus haben, gibt es eine Permutationπ ∈ N , die das Produkt eines
Dreierzyklus mit Dreier- und Zweierzykeln ist. Der Dreierzyklus sei
(a b c), der n̈achste nichttriviale Faktor sei entweder ein Dreierzyk-
lus (d e f ) oder eine Transposition (d e). Wir betrachten wieder die
Permutationπω−1π−1ω, dieses Mal f̈ur ω = (d b a). Nun gehta via
a 7→ d 7→ x 7→ x 7→ d auf d, welches viad 7→ b 7→ a 7→ b 7→ c auf c
geht, welches wiederum viac 7→ c 7→ b 7→ d 7→ e auf e geht. Damit
entḧalt πω−1π−1ω einen Zyklus der L̈ange mindestens vier, im Wider-
spruch zu unserer Annahme, der längste Zyklus eines jeden Elements
sei ḧochstens ein Dreierzyklus.

Bleibt noch der Fall, daß sich jedes Element vonN als Produkt ele-
mentfremder Transpositionen schreiben läßt. Deren Anzahl muß gerade
sein, es gibt also ein Element, das einen Faktor (a b)(c d) entḧalt mit
vier verschiedenen Zahlena, b, c, d, und es gibt noch mindestens eine
weitere Zahle, die von diesen vier Zahlen verschieden ist. Wir setzen
x = π−1(e) und betrachtenπω−1π−1ω für ω = (e c a). Hier zeigen die
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Abbildungskettena 7→ e 7→ x 7→ x 7→ e, e 7→ c 7→ d 7→ d 7→ c und
c 7→ a 7→ b 7→ b 7→ a, daßπω−1π−1ω den Dreierzyklus (a e c) entḧalt,
im Widerspruch zur Annahme, daß alle Elemente vonN Produkte ele-
mentfremder Transpositionen sind. Also tritt auch dieser Fall nicht auf,
und wir haben gezeigt, daßN auf jeden Fall einen Dreierzyklus enthalten
muß.

Als Korollar folgt sofort der

Satz von Abel: Für d ≥ 5 ist die allgemeine Gleichungd-ten Grades
nicht durch Radikale auflösbar.

§4: Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
In der klassischen EUKLID ischen Geometrie geht man aus von einer
Mengen{P0, . . . , Pr} von Punkten der Ebene und konstruiert daraus

”
mit Zirkel und Lineal“ weitere Punkte. Dabei sind folgende Operatio-

nen erlaubt:
• Durch zwei der vorhandenen Punkte wird eine Gerade gezeichnet

(mit dem Lineal)
• Um einen der vorhandenen Punkte wird eine Kreislinie gezeichnet,

die einen anderen der vorhandenen Punkte enthält (mit dem Zirkel)
• Schnittpunkte der gezeichneten Geraden und/oder Kreise werden zu

den vorhandenen Punkten dazugenommen.

Diese Operationen k̈onnen beliebig oft wiederholt werden.

Um solche Konstruktionen mit K̈orpererweiterungen in Verbindung
zu bringen, ẅahlen wir ein kartesisches Koordinatensystem und ad-
jungieren die Koordinaten der PunktePi anQ; der entstehende K̈orper
seik0. Jede Gerade durch zwei der PunktePi läßt sich dann beschreiben
als Nullstellenmenge einer linearen Gleichung mit Koeffizienten ink0:
Sind (xi, yi) und (xj , yj) die Koordinaten der beiden Punkte, so können
wir beispielsweise die Gleichung

(x − xi)(yj − yi) + (y − yi)(xj − xi) = 0
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nehmen. Die Kreislinie umPi, auf derPj liegt, wird entsprechend
beschrieben durch die quadratische Gleichung

(x − xi)
2 + (y − yi)

2 = (xj − xi)
2 + (yj − yi)

2 ,

deren Koeffizienten ebenfalls ink0 liegen.

Zur Berechnung des Schnittpunkts zweier Geraden müssen wir ein Sys-
tem aus zwei linearen Gleichungen mit Koeffizienten ausk lösen; falls
es eine L̈osung gibt, d.h. wenn die Geraden nicht verschieden und pa-
rallel sind, liegt diese, wie aus der Linearen Algebra bekannt, wieder
in k0.

Beim Schnitt einer Geradenax + by = c mit einem Kreis beachten wir
zun̈achst, daßa undb nicht beide verschwinden können. Wir k̈onnen die
Gleichung also nach mindestens einer der beiden Variablen auflösen.
Das Ergebnis setzen wir ein in die Kreisgleichung und erhalten eine
quadratische Gleichung in der anderen Variablen. Wenn es Schnittpunkte
gibt, hat diese reelle L̈osungen, die entweder ink0 liegen oder in einem
Körperk1/k0, der ausk0 entsteht durch Adjunktion der Quadratwurzel
eines Elements vonk0. Im letzteren Fall istk1/k eine Erweiterung vom
Grad zwei.

Ähnlich ist die Situation beim Schnitt von zwei Kreisen: DieDifferenz
der beiden Gleichungen

(x − a)2 + (y − b)2 = r2 und (x − c)2 + (y − d)2 = s2

ist eine lineare Gleichung inx und y (es sei denn, die beiden Kreise
wären konzentrisch), definiert also eine Gerade, und die Schnittmenge
der beiden Kreislinien ist gleich der Schnittmenge dieser Geraden mit
einer der beiden Kreislinien.

Falls wir eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal durchführen k̈onnen,
liegen die Koordinaten aller konstruierte Punkte somit in einem Kör-
per k, der ausk0 durch schrittweise K̈orpererweiterungen vom Grad
zwei entsteht:

k0 < k1 < · · · < kr = k und [ki : ki−1] = 2 ∀i = 1, . . . , r .

Insbesondere ist [k : k0] = 2r eine Zweierpotenz.
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Betrachten wir einige klassische mathematische Konstruktionsprobleme
unter diesem Gesichtspunkt! Am einfachsten geht das beim sogenann-
ten Delischen Problem: Der Legende nach fragten die Einwohner der
griechischen Insel Delos (eine der kleinsten der Kykladen im Ägäischen
Meer) anl̈aßlich einer Pestepedemie ihr Orakel um Rat. Dieses verlangte,
daß sie den ẅurfelförmigen Altar im Tempel des Apollon durch einen
Würfel mit doppeltem Volumen ersetzen sollten. Natürlich mußte dessen
Kantenl̈ange aus der des alten Würfels mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden.

Wir haben also zwei AusgangspunkteP0 undP1 derart, daß die Strecke
P0P1 der Kantenl̈ange des alten Ẅurfels entspricht. Da wir das Koor-
dinatensystem und die Einheit frei wählen k̈onnen, sei etwaP0 = (0, 0)
und P1 = (1, 0). Wir müssen zwei PunktePr, Ps konstruieren, deren
Verbindungsstrecke die Länge 3

√
2 hat. Wenn wir das k̈onnen, k̈onnen

wir diese Strecke vonP1 aus auf derx-Achse abtragen und erhalten den
Punkt (3

√
2, 0); der Körperk, in dem nach Ende der Konstruktion alle

Koordinaten liegen, muß also die dritte Wurzel aus zwei enthalten und
somitQ( 3

√
2) als Teilk̈orper. Damit muß [k : Q] durch drei teilbar sein,

ist also keine Zweierpotenz. Daher ist das Delische Problemnicht mit
Zirkel und Lineal l̈osbar.

Als nächstes betrachten wir das Problem der Konstruktion des regel-
mäßigenn-Ecks mit Zirkel und Lineal. Die griechischen Mathematiker
konnten naẗurlich gleichseitige Dreiecke und Quadrate konstruieren,
ebenso das regelm̈aßige F̈unfeck, das F̈unfzehneck, und̈uber die Hal-
bierung des Innenwinkeld damit auch jedesn-Eck, dessen Eckenanzahl
eine der genannten Zahlen mal einer Zweierpotenz ist. Erst rund zwei
Tausend Jahre später gelang 1796 dem damals 19-jährigen GAUSS die
Konstruktion eines weiterenn-Ecks, des Siebzehnecks. In seinem 1798
geschriebenen und 1801 erschienenen BuchDisquisitiones Arithmeti-
caebewies er allgemein, welche regelmäßigenn-Ecke sich mit Zirkel
und Lineal konstruieren lassen und welche nicht.

Um sein Ergebnis zu verstehen, empfiehlt es sich, die Ebene mit der
komplexen Zahlenebene zu identifizieren und das Problem so in Algebra
zu übersetzen, daß wir nach der Konstruktion eines PunktesP mit
Koordinaten (x, y) die komplexe Zahlx + iy adjungieren.
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Wenn wir ausgehen vom MittelpunktP0 = (0, 0) des regelm̈aßigen
n-Ecks und einer EckeP1 = (1, 0), haben die weiteren Ecken die Ko-
ordinaten (cos2πj

n
, sin 2πj

n
) für j = 1, . . . , n − 1. Diese Punkte werden

identifiziert mit den komplexen Zahlen

cos
2πj

n
+ i sin

2πj

n
= e2πij/n =

(
e2πi/n

)j
;

falls das regelm̈aßigen-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist,
muß also die primitiven-te Einheitswurzelζ = e2πi/n in einem Er-
weiterungsk̈orper von Zweipotenzordnung̈uberQ liegen.

Der KörperQ(ζ) entḧalt naẗurlich auch alle Potenzen vonζ, ist also ein
Zerfällungsk̈orper des PolynomsXn − 1. Dieses ist aber nicht irreduzi-
bel, beispielsweise istX − 1 ein Teiler, da die Eins eine Nullstelle ist.
Allgemeiner: Istn = mq, so istX−1 auch ein Teiler vonXq−1; ersetzen
wir hier X durchXm, folgt, daßXm −1 Teiler vonXmq −1 = Xn −1
ist. Bezeichnet alsof den irreduziblen Faktor vonXn−1, derζ als Null-
stelle hat, so hatf nur primitive n-te Einheitswurzeln als Nullstellen,
denn istx bereits einem-te Einheitswurzel f̈ur einen echten Teilerm
von n, so istx Nullstelle vonXm − 1. Wäre sie auch eine Nullstelle
von f , so ẅarex eine mehrfache Nullstelle des PolynomsXn − 1. Da
dessen AbleitungnXn−1 nur bei der Null verschwindet, ist das nicht
möglich.

Die primitiven n-ten Einheitswurzel allerdings m̈ussen allesamt Null-
stellen vonf sein nach dem folgenden Argument von DEDEKIND: Da die
primitiven n-ten Einheitswurzeln genau die Potenzenζj sind, f̈ur diej
teilerfremd zun sind, l̈aßt sichj schreiben als Produkt von Primzahlen,
die keine Teiler vonn sind. Daher reicht es zu zeigen, daß für jede
Nullstelleξ vonf und jede Primzahlp, die kein Teiler vonn ist, auchξp

eine Nullstelle vonf ist. Falls dies f̈ur irgendeinξ und irgendeinp nicht
der Fall ist, mußξp Nullstelle eines weiteren irreduziblen Polynomsg
sein. Daξp eine primitiven-te Einheitswurzel ist, muß auchg ein Teiler
vonXn − 1 sein. Betrachten wir das PolynomG = g(Xp) ∈ Q[X]. Da
g(ξp) verschwindet, istξ eine Nullstelle vonG.

Nach dem Lemma von GAUSS können wir bei der Zerlegung des Poly-
nomsXn − 1 in Q[X] annehmen, daß alle Faktoren ganzzahlige Koef-
fizienten haben, daß alsof, g und damit auchG in Z[X] liegen. Wenn
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wir alle Koeffizienten modulop reduzieren, erhalten wir Polynomef, g
undG ausFp[X], wobei f undg zwei verschiedene (nicht notwendi-
gerweise irreduzible) Faktoren vonXn − 1 in Fp[X] sind. Da inFp

jedes Element gleich seinerp-ten Potenz ist, istG = gp. Somit sind
alle Nullstellen vonG auch Nullstellen vong. Die Polynomef undG
ausZ[X] haben inQ(ζ) die gemeinsame Nullstelleξ, also hat der ggTh
der beiden Polynome positiven Grad. Betrachten wir ihn modulo p, er-
halten wir ein Polynomh, das sowohlf als auchG teilt. WegenG = gp

folgt, daß auch der ggT vonf undg positiven Grad hat. Somit hat das
PolynomXn−1 ∈ Fp[X] in seinem Zerf̈allungsk̈orper mindestens eine
mehrfache Nullstelle. Das ist aber nicht möglich, denn seine (formale)
AbleitungnXn−1 ist nicht das Nullpolynom, dap kein Teiler vonn ist,
und es hat nur die Null als Nullstelle, die aber keine Nullstelle vonXn−1
ist. Daher hatXn − 1 auch als Polynom̈uberFp keine mehrfache Null-
stelle, so daß die Annahmef (ξp) 6= 0 zu einem Widerspruch führt. Dies
zeigt, daßf genau die primitivenn-ten Einheitswurzeln als Nullstellen
hat.

Somit hat das irreduzible Polynomf ∈ Q[X] mit f (ζ) = 0 den Grad
ϕ(n), wobei ϕ die aus dem zweiten Kapitel bekannte EULERscheϕ-
Funktion ist, die die Anzahl der primen Restklassen modulon angibt.

Dies zeigt, daß das regelmäßigen-Eck nur dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar sein kann, wennϕ(n) eine Zweierpotenz ist. Wie wir uns
in Kapitel zweiüberlegt haben, läßt sichϕ(n) anhand der Primzerlegung
vonn bestimmen: F̈ur

n =
r∏

i=1

pei

i ist ϕ(n) =
r∏

i=1

(
pei−1

i · (pi − 1)
)
.

Somit m̈ussen alle Faktoren in diesem Produkt Zweierpotenzen sein.

Im Falle pi = 2 ist das automatisch erfüllt; alle anderen m̈oglichenpi

sind ungerade, so daßei = 1 sein muß undpi − 1 eine Zweierpotenz.

Primzahlen der Form 2r +1 heißen FERMATsche Primzahlen. 2r +1 kann
nur dann prim sein, wennr eine Zweierpotenz ist, denn istr ungerade,
so ist 2r +1 ≡ (−1)r +1 = 0 mod 3 durch drei teilbar, und istr = 2su mit
einer ungeraden Zahlu > 1, so ist 2r + 1 ≡ (−1)u + 1 ≡ 0 mod 2s + 1
durch 2s + 1 teilbar.
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Definition: Fm = 22m

+ 1 heißt diem-te FERMAT-Zahl sein; fallsFm

prim ist, heißtFm eine FERMATsche Primzahl.

FERMAT vermutete, daß alleFm prim seien; das ist eine der sehr wenigen
seiner Vermutungen, die sich als falsch herausstellten.F0 = 3, F1 = 5,
F2 = 17,F3 = 257 undF4 = 65 537 sind in der Tat allesamt prim (was
auch FERMAT wußte), aber wie EULER 1732 zeigte, ist

F5 = 4 294 967 297 = 641· 6 700 417.

Auch alle anderenFm mit m ≥ 5 die getestet wurden, sind keine
Primzahlen; es ist also nicht bekannt, ob es einm ≥ 5 gibt, für dasFm

prim ist.

Für die Konstruierbarkeit des regelmäßigenn-Ecks folgt:

Satz: Falls das regelm̈aßigen-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar
ist, istn das Produkt einer Zweierpotenz (die auch eins sein kann) mit
verschiedenen FERMATschen Primzahlen.

Tats̈achlich gilt auch die Umkehrung dieses Satzes; wennn ≥ 3 also
von der angegebenen Form ist, ist das regelmäßigen-Eck mit Zirkel
und Lineal konstruierbar. Beginnen wir mit den einzelnen Faktoren: Die
Konstruierbarkeit des regelm̈aßigen Dreiecks ist aus der Schule bekannt,
das 2m-Eck für m ≥ 2 kann aus dem Quadrat durch Winkelhalbierun-
gen konstruiert werde. Die Konstruktion des regelmäßigen F̈unfecks
wird in der Schulëublicherweise nicht behandelt, war aber bereits den
Pythagor̈aern bekannt: Diese brauchten sie für ihr Symbol, den f̈unfza-
ckigen Stern, bestehend aus den sämtlichen Diagonalen eines regelmäßi-
gen F̈unfecks. Die Konstruktion des regelmäßigen Siebzehnecks geht,
wie erẅahnt, zur̈uck auf GAUSS, der auch den obigen Satz (einschließlich
seiner Umkehrung) bewies. Das grundsätzliche Verfahren, wie er aus der
Struktur der GALOIS-Gruppe eine Konstruktion des Siebzehnecks her-
leitete, f̈uhrte sp̈ater auch zur Konstruktion des 257-Ecks durch

MAGNUSGEORGPAUCKER: Geometrische Verzeichnung des regelmäßi-
gen Siebzehn-Ecks und des regelmäßige Zweyhundersiebenundfunfzig-
Ecks in den Kreis,Jahresverhandlungen der Kurländischen Gesellschaft
für Literatur und Kunst2, 1822, S. 160–219
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(die Konstruktion des 257-Ecks beginnt Seite 288) und

FRIEDRICH JULIUS RICHELOT: De resolutione algebraica aequationis
x257 = 1, sive de divisione circuli per bisectionem anguli septies repeti-
tam in partes 257 inter se aequales commentatio coronata,Journal f̈ur die
reine und angewandte Mathematik9, 1832, S. 1–26, 146–161, 209–230,
337–358.

Das regelm̈aßige 65 537-Eck konstruierte JOHANN GUSTAV HERMES in
über zehnj̈ahriger Arbeit; er hinterlegte das aus mehr als zweihundert
großformatigen Seiten bestehende Manuskript 1889 in einemHandkof-
fer im mathematischen Institut der Universität Göttingen, wo es immer
noch zu finden ist. 1894 veröffentlichte er eine siebzehnseitige Zusam-
menfassung

J. HERMES: Ueber die Teilung des Kreises in 65537 gleiche Teile,
Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen,
Mathematisch-Physikalische Klasse,1894, S. 170–186.

Da er als K̈onigsberger kein Mitglied der G̈ottinger Gesellschaft der Wis-
senschaften war, wurde das Manuskript dort von FELIX KLEIN vorgelegt.

Falls es einm ≥ 5 geben sollte, f̈ur dasFm prim ist, folgt aus dem Satz
von GAUSS, daß auch das regelmäßigeFm-Eck mit Zirkel und Line-
al konstruierbar ist; eine entsprechende Konstruktion konnte naẗurlich
bislang noch niemand vorlegen, und auch in Zukunft wird das nicht
möglich sein: Die kleinste FERMAT-Zahl, von der nicht bekannt ist, ob
sie prim ist oder nicht, istF33, und diese Zahl haẗuber f̈unf Milliarden
Dezimalstellen.

Bescḧaftigen wir uns als n̈achstes mit den Produkten aus Zweierpoten-
zen und verschiedenen FERMATschen Primzahlen. Wir m̈ussen zeigen:
Sind n und m zwei zueinander teilerfremde Zahlen derart, daß das
regelm̈aßigen-Eck und das regelm̈aßigem-Eck beide mit Zirkel und
Lineal konstruierbar sind, so läßt sich auch das regelmäßigenm-Eck
konstruieren. Allgemein läßt sich das regelm̈aßiger-Eck genau dann
mit Zirkel und Lineal konstruieren, wenn der Winkel beim Mittelpunkt
zwischen zwei benachbarten Ecken konstruierbar ist. Beimn-Eck und
beimm-Eck ist er 2π/n bzw.2π/m; wir müssen zeigen, daß sich daraus
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der Winkel 2π/nm konstruieren l̈aßt. Dan undm teilerfremd sind, gibt
es ganze Zahlena, b, so daßam + bn = 1 ist. Multiplikation mit 2π/nm
macht daraus

a · 2π

n
+ b · 2π

m
=

2π

nm
.

Ganzzahlige Vielfache eines Winkels und Summen und Differenzen
von Winkeln lassen sich problemlos mit Zirkel und Lineal konstruieren;
somit ist auch der Winkel 2π/nm und damit das regelm̈aßigenm-Eck
mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Ein weiteres klassisches Problem ist das der Dreiteilung des Winkels.
Da die Konstruierbarkeit des regelmäßigenn-Ecks äquivalent ist zur
Konstruierbarkeit des Winkels zwischen seinem Mittelpunkt und zwei
benachbarten Ecken, also des Winkels 2π/n, würde die M̈oglichkeit der
Dreiteilung jedes Winkels mit Zirkel und Lineal zu einer Konstruktion
des regelm̈aßigen 3n-Ecks f̈uhren, denn das gleichseitige Dreieck ist
naẗurlich konstruierbar, und mit dem Winkel 2π/3 wäre auch jeder
Winkel 2π/3n konstruierbar.

Das wohl ber̈uhmteste Problem für Konstruktionen mit Zirkel und Line-
al ist die Quadratur des Kreises. Wenn sie möglich ist, mußQ(π)/Q eine
Körpererweiterung von Zweierpotenzordnung sein. Tatsächlich aber be-
wies FERDINAND VON LINDEMANN 1882, daßQ(π)/Q eine unendliche
Körpererweiterung ist, was man auch so ausdrückt, daßπ eines trans-
zendenteZahl ist. Damit war auch bewiesen, daß die Quadratur des
Kreises mit Zirkel und Lineal nicht m̈oglich ist.

§5: Endliche Körper
Für jeden K̈orper k gibt es genau einen (Ring-)homomorphismus
ϕ: Z → k, denn durch die Homomorphieeigenschaft und die Bedin-
gungenϕ(0) = 0 undϕ(1) = 1 istϕ vollständig festgelegt. Der Kern
von ϕ ist ein Ideal vonZ, also ein Hauptideal (n). Dabei mußn = 0
oder eine Primzahl sein, denn wären = rs ein Produkt zweier Zahlen
vom Betrag gr̈oßer eins, so ẅareϕ(r)ϕ(s) = ϕ(n) = 0, im Widerspruch
zur Nullteilerfreiheit eines K̈orpers.

Definition: Die Zahlp ≥ 0, für die Kernϕ = (p) ist, heißt dieCharak-
teristik chark des K̈orpersk.
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Für einen K̈orper der Charakteristik Null istϕ injektiv, der Körper
entḧalt also einen zuZ isomorphen Ring und damit einen zuQ iso-
morphen K̈orper. Im Falle positiver Charakteristikp > 0 ist ϕ(Z)
isomorph zuZ/p = Fp, der Körper entḧalt also einen zuFp isomor-
phen K̈orper. Diesen zuQ oderFp isomorphen K̈orper bezeichnen wir
als denPrimkörper des K̈orpersk. Wir identifizieren ihn meist mitQ
beziehungsweiseFp.

Der Primk̈orper eines endlichen K̈orpersk muß naẗurlich einer der K̈or-
perFp sein;k ist dann ein endlichdimensionalerFp-Vektorraum, so daß
die Elementanzahl eines endlichen Körpers immer eine Primzahlpotenz
sein muß.

In einem K̈orperk der positiven Charakteristikp > 0 führt die Mul-
tiplikation eines Elements mit einem Vielfachen vonp stets auf das
Ergebnis Null. Da der Binomialkoeffizient

(
p
i

)
für 0 < i < p einen

durchp teilbaren Z̈ahler, aber einen nicht durchp teilbaren Nenner hat,
ist er ein Vielfaches vonp; daher ist f̈ur zwei beliebige Elementex, y
eines solchen K̈orpers

(x + y)p =
p∑

i=0

(
p

i

)
xiyp−i = xp + yp .

Somit ist die Abbildung

F :

{
k → k

x 7→ xp

ein Homomorphismus. Er heißt FROBENIUS-Homomorphismus. Wenn
wir ihn r mal hintereinander ausführen, erhalten wir die Abbildung,
die jedes Elementx ∈ k auf xpr

abbildet; auch sie ist natürlich ein
Homomorphismus, den wir mitF r bezeichnen.

Wie wir wissen, ist jeder Homomorphismus eines Körpers in einen
Körper injektiv; das gilt insbesondere auch für die Homomorphismen
F r: k → k. Im Falle eines endlichen K̈orpersk folgt aus der Injektiviẗat
die Surjektiviẗat, in diesem Fall istF r also ein Automorphismus vonk.
Für die KörperFp können wir den kleinen Satz von FERMAT auch so
formulieren, daßF (und damit auch jedesF r) die identische Abbildung
ist.
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Wie wir aus§3 des vorigen Kapitels wissen, ist die multiplikative Gruppe
eines endlichen K̈orpers stets zyklisch; in einem Körperk mit pn Ele-
menten hat sie die Ordnungpn−1, so daß es ein Elementx der Ordnung
pn − 1 geben muß. Dieses ist natürlich, genau wie alle seine Poten-
zen, eine Nullstelle des PolynomsXpn

−1 − 1; da dessen Grad gleich
der Elementanzahl der multiplikativen Gruppe vonk ist, besteht diese
somit genau aus den Nullstellen dieses Polynoms. Insbesondere istk ein
Zerfällungsk̈orper vonXpn

−1 − 1, und da alle Zerf̈allungsk̈orper eines
festen Polynoms zueinander isomorph sind, sind auch alle Körper mit
pn Elementen zueinander isomorph.

Da das PolynomXpn
−1−1 alle Elemente außer der Null als Nullstellen

hat, hatXpn−X alleElemente eines K̈orpers mitpn Elementen als Null-
stelle; somit ist dien-te PotenzF n des FROBENIUS-Automorphismus
gleich der Identiẗat aufk.

Mit dieser Bemerkung k̈onnen wir auch leicht einsehen, daß es zu je-
der Primzahlpotenzpn einen K̈orper mitpn Elementen gibt: Wir bilden
zun̈achstüber Fp den Zerf̈allungsk̈orper des PolynomsXpn

−1 − 1;
er entḧalt alle Nullstellen dieses Polynoms und natürlich auch die
Null. Diese Elemente bilden zusammen einen Teilkörper, n̈amlich den
Fixkörper vonF n. Da der Zerf̈allungsk̈orper der kleinste K̈orper ist, der
alle Nullstellen entḧalt, ist er gleich dieser Menge auspn Elementen.

Zusammenfassend können wir festhalten

Satz: Für jede Primzahlpotenzpn gibt es K̈orper mitpn Elementen;
sie sind alle zueinander isomorph. Für jedes Elementx eines solchen
Körpers istxpn

= x, dien-te Potenz des FROBENIUS-Automorphismus
ist also die Identiẗat.

Wir bezeichnen
”
den“ Körper mitpn Elementen mitFpn .

Falls der K̈orper Fpn einen der K̈orper Fpm entḧalt, ist er einFpm -
Vektorraum; daher istpn eine Potenz vonpm, d.h.m muß ein Teiler
von n sein. Ist umgekehrtm ein Teiler vonn, so folgt ausxm = 1,
daß auchxn = 1 ist, d.h. jede Nullstelle vonXm − 1 (im Zerf̈allungs-
körperFpm ) ist auch eine Nullstelle vonXn − 1, so daßXm − 1 ein
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Teiler vonXn − 1 ist und der Zerf̈allungsk̈orper vonXn − 1 einen
Zerfällungsk̈orper vonXm − 1 entḧalt, d.h.Fpm ist in Fpn enthalten.

Fpm ist der Fixk̈orper unterF m; daher ist die ErweiterungFpn/Fpm GA-
LOISsch. Die GALOIS-Gruppe wird erzeugt vonF m; daF n die Identiẗat
aufFpn ist, ist diese eine zyklische Gruppe mitn/m Elementen.

Zum expliziten Rechnen in einem Körper Fpn muß dieser zun̈achst
irgendwie konkret als Vektorraum̈uber Fp dargestellt werden; inFp

können wir schließlich rechnen. Wir wissen, daßFpn ausFp entsteht
durch Adjunktion eines erzeugenden Elementsx der GruppeF×

pn ; da die
Körpererweiterung den Gradn hat, istx Nullstelle eines irreduziblen
Polynoms vom Gradn überFp. Ist umgekehrtf ein irreduzibles Poly-
nom vom Gradn, so istFp[X]/(f ) über Fp eine Körpererweiterung
vom Gradn, hat alsopn Elemente und ist somit isomorph zuFpn .

Wenn wir also ein irreduzibles Polynomf ∈ Fp[X] vom Gradn ge-
funden haben, k̈onnen wirFpn identifizieren mitFp[X]/(f ), und dort
können wir die Elemente identifizieren mit den Polynomen ausFp[X]
vom Grad kleinern. Die Addition und Subtraktion sind problemlos, bei
der Multiplikation erhalten wir im allgemeinen allerdingsein Polynom
vom Gradn oder gr̈oßer. Dieses muß dann ersetzt werden durch seinen
Rest bei der Division durchf . Multiplikative Inverse schließlich lassen
sich mit Hilfe des erweiterten EUKLID ischen Logarithmus bestimmen:
Ist das Elementx 6= 0 ausFpn gegeben durch das Polynomg ∈ Fp[X]
vom Grad kleinern, so sindf undg teilerfremd, dag 6= 0 undf irre-
duzibel ist. Daher gibt es Polynomeg∗, f∗ mit degg′ < degf = n und
degf∗ < degg, so daßgg∗ + ff∗ = 1 ist. Modulof ist somitgg∗ = 1.

Die Computeralgebra kennt, insbesondere für Polynome ausFp[X],
effiziente Faktorisierungsverfahren; man kann sich daher irreduzible
Polynome vom Gradn überFp verschaffen, indem man das Polynom

Xpn
−1−1 ∈ Fp[X] in seine irreduziblen Faktoren zerlegt und einen der

Faktoren vom Gradn ausẅahlt. Wegen der Existenz des KörpersFpn

muß es mindestens einen solchen Faktor geben, oft gibt es aber mehrere,
die aber alle zu zueinander isomorphen Körpern f̈uhren.

Im Falle des K̈orpersF256, der sowohl f̈ur denAdvanced Encryption
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StandardAES als auch f̈ur die Fehlerkorrektur auf CDs und DVDs ver-
wendet wird, lassen sich die Faktoren vonX255 − 1 überF2 leicht be-
stimmen; wie sich zeigt, haben dreißig davon den Grad acht, den wir für
einen K̈orper mit 256 = 28 Elementen brauchen. Zweckmäßigerweise
sollten wir eines ẅahlen, das das Rechnen modulo diesem Polynom
möglichst einfach macht; insbesondere sollte das verwendete Polynom
möglichst wenige Terme habe.

Wie sich zeigt, bestehen dreizehn der dreißig Polynome aus sieben
nichtverschwindenden Termen, die restlichen siebzehn ausfünf. Wir
wählen naẗurlich eines der letzteren. Alle diese Polynome haben, wie
jedes Polynom vom Grad achtüberF2, den f̈uhrenden TermX8; danach
folgen vier weitere Terme. Bei der Reduktion modulo einem solchen
PolynomP = X8 + Restbenutzt man, daß dann

X8 ≡ Rest, X9 ≡ X · Rest, . . .

ist; dies wird umso ḧaufiger mehrfach angewandt werden müssen, je
höheren Grad das PolynomResthat. Am effizientesten kann man also
rechnen, wenn das PolynomRestden kleinstm̈oglichen Grad hat. Bei
unseren siebzehn Kandidaten ist dies der Grad vier; er kommtbei zwei
Polynomen vor, n̈amlich bei

X8 + X4 + X3 + X + 1 und X8 + X4 + X3 + X2 + 1 .

Das erste dieser Polynome wird für AES verwendet, das zweite bei der
Fehlerkorrektur auf CDs.


