Kapitel 4
Nullstellen und Korpererweiterungen

81: Zerfallungskorper und der Fundamentalsatz
der Algebra

Ist £ ein Korper undf € k[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad
mindestens zwel, so hétin k£ keine Nullstelle. Wir kennen aber bereits
viele Flle, in denen es einen@geren Krper K gibt, in demf eine
oder mehrere Nullstellen hat. Solchéger lassen sich auf verschiedene
Weisen konstruieren: Ist etwa= Q und f = X2 — 2, so ldnnen wir
bekanntlich mit dem Verfahren voneNoN durch die Iteration

) fur allen € N

Lo — 4 Ly = E (ajn—l T, 4
iImmer bessere &herunggisungen konstruieren, und wenn wir die ratio-
nalen Zahlen durch Hinzunahme aller Grenzwerte vaucdEiy-Folgen
(oder Intervallschachtelungen) zu den reellen Zahlen igzvwe ist dort
der Grenzwert

z= lim x,
n—oo

dieser Folge einetsung.

Fur die Nullstellen des Polynom&? + 1 ist ein solcher Ansatz nicht
moglich; hier nussen wir digimaginare Einheit‘; einfuhren als, Sym-
bol* mit dem wir rechnenAhnlich hatten wir uns bereits gegen Ende
des vorigen Kapitelsiberlegt, dafd wir zu jedemd{per k und jedem
irreduziblen Polynoniiber f einen gblReren Krper finden Bnnen, in
dem f eine Nullstelle hat. Diesen Ansatz wollen wir nun systes@iti
ausbauen.

Beginnen wir mit Kdrpererweiterungen:
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Definition: Sindk C K zwei Korper, so bezeichnen wirals Teilkor-
pervon K und K alsErweiterungskrpervon k. Wir sagen auchis /&,
gesprocherk Uberk, sei eineKorpererweiterung.

Ist K /k eine Korpererweiterung, so igt” ein k-Vektorraum, dentk ist
beZiglich seiner Addition eine abelsche Gruppe, und die Eirésdtung
der Multiplikation in K auf £ x K ist die Multiplikation der, Skalare"
ausk mit den, Vektoren* ausk'. Klassisches Beispiel ist die Betrach-
tung des KrpersC der komplexen Zahlen als zweidimensionalen Vek-
torraumR?2.

Im allgemeinen mul3 dieser Vektorraum nicht endlichdimemesli sein:
R kann beispielsweise uriglich ein endlichdimensionalép-Vektor-
raum sein, denn genau wig ist auch jeder Vektorrau@™ abzhlbar,
aberR ist Uberabahlbar.

Definition: Ist K ein endlichdimensionalét-Vektorraum, sagen wir,
die Korpererweiterung sei endlich, und wir bezeichnen die Dsien
desk-VektorraumsK als deren GradK : k]. Andernfalls sagen wir,
sie sei unendlich und schreibeR [: £] = oco.

Als Beispiel betrachten wir ein irreduzibles Polyngn& k[ X]und den
Faktorring K = K[ X]/(f). Wie wir gegen Ende des vorigen Kapitels
gesehen haben, ist er eirokoer, und als Vektorraum hat er beispiels-
weise die Basis I, . . ., 2?1, wobeiz = X +(f) die Restklasse voX
bezeichnet. Isf = a, X% +-- - +ay mita, 7 0, so ist

a/d_le_l +..-+ CLlX + CLO

aq

X =_ mod (f)

und damit

d—1
d_ ag_1T t+---+axr+ag

r = — )
aq

so daRz? und die ldheren Potenzen nicht zur Erzeugung gebraucht
werden. Die genannten Elemente sind auch linear uivadpg Uber &,
denn falls es Elementg, € k gibt, so daf3

A1+ -z+--+X, ,-2771=0
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ist, 50 muR das Polynoiy+ A, - X +---+ X, ;- X4 tin k[ X] durch f
teilbar sein. Da sein Gradokhstens gleicld — 1 sein kann, geht das
nur, wenn es das Nullpolynom ist, wenn also al|everschwinden.

Wir konnen dieses Ergebnis und die Diskussion im vorigen Kapitel
zusammenfassen zum

Lemma: Ist f € k[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad > 1,
so ist K = k[X]/(f) ein Erweiterungstéirper vom Gradd, in dem f

mindestens eine Nullstelle hat. .

Sind L/ K und K /k zwei Korpererweiterungen, so ist auéh'k eine;
hier gilt:

Lemma: a) Sind L/ K und K /k zwei endliche Krpererweiterungen,
so ist auchl./k eine endliche Krpererweiterung und
[L:k]=[L:K] [K:K].

b) Ist L/k eine endliche Krpererweiterung und ist € K C L,
so sind sowohl./ K als auchK /k endliche Korpererweiterungen. Ist
[L:k]=[K :k],soistK = L.

Beweis: a)bq, ..., b, seine eine Basis voi als k-Vektorraum, und
cq,---,C, S€I eine Basis voi. als K-Vektorraum. Dann &nnen wir
in L die rs-Produkteb,c; bilden, und wollen unsiberlegen, dal3 diese
eine Basis des-VektorraumsL bilden.

Zunachst erzeugen sie diesen Vektorraum, denn jedesL lal3t sich
als Linearkombination

'U=)\161+"‘+)\SCS mlt AJEK
schreiben, und jedes; 1af3t sich schreiben als

Setzt man dies in die déberliegende Formelzeile ein, @hmanv als
Summe allef; ;b;c;.
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Zum Beweis der linearen Una@ihgigkeit nehmen wir an,

DD b =) (Z /%'jbi) ¢; =0

i=1 j=1 j=1 \i=1

fur irgendwelche Elementg;; € k. Die Summen in der Klammer sind
Elemente vonk’; wegen der linearen Unabhgigkeit derc; tber K
mussen sie also alle verschwinden. Daniissen aber auch alle;;
verschwinden, denn dig sind linear unab&ingiguberk.

Somitist[L : k]=rs=[K : k] - [L : K], wie behauptet.

b) Betrachten wirK und L als Vektoraumeliberk, so istK ein Unter-
vektorraum vory,, und naiirlich sind Untervekto&ume endlichdimen-
sionaler Vektoraume selbst endlichdimensional. Wenn beide die gleiche
Dimension haben, iitssen sie sogar gleich sein. AlsVektorraum istl.
endlichdimensional, da eirieBasis vonL insbesondere ein Erzeugen-
densystem vork (iber dem gbl3eren Krper K ist. .

Am einfachsten findet man die Nullstellen eines Polynomsymweas
Polynom bereits als Produkt von Linearfaktoren gegebeWstwollen
unsuberlegen, dal3 esifjedes Polynom einend€per gibt,iber dem es

so zerlegt werden kann:

Definition: k sei ein Korper undf € k[X] sei ein Polynom. Ein Kr-

per K mit £k C K heil3tZerfallungslorpervon f tberk, wenn gilt:

1.) EsgibtElemente,,...,z,; € K unda € k, so dafd im Polynomring
K[X]gilt f=a(X —2z)--- (X —z,).

2.) Istk C L C K und es gibt eine solche Zerlegung aliter L, so

iIstL =K.

In einem Zeréllungslorperzerilit das Polynom also in ein Produkt von
Linearfaktoren, und es gibt keinen kleineren Terler,iber dem dies
bereits der Fall ist.

Fur das PolynonX? — 2 € Q[ X] ist somitQ & Q+/2 ein Zer&llungs-
korper, dennX? — 2 = (X +v/2)(X — v/2). AuchQ[X]/(X? — 2) ist
ein Zer@llungskorper, denn bezeichnetdie Restklasse voX, so ist
auch (X +2)(X —z) = X2 —z?= X% - 2.
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Satz: k sei ein Korper undf € k[ X] ein Polynom. Dann gibt es einen
Zerfallungslorper K von f uberk.

Beweisdurch Induktion nacld = degf: Fur Polynome vom Grad Null
gibt es nichts zu beweiserijrfdas Polynona X +b mit a Z O istk selbst
der Zer&llungslorper, denn

aX+b=a<X—ﬂ> )

a

Seinund > 1 und f € k[ X] ein Polynom vom Gradl. Weiter seig

ein irreduzibler Faktor vory; fur irreduzible f nehmen wir nairlich

g = f. Wie wir aus dem Lemma zu Beginn dieses Paragraphen wissen,
ist k&, = k[X]/(g) ein Korper, in deny (mindestens) eine Nullstellg

hat.

Nun vergessen wir, wik; aus einem Polynomringperk entstanden ist,
und betrachteh, einfach als einen Erper.Uber diesem Krper konnen
wir wieder den Polynomring, [ X] bilden. Dort istg(z,) = 0. also isly
ein Vielfaches vonX — z;). Damitist auchf durch (X — z,) teilbar. Sei
etwaf = (X — z) - f; miteinem Polynony; € k;[X]vom Gradd — 1.
Nach Induktionsannahme gibt es einen Z#ungslorper K von f;
uberk;. In diesem Krper Rf3t sichf; als Produkt von Linearfaktoren
schreiben, also gibt es audlrff = (X — 2,) f; eine solche Darstellung

f=alX —2)(X —2,)-- (X —2z;) mit z, € K.

Der kleinste Teilbrper vonk, derk und allez; enthalt ist daher ein

Zerfallungslorper vonf tUberk. .

Fur das PolynomX® — 2 iberQ etwa konstruieren wir zuchst den
Korperk, = Q[X]/(X3 — 2); die Nebenklasse vaN in k; bezeichnen
wir als z. In ky ist dannz3 = 2.

Nun dividieren wirX>—2 = X3 —23in k,[ X]durchX — z; und erhalten
den Quotienterf, = X2 + 2, X + z2. Wir bilden den neuen Faktorring
ky = k[ X]/(X?+ 2, X + 23); die Restklasse voA modulo (f,) seiz,.
Wir kdnnen nun noclf; in k,[ X] durch X — z, dividieren; aber da das
Ergebnis linear ist, wissen wir auch so, daf’ auch die zwéiseihg der
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quadratischen Gleichung i liegt; das PolynomX® — 2 zerfllt also
uberk, in Linearfaktoren.

k, ist ein zweidimensionaléf, -Vektorraum mit Basis 1z,, undk istein
dreidimensionalek,-Vektorraum mit Basis 1z, z2. Als k-Vektorraum
hatk, somit die Dimension sechs und die Basis1 27, z,, 2,25, 24 2,.

Wir konnenk, in R einbetten, indem wir, auf v/2 abbilden. Dann
haben wir fir z, UberR die quadratische Gleichung +v/2z,+v4 = 0
mit Losungen

<_% . %\/—_3> Y2 und (_% - ;m) 2

in C, wie erwartet. Wir ltten aber aber nadich &, auch inC einbetten
konnen, indem wirz; auf (—3 + 31/3) v/2 abbilden und &tten dann
eine quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizientekobemen,
die die konjugiert komplexe Zahl sowi#2 als Losungen htte.

Es ist kein Wunder, dal3 die Gleichunglndrei Nullstellen hat; der so-
genanntd-undamentalsatz der Algeblaesagt, dal3 jedes Polynom mit
komplexen KoeffizientettiberC in Linearfaktoren zedllt. Fir diesen
Satz gibt es mehrere Beweise, unter andeiier die Funktionenthe-
orie oder mit Hilfe der algebraischen Topologie. Der folderBeweis
stammt aus dem Buchhéorie algebrigue des nombregon RERRE
SAMUEL (Hermann, Paris21971), und geht nach Angaben des Autors
»im wesentlichen“ zuick auf LAGRANGE. Er verwendet nur elementa-
re, aus der Analysisvorlesung bekannte Eigenschaftenegden und
komplexen Zahlen. Der wesentliche Beweisschritt ist deyefiode

Satz: Jedes nichtkonstante Polynofme R[X] hat mindestens eine
komplexe Nullstelle.

BeweisWir schreiben den Gradleines Polynoms in der Forah= 2" -u
mit n € Ny und einer ungeraden Zahlund beweisen den Satz durch
Induktion nachn.

Fir den Induktionsanfang = 0 missen wir somit beweisen, dal? jedes
reelle Polynom ungeraden Grades mindestens eine kompldisdile
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hat. Da wir aus der Analysis wissen, dal3 es sogar eine regllstélle
hat, ist das klar.

Nun sein > 0; wir nehmen an, dal3 die Behaupturng &lle Graded,

in deren Zerlegung ein kleineresauftaucht, bereits bewiesen sei, und
betrachten ein Polynoni € R[X] vom Gradd = 2"« mit irgendeinem
ungeraden:. Wie wir wissen, gibt es einen Zéifungslorper K/R,
uber dem das Polynom in Linearfaktoren aditf die d (nicht notwen-
digerweise verschiedenen) Nullstellen seign . ., z,.

Zu jedem\ € R betrachten wiriir alle Paarei(j) mitl <i < j <d
die Elemente
w; i (A) =2, +z;+Az;2, €K

sowie das Polynom

o= [[ (X-w,;N)eK[X].

(2,9)
1<i<j<d

Wir wollen unsiiberlegen, dal3 dieses Polynom déatsich sogar schon
in R[X] liegt.

Seine Koeffizienten sind nach dem Satz voiE™ (Kap. 1, §6) bis
aufs Vorzeichen die elementarsymmetrischen Funktioneeim, ;(A)
Damit sind sie auch symmetrische Funktionen in denlenn jede Per-
mutationz; — z,, fuhrt zu einer Permutatiom, ;(\) — w (M)
Nach dem Hauptsatiber symmetrische Funktionen (Kap$Z) lassen
sie sich daher als Polynome in den elementarsymmetrisaln@ttibnen
der z; schreiben, also, wieder nache¥g, als Polynome in den Koef-
fizienten vonf. Diese Koeffizienten sind reelle Zahlen; also sind auch
die Koeffizienten alley, reelle Zahlen, d.hy, € R[.X] fur alle \.

Da es%d(d — 1) Paared, ) gibt, hatg, den Grad
d(d—1) 2"u(d —1)
2 2

Wegenn > 1istd — 1 ungerade, also auel{d — 1); die Grade dey,
sind daher nur durch™2? teilbar, nicht aber durch2 Somit kbnnen
wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und folgern,jed@s der
Polynomeg, mindestens eine komplexe Nullstelle hat.

=27 Ly(d — 1).
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Die Nullstellen vong, sind diew,;(\) € K; damit wissen wir, dal3 es
zu jedem\ € R ein Paar <, j) gibt derart, daf,;(A) in C liegt.

Nun verwenden wir ein klassisches Beweisprinzip der Matitégdas
DIRICHLETSche Schubfachprinzip: Hat manSchub&cher und verteilt
mehr alsn Objekte darauf, so fssen in mindestens einem dieser
Schub&cher mindestens zwei Objekte liegen.

JOHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 —
1859) wurde in der damals zu Frankreich gednden
Stadt Duren geboren; er lehrte an den Universn
Breslau, Berlin und Gttingen. 1828 gab er den er-
sten strengen Beweisif die Konvergenz von GURI-
Erreihen und untersuchte die Darstellbarkeit beliebiger
Funktionen durch solche Reihen. Auch unser heutiger
Funktionsbegriff geht auf RICHLET zurlick. Sein wohl
bekanntester Satz besagt, daf? eine arithmetische Pro-
gression, deren Glieder keinen gemeinsamen Teiler
haben, unendlich viele Primzahlen esth

Unsere Objekte sind die reellen Zahlgrdie Schubfcher sind die Paare
(i, 7). Es gibt%d(d— 1) Schubécher, aber unendlich viele reelle Zahlen,
also muR es zwei Werte # \" und ein Paari( j) geben, so daf3 sowohl
w,;(A) als auchw, ; () in C liegen.

Gehen wir zuiick zur Definition derw. ., sehen wir, dald

’L]’

zitzp v Az =wi(A) und ozt z+ N2z = w (V)
beides komplexe Zahlen sind, also auch

/ /

2% = w”(i\z — :U”(A) und z;+z; = wij(A)—Aw”(A; — ;U”(A) .
Aus §2 von Kapitel 1 wissen wir, dald wir zwei Zahlen, deren Produkt
und SummeS wir kennen, als bBsung der quadratischen Gleichung
X? - SX + P =0 bestimmen &nnen, und aus der Analysis wissen wir,
dafld wir zu jeder komplexen Zahl eine komplexe Quadratwdnzdén
konnen, so dal3 sich diedsungsformeliir quadratische Gleichungen
auch im Komplexen anwendeafit und komplexe &sungen liefert.
Somit sindz; und z; komplex, f hat also in der Tat mindestens eine
komplexe Nullstelle.
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Korollar: Jedes nichtkonstante Polynofne C[X] hat mindestens
eine komplexe Nullstelle.

Beweis:Wir betrachten zy = a, X% + - - - + a, das Polynom
f=a; X%+ . +a

mit den konjugiert komplexen Koeffizienten und multipliza die bei-
den miteinander. Der Koeffizient voX” in ff ist die Summe aller
Produktea;a; miti+j =r. Isti Z j, kommt also in der Summe auf3er
dem Summanden;a; auch nocha;a; vor; diese beiden Zahlen sind
konjugiert komplex zueinander, so dal3 ihre Summe reelFistgera-
der gibt es noch einen Term der Forya,; = |a; %: auch der ist reell.
Also ist die gesamte Summe reell, und damitfite R[X]. Nach dem
gerade bewiesenen Satz gt mindestens eine komplexe Nullstelle
es gibt also ein: € C, so daRf(z)f(z) = 0 ist. Dann ist entweder
f(z) = 0, und wir sind fertig, oderf(z) = 0. In diesem Fall ist auch

f(2) = f(2) = 0, also ist eine komplexe Nullstelle voyf

Induktiv folgt sofort der

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynomf € C[X] vom
Gradd > 1 zer@llt vollstandig in Linearfaktoren A3t sich also schrei-
ben als

f=a(X —2) - (X =25 mit a,z €C.

Ist k£ ein Teilkdorper vonC und f € k[X] ein irreduzibles Polynom
uberk, so zeréllt f alsotuberC in Linearfaktoren:

f=a(X —2)- - (X =25 mit ack, 2z €C.

Der kleinste Teillrper vonC, der sowohlk als auch die Elemente
21, - - ., 24 €NtHalt, ist somit ein Zeidllungslorper vonf tberk.

Definition: Ist K/k eine Korpererweiterung und sing, . .., z,. Ele-
mente von K, so bezeichnen wir mit(zq,...,2,.) den kleinsten
Teilkdrper vonk’, der sowohk als auch die Elements, . . ., z,. enthalt.
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Dieser Korper existiert; er ist einfach der Durchschnitt aller Kerper
von K, die sowohlk als auch die &mtlichenz, enthalten. Wir sagen,
k(zq, ..., z,) entstehe auk durchAdjunktionder Elemente, ...,z

re

Fir ein irreduzibles Polynoniber @ oder einem anderen Tedkper
von C haben wir somit zwei wesentlich verschiedene @uge zum
Zerfallungslorper: Einmal durch Adjunktion der komplexen Nullstellen
(wie immer wir die bekommen) oder rein formal durch die Rist&en-
konstruktion, mit der wir oben die Existenz des Adltingslorpers all-
gemein bewiesen haben. Mdich sollten wir uns fragen, was diese
beiden Zerdllungslorper miteinander zu tun haben.

Lemma: ¢:k — £’ sei ein Isomorphismus vondfpern,
f=a, X%+ +a;X +ay € k[X]
sei ein Polynoniiberk und
f'=olag X+ -+ pla) X + p(ag)

das entsprechende Polynom auigX]. Weiter seienk /k und K'/k’
Zerfallungskrper von f bzw. f. Dann gibt es einen Isomorphismus
®: K — K', deryp fortsetzt.

Beweis:In K[X] laf3t sich das Polynori als Produkt von Linearfak-
toren schreiben:

f=a,X —2) - (X—25) mit a, € K.

Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der Anzgkherz,, die
nichtin £ liegen.

Im Fall » = O zerfllt das Polynom bereiigberk in Linearfaktoren, d.h.
K = k. AuRerdem ist dann auch

fr=0(a)(X —¢(z1) - (X = 9(zg)) mit p(a,) €&,
so daB aucl’ = & ist und wir einfach® = ¢ setzen knnen.

Der Fallr = 1 tritt nicht auf, denn liegen etws,, ..., 2, in k, so ist
f € k[X]durcha (X —z,) - - - (X —2z,) teilbar, und der QuotienX — z;
liegt in k[ X], d.h. auchz; € k.
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Sei nunr > 1. Dann hatf mindestens einen irreduziblen Fakigr
vom Grad gol3er eins; durch Umnummerieren der Nullstellémiken
wir erreichen, daf¥; eine Nullstelle vong ist. Nun betrachten wir das
Polynomg’ € k[ X], das aus; entsteht, indem wir alle Koeffizienten
durch ihr Bild untery ersetzen. Offensichtlich isf’ ein irreduzibler
Faktor vonf’; das Element; € K’ sei eine Nullstelle vor'.

Im Korperk(z;) hatg mindestens eine Nullstelleamlich z;, und in
k'(z1) hatg’ mindestens eine Nullstelleamlich z]. AuRerdem ist

k(z1) = k[X]/(9) = K'[X]/(¢') = K'(21);

wir kdnnen also einen Isomorphismiisk(z,) — k'(z7) finden, derp
fortsetzt.

Da k(z,) in K liegt undk’(z7) in K’, kdnnen wir das zu beweisende
Lemma auchiir die ZergllungslorperK /k(z,) und K’ /k'(z7) und den
Morphismusy anwenden. Da dann um mindestens eins kleiner ist,
gilt es nach Induktionsannahmigrfdiese Situation und damit auchrf

die betrachtete. .

Korollar: Je zwei ZeréllungslorperK, K’ eines Polynomg < k[ X]
sind isomorph.

Beweis:Wir miussen nur das gerade bewiesene Lemma auf den Fall

anwenden, daR’ = k ist undy die Identifit. .

Was uns wirklich interessiert ist natich dieses Korollar; die allgemei-
nere Formulierung im Lemma war notwendig, da selbst im Fall%’
die Korperk(z,) und k(z;) im allgemeinen nicht gleich sind, sondern
nur isomorph; wir brauchen die Induktionsannahme dalvedie allge-
meinere Situation.

§2: Automorphismen von Korpererweiterungen

Um die Nullstellenmenge eines Polynonfisc k[ X] zu untersuchen,
konnen wir den Zedllungslorper K von f betrachten; wenn wir den
konstruieren knnen als eine Folge vondfpererweiterungen, die je-
weils durch Adjunktion der Wurzel eines Elements entstekénnen
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wir alle Elemente vonk und damit insbesondere auch die Nullstellen
von f ausgehend voh durch Wurzelausdicke beschreiben.

Wenn wir etwa eine kubische Gleichund+ pz + ¢ = 0 fur zwei ratio-
nale Zahlerp, ¢ l6sen wollen, betrachten wir nach depdungsformel

zunachst die Zahl
=53+ (5]

sodann die dritten Wurzeln,, u, undug vonU, und erhalten schlief3lich
die Losungen

P P
3U1 ’ 3'LL3 .

Wir berechnen also zéchst inQ die ZahlA = (%)2 + (%)3; falls sie

in Q ein Quadrat ist, &tnnen wirlU als rationale Zahl berechnen. Im all-
gemeinen wirdA kein Quadrat sein; dann gehen winer zum Krper

k, = Q(v/A) mit [k, : Q] = 2. Dort kdnnen wir das Elemerif berech-
nen und niissen schauen, ob alle dritten Wurzeln Vénn %, liegen.
Auch das wird im allgemeinen nicht der Fall sein; dann gehiemeaiter
zum Zerhllungslorperk, des PolynomsX® — U, und dort ldbnnen wir

die drei Losungen berechnen. Wie wir im ersten Kapitel gesehen haben,
bedeutet das aber nicht unbedingt, @afQ der Zerhllungslorper des
PolynomsX 2 + pX + ¢ sein muR: Selbst im Falle dreier ganzzahliger
Losungen sindifr die Berechnung voR/A und der dritten Wurzeln
von U Korpererweiterungen notwendig. Immerhin wissen wir, dafi de
Zerfallungslorper ein Teillorper vonk, ist, und da sich dort alle Ele-
mente durch Wurzelausditke darstellen lassen, gilt dasselbe auf jeden
Fall auch fir die Losungen.

xzzuZ_i Und x3=U3_

Ty =Uq —
1= U 3u,

In diesem Paragraphen wollen wir versuchen, die Strukheré{orper-
erweiterungiber inre Zwischenbrper zu verstehen; diese Zwischénk
per wiederum wollen wir mit Hilfe von Automorphismen in demifG
bekommen.

Homomorphismen, Isomorphismen, Automorphismeswy. von Kor-
pern sind nalirlich einfach Ringhomomorphismen, -isomorphismen,
-automorphismenysw.; bei Korpern sind diese allerdings automatisch
injektiv:
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Lemma: Ist k& ein Korper undR ein Ring, so ist jeder Ringhomomor-
phismusp: k — R injektiv.

Beweis:Kerny ist ein Ideal vonk; falls es das Nullideal ist, sind wir
fertig. Andernfalls gibt es mindestens ein Elemeng 0, und wegen
der Idealeigenschatft liegen auch alle Vielfachen worm Kern. Da

in einem Korper alle Elemente auf3er der Null invertierbar sind, ist
jedesy € k ein Vielfaches vone: y = z - (z1y), so daR Kerrp = k
ware. Das ist aber nichtdglich den zumindest die Eins mul3 bei einem
Ringhomomorphismus auf 1 abgebildet werden. .

Die folgende Diskussion des Zusammenhangs zwischen Aufidniss
men und Zwischendrpern folgt im wesentlichen der besonders kom-
pakten und einfachen Darstellung aus

EMIL ARTIN: Galoissche Theorid,eipzig 1959(u.a.)

Lemma: o4,...,0,.k — k seien paarweise verschiedene Homomor-
phismen des Krpersk in einen Korper K. Dann sindr4, ..., o, linear
unablangig im folgenden Sinne: Ist o, (x) +- - - +a,.0,.(x) = 0 fur alle

x € k, so mussen aller; verschwinden,

Beweisdurch Induktion nach. Im Faller = 1 kdnnen wir einfachx = 1
einsetzen und erhalten = a,0(1) = 0; die Behauptung ist also richtig.

Nun seir > 1 unda,o.(z) +---+a,0,.(x) =0flurallex € k. Fur jedes
y € k gilt dann auch

ayoy(zy) + -+ a0 (2y) = agoy(z)oy(y) +--- +a,0.(x)o,.(y) = 0.
Wenn wir die urspiingliche Gleichung mit,.(y) multiplizieren, erhalten
wir die weitere Gleichung

a’lal(x)ar(y) et a’ro-r(x)o-r(y) =0.

Subtraktion der letzten beiden Gleichungen voneinandfartidie neue
Gleichung

al((fl(y) — Ur(y))%(x) Tt ar—l(ar—l(y) - Jr(y))ar—l(x) =0

fur alle x € k. Nach Induktionsannahmetssen daher alle Koeffizi-
enten in dieser Gleichung verschwinden, insbesondere deffikient



150 Algebra HWS 2015

a;(01(y) — 0,(y)) vono,(z). Dacy undo, verschiedenen Homomor-
phismen sind, &nnen wir einy € k finden, fir dasoy,(y) 7 o,(y)

Ist; wenn wir mit diesemy arbeiten, sehen wir, dal3 der Koeffizi-
enta, verschwinden muf3. Unsere Beziehung ist daher von der Form
a,05(x)+---+a,0,.(x) = 0, und da hier nur — 1 Automorphismen vor-
kommen, zeigt eine nochmalige Anwendung der Induktionshme,

dald auchu,, ..., a, verschwinden.
|

Definition: a) Ist K/k eine Korpererweiterung, so bezeichnen wir mit
Aut(K /k) die Menge aller (Krper)-Automorphismen: K — K, die
auf k die Identifit sind, d.ho(x) = z fur allex € K.
b) Ist G eine Menge von Automorphismen degrgersk’, so bezeichnen
wir

K¢ ={z e K |o(@x)=2 furallec € G}
als den Fixlrper vonG.

Esistklar, da Aut/k) eine Gruppe ist un& @ ein Teilkdrper vonk .

Im Falle einer endlichen Grupp@ = {o4,...,0,} haben wir zwei
Abbildungen vonk nachK“, gegeben durch
S()=oy(x)+---+0,(x) und N(z)=0cy(z)--------- o, ().

S(x) heifl’t dieSpurvon z, N(z) die Norm.Beide liegen inK'“, denn
fur jedess € G ist

o (S@) = o (o(a) +- - +0,(@)) = o0 (E) +- 000, (x) = S(x)
und
J(N(x)) = J(Jl(x) ----- Jn(x)) =cgooy(x)-----oco0,(x)=5(x),

denn da die Multiplikation mit eine bijektive Abbildung voiir nachG
definiert, ist auch die Menge allero o, gleichG. Naturlich ist weder
die Spur noch die Norm ein Ringhomomorphismus; immerhirdist
Spur ein Homomorphismus von additiven Gruppen und die Noner e
der multiplikativen Gruppen. Die Spurabbildung kann niglgich der
Nullabbildung sein, denn &reo;(z) +--- +o,(x) = 0 fur allex € K,
waren die Automorphismen, . . ., o,, linear ablangig, im Widerspruch
zum obigen Lemma.
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Lemma: Ist G eine endliche Menge von Automorphismen einés-K
persK, soist [K : K > |G|.

Wir beweisen dieses Lemma im Hinblick auf einéisgge Anwendung
gleich etwas allgemeiner als

Lemma: Ist G eine endliche Menge von Homomorphismen dég-K
persK in einen KorperL und ist

k={zx e K|o(x)=7(z) furalleo,r € G},
soist[K : k] > |G|.

Aus dem zweiten Lemma folgt das erste, indem wir letzteregeaden
auf den FallL = K und die Menge?’ = G U {id }: Dann istk = K¢
und [K : K€1=[K : K¢ =[K : k] > |G'| > |G].

Beweisdes zweiten Lemmas: Konkret sél = {o04,...,0,}. Wir
nehmen an, dal® der Gra&'[: k] = r < n sei, und wollen daraus
einen Widerspruch ableiten.

Da [K : k] = r ist, gibt esr Elementeb,,....b. € K, die eine
k-Basis vonK bilden. Wir betrachteriiber K das homogene lineare
Gleichungssystem aus dertleichungen

o1(b;)zy +ox(b)zy + - - +0,(b)x, =0

mit ¢« = 1,...,r. Da wir mehr Variablen als Gleichungen haben,
mufd es nichttriviale tsungen geben; eine davon sei.(..,z,).
Weiter seiz ein beliebiges Element voK'; wir schreiben es alg-
Linearkombinationem = a,b,+- - - +a,.b, der Basiselemente. Da dig

in k& liegen, isto;(a;) = 04(a;) undo;(a;b;) = o4(a;)o,;(b;) fur allei, ;.
Multiplizieren wir die i-te Gleichung des obigen Systems mj{(a,),
konnen wir das Ergebnis daher auch schreiben als

oy(a;b;)xy + ox(a;b)xy + - + 0, (a;0;)z, =0.

Addieren wir diese Gleichungefif: = 1,...,r, hatz, in der Summe
den Koeffizienten

0, (albl)"'(fj (azby)+- - +o; (a,b,) = 0, (aibytazby+- - -+a,b,) = 0, ().



152 Algebra HWS 2015

Die Summe der Gleichungen ist daher
2109(2) + 2p05(x) +- - +2,0,(2) = 0.

Da z als beliebiges Element voR vorausgesetzt war, gilt diesirf
alle x € K und widerspricht somit der oben gezeigten linearen Un-
abhangigkeit von Korperhnomomorphismen. Also kamnnicht kleiner
alsn sein, was das Lemma beweist. .

Fir eineGruppeG von Automorphismen énnen wir das versérfen

Zu

Satz: Ist G eine endliche Gruppe von Automorphismen eings-K
persk, soist[K : K¢ =|G|.

Beweis: Sei wiederG = {o4,...,0,}; da wir bereits wissen, dal}
[K : K > |G| ist, muB nur noch gezeigt werden, daRnje- 1
Elementé,, ..., b, ,, von K linear abkingigiiber K “ sind. Auch dazu
betrachten wir ein homogenes lineares Gleichungssystienistd der
n Gleichungen ist

0;1(51)351 + Ui_l(bz)xz oot O-i_l(bn+1)xn+l =0.

Wieder mul3 es eine nichttrivialedsung ¢, ...,x,,,) geben, denn
wir haben num Gleichungeniir n + 1 Unbekannte. & jedesA # 0
ausK ist dann auchXz4, ..., Az, ,4) eine nichttriviale losung; durch
geeignete Wahl von kdnnen wir alsar; zu einem beliebigen Element
von K machen. Wie wir wissen, ist die Spurabbildung nicht gleieh d
Nullabbildung; wir wahlenx, so, daf3S(x;) 7 O ist.

Als nachstes wenden wir im obigen System aufgie Gleichung den
Automorphismusr; an und erhalten

b10;(wq) + byo,(x5) + -+ + by q0,(2,,49) = 0.
Die Summe aller dieser Gleichungen ist
b15(x1) + b5(xp) + - -+ +b,,115(,41) = 0,

wobei die SpurerS(z,) im Fixkorper K¢ liegen und nicht alle ver-
schwinden, da zumindest(x,) # 0 ist. Somit sindh,, ..., b, linear
abrangigiiber K “.
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Als erstes Resultatber den Zusammenhang zwischen Automorphis-
mengruppen und Teitkpern erhalten sofort das folgende

Korollar: SindG undH zweiverschiedene Gruppen von Automorphis-
men eines Krpersk, so sindK'“ und K verschiedene Teitirper.

Beweis:Von zwei verschiedenen Gruppen efithmindestens eine ein
Element, das nicht in der anderen enthalten ist. Nehmennyi aent-
halte einen Automorphismus von K, der nicht inG liegt. Ware
K% = K somiRtes den KorperK © punktweise festlasseR,“ ware
also auch der Fixérper der Mengé&' U {o}. Nach dem Lemma vor dem
gerade bewiesenen Satame damit K : K¢] > |G|+1, aber nach dem
Satzist K : K¢]=|G]|.

Leider ist nicht jeder Teilérper Fixlorper einer Automorphismen-
gruppe: Fr Q(v/2)/Q haben wir zwar eine Automorphismengruppe
der Ordnung zwei, bestehend aus der Idahtind der Abbildung, die
der Zahla + bv/2 deren konjugiertes Elememnt— /2 zuordnet, schon

fur Q(v/2)/Q gibt es aber nichts entsprechendes mehr: Jeder Automor-
phismuso € Aut(Q(v2)/Q) muB+/3 auf eine Zahlr mit 2° =
abbilden, und da wir in einem Teibkper der reellen Zahlen sind3t

das nur die Mglichkeito(v/2) = /2 zu. Also wird auch das Quadrat
von v/2 auf sich selbst abgebildet und damit g&i@/2); es gibt also
keinen Automorphismus aul3er der |dedtit

Selbst AutR/Q) besteht nur aus der Ideréit Wir betrachten einen be-
liebigen Automorphismugs: R — R der aufQ die Identitt ist. (Wie
man sich leichtiiberlegt, gilt das dr jeden Automorphismus voR
automatisch.) Da eine reelle Zahlgenau dann @fder oder gleich
Null ist, wenn es einw € R gibt mit w? = z, muR ¢ nichtnegative
Zahlen auf nichtnegative Zahlen abbilden, des(@?) = o(w)?. We-
genp(z) — o(y) = o(x — y) mull dann auchif alle z < y gelten,
daBp(x) < (y) ist. Nun kann manir jede reelle Zahk eine ra-
tionale Intervallschachtelun{{a,,, b, )nGN angeben, d.h. eine Folge
von Intervallen mita,,b, € Q derart, dal®x < [a,, b,] fUr allen

und [a,,41, b,,41] C [a,, b,] fUr alle n und lim,_,__(b,, — a,) = O.
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Da ¢(a,) = a,, und ¢, (b,) = b, ist, liegt auchy(z) in allen diesen
Intervallen; also muf3, wegen der letzten Bedingus(@,) = x sein.

Um solche Beispiele zumindest vaufig auszuschlie3en definieren wir

Definition: Eine endliche Krpererweiterungx/k heildt GiLoissch,
wenn es eine Gruppé& von Automorphismen vork gibt, flr die
k=K%ist

Natirlich muf3 dann nach obigem Koroll&a# = Aut(K/k) sein; wir
bezeichnen diese Gruppe dann auch als disd&-Gruppe vonk /k.

EVARISTE GALOIS (1811 — 1832) wurde in Bourg La
Reine in der Mhe von Paris geboren. Obwohl die
franzZdsische Revolution zu seiner Zeit schon Jahrzehnte
zuriicklag, war er stark von ihr geggt unduberzeugter
Republikaner, der deshalb immer wieder ins &ejnis
kam. In seiner Jugend wurde er nur von seiner Mut-
ter unterrichtet; erst 1823 ging er auf eine Schule, und
1827 besuchte er erstmalig eine Mathematikklasse. Die
Mathematik begeisterte ihn so sehr, dal3 eiiber alle
anderen Echer vernachissigte. Trotzdem schaffte er
1828 nicht die Aufnahmefifung zurEcole polytech-

- nique. 1829 vaiffentlichte er seine erste mathematische
Arbelt sie handelte von Kettenfnmhen 1830 folgte eine Arbediber die losung algebrai-
scher Gleichungen. Nachdem er eine posthuraffentlichte Arbeit von BEL Uiber dieses
Thema gelesen hatte, schrieb er, anbCHYs Rat hin, eine Arbeit, die dessen Ergebnisse
mit seinen kombinierte. Er reichte sie 1830 belURIER, dem damaligen Sekidt der
Akademie der Wissenschaften ein; nachdem dieser kurz fdsteab, ist diese Arbeit bis
heute verschollen. Kurz vor einem Duell, dessen Hinterminht ganz Klar ist, schrieb
er seine Resultate noch einmal kurz auf; am Tag nach dem &adbl er an dessen Folgen.

Bevor wir unsiberlegen, wie wir einer &pererweiterung ansehen
konnen, ob sie @ oissch ist oder nicht, und ob diese Erweiterungen
fur uns ritzlich sind, wollen wir uns zuichstiiberlegen, dafl3 wirlir
GaLoissche Erweiterungen in der Tat ali@ser die Zwischendrper aus
der Automorphismengruppe ablesdimken.

Eine wesentliche EigenschaftaGisscher Erweiterungen ist die zu-
nachst ehetiberfiissig erscheinende Bedingung der Separabilit

Definition: Ein Polynomf € k[X] Uber einem Krperk heildt separa-
bel, wenn keiner seiner irreduziblen Faktoren eine mehdadullstelle
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hat. Rir eine Korpererweiterund</k heil3t ein Element € K sepa-
rabel, falls es Nullstelle eines separablen Polynoms:@ig ist. K/k
heil3t separabel, wenn jedes Elemert K separabeliberz ist.

Im Falle k = R ist offensichtlich jedes Polynom separabel: Hatich
ein irreduzibles Polynonf € R[X] eine mehrfache Nullstelle, so ist
diese auch eine Nullstelle der Ableiturfg. Damit ist ggT(f, /') # 1.
Andererseits ist aber ggf(f’) ein Teiler vonf, also entweder assoziiert
zu eins oder zyf. Da f’ kleineren Grad alg hat und im Falle eines
Polynoms mit einer mehrfachen Nullstelle nicht das Nuljpolm sein
kann, istauch das uniglich. Also gibt es iR[ X ] keine nichtseparablen
Polynome.

Wir werden bald sehen, dal3 dies aughdlle anderen Brper gilt, dieQQ
enthalten, sowie aucliif alle endlichen Krper.

Betrachten wir aber dend{perk = [F,,(T') aller rationaler Funktionen
uberf,, also den Quotienteidkper des Polynomrings, [77], so kdnnen
wir inseparable Polynome finden, etwa das Polynpnx X? — T
ausk[ X]: Wie fur jedes Polynoniiber einem Krper kbnnen wir auch
hierzu einen WrperK /k finden, in demf eine Nullstelles hat. InK[X]
st

p
CX—9P=§:cvx?ﬂfzxw—spzxp—T,
=0 \'
da

? 2!

cv:p@—n~«p—@—n)

fur 1 < ¢ < p — 1 einen durclhp teilbaren ZAhler, aber keinen durgh
teilbaren Nenner hat, modutoalso verschwindet. Die Zerlegung vgn
in irreduzible Faktoren im Ze#éllungslorper ist also X — s)?, es gibt
daher nur eine einzigefache Nullstelle.

In einer GxLoisschen Erweiterung kann so etwas nicht passieren; hier
gilt

Satz: Jede @Loissche Erweiterunds /k ist separabel. i ein Element
z € KseiM, ={o0(z) | o € Aut(K/k)}; dann istz eine Nullstelle des
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Uberk irreduziblen Polynoms

f= 1] &-w).

weM,

Beweis:Da auch die Identit in Aut(K/k) liegt, ist z € M, eine
Nullstelle vonf. Auch die Separabiltt vonf ist klar, denn die Elemente
von M, sind paarweise verschieden. Zu zeigen bleibt, gial%[ X ] liegt
und irreduzibel ist. Die Koeffizienten vaofisind bis aufs Vorzeichen die
elementarsymmetrischen Funktionen in den Nullstellen A/, . Daher
sind sie invariant unter Auk(/k), liegen also, dd{/k eine G\LoISsche
Erweiterung ist, irk. Ist f = gh eine Zerlegung vouf mit g, h € k[ X],
so muld mindestens einer der beiden Faktorer: v@rschwinden; sei
etwag(z) = 0. Dann ist @ir jedess € Aut(K/k) auch

g9(0(2)) = o (g(2)) = 0(0) =0,
so daf} allav € M, Nullstellen vong sind. Somit isty assoziiert zuf

undh eine Einheit,f also irreduzibel. .

Korollar: Ist K /k eine GrLoissche Erweiterung und € k[ X] ein ir-
reduzibles Polynom, das s eine Nullstellez hat, so zedllt f in K[X]
in Linearfaktoren.

Beweis:Wie wir am Ende des obigen Beweises gesehen haben, ver-
schwindet ein Polynom mit Koeffizienten akisdas bei einem € K
verschwindet, auch in allef(z) mit o € Aut(K/k). Daher istf teilbar
durch das im Satz angegebene Polynom.Aegen der Irreduzibilgt

von f unterscheiden sich die beideldistens um eine Einheit, also

zerfallt auchf in Linearfaktoren. .

Satz: L/k sei eine @Loissche Erweiterung, unfl” sei ein Zwischen-
korper. Dann ist auclh / K GALoIssch.

Beweis: Aut(L/K) ist die Untergruppe jener Automorphismen aus
Aut(L/k), die jedes Element voK festlassen; ihre Gruppenordnung
seir und ihr Fixkdrper seik”’. Natirlich ist K < K’; wir miissen zeigen,
daR die beiden &rper gleich sind. Dal] : K'] = r ist, gerugt dazu,
dafld auchl : K] = rist.
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Ein Automorphismusr € Aut(L/k) bildet K ab auf einen Teil@rper
o(K) < L. Ein weiterer Automorphismuse Aut(L/k) stimmt genau
dann aufi’ mit o Uberein, wenw ~17 die Identiit aufK ist, wenn also
o~ 17 in Aut(L/K) liegt. Dies wiederum istiquivalent dazu, daR die
beiden NebenklassenAut(L/K) undr Aut(L/K) Ubereinstimmen.

Zwei Automorphismemw, 7: L — L definieren bei Einsclankung aufs
somit genau dann die gleiche Abbildung, wenn sie in der ésic
Nebenklasse von Auk(/ k) modulo Aut(L/ K) liegen. Die Anzahl dieser
Nebenklassen ist der Indewon Aut(L/K) in Aut(L/K). Nehmen wir
aus jeder Nebenklasse einen Vertreter, erhalten wir soveitschiedene
Homomorphismen vok nachL. Da sie in Aut(./k) liegen, induzieren
sie allesamt die Iden#t aufk. Nach einem der oben bewiesenen Lem-
mata ist daherk : k] > s. Aulerdem wissen wir, dall[: K] > r
ist, alsoist L : k] = [L : K][K : k] > rs. Da L/k GaLoIssch ist,
ist [L : k] die Ordnung von Autl/k). Die Ordnung dieser Gruppe ist
nach LAGRANGE das Produkt der Ordnung der Untergruppe Aut)
mit dem Index von Autl/ K) in Aut(L/k), alsors. Damit ist einerseits
[L: K]|[K : k] =rs, andererseits]] : K] > rund [K : k] > s. Das
ist nur nbglich, wenn L : K]=rund[K : k] =sist,und[L : K]=7r
Ist genau das, was wir beweisen wollten. .
Damit haben wir alles zusammen, um den Hauptsatz deoG-Theorie
zu beweisen:

Satz: L/k sei eine @Loissche Erweiterung un@ = Aut(L/k). Dann
gibt es eine Bijektion zwischen der Menge aller Untergruppen GG
und der Menge aller 8rper K mit £ < K < L, die jeder Untergruppe
H < G deren Fixlrper L zuordnet und jedem Zwischediper K
die Gruppe Aut{./K).IstH < H' < G, soistk*! > K" AuRerdem
ist[L: LH] = |H|und [L¥ : k] =[G : H].

Beweis:l/ sei die Menge aller Untergruppen véhund Z die Menge
aller Zwischenkbrper K mit £k < K < L. Wir missen zeigen, dal} die
beiden Abbildungen

uU—2z2 Z—U
und
Hw— LH K — Aut(L/K)
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zueinander invers sind. Ausgehend von einer Untergrugpec G

miissen wir also zeigen, dal ALYL") = H ist: H ist auf jeden Fall
eine Untergruppe von Auk(/ L7 ); waren die beiden verschiedeitten
sie nach obigem Korollar verschiedene FirBer. Da der Fix@rper von
Aut(L/L™) den KorperL” entraltund [L : L] = |H| ist, missen die
beiden Korper und somit auch die beiden Untergruppdaereinstim-
men.

Umgekehrt selk ein Zwischenkrper; wir missen zeigen, daik der
Fixkorpervon Aut{./ K)ist. DaL / K nach dem vorigen SatzABoissch

ist, gilt dies in der Tat. Die restlichen Behauptungen silaal. k .

Der Zwischenkrper K = L ist genau dann @.oisschiiberk, wenn

k der Fixkorper einer Gruppe von Automorphismen despersk ist.
Da[L : k] = |G|und[L : K] = |H| ist, folgt [K : k] = [G : H],
die Gruppe mul} also so viele Elemente haben, wie der Indexvon
in G angibt. Aus dem Beweis des vorletzten Satzes wissen wirddald
Automorphismen vonl./k genau {7 : H] verschiedene Isomorphis-
men von K auf Teilkdrper vonL induzieren, diek festlassen. Mehr
solche Isomorphismen kann es nicht geben, denn soirs mach ei-
nem der obigen Lemmatd] : k] < [G : H]. Daher mul3 jeder dieser
Isomorphismen ein Automorphismus vénsein, d.ho(K) = K.

Fur einen beliebigen Automorphismuasvon L ist o(K) ein Teilkdrper
von L. Ein weiterer Automorphismus: . — L lal3t diesen KBrper K
genau dann punktweise fest, wefim fedes: € K gilt 7(o(z)) = o()
oderoYro(x) = . Somit muRs1ro in H liegen undr in cHo 1,
d.h.o(K) ist der Zwischenérper zur UntergruppeHo . Wenno ()
gleich K sein soll, muf3 dies gleicH sein; daher ist(K) = K fur alle
o € Aut(L/k) genau dann, wenH ein Normalteiler ist. In diesem Fall
bilden die Nebenklassen vaid eine Gruppe, die Faktorgruppe/ H.
Also gilt:

Satz: L/k sei eine @LoIssche Erweiterung. i einen Zwischendr-

perK ist K /k genau dann @ oissch, wenn Autl./ K') ein Normalteiler

von Aut(L/k) ist, und Aut(</k) ist dann isomorph zur Faktorgruppe.
[ |
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Damit kdnnen wir die Zwischerikper einer @GLoisschen Erweiterung
vollstandig beschreiben durch die Untergruppen ihrer@s-Gruppe.
Das rutzt uns allerdings nur dann etwas, wenn es interessante G
Loissche Erweiterungen gibt.

Satz: Eine endliche Krpererweiterundy/k istgenau dann & oissch,
wennK Zerfallungslorper einesiberk separablen Polynoms ist.

Beweis:Sei zurachstK /k GALoIssch, und,, . .., b, sei eine Basis des
k-VektorraumskK . Da dieser endlichdimensional ist, sind die Potenzen
eines jederd, linear ablangig. Es gibt daher zu jedebn ein Polynom
ausk[ X1], das dort verschwindef; sei ein irreduzible Faktor davon, der
b; als Nullstelle hat. Wie wir bereits gesehen habenf.iseparabel und
zerfallt Uber K in Linearfaktoren. Damit ist auch das Prodykaller f,
separabel, und ist der Zer&llungslorper vonf tberk.

Umgekehrt sef ein separables Polynom, uhd/ k sei der Zeréllungs-
korper von f Uber k. Wir mussen zeigen, daR™ der Fixkdrper von
G = Aut(K/k) ist. Wir beweise dies durch Induktion nach der Anzahl
jener Nullstellen vory, die nicht ink liegen. Im Faller = O ist K = k,
und die Behauptung ist trivialerweise richtig.

Furr > O betrachten wir eine nicht inliegende Nullstelle von f. Dann
ist K auch Zeréllungslorper vonf tberk(z), und da die Nullstelle:
in k(2) liegt, ist die Anzahl der nicht i&(z) liegenden Nullstellen vori
kleiner alsr. Nach Induktionsannahme ist dah&r/k(z) GAaLoIssch,
undk(z) ist der Fixlorper von Auf K /k(z)).

Als Nullstelle von f ist z auch Nullstelle eines irreduziblen Faktors
g von f, und mit f ist auchg separabel. Bezeichnet den Grad
von g, hatg daherd verschiedene Nullstellen,, ..., z,. Fur jedes:

ist k(z,) = k[X]/(g), also gibt es Isomorphismen: k(z) — k(z;).
Beim Beweis der Tatsache, die Zaitingslorper isomorpher Brper
isomorph sind, haben wir gesehen, dal’ sich jeder solcheolpbis-
mus fortsetzerdl3t zu einem Isomorphismus der Zahiingslorper. Da
der Zerfllungslorper von f Uber jedem der Krper k(z;) gleich K
ist, gibt es alsal Automorphismernr,: K — K, die aufk(z) mit o,
Ubereinstimmen.



160 Algebra HWS 2015

Nun seiz ein beliebiges Element des Fiipers von Autf(/k). Dax
dann insbesondere von allen Automorphismen &gt (z) festgelassen
wird, ist auf jeden Falk: € k(z). Die Potenzen 1L, ..., 2?1 bilden
eine Basis des Vektorraums$z) uberk; daher kbnnen wirz schreiben
als

d—1

r=cgtegzt---tcy 277 mit ¢, €k.

Die Automorphismen;, lasserk punktweise fest, und daim Fixkorper
von Aut(K /k) liegt, ist auchr,(z) = x. Daher ist
r=7(x) = cotermi(R)+eHey () T = oozt g g2
Das Polynom

cg 1 X 4+ X + (¢ — 2) € K[X]

hat daher diel verschiedenen Nullstellen,, ..., z,;. Da es lochstens
den Gradi — 1 hat, mul} es gleich dem Nullpolynom sein; insbesondere
iStcg—x =0, d.h.x = ¢y liegt in k. Damit ist die Behauptung bewiesen.

|

83: Losbarkeit von Gleichungen durch Radikale

In diesem Paragraphen wollen wird uiberlegen, daf3 Polynom-
gleichungen vom Grad mindestensnf im allgemeinennicht durch
Wurzelausdicke bsbar sind. Dazu betrachten wir Aahnst die Krper-
erweiterungen, die durch Adjunktion einer Wurzel entsteie wir
schon vom Beispiel der dritten Wurzel aus zwei wissen, siesiaim all-
gemeinen nicht @GLoissch; sie werden aberAgoissch, wenn witliber
einem Korper arbeiten, der gégend viele Einheitswurzeln erétt:

Definition: Ein Element{ eines Korpersk heil3tn-te Einheitswurzel,
wenn¢™ = 1ist. Wenn es keinen Teilet |n gibt, fur den bereitg™ = 1
ist, bezeichnen wic als eineprimitive n-te Einheitswurzel.

Satz: Der Korperk enthalte eine primitivex-te Einheitswurze(, und
a € k sei ein beliebiges Element van Dann istk({/a)/k eine G-
Loissche Erweiterung mit einer zyklischem®is-Gruppe.

BeweisDas PolynomX™ —a € k[ X] hatink(<{/a) dien verschiedenen
Nullstellen ¢* {/a furi = 0,...,n — 1, ist also separabel. Somit ist
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k({/a)/k GaLoIssch. Jeder Automorphismus véfi/a) mul {/a mit
einer der Potenzeq® multiplizieren, und da die Potenzen vgreine
zyklische Gruppe der Ordnungbilden, ist Aut(k(c/&)/k) isomorph

zu einer Untergruppe vaoA/n, also auch zyklisch.
|

Wenn wir uns fir eine allgemeine @sungsformeliir Gleichungeni-ten
Grades

d—1+.‘

ada:d ta,; 1@ -tax tag

uber einem Krperk interessieren,&nen wir uns beschnken auf den
Fall a; = 1, denn dau,; nicht verschwindet, &nnen wir die Gleichung
durch a, dividieren. Die verbleibenden Koeffizientes,...,a,;
mussen wir als Unbestimmte betrachten, d.h. wir arbeiteer dem
Korper

K =k(ag,...,ay_1),
dessen Elemente rationale Funktionen (Quotienten vomBoign) in

dend Variablena,, . . ., a,_, sind.Uber diesem Krper betrachten wir
den Zerallungslorper L des Polynoms

— yd d—1
f=X"+a; 1 X"+ +a, X +agp.

Erwird UberK (sogatiberk) erzeugt vorl Elementen, . . ., z, derart,
dald inL[X] gilt

=X —2)(X —29) - (X —2g) .
Nach dem Wurzelsatz vonIKTE ist dann

a; = (1) oy _i(e1s s 2) s

wobei p,; dasi-te elementarsymmetrische Polynomdirvariablen be-
zeichnet.

Die Gruppe&, aller Permutationen der Mengfl, ..., d} operiert
auf L, indem die Wurzek; abgebildet wird aut,, fur jedes: und
jede Permutationr € G,. Die a, als (bis aufs Vorzeichen) elemen-
tarsymmetrische Funktionen in depbleiben bei dieser Operation fix,
also bleibt ganZ fix. Wir wollen unsuiberlegen, daBur K fix bleibt,
daRK also der Fixrper unter dieser Operation ist.
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Da L der Zergllungslorper vonf tber K ist, lal3t sich jedes Element
x € L schreiben als Polynom ig,, ..., 2z, mit Koeffizienten audx.
Da diese unter der Operation v@¥), fix bleiben, bleibtx € L genau
dann fix, wenn es sictiber K als ein symmetrisches Polynom in den
schreibendf3t. Nach dem Hauptsaiiber symmetrische Polynom&(3t
sich jedes symmetrische Polynom schreiben als Polynomieléenen-
tarsymmetrischen Polynomen, al&ft sichz schreiben als Polynom in
dena,; und liegt somit inX. Somit istK der Fixkorper vonL unter der
Operation der symmetrischen Grup@eg. Insbesondere ist /K eine
GaLoissche Erweiterung.

Wir sagen, die allgemeine Gleichung vom Gradasse sich durch
Radikale aufbsen, wenn sich die; schreiben lassen als Ausdke
in dena;, die nur Grundrechenarten und Wurzeln enthaltém.d= 2
etwa haben wir im Falle eines Grunitipersk, der die rationalen Zahlen
enthalt, mit den Losungsformeln

a aq ¥
a5 (5

eine solche Darstellung; wenn wiber einem Krperk arbeiten, defF,
enthalt, geht das allerdings zumindest so nicht, da wiFjmicht durch
zwei dividieren knnen.

Falls sich die allgemeine Gleichunfgten Grades durch Radikale auf-
losen &f3t, gibt es zur obigendpererweiterund./ K eine Folge von
Zwischenlorpern

K=Ky<K,<---<K,=1L

derart, dal3 jeder &per K,,,; aus K, durch Adjunktion einer Wurzel
entsteht. Dazu gibt es eine Folge von Gruppen

G,={d} <G, _1<---G<Gy=6,
derart, daf¥;, = L der Fixkdrper vonG, ist.

Fur das folgende wollen wir annehmen, dal3 der Gramplér £ (und
damit erst recht jeder &per K,) eine primitived!-te Einheitswurzel
enthalt. Da der Grad jeder &pererweiterund<; /K, _; ein Teiler von
[L: K]=d'istundK, ausK,_, durch Adjunktion einer-ten Wurzel
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entsteht, wobein < d! sein muf3, folgt aus dem zu Beginn dieses
Paragraphen bewiesenen Satz, da@3,/K, GALOISsch ist mit einer
zyklischen GLois-Gruppe. Wir bezeichnen ihre Ordnung mit

Da L /K GaLoisschist, sind auch alle ErweiterungénK,; GALOISSCh
und Aut(L/K;) = G,. Der Korper K, ist ein Zwischenkrper dieser
Erweiterung, und da er &soisschuber K ist, mul3G,,, ein Normal-
teiler vonG,; sein mit einer zyklischen Faktorgruppg /G, = Z/n,.
Im Hinblick auf die Auflosbarkeit von Gleichungen definieren wir:

Definition: Eine endliche Gruppé&' heil3tauflosbarwenn es eine Folge
G,={d} <G,_1<---G;<Gy=G

von Untergruppe gibt derart, d&R, ,; stets ein Normalteiler vo&'; mit
zyklischer Faktorgrupp€&'; /G, ist.

Falls sich die allgemeine Gleichugten Grades durch Radikaléden
laikt, muld die Permutationsgrup@g also aufbsbar sein. Wir wollen
unstberlegen, dal3 diesif d > 5 nicht der Fall ist. Dazuifhren wir
zurachst einen weiteren Begriff ein:

Definition: Eine endliche Gruppé& # {id} heil3teinfach,wenn sie
keinen Normalteiler auRer sich selbst und} hat.

Die einfachsten Beispiele einfacher Gruppen sind die gghken Grup-
pen von Primzahlordnung; eine zyklische Grufge mitzusammenge-
setztemn ist nicht einfach, denn ist ein Teiler vonn undg ein Erzeu-
gendes der Gruppe, so erzey§t” eine Untergruppe der Ordnung
die natirlich ein Normalteiler ist, da jede Untergruppe einer ableén
Gruppe Normalteiler ist.

Wenn wir zeigen Bnnen, dal3 die alternierende Gruppgfurd > 5
einfach ist, kani® ; furd > 5 nicht aufbsbar sein, denn dann idt; der
einzige Normalteiler und diese Gruppe hat selbst keinelntinizialen
Normalteiler. Als nichtabelsche Gruppe ist sie selbstémdiich auch
nicht zyklisch.

Satz: Furd > 5 ist die alternierende Gruppg; einfach.



164 Algebra HWS 2015

Wir fuhren derBeweisn funf Schritten:
1. Schritt: A, wird von den Dreierzykeln erzeugt.

BeweisJedes Element voA, ist ein Produkt einer geraden Anzahl von
Transpositionen. Falls zwei aufeinanderfolgende Trasiipoen ein
gemeinsames Element haben, ist|(b ¢) = (a b ¢) ein Dreierzyklus;
andernfalls ist

(ab)(cd)=(ab)bc)bc)cd)=(abc)bcd)

Produkt zweier Dreierzykeln. Somift sich jedes Element voh, als
Produkt von Dreierzykeln schreiben.

2. Schritt: Alle Dreierzykeln inG; sind zueinander konjugiert.

Beweis:(a b ¢) und @ b ') seien zwei Dreierzykeln und eine
Permutation, die:’ auf a, b’ auf b und ¢’ auf ¢ abbildet. Dann bildet
7 Ya b ¢ ) das Element’ zurachst ab aufi, dann via ¢ b ¢ ) aufb,
und weiter viar —* aufb’. Genausaiberlegt man sich, daf$ auf¢’ und
¢ aufa’ abgebildet wird.

Einz ¢ {d,bt',c'} wird von 7 abgebildet auf eint(z) ¢ {a,b,c},
so daflr(x) von (@ b ¢) festgelassen wird. Durch~—! wird es wieder
zuriick aufz abgebildet. Somitist (a b ¢ )r = (&’ ¥ ¢).

3. Schritt: Fur d > 5 sind je zwei Dreierzykel sogar bereits iy,
zueinander konjugiert.

Beweis:(a b ¢) und @' b’ ) seien zwei Dreierzykeln und € G, eine
Permutation, iir diew(a b ¢ )m = (a’ ¥’ ) ist. Fallsw € A, sind
wir fertig. Andernfalls existiert weged > 5 eine Transpositiom, die
jedes der drei Elemente b, ¢ festiaRt. Somitist-—(a b ¢)7 = (a b ¢)
und damit ¢7) " Y(a b )(rr) = 7 Ha b ¢ )r = (@ ¥ ). Dar eine
ungerade Permutation ist, muf3 gerade sein, also i4, liegen.

4. Schritt: Furd > 5ist jeder Normalteiler vod ;, der einen Dreierzyk-
lus entl@lt, gleich A,.

Beweis:Falls er einen Dreierzyklus eriéih, muf3 er nach dem vorigen
Schritt alle Dreierzykeln enthalten, ist also nach dem ersten Schritt
gleich A,.
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Der Satz folgt nun aus

5. Schritt: Fur d > 5 entlalt jeder nichttriviale NormalteilelV < A,
einen Dreierzyklus.

Beweis:Ist 7 irgendein Element votV, so ist auchr—! € N, und fur

jedesw € N liegt auchw 17w in N, und damit auchrw*7 1w,

Jedes Element € N laldt sich schreiben als Produkt elementfremder
Zykeln. Wir betrachten ein Element, das einen Zyklus der imak
vorkommenden Ange entélt.

Ist diese lange mindestens gleich vier, ist Produkt eines Zykels

(a bcd ...)der Lange mindestens vier und eventuell weiterer Zykeln.
Wir setzenz = 7~ Y(a) und betrachtenv = (¢ a b). Das Produkt
7w~ tr~w bildeta Uber die Zwischenergebnisse— ¢ — b — ¢ — d

ab aufd, welches vial — d — ¢ — a — baufb geht. Dieses wiederum
wird viab — a — x — z — a aufa abgebildet. Bei deribrigen
Elementerilberzeugt man sich leicht, dal3 sie auf sich selbst abgéebilde
werden; somit istw 171w = (a d b) ein Dreierzyklus ausV.

Falls die maximale Bnge gleich drei ist und wir keinen Dreierzyk-
lus haben, gibt es eine Permutatianc N, die das Produkt eines
Dreierzyklus mit Dreier- und Zweierzykeln ist. Der Dreigkius sei

(a b c), der rachste nichttriviale Faktor sei entweder ein Dreierzyk-
lus (d e f) oder eine Transpositioni(e). Wir betrachten wieder die
Permutationtw ™17 ~1w, dieses Mal fir w = (d b a). Nun gehta via
a+— d— x+— x+— daufd, welches viad — b — a — b — caufc
geht, welches wiederum via— ¢ — b — d — e aufe geht. Damit
entralt 7w~ 171w einen Zyklus der knge mindestens vier, im Wider-
spruch zu unserer Annahme, dangste Zyklus eines jeden Elements
sei lbchstens ein Dreierzyklus.

Bleibt noch der Fall, daf3 sich jedes Element w¥nals Produkt ele-
mentfremder Transpositionen schreib&tl Deren Anzahl mul3 gerade
sein, es gibt also ein Element, das einen Fakiob)(c d) enthalt mit
vier verschiedenen Zahlenb, ¢, d, und es gibt noch mindestens eine
weitere Zahle, die von diesen vier Zahlen verschieden ist. Wir setzen
z = 7~ Y(e) und betrachtemw 171w fiirw = (e ¢ a). Hier zeigen die
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Abbildungsketteru — e +— x — x — e, e — c+— d — d — c und

¢ a v b— b— a,daRrw tr~lw den Dreierzyklusd e c) entHlt,

im Widerspruch zur Annahme, dal} alle Elemente oProdukte ele-
mentfremder Transpositionen sind. Also tritt auch diesgkicht auf,
und wir haben gezeigt, dd® auf jeden Fall einen Dreierzyklus enthalten

mulf3.
||

Als Korollar folgt sofort der

Satz von Abel: Fir d > 5 ist die allgemeine Gleichungrten Grades
nicht durch Radikale aufkbar.

84: Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In der klassischen ELIDischen Geometrie geht man aus von einer
Mengen{PF,, ..., P.} von Punkten der Ebene und konstruiert daraus
»mit Zirkel und Lineal* weitere Punkte. Dabei sind folgendpe®atio-
nen erlaubt:
e Durch zwei der vorhandenen Punkte wird eine Gerade gezstichn
(mit dem Lineal)
e Um einen der vorhandenen Punkte wird eine Kreislinie gérst
die einen anderen der vorhandenen Punkteadinfimit dem Zirkel)
e Schnittpunkte der gezeichneten Geraden und/oder Kreisteweu
den vorhandenen Punkten dazugenommen.

Diese Operationendnnen beliebig oft wiederholt werden.

Um solche Konstruktionen mit &pererweiterungen in Verbindung
zu bringen, vahlen wir ein kartesisches Koordinatensystem und ad-
jungieren die Koordinaten der Punki® anQ; der entstehendedtper
seik,. Jede Gerade durch zwei der Punk}dalit sich dann beschreiben
als Nullstellenmenge einer linearen Gleichung mit Koegfizen ink:
Sind (z;,y;) und (;, y;) die Koordinaten der beiden Punkte, sinken

wir beispielsweise die Gleichung

(z — xz)(yj —y)+(y— yz)(% —z;)=0
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nehmen. Die Kreislinie unP;, auf der P; liegt, wird entsprechend
beschrieben durch die quadratische Gleichung

(@ — )"+ (y —y,)* = (z; — ;)" + (y; — )2,
deren Koeffizienten ebenfalls i liegen.

Zur Berechnung des Schnittpunkts zweier Geradasgan wir ein Sys-
tem aus zwei linearen Gleichungen mit Koeffizienten algsen; falls

es eine lbsung gibt, d.h. wenn die Geraden nicht verschieden und pa-
rallel sind, liegt diese, wie aus der Linearen Algebra bekawieder

in k.

Beim Schnitt einer Geraden: + by = ¢ mit einem Kreis beachten wir
zumachst, dafg undb nicht beide verschwinderdkinen. Wir lonnen die
Gleichung also nach mindestens einer der beiden Variahl@ébsen.
Das Ergebnis setzen wir ein in die Kreisgleichung und eehadéiine
guadratische Gleichung in der anderen Variablen. Wennlest§aunkte
gibt, hat diese reelledsungen, die entweder iy liegen oder in einem
Korperk, /ky, der ausy, entsteht durch Adjunktion der Quadratwurzel
eines Elements vok,. Im letzteren Fall isk, /k eine Erweiterung vom
Grad zwei.

Ahnlich ist die Situation beim Schnitt von zwei Kreisen: Mefferenz
der beiden Gleichungen

(@ —a)?+@y—b)*=r" und @—c)*+(y—d?=5

Ist eine lineare Gleichung im und y (es sei denn, die beiden Kreise
waren konzentrisch), definiert also eine Gerade, und dieithclamge
der beiden Kreislinien ist gleich der Schnittmenge diesera@en mit
einer der beiden Kreislinien.

Falls wir eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal durdhktiren kbnnen,
liegen die Koordinaten aller konstruierte Punkte somitimem Kor-
per k, der ausk, durch schrittweise Brpererweiterungen vom Grad
zwei entsteht:

ko<ki<---<k.=k und [k, :k,_4]=2 Vi=1...,r.

Insbesondere isk[: k] = 2" eine Zweierpotenz.
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Betrachten wir einige klassische mathematische Konstngprobleme
unter diesem Gesichtspunkt! Am einfachsten geht das beyensmn-
ten Delischen Problem: Der Legende nach fragten die Einewotar
griechischen Insel Delos (eine der kleinsten der KykladeAgaischen
Meer) anél3lich einer Pestepedemie ihr Orakel um Rat. Dieses vddang
dald sie den rfelformigen Altar im Tempel des Apollon durch einen
Wirfel mit doppeltem Volumen ersetzen sollten. idath mul3te dessen
Kantenhnge aus der des altenifels mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden.

Wir haben also zwei Ausgangspuniitgund P; derart, dafl? die Strecke
P, P, der Kanteriinge des alten Wffels entspricht. Da wir das Koor-
dinatensystem und die Einheit freelvlen lonnen, sei etwd’, = (0, 0)
und P; = (1,0). Wir missen zwei Punkt® . P, konstruieren, deren
Verbindungsstrecke diedngev/2 hat. Wenn wir das énnen, nnen
wir diese Strecke vo®; aus auf der-Achse abtragen und erhalten den
Punkt (/2,0); der Korperk, in dem nach Ende der Konstruktion alle
Koordinaten liegen, muf3 also die dritte Wurzel aus zwei a@i¢h und
somitQ(v/2) als Teillorper. Damit muR3j : Q] durch drei teilbar sein,
ist also keine Zweierpotenz. Daher ist das Delische Prololiemt mit
Zirkel und Lineal bsbar.

Als nachstes betrachten wir das Problem der Konstruktion ded-reg
mafigenn-Ecks mit Zirkel und Lineal. Die griechischen Mathematiker
konnten ndirlich gleichseitige Dreiecke und Quadrate konstruieren,
ebenso das regelifiige kinfeck, das Enfzehneck, undiber die Hal-
bierung des Innenwinkeld damit auch jedeEkck, dessen Eckenanzahl
eine der genannten Zahlen mal einer Zweierpotenz ist. &Enst rwei
Tausend Jahre afer gelang 1796 dem damals Edyigen Quss die
Konstruktion eines weiterem-Ecks, des Siebzehnecks. In seinem 1798
geschriebenen und 1801 erschienenen BDidguisitiones Arithmeti-
caebewies er allgemein, welche regeiffigenn-Ecke sich mit Zirkel
und Lineal konstruieren lassen und welche nicht.

Um sein Ergebnis zu verstehen, empfiehlt es sich, die Ebendani
komplexen Zahlenebene zu identifizieren und das Problem&igebra
zu Ubersetzen, dald wir nach der Konstruktion eines Punkteasit
Koordinaten £, y) die komplexe Zahk + iy adjungieren.
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Wenn wir ausgehen vom Mittelpunkg, = (0,0) des regelraflligen
n-Ecks und einer Ecké; = (1,0), haben die weiteren Ecken die Ko-
ordinaten (co$ZZ, sin2x) fir j = 1,...,n — 1. Diese Punkte werden
identifiziert mit den komplexen Zahlen

2 . 27mj g s
cos +isin ) = g2rii/n = (e2mi/m)7
n n
falls das regelr@lBigen-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist,
muR also die primitiven-te Einheitswurzel = ¢2™/" in einem Er-

weiterungskrper von ZweipotenzordnuritherQ liegen.

Der KorperQ(¢) enthalt natirlich auch alle Potenzen vap ist also ein
Zerfallungslorper des Polynom&™ — 1. Dieses ist aber nicht irreduzi-
bel, beispielsweise isk — 1 ein Teiler, da die Eins eine Nullstelle ist.
Allgemeiner: Ist, = mq, soistX —1 auch ein Teiler voiX ?—1; ersetzen
wir hier X durchX™, folgt, daRX™ — 1 TeilervonX™? -1 =X" —1
ist. Bezeichnet als¢ den irreduziblen Faktor voX ™ — 1, der¢ als Null-
stelle hat, so haf nur primitive n-te Einheitswurzeln als Nullstellen,
denn istz bereits einen-te Einheitswurzeliir einen echten Teilem
von n, so istz Nullstelle vonX™ — 1. Ware sie auch eine Nullstelle
von f, so warex eine mehrfache Nullstelle des Polynokd$ — 1. Da
dessen Ableitung X™ ! nur bei der Null verschwindet, ist das nicht
moglich.

Die primitiven n-ten Einheitswurzel allerdings ilssen allesamt Null-
stellen vonf sein nach dem folgenden Argument voedEKIND: Da die
primitiven n-ten Einheitswurzeln genau die Potenzérsind, fur die j
teilerfremd zun sind, B3t sichj schreiben als Produkt von Primzahlen,
die keine Teiler vomm sind. Daher reicht es zu zeigen, dals jede
Nullstelle& von f und jede Primzah, die kein Teiler vom ist, aucht?
eine Nullstelle vory ist. Falls diesiir irgendein¢ und irgendeirp nicht
der Fall ist, muf¥? Nullstelle eines weiteren irreduziblen Polynoms
sein. Da? eine primitiven-te Einheitswurzel ist, mul3 aughein Teiler
von X" — 1 sein. Betrachten wir das Polynam= g(X?) € Q[ X]. Da
g(&P) verschwindet, is¢ eine Nullstelle vor(.

Nach dem Lemma von &uss konnen wir bei der Zerlegung des Poly-
nomsX" — 1in Q[X] annehmen, dal? alle Faktoren ganzzahlige Koef-
fizienten haben, dal3 algog und damit auclty in Z[ X] liegen. Wenn
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wir alle Koeffizienten module reduzieren, erhalten wir Polynonfeg
und G auskF [ X], wobei f undg zwei verschiedene (nicht notwendi-
gerweise irreduzible) Faktoren voX™ — 1 in F [ X] sind. Da in[F,,
jedes Element gleich seingrten Potenz ist, istG = ¢gP. Somit sind
alle Nullstellen vonG auch Nullstellen vorg. Die Polynomef und G
auszZ[ X] haben inQ(¢) die gemeinsame Nullstelfe also hat der ggh
der beiden Polynome positiven Grad. Betrachten wir ihn nmgduer-
halten wir ein Polynonk, das sowoh) als auchG teilt. WegenG = g
folgt, daR auch der ggT vofi undg positiven Grad hat. Somit hat das
PolynomX™ —1 € F,[X]in seinem Zerdllungslorper mindestens eine
mehrfache Nullstelle. Das ist aber nichbgiich, denn seine (formale)
AbleitungnX™ 1 ist nicht das Nullpolynom, da kein Teiler vonn ist,
und es hat nur die Null als Nullstelle, die aber keine Nullsteon X" — 1
ist. Daher hatX™ — 1 auch als PolynoraberF, keine mehrfache Null-
stelle, so daf’ die Annahnmfg<?) # 0 zu einem Widerspruclithrt. Dies
zeigt, dal¥f genau die primitivem-ten Einheitswurzeln als Nullstellen
hat.

Somit hat das irreduzible Polynom e Q[X] mit f({) = 0 den Grad
©v(n), wobei ¢ die aus dem zweiten Kapitel bekanntgLERsche ¢-
Funktion ist, die die Anzahl der primen Restklassen modumgibt.

Dies zeigt, daf’ das regehfdigen-Eck nur dann mit Zirkel und Lineal

konstruierbar sein kann, wers{n) eine Zweierpotenz ist. Wie wir uns
in Kapitel zweiliberlegt habenalit sichp(n) anhand der Primzerlegung
vonn bestimmen: Br

n=]]ps ist om)=]]@I (- 1)
=1 =1
Somit missen alle Faktoren in diesem Produkt Zweierpotenzen sein.

Im Falle p, = 2 ist das automatisch ¢iift; alle anderen raglichenp,
sind ungerade, so daf3= 1 sein muld ung, — 1 eine Zweierpotenz.

Primzahlen der Form'2 1 heil3en ERMATSChe Primzahlen.2 1 kann
nur dann prim sein, wenneine Zweierpotenz ist, denn istungerade,
soistZ+1=(—1)"+1 = 0 mod 3 durchdreiteilbar, und ist= 2°u mit
einer ungeraden Zahl > 1,soist2+1=(-1)*+1=0mod Z +1
durch Z + 1 teilbar.
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Definition: F, = 2%" + 1 heiRt diem-te FERMAT-Zahl sein; fallsF,,
prim ist, heil3tF; . eine FERMATSCche Primzahl.

FERMAT vermutete, dal3 allg, . prim seien; das ist eine der sehr wenigen
seiner Vermutungen, die sich als falsch herausstelligr 3, F; = 5,

F, =17, F; = 257 undF, = 65537 sind in der Tat allesamt prim (was
auch FERMAT wul3te), aber wie BELER 1732 zeigte, ist

F5=4294967297 = 6416700417

Auch alle anderer¥,, mit m > 5 die getestet wurden, sind keine
Primzahlen; es ist also nicht bekannt, ob esreit» 5 gibt, fur dasF,
prim ist.

Fur die Konstruierbarkeit des regehfdigenn-Ecks folgt:

Satz: Falls das regelié3igen-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar
ist, istn das Produkt einer Zweierpotenz (die auch eins sein kann) mit

verschiedenen#rRMATschen Primzahlen. .

Tatsachlich gilt auch die Umkehrung dieses Satzes; wenrnn 3 also
von der angegebenen Form ist, ist das regfimen-Eck mit Zirkel
und Lineal konstruierbar. Beginnen wir mit den einzelnektéign: Die
Konstruierbarkeit des regeblifiigen Dreiecks ist aus der Schule bekannt,
das 2"-Eck fur m > 2 kann aus dem Quadrat durch Winkelhalbierun-
gen konstruiert werde. Die Konstruktion des reg@Bigen Einfecks
wird in der Schuldiblicherweise nicht behandelt, war aber bereits den
Pythagoaern bekannt: Diese brauchten die ihr Symbol, deniinfza-
ckigen Stern, bestehend aus dam#lichen Diagonalen eines regeifi-

gen Rinfecks. Die Konstruktion des regehfdigen Siebzehnecks geht,
wie erwahnt, zuiick auf Gwss, der auch den obigen Satz (einschlief3lich
seiner Umkehrung) bewies. Das gruatidiche Verfahren, wie er aus der
Struktur der @LoIs-Gruppe eine Konstruktion des Siebzehnecks her-
leitete, Tihrte sgater auch zur Konstruktion des 257-Ecks durch

MAGNUS GEORGPAUCKER: Geometrische Verzeichnung des regafin
gen Siebzehn-Ecks und des regafiige Zweyhundersiebenundfunfzig-
Ecks in den KreisJahresverhandlungen der Kardischen Gesellschaft
fur Literatur und Kuns®, 1822, S. 160-219
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(die Konstruktion des 257-Ecks beginnt Seite 288) und

FRIEDRICH JULIUS RICHELOT. De resolutione algebraica aequationis
2?°" = 1, sive de divisione circuli per bisectionem anguli septipeti-
tamin partes 257 inter se aequales commentatio corqlmataal Ur die
reine und angewandte Mathema®k1832, S. 1-26, 146-161, 209-230,
337-358.

Das regelmRige 65 537-Eck konstruierteJANN GUSTAVY HERMESIN
uber zehrghriger Arbeit; er hinterlegte das aus mehr als zweihundert
grofR3formatigen Seiten bestehende Manuskript 1889 in ehi@nalkof-

fer im mathematischen Institut der Unive&ditzottingen, wo es immer
noch zu finden ist. 1894 v@éffentlichte er eine siebzehnseitige Zusam-
menfassung

J. HERMES Ueber die Teilung des Kreises in 65537 gleiche Teile,
Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften @tingen,
Mathematisch-Physikalische Klas4894, S. 170-186.

Daer als Konigsberger kein Mitglied der@tinger Gesellschaft der Wis-
senschaften war, wurde das Manuskript dort ve¥ KLEIN vorgelegt.

Falls es einn > 5 geben sollte,ifr dasF’,, prim ist, folgt aus dem Satz
von GAuss, dald auch das regefflige £, ,-Eck mit Zirkel und Line-
al konstruierbar ist; eine entsprechende Konstruktiomkematirlich
bislang noch niemand vorlegen, und auch in Zukunft wird dahtn
moglich sein: Die kleinste ERMAT-Zahl, von der nicht bekannt ist, ob
sie prim ist oder nicht, ist;;, und diese Zahl haiber tinf Milliarden
Dezimalstellen.

Besclaftigen wir uns als achstes mit den Produkten aus Zweierpoten-
zen und verschiedenereRMATschen Primzahlen. Wir fissen zeigen:
Sind n und m zwei zueinander teilerfremde Zahlen derart, dal3 das
regelnaflRigen-Eck und das regeléafdigem-Eck beide mit Zirkel und
Lineal konstruierbar sind, s@Rt sich auch das regedfdigenm-Eck
konstruieren. Allgemeinal3t sich das regelafRiger-Eck genau dann
mit Zirkel und Lineal konstruieren, wenn der Winkel beim tdlpunkt
zwischen zwei benachbarten Ecken konstruierbar ist. Beack und
beimm-Eck ist er 2r /n bzw.27 /m; wir missen zeigen, daf3 sich daraus
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der Winkel 2r /nm konstruierendf3t. Dan undm teilerfremd sind, gibt
es ganze Zahlem b, so dafsm +bn = 1 ist. Multiplikation mit 2t /nm

macht daraus

27 2t 27
a-—+b-—=—.
n m  nm

Ganzzahlige Vielfache eines Winkels und Summen und Difieza
von Winkeln lassen sich problemlos mit Zirkel und Lineal Ktraieren;
somit ist auch der Winkel2/nm und damit das regelafligenm-Eck
mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Ein weiteres klassisches Problem ist das der Dreiteilursg\Viimkels.
Da die Konstruierbarkeit des regedffigenn-Ecks aquivalent ist zur
Konstruierbarkeit des Winkels zwischen seinem Mittelgwnkd zwei
benachbarten Ecken, also des Winketg:2, wirde die Mdglichkeit der
Dreiteilung jedes Winkels mit Zirkel und Lineal zu einer Katruktion
des regelral3igen 3-Ecks fuhren, denn das gleichseitige Dreieck ist
natirlich konstruierbar, und mit dem Winkelr23 ware auch jeder
Winkel 2 /3" konstruierbar.

Das wohl beithmteste Problenuf Konstruktionen mit Zirkel und Line-

al ist die Quadratur des Kreises. Wenn siggtich ist, muf3Q(7)/Q eine
Korpererweiterung von Zweierpotenzordnung sein.actbch aber be-
wies FERDINAND VON LINDEMANN 1882, dafl¥)(r)/Q eine unendliche
Korpererweiterung ist, was man auch so aueki, dal¥r eines trans-
zendenteZahl ist. Damit war auch bewiesen, dald3 die Quadratur des
Kreises mit Zirkel und Lineal nicht dglich ist.

85: Endliche Korper

Fur jeden Korper k£ gibt es genau einen (Ring-)homomorphismus
v:7Z — k, denn durch die Homomorphieeigenschaft und die Bedin-
gungenp(0) = 0 undy(l) = 1 istp vollstandig festgelegt. Der Kern
von ¢ ist ein Ideal vonz, also ein Hauptideal). Dabei muf3» = 0
oder eine Primzahl sein, denréven = rs ein Produkt zweier Zahlen
vom Betrag gol3er eins, so @rep(r)p(s) = ¢(n) = 0, im Widerspruch
zur Nullteilerfreiheit eines Krpers.

Definition: Die Zahlp > 0, fur die Kerny = (p) ist, heil3t dieCharak-
teristik chark des Korpersk.
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Fur einen Korper der Charakteristik Null isp injektiv, der Korper
enthalt also einen zW. isomorphen Ring und damit einen Z iso-
morphen Korper. Im Falle positiver Charakteristik > 0 ist ©(Z)
isomorph zuZ/p = F,, der Korper entllt also einen zUF, isomor-
phen Korper. Diesen z@ oderF, isomorphen Krper bezeichnen wir
als denPrimkodrper des Korpersk. Wir identifizieren ihn meist mit)
beziehungsweisg,.

Der Primldrper eines endlichendtpersk mul3 naiirlich einer der Kr-
perF, sein;k ist dann ein endlichdimensionalEf-Vektorraum, so dafd
die Elementanzahl eines endlichetarikers immer eine Primzahlpotenz
sein mul3.

In einem Korper k der positiven Charakteristig > 0 fuhrt die Mul-
tiplikation eines Elements mit einem Vielfachen veprstets auf das
Ergebnis Null. Da der Binomialkoeffizier(f;) fur 0 < i < p einen
durchp teilbaren ZAhler, aber einen nicht durghteilbaren Nenner hat,
ist er ein Vielfaches vom; daher ist @ir zwei beliebige Elemente, y
eines solchen &rpers

b
(x+y)p=z<§> P =l +yP

=0

{kek

F"

x+— b

ein Homomorphismus. Er heiBRBEBENIUSHOomomorphismus. Wenn
wir ihn » mal hintereinander ausfiren, erhalten wir die Abbildung,

die jedes Element € k auf z” abbildet; auch sie ist natlich ein
Homomorphismus, den wir mf" bezeichnen.

Somit ist die Abbildung

Wie wir wissen, ist jeder Homomorphismus einesrpers in einen
Korper injektiv; das gilt insbesondere audlr flie Homomorphismen
F": k — k. Im Falle eines endlichenttpersk folgt aus der Injektiviat
die Surjektiviéit, in diesem Fall ist™" also ein Automorphismus van
Fur die KorperF,, konnen wir den kleinen Satz VOrERMAT auch so
formulieren, daf¥' (und damit auch jedek") die identische Abbildung
Ist.
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Wie wir ausg3 des vorigen Kapitels wissen, ist die multiplikative Grapp
eines endlichen &rpers stets zyklisch; in einemdiper k£ mit p™ Ele-
menten hat sie die Ordnupg — 1, so daf? es ein Elementler Ordnung
p" — 1 geben muf3. Dieses ist iddich, genau wie alle seine Poten-
zen, eine Nullstelle des Polynon#”” ~* — 1; da dessen Grad gleich
der Elementanzahl der multiplikativen Gruppe vorst, besteht diese
somit genau aus den Nullstellen dieses Polynoms. Insbesemstk ein
Zerfallungslorper vonX? ! — 1, und da alle Ze#llungslorper eines
festen Polynoms zueinander isomorph sind, sind auch dlhpd¢ mit
p" Elementen zueinander isomorph.

Dadas Polynonk®" ~*— 1 alle Elemente aufRer der Null als Nullstellen
hat, hatX?" — X alle Elemente eines &rpers mit” Elementen als Null-
stelle; somit ist dien-te PotenzF™ des FRROBENIUS Automorphismus
gleich der Identit aufk.

Mit dieser Bemerkung &nnen wir auch leicht einsehen, dal3 es zu je-
der Primzahlpoteng” einen Korper mitp™ Elementen gibt: Wir bilden
zurachstuber F,, den Zeréllungsiorper des Polynoms?" ~1 — 1;

er entlalt alle Nullstellen dieses Polynoms und indth auch die
Null. Diese Elemente bilden zusammen einen Ttller, ramlich den
Fixkorper vont™. Da der Zeréllungslorper der kleinste Brper ist, der
alle Nullstellen enthlt, ist er gleich dieser Menge ap$ Elementen.

Zusammenfassendknen wir festhalten

Satz: Fur jede Primzahlpoteng™ gibt es Korper mitp™ Elementen;
sie sind alle zueinander isomorphirjedes Element eines solchen
Korpers istz? = z, die n-te Potenz des#OBENIUS-Automorphismus

ist also die Identit. .

Wir bezeichnenden® Korper mitp™ Elementen miff ...

Falls der KorperF .. einen der KrperF,.. enthalt, ist er einkF .-
Vektorraum; daher isp™ eine Potenz von™, d.h.m mul} ein Teiler
von n sein. Ist umgekehrtn ein Teiler vonn, so folgt ausz™ = 1,
dald auchx™ = 1 ist, d.h. jede Nullstelle voX™ — 1 (im Zerfallungs-
korperF,,..) ist auch eine Nullstelle voiX™ — 1, so dalRX™ — 1 ein
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Teiler von X" — 1 ist und der Zedllungslorper vonX"™ — 1 einen
Zerfallungslorper vonX™ — 1 enttalt, d.h.FF .. istinF .. enthalten.

F, istder Fixiorper unte"; daher ist die Erweiterung,. /IF,,.. GA-
Loissch. Die GLois-Gruppe wird erzeugt voA™; daF"™ die ldentit
auflF,,. ist, ist diese eine zyklische Gruppe mitm Elementen.

Zum expliziten Rechnen in einemdkper F,. muld dieser zuichst
irgendwie konkret als Vektorrauraber IF,, dargestellt werden; iff,,
konnen wir schlief3lich rechnen. Wir wissen, d&f3. auslF, entsteht
durch Adjunktion eines erzeugenden Elementer Gruppér,..; da die
Korpererweiterung den Grad hat, istz Nullstelle eines irreduziblen
Polynoms vom Graa uber[F,. Ist umgekehrtf ein irreduzibles Poly-
nom vom Gradn, so istF,[X]/(f) UberF, eine Korpererweiterung
vom Gradn, hat alsgp™ Elemente und ist somitisomorph ...

Wenn wir also ein irreduzibles Polynogh € F,[X] vom Gradn ge-
funden haben, &nnen wirF,,. identifizieren mitF,[ X]/(f), und dort
konnen wir die Elemente identifizieren mit den PolynomenIgyjs(]
vom Grad kleinern. Die Addition und Subtraktion sind problemlos, bei
der Multiplikation erhalten wir im allgemeinen allerdings Polynom
vom Gradn oder gibf3er. Dieses muld dann ersetzt werden durch seinen
Rest bei der Division durcli. Multiplikative Inverse schlief3lich lassen
sich mit Hilfe des erweiterten kLIDischen Logarithmus bestimmen:
Ist das Element # 0 ausF,,. gegeben durch das Polyngme F [ X]
vom Grad kleinem, so sindf und g teilerfremd, dag #Z O und f irre-
duzibel ist. Daher gibt es Polynong&, f* mit degg’ < degf = n und
degf™ < degg, so dalyyg* + f f* = 1ist. Modulof ist somitgg™ = 1.

Die Computeralgebra kennt, insbesondéie Polynome aud, [ X],
effiziente Faktorisierungsverfahren; man kann sich datreduzible
Polynome vom Grad UberF,, verschaffen, indem man das Polynom

Xr'lo1¢e F,[X]in seine irreduziblen Faktoren zerlegt und einen der
Faktoren vom Grad ausvahlt. Wegen der Existenz derpersF .
muf3 es mindestens einen solchen Faktor geben, oft gibt emabeere,
die aber alle zu zueinander isomorphesrpern fihren.

Im Falle des KrpersF.,s, der sowohl @ir denAdvanced Encryption
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StandardAES als auchiir die Fehlerkorrektur auf CDs und DVDs ver-
wendet wird, lassen sich die Faktoren V&3> — 1 iiberT, leicht be-
stimmen; wie sich zeigt, haben dreil3ig davon den Grad aehtwar fur
einen Korper mit 256 = 8 Elementen brauchen. Zweckfligerweise
sollten wir eines whlen, das das Rechnen modulo diesem Polynom
moglichst einfach macht; insbesondere sollte das verwerfelelynom
moglichst wenige Terme habe.

Wie sich zeigt, bestehen dreizehn der dreil3ig Polynome mlers
nichtverschwindenden Termen, die restlichen siebzehnfizufs Wir
wahlen nairlich eines der letzteren. Alle diese Polynome haben, wie
jedes Polynom vom Grad adiberF,, den fihrenden Ternk ®; danach
folgen vier weitere Terme. Bei der Reduktion modulo einenclsen
PolynomP = X8 + Restbenutzt man, daR dann

X8 = Rest X% =X .Rest

ist; dies wird umso aufiger mehrfach angewandt werdeiiisgen, je
hoheren Grad das PolynoResthat. Am effizientesten kann man also
rechnen, wenn das PolynoRestden kleinstndglichen Grad hat. Bei
unseren siebzehn Kandidaten ist dies der Grad vier; er kdmnzawei
Polynomen vor, amlich bei

X8+ X4+ X3+X+1 und X8+ X*+X3+X%+1.

Das erste dieser Polynome wirdgrfAES verwendet, das zweite bei der
Fehlerkorrektur auf CDs.



