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0. Übungsblatt Algebra

Aufgabe 0: (1 Punkte)
U sei die kleinste Untergruppe der Diedergruppe D4, die die beiden Spiegelungen an denDiagonalen des Quadrats enth�alt. Finden Sie die kleinste nat�urlihe Zahl n, f�ur die U indie symmetrishe Gruppe Sn eingebettet werden kann, und geben Sie eine Einbettung
U → Sn explizit an!
Lösung: Jede Symmetrie des Quadrats ist durh ihren E�ekt auf die Eken eindeutigfestgelegt; nummerieren wir die Eken etwa im Uhrzeigersinn von eins bis vier, so gibtes also auf jeden Fall eine Einbettung U → S4. Die beiden Spiegelungen an der Diag-onalen gehen auf die beiden Transpositionen (1 3) und (2 4), U insgesamt also auf die(zur Kleinshen Vierergruppe isomorphe) Untergruppe, die au�er diesen beiden Transpo-sitionen noh deren Produkt (1 3)(2 4) (die Spiegelung am Nullpunkt) und die Identit�atenth�alt. Die Gruppe S3 hat nur sehs Elemente; da die Ordnung einer Untergruppe nahLagrange Teiler der Gruppenordnung ist, kann sie keine Untergruppe der Ordnung vierenthalten. Somit ist S4 die kleinste symmetrishe Gruppe, in die sih U einbetten l�a�t.
Aufgabe 1: (6 Punkte)a) N,M seien zwei Normalteiler der Gruppe G. Zeigen Sie, da� dann auh N ∩M ein Nor-malteiler ist und da� G/(N∩M) isomorph ist zu einer Untergruppe von (G/N)× (G/M) !
Lösung: Sei n ∈ N ∩M; wir m�ussen zeigen, da� g−1ng f�ur jedes Element g ∈ G wiederin N ∩M liegt. Da N ein Normalteiler ist, liegt g−1ng in N, und da M einer ist, liegt esauh in M, also im Durhshnitt N ∩M.Ein Element g ∈ G liegt genau dann im Kern der Abbildung

ϕ:{G → (G/N) × (G/M)

g 7→ (gN, gM)
,wenn gN das Neutralelement von G/N ist und gM das von G/M, wenn also g sowohl in Nals auh in M liegt. Somit ist N ∩M der Kern von ϕ, und nah dem Homomorphiesatzist G/(N ∩ M) isomorph zum Bild von ϕ, das nat�urlih eine (niht unbedingt ehte)Untergruppe von (G/N) × (G/M) ist.b) N sei ein Normalteiler der Gruppe G und M ein Normalteiler der Gruppe H. Zeigen Sie,da� das direkte Produkt N×M ein Normalteiler von G×H ist und da� (G×H)/(M×N)isomorph ist zu (G/N) × (H/M) !

Lösung: Wir m�ussen zeigen, da� f�ur jedes Element (g, h) ∈ G×H und jedes (n,m) aus
N ×M gilt: (g, h)−1(n,m)(g, h) liegt in N ×M. Nah De�nition der Gruppenoperationvon G×H ist

(g, h)−1(n,m)(g, h) = (g−1, h−1)(n,m)(g, h) = (g−1ng, h−1mh) ,und da N ein Normalteiler von G ist, liegt g−1ng in N; genauso folgt h−1mh ∈M. Alsoliegt das Element in N×M.



Der Kern der Abbildung
ϕ:{G×H → (G/N) × (H/M)

(g, h) 7→ (gN,hM)
,besteht aus allen (g, h) mit gN = N und hM = M, ist also N ×M. Die Abbildung istsurjektiv, denn jedes Paar (gN,hM) hat (unter anderem) das Urbild (g, h). Daher istnah dem Homomorphiesatz (G×H)/(M×N) ∼= G/N×H/M.

Aufgabe 2: (6 Punkte)
G sei eine Gruppe und U ≤ G eine Untergruppe. Zeigen Sie:a) F�ur jedes g ∈ G ist Ug =def g−1Ug eine Untergruppe von G.
Lösung: Das Neutralelement e von G liegt wegen g−1eg = g−1g = e in jeder der Men-gen Ug, und weiter liegt zu je zwei Elementen g−1ug und g−1vg auh deren Produkt
g−1ug · g−1vg = g−1uvg dort. Au�erdem ist

(g−1ug) · (g−1u−1g) = g−1uu−1g = g−1g = e ,so da� zu jedem Element von Ug auh das Inverse dort liegt. Somit ist Ug eine Untergruppevon G.b) Der Durhshnitt aller Untergruppen Ug ist ein Normalteiler von G.
Lösung: N sei dieser Durhshnitt, und h sei ein beliebiges Element von G. Wir m�ussenzeigen, da� Nh = h−1Nh in N liegt. N liegt in jeder der Gruppen Ug, also liegt Nh f�urjedes g ∈ G in der Gruppe

(Ug)h = h−1Ugh = h−1g−1Ugh = (gh)−1U(gh) = Ugh .Mit g durhl�auft aber auh gh die s�amtlihen Elemente von G, denn die Multiplikationmit h ist in einer Gruppe bijektiv. Somit liegt Nh in jeder der Gruppen Ug, also in derenDurhshnitt N.) H = {g ∈ G | Ug = U} ist eine Untergruppe von G.
Lösung: Da Ue = U, liegt das Neutralelement in H. F�ur zwei Elemente g, h ∈ H istallgemein (siehe b)) Ugh = (Ug)h, hier also Ugh = (Ug)h = Uh = U, so da� auh ghin H liegt. Shlie�lih liegt mit g auh g−1 in H, denn f�ur g ∈ H ist

U(g−1) = gUg−1 = gUgg−1 = gg−1Ugg−1 = U .d) U ist ein Normalteiler von H.
Lösung: Nat�urlih ist U ≤ H, denn f�ur jedes Element u ∈ U ist u−1Uu = U. F�urein beliebiges h ∈ H ist nah De�nition Uh = U, und genau das mu� gelten, damit UNormalteiler von H ist. (H hei�t der Normalisator von U.)e) Die Anzahl vershiedener Untergruppen Ug ist gleih dem Index von H.
Lösung: M sei die Menge aller Untergruppen Ug mit g ∈ G. Dann de�niert die Vor-shrift (x,Ug) 7→ (Ug)x eine Operation von G auf M, denn f�ur x, y ∈ G ist nah der inder L�osung von b) durhgef�uhrten Rehnung (Ug)(xy) =

(

(Ug)x
)y. Der Stabilisator von

U = Ue ist nah De�nition gleih H, und die Bahn von U ist nah De�nition von Mganz M. Nah der Bahnbilanzgleihung ist die Elementanzahl von M daher der Quotientder Gruppenordnungen von G und H, also der Index von H in G.



f) U sei eine maximale Untergruppe von G, d.h. au�er G selbst gibt es keine Untergruppevon G, die U eht enth�alt. Falls es ein g /∈ U gibt, f�ur das g−1Ug = U ist, ist U einNormalteiler von G.
Lösung: Da es ein g ∈ G r U mit Ug = U gibt, ist die oben de�nierte Gruppe H ehtgr�o�er als U. Da U maximal vorausgesetzt war, mu� daher H = G sein, und nah d) ist
U ein Normalteiler von H = G.
Aufgabe 3: (5 Punkte)a) Zeigen Sie, da� die Abbildung ϕ:R[X] → R, die jedem Polynom f ∈ R[X] den Funktions-wert f(1) zuordnet, ein Homomorphismus ist, und bestimmen Sie Kern und Bild von ϕ !
Lösung: Polynome de�nieren Funktionen f:R → R, und f�ur zwei Funktionen f, g ist
(f ± g)(x) = f(x) ± g(x) und (fg)(x) = f(x)g(x). Dies gilt insbesondere f�ur x = 1, alsoist ϕ ein Homomorphismus. Sein Bild ist nat�urlih ganz R, denn f�ur jedes a ∈ R hat daskonstante Polynom a insbesondere auh an der Stelle eins den Wert a. Liegt f ∈ R[X]im Kern, so ist f(1) = 0, also ist f durh das Polynom X − 1 teilbar, und umgekehrtvershwindet auh jedes Vielfahe von X− 1 an der Stelle eins. Daher ist der Kern von ϕdas von X− 1 erzeugte Ideal.b) Zeigen Sie, da� die Abbildung ψ:R[X] → C, die jedem Polynom f ∈ R[X] den Funktions-wert f(i) zuordnet, ein Homomorphismus ist, und bestimmen Sie Kern und Bild von ψ !
Lösung: Polynome mit reellen KoeÆzienten de�nieren auh Abbildungen C → C mit dengleihen Eigenshaften wie in a); daher k�onnen wir f�ur x auh i einsetzen und erhaltenso die Homomorphieeigenshaft. Auh ψ ist surjektiv, denn die komplexe Zahl a+ bi mit
a, b ∈ R ist das Bild von bX+a unter ψ. Im Kern liegt insbesondere das Polynom X2 +1,denn i2 = −1. F�ur ein beliebiges Polynom f ∈ R[X] aus dem Kern von ψ betrahten wirden ggT von f und X2+1 in R[X]. Diesen k�onnen wir nah dem Euklidishen Algorithmusberehnen, und da uns dieser nie aus dem verwendeten Grundk�orper hinausf�uhrt, k�onnenwir ihn statt in R[X] auh in C[X] berehnen. Dort ist er wegen f(i) = 0 durh X−i teilbar,also mu� er auh in R[X] ein Polynom sein, das in C[X] durh X− i teilbar ist; au�erdemist er nat�urlih ein Teiler von X2 + 1. Da er ein reelles Polynom sein mu�, ist er somit
X2 − 1, d.h. X2 − 1 teilt f und Kernψ = (X2 − 1).
Aufgabe 4: (5 Punkte)a) R und S seien Ringe. Die direkte Summe R⊕ S von R und S ist die Menge R× S mit denbeiden Rehenoperationen

(r1, s1) + (r2, s2) = (r1 + r2, s1 + s2) und (r1, s1) · (r2, s2) = (r1 · r2, s1 · s2) .Zeigen Sie, da� auh R⊕ S ein Ring ist!
Lösung: Da Addition und Multiplikation komponentenweise de�niert sind und die Ring-axiome in jeder Komponente gelten, ist R ⊕ S ein Ring mit (0, 0) als Neutralelement derAddition und (1, 1) als Neutralelement der Multiplikation. Das additive Inverse zu (r, s)ist (−r,−s).b) Nun seien R und S kommutative Ringe. Ist dann auh R⊕ S ein kommutativer Ring?
Lösung: Ja, denn wenn die Multiplikation in jeder der beiden Komponenten das Kom-mutativgesetz erf�ullt, gilt es auh f�ur R⊕ S.) Nun seien R und S Integrit�atsbereihe. Ist dann auh R⊕ S ein Integrit�atsbereih?
Lösung: Nein, denn beispielsweise ist (0, 1) · (1, 0) = (0, 0), obwohl weder (0, 1) noh
(1, 0) das Neutralelement der Addition sind.



d) Zeigen Sie: R[X]/(X2 − 1) ∼= R[X]/(X+ 1) ⊕ R[X]/(X− 1) !
Lösung: Da (X2 − 1) = (X+ 1)(X− 1) ist, liegt (X2 − 1) sowohl im Ideal (X+ 1) als auhim Ideal (X−1); daher sind die Abbildungen, die die Restklasse von f modulo (X2 −1) aufdie modulo (X+ 1) bzw. (X− 1) abbilden, beide wohlde�niert und geben zusammen einenHomomorphismus von R[X]/(X2 −1) nah R[X]/(X+1)⊕R[X]/(X−1). Er ist injektiv, dennwenn f mod (X2 −1) auf das Nullelement abgebildet wird, liegt f sowohl in (X+1) als auhin (X− 1), also in deren Durhshnitt (

(X+ 1)(X− 1)
)

= (X2 − 1). Die Abbildung ist auhsurjektiv, denn wie die Darstellung 1 = 1
2
(X+1)−1

2
(X−1) zeigt, ist 1

2
(X+1) ≡ 0 mod (X+1)und ≡ 1 mod (X− 1); entsprehend −1

2
(X− 1) ≡ 1 mod (X+ 1) und ≡ 0 mod (X− 1). F�urein vorgegebenes Element (

g+(X+1), h+(X−1)
)

∈ R[X]/(X+1)⊕R[X]/(X−1) ist daherdie Restklasse von 1
2
(X+ 1)h− 1

2
(X− 1)g modulo (X2 − 1) ein Urbild.

Aufgabe 5: (4 Punkte)a) Ist R[X, Y], der Ring aller reeller Polynome in zwei Variablen X, Y, ein Hauptidealring?
Lösung: Falls ja, gibt es ein f ∈ R[X, Y], so da� (X, Y) = (f) ist. Insbesondere gibt esalso Polynome g, h ∈ R[X] mit fg = X und fh = Y. Da X und Y irreduzibel sind, mu�entweder f eine Einheit sein oder g und h sind Einheiten. F�ur eine Einheit f ist (f) derganze Ring R[X, Y], was niht sein kann, da (X, Y) nur die Polynome ohne konstantes Gliedenth�alt. Sind g und h Einheiten, so untersheiden sih X und Y nur durh eine Einheit,d.h. X/Y ∈ R[X, Y], was auh niht der Fall ist. Also kann R[X, Y] kein Hauptidealringsein.b) R sei ein Hauptidealring. Kann es eine unendlihe Kette von Idealen I1, I2, . . . geben derart,da� jedes Ideal Ik+1 eht in Ik enthalten ist f�ur alle k ∈ N ?
Lösung: Ja, nat�urlih. Im Hauptidealring Z k�onnen wir beispielsweise Ik = (2k) nehmen:F�ur alle k ist (2k+1) eht in (2k) enthalten.
Aufgabe 6: (2 Punkte)Zeigen Sie: Ein Polynom f = f(X) ∈ R[X] �uber einem Integrit�atsbereih R ist genau dannirreduzibel, wenn das Polynom f(X + 1) irreduzibel ist.
Lösung: Ist f = g · h, so ist nat�urlih auh f(X + 1) = g(X + 1)h(X + 1). Da p(X + 1)f�ur jedes Polynom p ∈ R[X] denselben Grad hat wie p (sogar die f�uhrenden KoeÆzientenstimmen �uberein), folgt aus der Reduzibilit�at von f also auh die von f(X+ 1).Ist umgekehrt f(X + 1) = gh mit zwei Polynomen g, h ∈ R[X] von positivem Grad, so ist
f = g(X−1)h(X−1), wobei g(X−1) den gleihen Grad hat wie g und h(X−1) den von h,d.h. auh f ist reduzibel.
Aufgabe 7: (4 Punkte)a) Bestimmen Sie Kern und Bild des Homomorphismus {

k[X] → C

X 7→ 3
√
2

f�ur k = Q und f�ur
k = R !
Lösung: F�ur k = Q ist das Bild gleih Q⊕Q

3
√
2⊕Q

3
√
4, denn alle Potenzen von 3

√
2 sindentweder 3

√
2 oder 3

√
4 oder eins, und als KoeÆzienten haben die Polynome nur rationaleZahlen. a+ b

3
√
2+ c

3
√
4 ist beispielsweise Bild des Polynoms cX2 + bX+ a.Liegt f ∈ Q[X] im Kern, so ist der ggT von f und X3 − 2 ein Polynom aus Q[X], dasan der Stelle 3

√
2 vershwindet, also positiven Grad hat, und das auh das irreduziblePolynom X3 − 2 teilt. Also ist der ggT gleih X3 − 2, d.h. f ist durh X3 − 2 teilbar. Somitist Kernϕ = (X3 − 2).F�ur k = R ist das Bild gleih R, da ein reelles Polynom an der Stelle 3

√
2 nur reelle Werteannehmen kann, und shon die konstanten Polynome ausreihen, um alle reellen Werte zu



realisieren. Der Kern ist das Ideal (X −
3
√
2), denn jedes Polynom, das an der Stelle 3

√
2vershwindet, ist in R[X] durh X−

3
√
2 teilbar.b) Zeigen Sie, da� die Gleihung x3 = 2 im Bild jeweils genau eine L�osung hat!

Lösung: In beiden F�allen liegt das Bild in R, und dort hat die Gleihung x3 = 2 nur eineL�osung.
Aufgabe 8: (4 Punkte)
k sei ein K�orper, und f = ufe1

1 · · · fen

n sei die Zerlegung des Polynoms f ∈ k[X] in irreduzibleBestandteile fi und eine Einheit u. Zeigen Sie: Dann ist
k[X]/(f) ∼= k[X]/(fe1

1 ) ⊕ · · · ⊕ k[X]/(fen

n ) .
Lösung: Beweis durh Induktion nah n. F�ur n = 1 gibt es nihts zu beweisen; f�ur n > 1beahten wir, da� g = ufe1

1 · · · fen−1

n−1 und h = fen

n teilerfremd zueinander sind, da die fivershiedene irreduzible Polynome sind. Da der Polynomring k[X] Euklidish ist, gibt esdaher Polynome α,β ∈ k[X], so da� αg+ βh = 1 ist. Die Abbildung
k[X]/(gh) → k[X]/(g) ⊕ k[X]/(h) ,die der Restklasse eines Polynoms P modulo (f) = (gh) das Paar (

P+(g), P+(h)
) zuordnet,ist wohlde�niert, da (gh) sowohl in (g) als auh in (h) liegt. Sie ist auh injektiv, denn

(g) ∩ (h) = (gh) = (f). Shlie�lih ist sie surjektiv, da (

P1 + (g), P2 + (h)
) die Restklassevon βhP1 + αgP2 modulo (f) als Urbild hat. Nah Induktionsannahme ist

k[X]/(g) ∼= k[X]/(fe1

1 ) ⊕ · · · ⊕ k[X]/(f
en−1

n−1 ) ,also k[X]/(f) ∼= k[X]/(g) ⊕ k[X]/(h) ∼= k[X]/(fe1

1 ) ⊕ · · · ⊕ k[X]/(fen

n ), wie behauptet.


