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5. Übungsblatt Algebraische Statistik

Aufgabe 1: (5 Punkte)

a) Ein Polynom f ∈ k[X1, . . . , Xn] hei�t irreduzibel, wenn es ni
ht konstant ist und wenn

gilt: Falls f das Produkt gh zweier Polynome teilt, teiltf mindestens einen der beiden

Faktoren. Zeigen Sie, da� das von einem irreduziblen Polynom erzeugte Hauptideal (f)
glei
h seinem Radikal ist!

b) Zeigen Sie, da� f

�

ur jedes Ideal I gilt:
√√

I =
√
I !


) Zeigen Sie, da� das Polynom f = (X− 1)2+(Y− 2)2 +(Z− 3)2 ∈ R[X, Y, Z] irreduzibel ist!

d) I sei das von f erzeugte Hauptideal. Zeigen Sie, da� das Polynom (X − 1)(Y − 2)(Z − 1)
zwar auf V(I) vers
hwindet, ni
ht aber in

√
I liegt!

e) Zeigen Sie: F

�

ur jedes Ideal I von R[X1, . . . , Xn] gibt es ein Polynom f ∈ R[X1, . . . , Xn], so

da� V(I) = V(f) ist!

Aufgabe 2: (3 Punkte)

a) I sei das vom Polynom (X− 1)3(X− 2)7(X− 3)17 erzeugte Ideal von Q[X]. Bestimmen Sie

ein Polynom f, so da�

√
I = (f) ist!

b) k sei ein beliebiger K

�

orper, d, e seien nat

�

urli
he Zahlen, und I sei das von Xd
und Ye

erzeugte Ideal in k[X, Y]. Was ist

√
I ?

Aufgabe 3: (4 Punkte)

a) Zeigen Sie, da� Q[X, Y]/(Y2 − X) ∼= Q[X]⊕Q[X]Y !

b) Wie wird in Q[X]⊕Q[X]Y das Produkt zweier Elemente f+ gY und p+ qY mit f, g, p, q
aus Q[X] bere
hnet?

Aufgabe 4: (6 Punkte)

I und J seien zwei Ideale im Polynomring k[X1, . . . , Xn] �uber dem K

�

orper k und es gebe

Elemente f ∈ I sowie g ∈ J derart, da� f+ g = 1 ist.

a) Zeigen Sie, da� es dann kein e
htes Ideal von k[X1, . . . , Xn] gibt, das sowohl I als au
h J
enth

�

alt.

b) Zeigen Sie, da� die Abbildung k[X1, . . . , Xn] → k[X1, . . . , Xn]/I ⊕ k[X1, . . . , Xn]/J, die
jedem Polynom p ∈ k[X1, . . . , Xn] das Paar aus seiner Restklasse modulo I und seiner

Restklasse modulo J zuordnet, surjektiv ist und den Dur
hs
hnitt I ∩ J als Kern hat!


) Ein Ideal I im Polynomring k[X1, . . . , Xn] hei�t bekanntli
h maximal , wenn es kein Ideal

J 6= k[X1, . . . , Xn] gibt, das I e
ht enth

�

alt. Zeigen Sie, da� f

�

ur paarweise vers
hiedene

maximale Ideale I1, . . . , Ir gilt

k[X1, . . . , Xn]/(I1 ∩ · · · ∩ Ir) ∼= k[X1, . . . , Xn]/I1 ⊕ · · · ⊕ k[X1, . . . , Xn]/Ir

Aufgabe 5: (2 Punkte)

I sei ein Ideal von k[X1, . . . , Xn], dessenGr�obner-Basis G bez

�

ugli
h der lexikographis
hen

Ordnung f

�

ur jedes i ein Polynom enthalte, dessen f

�

uhrendes Monom eine Potenz von Xi

ist. Zeigen Sie, da� V(I) endli
h ist!
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