b)

WoLrFcaNG K. SEILER A5, ZiMMER C201
Tel. 2515

Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 12. Januar 2006

Lésen Sie die Differentialgleichung y(3) (t) —{j(t) + y(t) —y(t) = 0!
Losung: Die charakteristische Gleichung ist
A=A +A—-1=0.

VIETE schlagt die Lésungskandidaten +1 vor, von denen offensichtlich nur A = 1 wirklich
eine Losung ist. Die beiden anderen erhalt man entweder durch Polynomdivision

A=A+ A=1):(A=1)=A2+1

oder nach VIETE: Ihre Summe muf null sein und ihr Produkt eins, also kommen nur i
und —i in Frage. Die allgemeine Ldsung ist daher

y(t) = ae* + be' +ce ' =ae' + Bcost+ysint

mit beliebigen Konstanten a,b,c, 3,y € R.

Losen Sie die Differentialgleichung y® (t) 4+ 4y(3) (t) + 6{(t) + 4y(t) + y(t) = 0!

Losung: Wer die binomische Formel kennt, sieht sofort, dafl die charakteristische Glei-
chung hier
ME AN +6A2+aA+T1=A+1)* =0

ist; wir haben also die vierfache Nullstelle A = —1. Die allgemeine Ldsung ist somit

y(t) = (at> +bt?> +ct+d)e ! mit a,b,c,deR.

Bestimmen Sie Basen sowohl fiir den reellen als auch den komplexen Lésungsraum der
Differentialgleichung y* (t) — 4y (t) + 8{j(t) — 8y(t) + 4y(t) = 0!
Hinweis: A* —4A3 + 8\ —8A +4 = (A2 =20+ 2)?

Losung: Nach dem Hinweis ist die linke Seite der charakteristischen Gleichung Quadrat
des Polynoms
A —2A+2=A-1)2+1,

die Nullstellen sind also 1 & 1 mit, beziiglich der charakteristischen Gleichung, Vielfach-
heit jeweils zwei. Eine mogliche Basis des komplexen Losungsraums bilden daher die vier
Funktionen

e(H—i)t’ e(]—i)t’ te(1+i)t und te(]—i)t;

eine andere, die gleichzeitig Basis des reellen Losungsraums ist, bilden die Funktionen

etcost, e'sint, te'cost und te'sint.



d) Bestimmen Sie die sdmtlichen reellen Losungen der folgenden Differentialgleichungen:

G(t) +49(t) + 13y(t) = 40sin3t (1)
3)(t)+3y( t) +3y(t) +y(t) =cost (2)
P (1) +9(1) +9(t) +y(t) = 80sin3t (3)
y @ () — T6y(t) = 80 — 48t (4)

(1) +84(t) + 16y(t) =400 (5)

Lésung: (1) hat die charakteristische Gleichung
M +AN+13=(A+2)2+9=0

mit den beiden Wurzeln —2 4 3i. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist also
eine Linearkombination der beiden Funktionen e %' cos 3t und e 2'sin 3t.

Da (1) die Differentialgleichung einer erzwungenen Schwingung mit nichtverschwinden-
dem Dampfungsterm ist, wissen wir, dafl es eine ungedampfte Losung gibt, die mit der
anregenden Frequenz schwingt. Setzen wir

y(t) = acos3t + bsin3t,

so ist Y(t) = —3asin3t + 3bcos 3t und y(t) = —9a cos 3t — 9b sin 3t, also
y(t) +4y(t) + 13y(t) = (4a+ 12b) cos 3t + (4b — 12a) sin 3t.

Dies muf} gleich der rechten Seite von (1) sein, d.h.

4a+12b=0 und 4b—12a=40.

Die erste Gleichung ist dquivalent zu a = —3b, und damit wird die zweite zu 4b+36b = 40,
d.h. b =1 und a = —3. Die allgemeine Lésung von (1) ist daher

y(t) = —3cos 3t + sin 3t + e 2*(C; cos 3t + C; sin 3t), Ci,C eR.

Die charakteristische Gleichung von (2) ist
M43 +3A+T=A+1)3 =0

mit der dreifachen Nullstelle A = —1; der Losungsraum der der homogenen Gleichung wird
also aufgespannt von e, te™t und tZet

Da die rechte Seite eine reine Schwingung ist, konnen wir spekulieren, dafl es unter den
Losungen von (2) vielleicht eine reine Schwingung derselben Frequenz gibt, versuchen also
unser Gliick mit dem Ansatz y(t) = acost + bsint. Dann ist

3)(t) + 34(t) + 3y(t) +y(t) = (2b —2a) cos t — (2a + 2b) sint;

unsere Spekulation war somit erfolgreich, falls wir a, b € R finden kénnen mit 2(b—a) =
und a+b = 0. Einsetzen von b = —a in die erste Gleichung ergibt —4a =1, alsoist a = —
und b = %. Damit kennen wir die allgemeine Losung

1
1
7

1 1
y(t):—Zcost—I—Zsint+e_t(Co+C1t+C2t2) mit Co,C;,Cr € R.

Die charakteristische Gleichung A3 +A% +A+1 = 0 von (3) hat offensichtlich die Nullstelle
A = —1; Division der rechten Seite durch (A + 1) oder der Satz von VIETE zeigen, dafl
A = +i die beiden anderen sind. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist also

y(t) =Coe "+ Crcost+ Cysint mit Co,C7,Cr €R.



Der Ansatz
y(t) = acos3t + bsin3t

fiir eine reine Schwingung mit der Kreisfrequenz drei der rechten Seite fiihrt auf
y® @) +9(t) +u(t) +y(t) = —(8a + 24b) cos 3t + (24a — 8b) sin 3t.

Dies ist gleich 80sin3t, wenn 8a + 24b = 0, also a = —3b und 24a — 8b = 80 oder
—80b = 80, also b = —1 ist. Damit kennen wir die allgemeine Ldsung

y(t) =3cos3t —sin3t+ Coe '+ Cyjcost+ Cysint mit Cy,Cqy,Cr €R.

(4) hat die charakteristische Gleichung A*—16 = 0 mit Wurzeln +2 und +2i; die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung ist also

u(t) = Cre?t 4+ Coe 2t + C3cos 2t + Cysin 2t .

Die rechte Seite von (4) ist linear; wir kénnten also rein spekulativ versuchen, ob es
vielleicht eine lineare Lésung y(t) = at + b gibt. Deren vierte Ableitung verschwindet
natiirlich, d.h. fiir eine solche Lésung miifite

—16y(t) =80 —48t oder y(t)=3t—5

sein. Da die vierte Ableitung dieser Funktion verschwindet, ist sie tatsachlich eine Losung.
Die allgemeine Lésung von (4) ist somit

y(t) =3t—5+ Cre?t + Cre 2 + C3cos2t + C4sin2t mit C;,Cy,C3,Cs €R.

(5) schliefllich hat die charakteristische Gleichung
A8+ 16 = (A2 +4)2=0

mit den jeweils doppelten Nullstellen A = +2i. Der Losungsraum der homogenen Glei-
chung wird also aufgespannt von den Funktionen

cos2t, sin2t, tcos2t wund tsin2t.

Wenn wir sehr mutig sind, konnen wir hoffen, daf es vielleicht eine konstante Lésng von (5)
gibt. Deren sdmtliche Ableitungen verschwinden, also mufl 16y(t) = 400 oder y(t) = 50
sein, was die Differentialgleichung auch tatséchlich 16st. Die allgemeine Lésung von (5) ist
daher

y(t) =50+ (C1t+ C2)cos2t + (C3t + C4)sin2t mit Cq,C2,C3,Cq4 € R.

Losen Sie die Differenzengleichung xn = Xn—1 — Xn—2 mit xo =3 und x; = 5!

Losung: Das charakteristische Polynom A> — A+ 1 hat die Nullstellen A, 2= %(1 +1iv/3),
d.h.
Xn = aA +bA} mit a,beC.

Die Bedingungen xo = 3 und x; = 5 fithren auf das lineare Gleichungssystem

a—l—b+i(a—b)\/§

a . b .
a+b=3 und E(1+1\/§)+§(1—1\/§)— 5 5 =5.
Einsetzen der ersten in die zweite Gleichung gibt
ia—b)v3 3_7 7 73

il :5—222 oder a—b:m:— 3 .




1)

g)

Zusammen mit a + b = 3 ergibt dies

a:%(3—7i\/§> und b:] (3+7i\/§>.

3 2 3

1 73\ (1+iv3\ 1 7iv3) (1=iv3\
o (075 () () ()

Was ist X1000000 ?

Also ist

Lésung: Da ?\?/2 = —1 ist, ist ?\?/2 =1, d.h. x,, ist periodisch mit Periode sechs. Somit
ist X1 000000 = %4. Dies 148t sich am schnellsten iiber die Rekursionsvorschrift berechnen:

X2 = X1 —XoZZ, X3 =X2 — X1 :_]) X4:X3—X2=—3.

Also ist X1000000 = -3.

Formen Sie das Anfangswertproblem y(t) = 2t - (y(t) — 2) mit y(0) = 1 um in eine
Fixpunktgleichung, und berechnen Sie die ersten Iterationen! Erraten Sie anhand dieser
die Losungsfunktion, und bestédtigen Sie dies durch Einsetzen!

Losung: Wir schreiben die Differentialgleichung um in

und beginnen mit der konstanten Funktion yo(t) = 1. Dann ist

t t
yi(t) =1+ |21 (yo(r)—2)dr =1+ |(-21)dT =1+

0 0

t t

~ n t4
ya(t) =1+ |21 (y1(v)—2)dr =1+ 2T(—1—T2)<1T:1—t2—7

0 0

t t 4 t6
ys(t) =1+ |27 (y2(r) —2)dr =1+ 2T(—1—Tz—%14)dT:1—t2—%—Z.

[eX3

J
0

Dies sieht nach Fakultdten im Nenner aus, allerdings sind die Exponenten doppelt so grof3
wie bei der Exponentialfunktion und auch die Vorzeichen sind, abgesehen vom ersten,
minus statt plus. Also miissen wir et” betrachten und dies geeignet modifizieren:

t
L P S S = 22—t =1t

Wir kénnen daher unser Gliick versuchen mit y(t) =2 —e ’

2

Ylt) = —2tet” = 2t(—et’) = 2t(y(t) — 2),

die erratene Funktion ist also tatsdchlich eine Losung.



h) Bestimmen Sie die sdmtlichen Losungen der folgenden Differentialgleichungen und disku-
tieren Sie deren Langzeitverhalten!

Ut) + 2ty(t) = 4t (1 ylt) + ¥ pet =0 (2)
Y(t) =a+ bt + cy(t) (3) (T+t)ut) +yt) +t2+t3=0 (4)
u(t) +y(t) = 2sint (5) U(t) +sinty(t) =sint (6)

Losung: (1) — (6) sind inhomogene lineare Differentialgleichungen.
Die homogene Gleichung zu (2) ist

1) + 2tu(t) = 0 —> Inu(t) = —JZt dt——t2+C,

2

v und

also ist u(t) = e~
yt)=e v <J —4tet’ dt) —e (Zetz +C)=2+ Ce V.

Die homogene Gleichung zu (2) ist

u(t)+@ — 0= Inu(t) z_j% ~ Int,

also ist u(t) = C/t mit einer beliebigen Konstanten C. Durch partielle Integration finden

WIr
1 1 1
y(t) =+ (J —te" dt) == (tet + J e dt) =1 (te*+e*—C)
t

.
—t
=—et- "+
t

i e)

Im Falle von (3) ist die homogene Gleichung 11(t) = cu(t) mit Lésung u(t) = Ce®'; damit

ist
yt) = et (J(a + bt)e °t dt) — ect (_ (E + % + E) e—ct o C)
c c c

b bt
:CeCt—<E+—2+—) .
C C C

Gleichung (4) miissen wir zunéchst durch (1 + t) dividieren um die iibliche Standardform
zu erhalten:

. y(t) t2 4+ t3 )
t)+ 2 =— =t
v+ T T+t
Die homogene Gleichung ist dann
: u(t) &Y m(+0+C C
_— = +t = = —
u(’c)—l—]+t 0= u(t)=e e T o
und
1 ) t3/3+t%/4 C
t)=——— —t(14+t)dt) =— .
vt 1+t(J (1+4 ) T+t T4t

Bei Gleichung (5) sehen wir die allgemeine Lésung Ce ' der homogenen Gleichung auch
ohne Rechnung. Die Losung der Differentialgleichung selbst ist

y(t) =2e " (J sint - et dt) ,



wobei wir das Integral durch eine zweifache partielle Integration ausrechnen kénnen. (Es
ginge natiirlich auch iiber die EULERschen Formeln.)

J’sintet dt = —coste' —I—Jcos’cet dt = —coste' +sinte' —Jsintet dt,

also ist

ZJ'sintet dt = (sint —cost)e* + C und y(t) =sint—cost+ Ce .

Beim letzten Beispiel schliefilich hat die homogene Gleichung 1(t) + sintu(t) = 0 die
Lésung u(t) = Ce®** und

y(t) = e =t (J sin3 t ecost dt) .
Setzen wir x = cos t, ist dx = —sint dt, also
Jsin3te°°5tdt = —J'sinztex dx = —J(l —x2)e* dx:J(x2 —1)e*dx,

=(x? - 1]e"—J'2xex dx = (x* — 1)e"—2xe"—|—JVZex dx = (x> = 2x+1)e*+ C
= (cos’t —2cost+ 1)e**t +C.

Damit erhalten wir die Losung

y(t) = cos’t—2cost+ 1+ Ce o5t

Welche der folgenden Anfangswertprobleme sind eindeutig 16sbar?

§(0) = cosy(t) mis y(0) = ()
2(0y(0) =1 mit y(0) =0 &)
400 =3u(0} mit y(0)=0 3
gl = 2LV iy (o) =1 (@
YU =4y mit y(0) =0 5
§l= o mit y(0)=1 (©

y(t)

Losung: Die rechte Seite cosy(t) von (1) hangt nur von y ab, und die Ableitung —siny
von cosy nach y ist iiberall vom Betrag hochstens eins. Damit haben wir eine LIPSCHITZ-
Bedingung (mit LipscHITZ-Konstante eins), und die Behauptung folgt aus dem Satz von
P1cARD-LINDELOF.

Bei (2) sind y(t) = £+/t zwei Losungen — zumindest wenn man fiir t = 0 damit zufrieden
ist, dafl lim;_, 2y(t)y(t) = 1 ist. Eine Lésung mit fiir t — O beschrénkter Ableitung kann
es natiirlich nicht geben, denn fiir diese ware y(0) - y(0) = 0.

Bei (3) gibt sind sdmtliche Funktionen y(t) = Ct>/3 Losungen des Anfangswertproblems.

—sint - si
Bei (4) ist die partielle Ableitung %

dafl wir den Satz von PICARD-LINDELOF anwenden kdnnen; das Anfangswertproblem ist
also eindeutig 16sbar.

Bei (5) dagegen sind y(t) = t? und y(t) = 0 zwei verschiedene Losungen.

der rechten Seite nach y beschrankt, so

—1
Bei (6) schliefllich ist die partielle Ableitung I beschrankt in der Umgebung eines Punk-

tes t mit y(t) =1, also ist zumindest eine lokal eindeutige Losung garantiert.



j) Finden Sie die allgemeine reelle Losung der folgenden Differentialgleichungen, und iiber-
legen Sie sich, wo t liegen muf}, damit diese Losungen existieren:

t? et

=m0 W= @ gl ey 3
2 2
MOESSYHENNC y(t) = ﬁ (5) oy =) T—EE:Z) 6
tan o + tan 3

Hinweis zu (6): tan(ac+ B) = 7— " m g

Loésung: Bei allen diesen Differentialgleichungen funktioniert die Methode der Trennung
der Veranderlichen:

3

t
(=)ey(t)g(t)dt:t2(=)Jey dy:Jtzdt(z)e‘J =3 +C,

t2

y(t) = g

die allgemeine Losung von (1) ist also y =In (% + C), und sie existiert fiir t > — 3/3C.

t

yt) = ¢ 5 (=)Jy(t)zg(t) dt:Jetdt(z) y(3ﬁ —et+Ce=yt)= V3et+C

y(t)?

mit C = 3C. Da die Kubikwurzel R bijektiv auf sich selbst abbildet, existieren diese
Losungsfunktionen fiir alle t € R.

y(t) = ettt — et V() e Je_y(t)g(t) dt = Jet dt & —e VW et 4 C.

Die Lésungen von (3) sind also die Funktionen y(t) = —In(C—e") ; sie existieren fiir
C>0und t<InC.

. y(t) 2 1 2 = -3
t) = t*y(t)? J—:Jt dt —=—+¢C —
Die Lésung existiert nicht im Punkt t = — */C und kann damit auch nicht iiber diesen

Punkt hinaus fortgesetzt werden.

2 3 3 -
1ﬁ<=>Jy(t)zg(t)dt:Jtsz:)y(;:) :%+C<=)y(t): V3 +C;

die Losung existiert fiir alle Werte von t.

y(t) =

_(t)_1—|—y(t)2 yty 1 J dy J dt
vW="1¢ T+yt)?2 11t T+y2 1+
t+tanC

& arctany(t) = arctant + C = y(t) = tan(arctant + 6) =
1—ttanC

Mit C = tan C ist also
t+C
y(t) =

C1-—Ct’

Die Lésung existiert in allen Intervallen, die den Punkt t = % nicht enthalten.



