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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 3. November 2005

Richtig oder falsch: Die Summe zweier trigonometrischer Polynome ist wieder ein trigo-
nometrisches Polynom.

Loésung: Offensichtlich richtig, denn durch Addition zweier Elemente kommt man nicht
aus dem Vektorraum Py(R) bzw. P1(C) heraus.

Richtig oder falsch: Das Produkt zweier trigonometrischer Polynome f,g € P (C) ist
wieder ein trigonometrisches Polynom.

Lésung: Richtig, denn das Produkt ist eine Linearkombination von Termen der Form
ek-iwt . ee-iwt _ e(k—i—ﬁ)-iwt.

Richtig oder falsch: Das Produkt zweier trigonometrischer Polynome f,g € P(R) ist
wieder ein trigonometrisches Polynom.

Losung: Weniger offensichtlich, aber trotzdem richtig: Entweder argumentiert man, dafl
f,g erst recht in Py(C) liegen, also — wie gerade gezeigt — auch ihr Produkt, das als
reelle Funktion somit in P1(C) N Ly (R, R) liegt, was laut Vorlesung gleich P(R) ist, oder
man multipliziert aus, erhélt fg als Linearkombination von Termen der Form cos kwt -
cos {wt, cos kwt - sinfwt und sin kwt - sin {wt, die man durch Ausmultiplizieren und neu
Zusammenfassen ihrer komplexen Darstellung als Linearkombinationen von cos(k + £)wt
und sin(k + {)wt darstellen kann.

Richtig oder falsch: Jedes trigonometrische Polynom hat eine Stammfunktion, die selbst
ein trigonometrisches Polynom ist.

Loésung: Falsch: Von Null verschiedene konstante Funktionen sind zwar periodisch zu
jeder Periode T, ihre Stammfunktionen sind aber linear, also streng monoton wachsend
oder fallend, so daf} sie auf keinen Fall periodisch sein kénnen.

Bestimmen Sie die reellen und die komplexen FOURIER-Reihen der folgenden Funktionen:
m 1—etNt
f(t) —=sin (t+ Z) y g(t) =2 + COS3 t und h,(t) = W (N € N) !

Loésung: Falls man die Additionsformel fiir den Sinus kennt, kann man diese fiir die reelle
FouRriIER-Reihe von f direkt anwenden:

2
f(t) =sin (t + ;_r) =sint - cos g +cost- sing = g(cost +sint) ,
denn da 7 im Gradmafl dem Winkel 45° entspricht und ein rechtwinkliges Dreieck mit
einem 45°-Winkel gleichschenklig ist, folgt sin % = cos %, was wegen PYTHAGORAS gleich
% 2 sein mufl. Die komplexe FOURIER-Reihe entsteht daraus iiber die EUuLERschen For-
meln:

\/z . \/z eit _|_ e*it e'i.t _ e*it
f(t) = T(Cost'i'Slnt) = 7 ( 2 + 21 )
- —\4/1_ <(elt +e ') —i(et — e*‘t)) = 7\[(11 Y et + 7\/7(‘]4—1_ Y e ‘.
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Man kann natiirlich auch direkt mit den EULERschen Formeln argumentieren und zunéachst
die komplexe FOURIER-Reihe berechnen:

elt+F) _ o—i(t+F)  piF " e L
= : = 5. — —¢€
21 21 21

f(t) =sin (t + ;

Da et = cos T Eisinf = @(1 +1) ist, fithrt dies auf dasselbe Ergebnis.
Um von der komplexen FOURIER-Reihe zur reellen zu kommen, mufl man entweder alle
komplexen Exponentialfunktionen via e'* = cos x +1isin x auflsen oder, was meist schnel-
ler geht, Exponentialfunktionen mit entgegengesetzt gleichen Exponenten und gleichen
oder entgegengesetzt gleichen Koeffizienten zu trigonometrischen Funktionen zusammen-
fassen:

V2

(eit - e_it) = 5 (cost + sin t) .

0 VRO V2 oy VR

4 4 4 4
g(t) = 2+ cos® t kann grundsatzlich auch mit trigonometrischen Formeln direkt als reelle
FourieEr-Reihe geschrieben werden, allerdings geht es hier um eine eher weniger bekann-
te Formel, so dafl wohl die meisten lieber gleich die binomische Formel anwenden und
komplex rechnen:

it 4 o—it\3
g(t) =2+cos>t =2+ (76 +2e ) =2+ %(e3it +3e't +3e7 e
LI YO et 3 e 1 st Pes

=3¢ + 3¢ +2+ 3¢ + e (kompleze FOURIER-Rethe)

1
=2+ % cost + 7 C08 3t (reelle FOURIER-Rethe).

Im Falle der komplex gegebenen Funktion h(t) wird man wohl auf jeden Fall zunachst die
komplexe FOURIER-Reihe berechnen, die hier einfach eine geometrische Reihe ist, um dann
daraus via EULER die ,reelle“ Reihe zu bekommen, die hier allerdings teilweise komplexe
Koeffizienten hat:

] _eiNt N N-1 N-1
h(t) = T = Z et =14 Z coskt +1 Z sinkt .
k=0 k=1 k=1

Der zweiweggleichgerichtete Sinus ist die Funktion f(t) = |sin t|. Skizzieren Sie diese Funk-
tion im Intervall [—27, 27t] und berechnen Sie ihre reelle FOURIER-Reihe!

Loésung:
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Da |sin t| im Intervall [, 27t] genauso aussieht wie in[0, 7], ist f(t) bereits periodisch zur

21
Periode m; die zugehorige Kreisfrequenz ist somit w = P 2.

Auflerdem ist |sin t| eine gerade Funktion; in der FOURIER-Reihe treten daher keine Sinus-
terme auf. Wir miissen also nur den konstanten Term und die Kosinusterme berechnen.

Bei der Bestimmung von deren Koeffizienten arbeiten wir mit dem Periodenintervall [0, 7,

in dem der Sinus nicht negativ wird; deshalb kénnen wir die Betragsstriche weglassen.
7T

. 1. —cosT 0 2
Der konstante Term ist ag = — Jsmtdt = —cosm cosd =—.
Vs T s
0

Ansonsten haben wir noch Terme der Form ay cos 2kt mit

7T s
27 2 [ it _p—it  p2kit 4 ,—2kit
a = — sintcosZktdt:—Je ‘e € te dt
T T 2i 2
0 0
1 A e(ZKA1)it _ o (2k+1)it  o(2k—T)it _ o—(2k—1)it
— L : — - dt
udl 2i 2i
0
1 A
= (sin(2k + 1)t —sin(2k — 1)t) dt
0
_ —cos(2k + 1)7t + cos 0 _ —cos(2k — 1)1t + cos 0
2k+ 1)m 2k—)m
2 2 —4

2k+N1m  2k—1)m  (4kZ2 —-1N)m~
cos 2kt
42 —1°

Alternativ hitten wir das Integral auch iiber eine zweifache partielle Integration ausrech-
nen konnen:

. . s 2 4
Die FOURIER-Reise von [sint| ist also — — — Z
T

sint cos 2kt dt = — cos t cos 2kt

7T
7T
— 2k J cos tsin 2kt dt
0 0

=2 —2k | sintcos 2kt

t 7T 7T
— ZkJsintcos 2ktdt | =2 + 4k? Jsintcos 2kt dt.
0
0 0

Damit ist (1 — 4k?) Jsin tcos 2kt dt = 2, also
0

7T
2 (. 2 2 —4
ak—7—TJ's1ntcos2ktdt—7—[- T—a ~ @k —Tn
0

Die einweggleichgerichtete Sinusfunktion ist f(t) = max(sint,0). Skizzieren Sie auch diese
Funktion, und berechnen Sie, ausgehend von der der zweiweggleichgerichteten Sinusfunk-
tion, ihre reelle FOURIER-Reihe ohne zusatzliche Integrationen!

Loésung:
Fiir alle t mit sint > 0 ist f(t) = max(sint,0) = |sin t|; fiir die t mit sint < 0 dagegen ist
f(t) =sint + [sint|. Also ist

sint + |sin t|

f(t) = max(sint,0) = 3
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Die FourlER-Reihe der Sinusfunktion besteht nur aus dem Term sint, die von [sint|

haben wir gerade berechnet; also ist die FOURIER-Reise von f(t)

4 & cos2kt

1T 1.
A P ey

Schliefen Sie aus dem vorigen Ergebnis, wiederum ohne neue Integrationen, auf die Fou-
RIER-Reihe der einweggleichgerichteten Kosinusfunktion f(t) = max(cost,0)!

Loésung: Da cost = sin(% — t) ist, hat f die FOURIER-Reihe

L (7‘[ ) 4Zcos2k(§—t) _l_i_lcost_%zcos[ll;(zn_—ft).

4k2 —1 T 2
k=1 k=1

Fiir gerade Werte von k ist cosk(m — 2t) = cos(2kmt — 2t) = cos(—2t) = cos2t, fiir
ungerades k ist cos k(7t — 2t) = cos(7t — 2t) = — cos 2t, also ist

)+ 71 cos 2kt
A2 1

T 1 4 & (-1
Sf(t):7—r+zcost+7—tz (
k=1

Skizzieren Sie die Funktion f(t) = t — [t], wobei [t] die gréfite ganze Zahl kleiner oder
gleich t bezeichnet, im Intervall [0, 5], und berechnen Sie ihre reelle FOURIER-Reihe!

Losung:

-3 -2 -1 0 1 2 3

Die Funktion ist offensichtlich periodisch mit Periode T = 1, hat also die Kreisfrequenz
w = 27 Sie ist leider weder gerade noch ungerade.
Sie wird allerdings fast ungerade, wenn wir % subtrahieren: Fiir eine ganze Zahl n eine

reelle Zahl t mit 0 < t < 1 ist

fn+t)=t und f(-—m—1t) :f(—(n—l-])—l—(] —t)) =1-1,



also

fln+1t) — % :t—% und f(-n—t)— % =1—t— % :%—t:—f(n—l—t).
Fiir t = 0 ist diese Formel zwar falsch, aber fiir die Berechnung der Integrale stort es nicht,
wenn wir den Integranden an den Intevallenden (oder sonst irgendwelchen endlich vielen
Punkten) verdndern.
Wir betrachten also die ungerade Funktion g(t) = f(t) — 5, von der wir wissen, daf} in
ihrer FOURIER-Reihe nur Sinusterme auftreten.

AAHALS S
ff:ﬁ:ﬁ

Zur Berechnen von deren Koeffizienten beachten wir, dafl f(t) = t ist fiir 0 < t < 1, also
ist dort g(t) =t — 5. Damit ist

1 1 1
by = %J(t— %) sin 207tt dt :2Jtsin2€ntdt—Jsin2€mdt.
0 0 0

Das zweite Integral 148t sich direkt berechnen:

1
Jsin 2t dt = —
0

cos 20t |
2 |, 2Un

was eigentlich auch ohne Rechnung klar gewesen wire, da wir eine reine Schwingung iiber
eine volle Periode integrieren.

Fiir das zweite Integral miissen wir die Regel zur partiellen Integration anwenden: Danach
ist

J tsin 207t dt — _ tcos2{mt . J cos 2{rtt gt — _ tcos2imt n sin 2{7rt
N 20m 20m N 20m (28m)2
also
r tsin 207t dt — _tcos2€7rt n sin 27t |’ _ L
0 N 21 (247m)2 21
1 1 « sin2{mt
und by = — —. Somit ist die FOURIER-Reihe von ¢(t) gleich — — Z L, und die
tr e ¢

von f unterscheidet sich davon nur durch Addition eines konstanten Terms %, ist also

i sin 2€7Tt

NI
>1|—*

=1

Bemerkung: Auch ohne den Trick mit der ungeraden Funktion g ist der Rechenaufwand
in diesem Beispiel nicht sehr viel grofler: Wenn man stur die Formeln aus der Vorlesung
auswertet, kann man auch wieder bei der Integration iiber das Intervall [0, 1] iiberall f(t)
durch t ersetzen, also ist der konstante Koeffizient, das Periodenmittel, gleich

1
ap :Jtdt
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was auch ohne Integration rein elementargeometrisch klar ist.

Fiir die weiteren Terme braucht man die Integrale iiber t cos 2k7tt und t sin 2{7tt, muf also
die Formel fiir partielle Integration anwenden:

J’ t cos 2kt dit — tsinkt J sin 2kt gt — t sin 2k7tt , cos 2kt

-~ 2km 2km -~ 2km (2k7r)?
und

J tsin 207t dt — _ tcos 20t J’ cos 2{mt gt — _ tcos 20t n sin 2{7tt
N 207 20m - 207 (2em)2 -

Fir k > 1 ist somit

1

w 1Jt0082kmdt _ 1 (tsin2kmt  cos 2kt R .
) ~ 2\ 2kn (2km)? )|, (2km?  (2km)?2
0

und
! 1

o M

1
1 . 1 tcos 2t sin 2{7tt
by = 2 Jtst?ﬂt dt = 2 (— e + (2m)2 )

0
Das Ergebnis ist natiirlich dasselbe wie oben.

Die Funktion f: R — R sei periodisch mit Periode 47, und fiir t € [—27, 27] sei

21 fir —t<t< m.

2n+t fir 2n<t<-m
f(t):{
2n—t fir w<t< 2w

Skizzieren Sie f iiber dem Intervall [—47, 47t] und berechnen Sie die reelle FOURIER-Reihe
von f!

Loésung:

ED) 5 o 5 10

f hat die Periode T = 4m, also die Kreisfrequenz w = ZT“ = % Da die Funktion offensicht-

lich gerade ist, gibt es in der FOURIER-Reihe von f keine Sinusterme, und wir kénnen bei
der Berechnung der verbleibenden Koeffizienten eine Fallunterscheidung einsparen, wenn

wir beachten, daf} fiir eine gerade Funktion mit Periode T stets gilt

T/2 T T/2
J f(t) dt:Jf(t) dt=2 J f(t) dt.
~T/2 0 0
Der konstante Term ist das Periodenmittel
: T/2 ) T/2 : 044 2n
a0=1 J ftyd=2 J flt)dt = 5- JantJr J(Zn—t)dt
~T/2 0 0 m
1 27 27 : > 5
= — JZT[dt—Jtdt = (a2 ) =T
T T 2 4

0 7
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Die Koeffizienten der hoheren Kosinusterme lassen sich berechnen als

T/2 T/2 2
2 4 1 kt
G = 3 J f(t) coskwtdt = T J f(t) coskwtdt = - J f(t) cos > dt
- 0 0
1 T K 271 K : 27 K 271 K
t t t t
= J'27rcos7dt—|— J(Zﬂ—t)cosTdt = JZ’/rcos?dt— Jtcosidt
0 7 0 4

Im letzten Ausdruck verschwindet das erste Integral, da hier ein Kosinus von null bis
zu einem ganz- oder halbzahligen Vielfachen der Periodenldnge integriert wird. Fiir das
zweite Integral berechnen wir zunédchst durch partielle Integration eine Stammfunktion
von tcos wt:

sin wt sin wt tsinwt coswt
Jtcoswtdt:t- —J dt = + >
w w w
kt 2 kt 4 kt
d.h. Jtcos > dt = %sin > + %3 cos 5 Somit ist
27
a ——1 Jtcosktdt—zsinkﬂ—4sink71+ 4 coskn—coskﬂ
KT T n 20 kT2 k k2 2
7T
*zsinkn—l— 4 coskﬂ cos k7t
ok 2 mk? 2 ’

Fiir gerades k = 2{ ist
k k
sin%r:sin(hrzo, COS%ZCOS@T[Z(—”Z und coskm=1,

also ist ay = O fiir durch vier teilbare k und —8/7tk? sonst.
Fiir ungerades k =20+ 1 ist

k k
sin%[ =gin <€7r—|— E) =(=1)% cos 77[ =0 und coskm=cos(2{+ ) =cosmt=—1,

2
also ist ay = (—1)* 24 und wir erhalten als Endergebnis
k — K kZTE ) g
o falls k = 0 ist
] 0 falls k # O durch vier teilbar ist
e = % falls k gerade, aber nicht durch vier teilbar ist °

(-1 (2 — %) falls k =20+ 1 ungerade ist

k27

Die Funktion f: R — R sei periodisch mit Periode vier, und fiir t € [—2, 2] sei f(t) = t>—2.
Skizzieren Sie f iiber dem Intervall [—10, 10], und berechnen Sie die reelle FOURIER-Reihe
von f!

Lo6sung:
f hat die Periode T = 4, also die Kreisfrequenz w = sz = 7. Da die Funktion offensichtlich

gerade ist, gibt es in der FOURIER-Reihe von f keine Sinusterme.
Der konstante Term ist das Periodenmittel
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Die Koeffizienten der hoheren Kosinusterme lassen sich berechnen als

2 2
ayg = % J f(t) coskwtdt = % J t? cos kwt dt — % -2 J coskwtdt.
-2 =2 -2

Das letzte Integral verschwindet, da hier der Kosinus iiber k volle Perioden integriert wird;
bleibt also das erste.
Eine Stammfunktion von t? cos kwt kann man sich durch zweimalige partielle Integration

verschaffen:

sinkwt J Ztsin kwt dt
kw

_ 2sinkwt _ oy, Cos kwt J’z —coskwt

T kw (kw)? (kw)?

cos kwt 2sinkwt iC
(kw)? (kw)3 '

Jtz coskwt dt = t2

sin kwt
2
kw

=2

Diese Funktion miissen wir an den Stellen +2kw = +2k - 7 = +kn auswerten; da dort

der Sinus verschwindet und
1 fiir gerade k — (=)

cos (ikﬂ) - { 0 fiir ungerade k

ist, erhalten wir das Ergebnis
(=D* _ 16 (=1)*

2
=(2-(=2) (kw)2 ~ w2 K2

B 1 2 coskwt
=3 (kw)2

Die FouRIER-Reihe von f ist also

2 16 & T
Sf(t):_§+ﬁz K2 2




