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14. Ubungsblatt Héhere Mathematik IT

Fragen: (je ein Punkt)

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht lainger als etwa zwei Zeilen
sewn und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begrindung
werden nicht gewertet.

1) Richtig oder falsch: Verdoppelt man alle Werte einer Mefreihe, verdoppelt sich dadurch
auch die Standardabweichung.

Loésung: Richtig: Da sich auch der Mittelwert verdoppelt, vervierfacht sich die Varianz;
die Standardabweichung als deren Quadratwurzel verdoppelt sich also.

2) Nach dem Brechungsgesetz gilt fiir die Winkel o des einfallenden und (3 des gebrochenen
Strahls die Beziehung :igg = n, wobei n der (relative) Brechungsindex ist. Wie wirken
sich Fehler bei der Bestimmung von « und 3 auf n aus?

Losung: Nach dem Fehlerfortpfanzungsgesetz ist
on 2 <an )2 cos? sin? « cos? B
An = —Ax) + | A = Ax)? + ————(AB)?.
\/<aoc ) op B sinzﬁ( ) sin® B (48)

3) Zehn Damonen seien nach den Regeln des LAPLACEschen Fehlermodells damit beschaftigt,
Ihre Meflergebnisse zu verfdlschen. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dal das Ergebnis
trotzdem richtig ist?

4) Eine Mefireihe habe Mittelwert 3,8 und Standardabweichung 0,1. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit ist der dritte MeBwert grofler als vier?

Losung: Vier ist um zwei Standardabweichungen grofler als der Mittelwert, die Wahr-
scheinlichkeit, dafl der dritte (oder sonst irgendein fester) MeBwert grofler ist, liegt also
bei 1 —F(2) =~ 0,02275 mit

X
F(x)z\/%r J e t/24t.

— 00

5) Richtig oder falsch: Ist X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert x, so ist X? eine
Zufallsvariable mit Erwartungswert x2.

Losung: Falsch: Ist X etwa standard-normalverteilt, so ist E(X) = 0, aber E(X?) =
Var(X) =1 # 02

Aufgabe 1: (6 Punkte)
a) Der jahrliche Hochststand des Pegels Haltern des Flusses Stever ist mit ziemlich guter

Genauigkeit normalverteilt mit Mittelwert 4 m und Standardabweichung 2 m. Wie grofl
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl er 2007 zwischen zwei und drei Metern liegt?



b)

d)

Lésung: F(z) sei hier stets die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

Die Pegelstdnde 2m und 3 m liegen eine bzw. eine halbe Standardabweichung unter dem
Mittelwert, die Wahrscheinlichkeit ist also

F(—0,5)—F(—1) = (1—F(0,5)) — (1—F(1)) = F(1)—F(0,5) ~ 0,841345—0,691462 = 0,14988

oder etwa 15%.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl der FluBl néchstes Jahr irgendwann einen
Pegelstand von mehr als sieben Meter erreicht?

Losung: Das wéaren mehr als die eineinhalbfache Standardabweichungen; die Wahrschein-
lichkeit dafiir ist
1—F(3/2) ~ 0,0668 .

Was konnen Sie iiber die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir letztes Jahr sagen?

Losung: Da das letzte Jahr vorbei ist, gab es entweder einmal einen Pegelstand von
iiber sieben Meter oder nicht; die Wahrscheinlichkeit ist also entweder eins oder null. Wer
Genaueres wissen will, frage einen kundigen Einwohner von Haltern.

Ab welchem Pegelstand kann man von einem Jahrhunderthochwasser reden?

Losung: Ein Jahrhunderthochwasser tritt auf, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir einen so
hohen Pegelstand hochstens 1/100 ist. Die Gleichung F(z) = 0,99 hat die Lésung z =~ 2,33,
der Pegelstand muf} also mindestens 4 + 2,33 - 2 = 8,66 m betragen.

Was konnen Sie iiber Jahrhhunderttiefststdnde sagen?

Loésung: Wegen der Formel F(—z) = 1 —F(z) mu$ hier der Pegellstand um 2,33 Standard-
abweichungen unter dem Mittelwert liegen, also bei -66 cm. Ob das physikalisch méglich
ist, héngt von den lokalen Gegebenheiten in Haltern ab; méglicherweise ist man hier aber
schon in einem Bereich, in dem die Approximation durch eine Normalverteilung nicht
mehr richtig sein kann.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Ein beliebtes, weil einfaches Verfahren zur ndherungsweisen Erzeugung (standard)-normal-
verteilter Zufallsvariablen besteht darin, dal man zwdlf voneinander unabhéngige im In-
tervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen addiert und sechs vom Ergebnis subtrahiert.
Begriinden Sie, warum dieses Verfahren einigermaflen brauchbare Ergebnisse liefert!

Loésung: Jede einzelne der Zufallsvariablen hat Erwartungswert % und Varianz

1/2

1

] 2 - 2 . ] .
J(x—z) dx = J u du—1—2,
0 172

die Summe hat also Erwartungswert sechs und Varianz eins. Nach Subtraktion von sechs
erhalten wir eine Zufallsvariable mit Erwartungswert null und Varianz eins.



Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist eine Summe voneinander unabhéngiger identischer
Zufallsvariablen mit wachsender Zahl der Summanden in immer besserer Ndherung nor-
malverteilt; zwolf Summanden sind zwar noch nicht sonderlich viel, aber einigermafien
sollte die Normalverteilung doch angenédhert werden.

NB: Tatsédchlich wird sie sogar recht gut angenéhert: Untenstehende Abbildung zeigt die
Verteilungsdichte fett ausgezogen und dazu gestrichelt die Verteilungsdichte einer Nor-
malverteilung:

Aufgabe 3: (5 Punkte)

a) In zehn preuBischen Kavallerieregimentern wurden iiber zwanzig Jahre hinweg die jahrli-
chen Todesfélle durch Hufschlag gezdhlt: 109 mal gab es keine Todesfélle, 65 mal einen, 22
mal zwei, dreimal drei und einmal kam es vor, daf ein Regiment wahrend eines Jahres vier
Tote zu beklagen hatte. Finden Sie eine PoOIssoN-Verteilung, die diese Zahlen ungefahr
beschreiben konnte, und vergleichen Sie die aufgrund dieser Verteilung berechneten Wahr-
scheinlichkeiten mit den beobachteten Haufigkeiten!

Losung: Insgesamt gab es
65-1+22-2+3-34+1-4=122

Todesfélle durch Hufschlag, also im Mittel

122
10-20 061
pro Jahr und Regiment. Falls sich die Haufigkeiten pro Jahr und Regiment durch eine
PoissoN-Verteilung beschreiben lassen, sollte deren Erwartungswert gleich diesem Mittel
sein. Da der Erwartungswert einer POISSON-Verteilung gleich dem Parameter ist, ver-
gleichen wir also mit einer POISSON-Verteilung mit Parameter A = 0,61; die erwartete
Wahrscheinlichkeit fiir k Todelsfélle in einem Jahr und Regiment ist dann

e 061.061% 0331444 -0,61*
k! - k! :

P(X=k) =



b)

Die erwartete Anzahl von Fallen, dafl es in einem Jahr in einem Regiment k Todesfélle
durch Hufschlag gab, ist 200-P(X = k), da es 200 Paare aus Jahren und Regimentern gibt.
In Zahlenwerten ergibt sich (auf zwei Nachkommastellen gerundet)

k tatsdchliche tatsdchliche berechnete berechnete
Fallzahl Haufigkeit  Wahrscheinlichkeit  Fallzahl

0 109 54,50% 54,34% 108,67

1 65 32,50% 33,14% 66,29

2 22 11,00% 10,11% 20,22

3 3 1,50% 2,06% 4,11

4 1 0,50% 0,31% 0,63

>5 0 0,00% 0,04% 0,08

Die letzte berechnete Wahrscheinlichkeit 0,08 wurde berechnet als eins minus Summe der
dariiberstehenden Werte. Wie man sieht ist die Ubereinstimmung zwischen theoretisch
berechneten und tatséchlich beobachteten Werten in der Tat sehr gut (weshalb dieses
Beispiel auch in vielen Statistiklehrbiichern zu finden ist).

Welche Verteilung beschreibt n&herungsweise die Gesamtzahl der in einem Jahr durch
Hufschlag getoteten Offiziere aus allen zehn Regimentern?

Lésung: Da Tod durch Hufschlag auch auf alle zehn Regimenter bezogen ein seltenes
Ereignis ist, konnen wir auch hier von einer POISSON-Verteilung ausgehen. Deren Para-
meter A der PoissoN-Verteilung ist gleich dem Erwartungswert, und Erwartungswerte
addieren sich; also ist der Parameter der Summenverteilung gleich der Summe der Pa-
rameter der Summanden. Hier geht es um zehn Verteilungen mit identischem Parameter
A =0,61; die Summe ist also PoIssON-verteilt mit Parameter 6,1.



