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Nachklausur Hohere Mathematik I

oo Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Thren Namen! X

Fragen: je zwei Punkte

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht linger als etwa zwet Zeilen
sewn und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begrindung
werden nicht gewertet.

Richtig oder falsch: Die differenzierbaren Funktionen f:R — R mit f'(x) > 0 fiir alle
x € R bilden einen Vektorraum.

Losung: Falsch; beispielsweise ist zwar f(x) = x? eine solche Funktion, nicht aber (—1)-f.

Richtig oder falsch: ]F24 hat einen Untervektorraum mit acht Elementen

Losung: Richtig, beispielsweise das Erzeugnis der ersten drei Einheitsvektoren, d.h. die
Teilmenge aller Vektoren mit vierter Komponente Null.

Richtig oder falsch: Ist @:V — V eine lineare Abbildung, soauch{:V — V; V— 2¢ (3\7’)

Losung: Richtig: Fiir zwei Skalare A, i und ¥, W € V ist Y(AV+ pw) = 2 (3(AV+pw)) =
6@ (AV + uw) = 6A@(V) + 6 (W) = A - 20(3V) + 1 - 20(3W) = M) (V) + pb (W) .

Geben Sie die Menge M = {x € Z | 999x = 1 mod 2005} explizit an!

Losung: M enthélt genau die Zahlen x € Z, zu denen es ein y € Z gibt, so dafl gilt:
9299x + 2005y = 1. Anwendung des EukLiDischen Algorithmus auf 999 und 2005 ergibt

2006:999= 2Rest 7—=—7=1-2005—-2-999

999: 7=142Rest 5=5=1-999—-142.7 =285-999 — 142 - 2005
7: 5= 1Rest2=2=7-5=143-2005—287-999
5: 2= 2Rest 1= 1=5-2-2=2859-999—428-2005

Also ist M = {859 + 2005k | k € Z}.

1 2 3 45

2 3 4 5 6
Wasistdet | 3 4 5 6 7| 7

4 5 6 7 8

5 6 7 8 9

Losung: Da die Differenz zweier aufeinanderfolgender Zeilen (oder Spalten) stets der
Vektor mit lauter Komponenten eins ist, hat die Matrix nur Rang zwei, ist also nicht
invertierbar und hat somit Determinante null.

Bestimmen Sie fiir jedes a € R die Niveaulinie N (f) von f:R? - R; (x,y) — ex’ +u’ |
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Lésung: Da fiir x,y € R stets x? + y2 > 0 ist, nimmt f nur Werte > 1 an. Fiir a < 1 ist
somit N (f) = 0, fiir a = 0 ist No(f) = {(0,0)}, und fiir a > 1 schliellich ist N (f) die
Kreisline {(x,y) € R? | x* + y? =Ina} um den Nullpunkt mit Radius vIna.

Richtig oder falsch: Die Rotation eines Vektorfelds ist quellenfrei.

Loésung: Richtig, denn div rot V = 0 fiir jedes (mindestens zweimal stetig differenzierbare)
Vektorfeld V.

Aufgabe 1: (10 Punkte)

M C C°(R, R) bestehe aus allen Polynomen vom Grad héchstens zwei in sin x sowie allen
Polynomen vom Grad hochstens zwei in cos x, d.h. also aus Elementen der Form

f(x) =a+bsinx +csin®x und g(x) = o+ Bcosx +ycos® x.

Ist M ein Untervektorraum von C°(R, R) ?

Losung: Nein, denn beispielsweise liegen sinx und cosx in M, nicht aber deren Summe
sinx + cos x.

V = [M] sei der von M erzeugte Untervektorraum von C°(R, R). Bestimmen Sie seine
Dimension sowie eine Basis B von V!

Losung: Offenbar kann jedes Element von V als Linearkombination der sechs Funktionen
1,sinx, sin? x, cos x und cos? x geschrieben werden. Diese Funktionen sind aber nicht linear
unabhéngig, denn sin” x +cos? x — 1 = 0 ist eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.
Deshalb erzeugen bereits die ersten vier dieser Funktionen den Vektorraum, und diese
sind linear unabhangig: Ist ndmlich

A-1+p-sinx+v-sin®x+pcosx =0,

so erhédlt man fiir x = 0 und x = 7t die beiden Beziehungen A + p =0 und A — p =0, also
A = p = 0. Die speziellen Werte x = +7/2 zeigen sodann, dafl auch p+~v und —p+v
verschwinden, d.h. p =~v = 0. Somit ist das System B = (1,sinx, s sin? X, cos x) eine Basis
von V und V hat die Dimension vier.

Zeigen Sie: Die Vorschrift ¢(f) = f”/ + f definiert eine lineare Abbildung ¢:V — V!

Lésung: Zunichst miissen wir uns iiberlegen, dafl ¢(f) fiir ein Element f € V wieder in V
liegt. Dazu reicht es, die Bilder der Basisvektoren zu betrachten, die wir nachher in e)
ohnehin brauchen:

e(1)=04+1=1, ¢(sin) =—sin+sin=0, ¢(sin®)=2cos? —sin? =2 — 3sin®

und ¢(cos) = — cos + cos = 0. Offensichtlich liegen alle diese Funktionen in V.
Als nachstes mufl die Linearitdt nachgewiesen werden: Fiir f,g € V und A, 1 € R ist

@(Af +pg) = (Mf +pg)” + (AMf + ng) = M + pg” + Af + pug = A(f" +f) + p(g” + g)
=Ao(f) + no(g).

Welche Dimensionen haben Kern und Bild von ¢ ?

Losung: Nach ¢) wird das Bild erzeugt von 1 und 2 — 3sin?, ist also zweidimensional.
Nach der Dimensionsformel ist daher auch

dimKerngp =dimV —dimBildp =4—-2=2.



e) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der in b) gefundenen Basis B!

Losung: In den Spalten der Abbildungsmatrix stehen die Koeffizienten der Basisdarstel-
lung der Bilder der Basisvektoren; letztere kennen wir aus b) und erhalten die Abbildungs-

matrix daher sofort als 5, 0

0
0
0
0

O OO —-
o wWwo

0
0
0

Aufgabe 2: (8 Punkte)

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a € R die Losungsmenge L, des linearen Gleichungs-
systems

2w+ x+ 3y+ z = 0 M
—4w— x— 4y— 2z 3 (2)
2w+3x+ S5y— z = 2 (3)
8w+ 4x + 12y +a’z =a+2 4)

I

Hinweis nur zur Kontrolle auf Rechenfehler: Fiir viele Werte von a ist z = 7
a J—
Losung: Zur Elimination von w aus den letzen drei Gleichungen subtrahieren wir die
erste Gleichung zweimal von der zweiten, einmal von der dritten und viermal von der
vierten:

X+ 2y 3 (5)
2x + 2y — 2z = +2 (6)
(a?—4)z =a+2 (7)

Auch wenn es nicht viel bringt, kénnen wir die zweite dieser Gleichungen noch durch zwei
kiirzen:

2x+2y—2z = +2 (6")

Als nichstes soll x aus den Gleichungen (6’) und (7) eliminiert werden; da es in (7) ohnehin
nicht vorkommt, recht es dazu, Gleichung (5) von (6’) zu subtrahieren:

-2y — 2z =—4 (8)
(a? —4)z =a+2 (7

Dies wird etwas einfacher, wenn wir Gleichung (8) noch durch —2 kiirzen:

y+ z =2 (8)
(@ =4z =a+2 (7)

Mit den Gleichungen (1), (5), (8') und (7) ist die Treppengestalt erreicht und wir kdnnen
uns an die Berechnung der einzelnen Variablen machen:

Fiir a = 2 wird (7) zu 0z = 4, was offensichtlich unlésbar ist; somit ist das gesamte
Gleichungssystem fiir a = 2 unlésbar.

Fir a = —2 wird (7) zu 0z = 0, was fiir alle z € R erfiillt ist; hier kénnen wir fiir z also
eine beliebige reelle Zahl A einsetzen.



Fiir a # 42 schliellich kénnen wir zundchst mit a + 2 kiirzen und dann durch a — 2
dividieren und erhalten

Gleichung (8') ergibt sodann

y=2—z= 2—$:2a“:25 fiir a # £2
2—A fira=-2

Dies kénnen wir weiter einsetzen in Gleichung (5) und dann nach x aufldsen:

X:3_2y:{3—4+ﬁ:—g—_;‘ fiir a # +2
2A—1 fira=-2

SchlieBlich zeigt Gleichung (1), da3

w:—%(x+3y+z):—%(2z—1+6—3z+z) =—

ist, unabhéngig von a. Die Losungsmenge ist daher
5 a—4 2a-5 1
(5 i 5
La {( 25’ a—2" a-2’ a—Z)} ur a7 £2,
L ,= {(—2,27\—1,2—7\,7\) ‘AGR} und £ =10.

Aufgabe 3: (8 Punkte)
Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Matrix

28 -1 8 2
M=1|35 925 3]|!
6 3 4 3 6

Lésung: Wir bestimmen nach GRAM-SCHMIDT eine Orthogonal- sowie eine Orthonormal-

basis des von den Spaltenvektoren @7, ..., ds aufgespannten Untervektorraums des R? und
stellen die Spaltenvektoren in dieser Basis dar.
Als ersten Vektor der Orthogonalbasis kénnen wir den ersten Spaltenvektor by = @

wéhlen; wegen
V1| =v22+324+62=Vv49 =7
ist der zugehorige Vektor der Orthonormalbasis ¢ = ]7(1'1 und dementsprechend d1 = 7.

Fiir den zweiten Vektor der Ortl_l’ogo_l’lalbasis machen wir den Ansatz 62 =d; —I—?\61 , Wobei
A so gewahlt werden muf}, da8 b, - b; = d;, - dj + Ad; - d; =0 ist. Da

dy-dr=2-84+3-5+6-3=49

gleich dem Quadrat der Lénge von d; ist, folgt A = —1 und
byp=d—di=| 2
-3

Auch dieser Vektor hat die Lange sieben, der zugehorige Vektor der Orthonormalbasis ist
also 4, = —bz und @ = b, + dy =741 +74d2.



Fiir den noch fehlenden dritten Vektor der Orthogonalbasis ist der Ansatz entsprechend:
. _‘_‘ :_’31“}‘7\6]‘?‘1—162 mit 63-61253-62:0.

3:by=d3-by+Ad1-d1 =(—24+27+24)+ 4N = A =—1

bs-by=ad3-ba+uby-b2=(—64+18—12)+4%u—= u =20

. . —1 2 -3
b3 =dz;—b; = 21-13 | = 6
4 6 -2

Auch dieser Vektor hat die Lange sieben; um eine Orthonormalbasis zu erhalten, miissen
wie also einfach alle Vektoren der Orthogonalmatrix mit % multiplizieren:

1 (2 1( © 1 (73
alz? 3], 6227 2 und 53:7 6
6 -3 2

Wegen b3 =d;—byist d3=b3+b; = 7¢1+7q3 .
Die nach verbleibenden beiden Spaltenvektoren machen keine Arbeit mehr, da sie mit
bereits betrachteten iibereinstimmen: d4 = d» = 7¢1 + 742 und ds = d7 = 7d;. Somit ist

1 2 6 3 7 7 7 7 7
Q= - 3 2 6 und R=]10 7 0 7 O
6 -3 -2 0 07 00

Invertieren Sie die Matrix Q aus dieser Zerlegung!

Lésung: Da Q eine orthogonale Matrix ist, ist Q'Q = E, d.h.

. [ 23 6
Q*1:tQ:? 6 2 -3
-3 6 2

Aufgabe 4: (4 Punkte)
Eine Matrix A € C™*™ heiit symmetrisch, falls ‘A = A ist, HERMITEsch, wenn ‘A = A

ist, orthogonal, wenn ‘AA = E ist und wunitdr, wenn 'AA = E ist. Welche dieser vier

. . . 1 /3 4
. ?

Eigenschaften hat die Matrix A 5 ( 4 3 ) 7
Losung: Offensichtlich ist 'A = A, die Matrix ist also symmetrisch. Sie ist aber nicht
HerMITEsch, denn in der komplex konjugierten Matrix werden die Eintrage 41 zu —4i, so
daf} diese nicht gleich der transponierten Matrix ist.
*AA ist offensichtlich nicht die Einheitsmatrix: Der Eintrag links oben ist das Produkt der
ersten Zeile von 'A mit der ersten Spalte von A, also das Produkt

1,5 5 2—16

_ 4)2) = 2 —°

2537+ (%) = 5
Somit ist A nicht orthogonal.
A ist aber unitdr, denn fA - A ist die Einheitsmatrix.

£1.

Was ist A~ 1?

Lésung: Fiir eine unitdre Matrix ist A~ = *A; da A symmetrisch ist, folgt speziell fiir

diese Matrix
_ — 3 -4
1 _ 7 _
AT'=A= ( 43 3 ) .
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Berechnen Sie det(A)!

Losung: det A = 5]—2(3-3—41-41) = 9—;—5]6 =1.

Aufgabe 5: (6 Punkte) 0 2 1
Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A=| -1 3 1 |!
(Hinweis: Die Eigenwerte sind einstellige ganze Zahlen.) -2 2 3

Lésung: Die Eigenwerte sind die Nullstellen von

A 2 1
det(A—AE)=|—-1 3—A 1
-2 2 3-A
=—AB=A)-B=A)+2-1-(=2)+1-(=1)-2=1-3=A)- (=2) = (=A) - 1-2—2-(=1)- (3—=7)
=N+ N —4-24+6—-20+2A+6—2A
=N +6M—1IA+6.

Laut Hinweis sind diese Nullstellen einstellige ganze Zahlen; Probieren zeigt, daf es dabei
um die drei Zahlen A = 1,A; = 2 und A3 = 3 handelt.

-1 2 1
InA-—MNME=A—-E=| -1 2 1] ist offensichtlich die dritte Spalte das Negative
-2 2 2
1
der ersten, also erfiillt der Vektor V4 = | 0 | die Gleichung AvV; = 0 und ist somit

1
Eigenvektor. Da der zweite Spaltenvektor von A —E linear unabhingig vom ersten ist, hat
die Matrix Rang zwei, das LGS AX = 0 also einen eindimensionalen Ldsungsraum, so dafl
V1 diesen Losungsraum, den Eigenraum zum Eigenwert eins, aufspannt.

-2 2 1
InA—ANE=A—-2E=| —1 1 1| haben die ersten beiden Spalten den Nullvektor
-2 21
als Summe und sind linear unabhdngig von der dritten; hier wird der Higenraum also
1
aufgespannt von v, = | 1
0
-3 2 1
InA—ME=A—-2E=1| -1 0 1| schliellich ist die Summe aller drei Spalten der
-2 2 0
1
Nullvektor; hier wird der Eigenraum also aufgespannt von vz = | 1

1

Gibt es eine Basis von R3, beziiglich derer A Diagonalgestalt hat?
Losung: Die obigen Vektoren v, V>, V3 sind linear unabhéngig, denn

A p+v
AV1 + uvy +vv3 = w—+v
A+v

kann offensichtlich nur dann gleich dem Nullvektor sein, wenn A = p =+v = 0 ist. Da drei
linear unabhéingige Vektoren im R> eine Basis bilden, ist (V;,V,,V3) somit eine Basis aus



b)

Eigenvektoren. Beziiglich dieser Basis hat die Matrix die Diagonalgestalt mit

den Eigenwerten als Diagonaleintrédgen.

O O —
oSN O
w O O

Aufgabe 6: (4 Punkte)
Zeigen Sie: Fiir zwei Vektorfelder \7, W e (R™, R™) und zwei reelle Zahlen A, u € R ist
Iwauw =Ny + !

als i-te Komponente, und das ist nach der LEiBNIZ-Regel

d(fg)
aXi

Lésung: grad(f - g) hat

. of 0g
leich f .
geich g aXi + axi

Das ist aber gerade die i-te Komponente von f grad g + g grad f.

R?Z 5 R

x . P Gradient und HESSE-
x,y) — e*Y —sinxcosy +x° + 1

Berechnen Sie fiir die Funktion f:

Aufgabe 7: (6 Punkte)
Matrix! {

Losung: Die Funktion ist offensichtlich mindestens zweimal stetig differenzierbar (sie
ist sogar analytisch); es reicht also, die partiellen Ableitungen zu berechnen. Fiir den
Gradienten bekommen wir

fx(x,y) =ye*¥ —cosxcosy + 2x
fy(x,y) =xe*Y +sinxsiny
Vix y)(ye"y — COSXCOSY +2x>

xeXY + sinxsiny

Fiir die HEssE-Matrix kénnen wir aus dem SCHWARZschen Lemma folgern, daf f,, = fy«
ist, wir miissen also nur eine der beiden gemischten Ableitungen berechnen.

frox(X,4y) = y?e*Y +sinxcosy + 2
fxy (x,4) = (1 +xy)e*Y + cosxsiny
fyy(x,y) = x*e*¥ +sinx cosy

Damit ist H¢(x,y) die Matrix

2

y?e™ +sinxcosy+2 (14 xy)e*y + cosxsiny
(1+xy)e*Y + cosxsiny x-e*Y + sinx cosy '

. cos(x +y + z)
Berechnen Sie die JAcOBI-Matrix J; des Vektorfelds V(x,y,z) = sin(xyz) !
x? +y? +2?
Losung: In den Zeilen der JACcOBI-Matrix stehen die partiellen Ableitungen der Kompo-

nenten von V; bezeichnen wir diese mit f, g, h, so ist also

fx fy 12 —sin(x+y+z) —sin(x+y+z) —sin(x+y-+z)
Jo=19x 9y 9z ]| = yz cos(xyz) xz cos(xyz) xy cos(xyz)
hy hy h; 2x 2y 2z



