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Modulklausur H6here Mathematik I1

Fragen: (je zwei Punkte)

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht linger als etwa zwetr Zeilen
setn und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begrindung
werden nicht gewertet.

1) Richtig oder falsch: f(z) =1 ist holomorph.

Losung: Richtig, denn jede konstante Funktion ist holomorph. (In den CAUCHY-RIEMANNschen
Differentialgleichungen verschwinden alle vorkommenden Ableitungen.)

dz

3005 fiir y: [0, 271] — C mit y(t) = e't?

2) Was ist J
v

Losung: Der Integrand ist meromorph mit einem einzigen Pol bei z = 0. Das Resi-
duum dort verschwindet, da die LAURENT-Reihe nur den Term 1/2z%°0% enthilt. Damit
verschwindet nach dem Residuensatz auch das Integral.

3) Richtig oder falsch: Die Matrix A € R**% mit a;; = (i —j)? ist diagonalisierbar.
Loésung: Richtig, denn sie ist symmetrisch, hat also lauter reelle Eigenwerte, deren geo-

metrische Vielfachheit jeweils mit der algebraischen iibereinstimmt.

4) Bestimmen Sie die reelle FOURIER-Reihe von f(t) =sintcost!

it _ it it | ,—it 2it _ o—2it g
Losung: sintcost = (e Zie ) . (e +2e ) _ € 4: = ZsinZt.

5) Richtig oder falsch: Die Differentialgleichung y(3)(t) = y(t) hat eine nichtkonstante
periodische Losung.

Losung: Richtig, denn das charakteristische Polynom A3 — 1 hat aufier der reellen Losung
A = 1 auch noch zwei konjugiert komplexe, die auf Sinus- und Kosinusfunktionen fiihren.

6) Richtig oder falsch: Das Anfangswertproblem 1j(t) = 4y(t)*/> mit y(0) = 0 ist eindeutig
l6sbar.

Losung: Falsch: y(t) = 0 und y(t) = t° sind zwei verschiedene Losungen.

Aufgabe 1: (6 Punkte)

T16x
J (x2 4+ 1)(x2 +4x +5)

—0o0

Berechnen Sie dx!

Losung: Fiir reelles R > O sei der Integrationsweg yr der Halbkreis um den Nullpunkt
vom Punkt R durch die obere Halbebene zum Punkt —R; in Formeln also

vr:[0, M = C;  t— Re't.



b)

Or sei der Integrationsweg, der mit yr beginnt und dann entlang der reellen Achse von
—R nach R geht. Damit ist o eine geschlossene Kurve, und Integrale entlang dr kénnen

nach dem Residuensatz berechnet werden.

16
Zur Berechnung von J > ZZ dz brauchen wir also zunachst die Pole des
g (2% +1)(22 +4z+5)

Integranden; diese sind die Nullstellen der beiden Faktoren des Nenners, also z = +i fiir
den ersten und z = —2 =+ 1i fiir den zweiten. Insbesondere sind alle Pole einfach.

Im Innern des von 8y berandeten Halbkreises liegen (fiir R > +/13) nur die beiden Pole
mit dem positiven Imaginéarteil; wir brauchen also deren Residuen:

Res. 16z  lim 16z(z —1)
T2+ +4245) =i (22 +1)(22+4z2+5)
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Nach dem Residuensatz ist daher fiir R > /13

J 16z dz
(z2+1)(z2 +42z+5)
Or
16z 16z
P » L a
™ (Res“ ET )22 +42+5) O @ ) 1 a1 5))

—2mi-(1—i—1+3i) = —4nm.

Das ist auch der Wert des gesuchten Integrals, denn fiir R — oo geht wegen Vg (t) = iRelt
der Integrand von

7T

J 16z dz— J 16iR? 2 dt
(22 +1)(z2+4z+5) ] (R2e2it + 1)(R2e2it 4 4Relt +5)
YR 0

gegen Null, also — wegen des festen Integrationsintervalls [0, 7t] — auch das Integral, so dafl
das Integral iiber g fiir R — oo zum Integral iiber die reelle Achse wird.

Aufgabe 2: (7 Punkte)
Die Funktion f:R — R sei periodisch mit Periode 7, und fiir —5 <t < J sei f(t) = sint.
Skizzieren Sie die Funktion f iiber dem Intervall [—27, 27 !

05}
Loésung: . 5 . //} ; ;
g

Ist f gerade, ungerade oder keines von beiden?

Losung: f ist ungerade.



c)

d)

b)

Berechnen Sie die FOURIER-Reihe von f !

Losung: Da f eine ungerade Funktion ist, gibt es nur Sinusterme. Die Periode ist 7, also
ist =27 = 2.
7T

/2 /2
2 2
Der Koeffizienten b, von sin 2{t ist by = - J f(t)sin2¢t dt = - J sin tsin 20t dt, was
—7t/2 —7t/2

/2

by =

mit der am Ende der Klausur angegebenen Formel fiir [ sintsinatdt, angewandt mit
2 <1sin(2€— Dt[™? 1sin(20+1)t
T

a = 2{, berechnet werden kann:
/2
2 21 a2 2 20+1 _ﬂ/2>

sin(tr— 3) —sin(—{bx— §)) _ sin(br+3) —sin(~(en + g»)

201 20+ 1

sin({mt— %) sin({n+ 5)
201 20+1
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8
Die gesuchte FOURIER-Reihe ist damit S¢(t) = -

Wo tritt bei der Konvergenz dieser FOURIER-Reihe das GiBBS-Phédnomen auf, und wohin
konvergiert die Reihe an diesen Punkten?

Lésung: Genau an den Unstetigkeitsstellen, also den ungeradzahligen Vielfachen von 7/2.
Die Reihe konvergiert dort gegen den Mittelwert aus links- und rechtsseitigen Grenzwert,
also gegen null.

Aufgabe 3: (5 Punkte) int fir [t| <
sint fiir |t| <

Berechnen Sie die FOURIER-Transformierte der Funktion f(t) = { , und

geben Sie diese in rein reeller Form an! 0 sonst
o 7T

Losung: Nach Definition ist f(w) = J f(t)e **tdt = J sinte "' dt, was sich nach
—o0 —7

der im Anhang zur Klausur angegebenen Formel fiir [sinte®' dt mit ¢ = —iw weiter

ausrechnen 148t, wenn man beachtet, daf sin(+7) = 0 und cos(+7) = —1 ist:

flw) = e twt (Ciwsint — cost) " e el Jisintw 94 sin T
S 1—w? o l—w?2 T 1—w?2 w21
—TT
78
Berechnen Sie fiir g(w) = s11(L7rw und h(w) = 7i(8(w+1) —8(w —1)) die Faltung g*h!

Lésung: Faltung mit §(w — a) verschiebt das Argument um a; somit ist

g*h(w):2m< w+1 w—1 w—1 w+l w?—1"

sinm(w +1) sin7r(w—1)) o (sinmv sinnw) _4 . sin 7tw

denn sin(t £ 1) = —sin't.



c)

b)

Warum sind die Ergebnisse von a) und b) (fast) gleich?

Losung: g(w) ist die FOURIER-Transformierte des Rechteckimpulses mit Wert eins zwi-
schen —7 und 7t und h(w) ist die der Sinusfunktion. Multiplikation des Sinus mit dem
Rechteckimpuls ergibt die Funktion f; ihre FOURIER-Transformierte ist somit bis auf einen
Vorfaktor 21—71 die Faltung der FOURIER-Transformierten der beiden Faktoren.

Aufgabe 4: (9 Punkte)

Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A =
algebraische und geometrische Vielfachheiten!

S o
N BN

2
2 | sowie deren
4

Loésung: Das charakteristische Polynom von A ist
2—A 2 2

det(A—AE)=| 0 4—A 2 _(2—7\)‘
0 2 4-A

4—A 2 | 2

2l ey,
was fiir A = 2 und fiir A =4 + 2 verschwindet. A = 2 ist also eine doppelte und A = 6 eine
einfache Nullstelle. Somit hat A die Eigenwerte A = 2 mit algebraischer Vielfachheit zwei
und A = 6 mit algebraischer und damit auch geometrischer Vielfachheit eins.
Die Eigenvektoren zum Eigenwert zwei werden von der Matrix

0 2 2
A—2E=|0 2 2
0 2 2

annuliert; da diese Matrix Rang eins hat, ist der Losungsraum zweidimensional und wird
offensichtlich aufgespannt von den beiden Vektoren

1 0
\71 = 0 und \72 = 1
0 —1

Insbesondere hat der Eigenwert zwei somit auch die geometrische Vielfachheit zwei.
Die Eigenvektoren zum Eigenwert sechs werden von der Matrix

-4 2 2
A —6E = 0 -2 2
o 2 -2

annuliert. Wie deren zweite und dritte Zeile zeigen, mufl die zweite Komponente eines

jeden Losungsvektors gleich der ersten sein, und setzt man dies ein in die erste Zeile, folgt

dafl auch die erste Komponente denselben Wert haben mufl. Der Eigenraum wird somit
1

aufgespannt vom Vektor w = | 1

1

Ist die Matrix A diagonalisierbar?

Losung: Ja, denn die geometrische Vielfachheit eines jeden Eigenwerts ist gleich der
algebraischen.

Beziiglich welcher Basis hat A welche Dreiecksgestalt?

Losung: Beziiglich der Basis aus den Eigenvektoren v;,V> und V3 hat A die Diagonal-
2 00

(und damit erst recht Dreiecks-)gestalt | 0 2 0
0 0 6



d) Was ist e fiirt € R ?
Losung: Wir schreiben A = D + N mit

100 01 0
D=0 1T 0] undN=|0 0 O
0 0 2 0 0 0

Da N den zweiten Basisvektor auf den ersten abbildet und diesen wiederum auf den
Nullvektor, ist N? die Nullmatrix, und nach der allgemeinen Theorie kommutieren N
und D, d.h.

et 0 0
eAt _ eD’t+Nt _ eDteNt — 0 et 0 (E + Nt)
0 0 e*t
et 0 O 1t 0 et tet 0
=10 et 0 01 0)=[0 et 0
0 0 et 0 0 1 0 0 et

Um zu sehen, wie diese Matrix beziiglich der Standardbasis (b1, b2, b3) aussieht, brauchen
wir die Inverse zur Matrix B des Basiswechsels; letztere hat die Vektoren V1, V, und V3 als
Spalten. Der GAuss-Algorithmus beginnt mit

1 0 5 100
0 1 2 010
0o -1 -1 0 0 1
Addition der zweiten Zeile zur dritten ergibt links eine obere Dreiecksmatrix:
1 0 5 100
0 1 2 0 1 0.
0o o0 1 0 11

Subtrahieren wir nun noch fiinfmal die dritte Zeile von der ersten und zweimal die dritte
Zeile von der zweiten, steht links die Einheitsmatrix und rechts die Matrix B~ ':

1 0 0 1 -5 -5
0 1 0 o -1 =2.
0 0 1 0 1 1
1 -5 -5
Somitist B-'=|0 —1 —2 | und
0 1 1
et 5e?t —(5+t)et 5e?t — (54 2t)et
M =B 1B =1 0 2e2t — et 2e2t — 2et
0 et — et 2et — et

Aufgabe 5: (5 Punkte)
a) Finden Sie alle Lésungen des Anfangswertproblems

x(t) = =x(t)—y(t)—z(t), Y(t) =—-y(t)—z(t), z(t)=-z(t) mit x(0)=y(0)=2(0)=1!

Loésung: Da dies ein lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten
ist, gibt es nur die eine Losung ey mit

—1 1 0 1
A= 0 -1 1 und (o= |1
0o 0 -1 1



b)

A ist bereits eine Dreiecksmatrix, und da alle Eintrdge in der Hauptdiagonale gleich sind,
ist klar, daf} in der Zerlegung

—1 0 o0 010

A=D+N mit D= 0 -1 0 und N={|0 0 1

0o 0 -1 0 0 0
die beiden Matrizen D und N miteinander kommutieren, d.h. eAt = ePteNT,

Die Matrix N gehort zur linearen Abbildung, die den zweiten Basisvektor auf den ersten,
den dritten auf den zweiten und den ersten auf den Nullvektor abbildet; ihr Quadrat bildet
also den dritten Basisvektor auf den ersten ab und die beiden anderen auf den Nullvektor,
und ab N3 verschwinden alle Potenzen von N. Somit ist

100 0t 0 0 0 t2 1t It?
eNt=E+Nt+JN*tr=|0 1 0|+[0 0 t|+5]0 0 O |=|0 1T 't
0 0 1 00 0 00 0 00 1

—E

und da eP*! = e~ einfach die Diagonalmatrix mit lauter Eintrigen et ist, folgt

et te t ltZet
et =et. M= 0 et te t
0 0 et

x(t) (T+t+ Jt2)et
y(t) | =eMgo = (1+t)e™*
z(t) et

Wir verhalten sich diese Losungen fiir t — oo ?

Losung: Da et schneller gegen Null geht als ein Polynom gegen Unendlich gehen kann,
ndhert sich die Lésung asymptotisch dem Nullvektor.

Sind diese Losungen stabil gegeniiber Stérungen der Anfangsbedingungen?

Losung: Ja, denn alle nichtverschwindenden Eintrége der Matrix et gehen fiir t — oo
gegen Null, so daf jede Storung weggedampft wird.

Aufgabe 6: (6 Punkte)
Bestimmen Sie alle Lésungen der Differentialgleichung {j(t) + 6y(t) + 10y(t) = 50t!

Loésung: Die homogene Differentialgleichung
y(t) +6y(t) +10y(t) =0

hat die charakteristische Gleichung A? + 6A + 10 = 0. Quadratische Erginzung macht
daraus
M +6A+10=A+3)2+1=0,

die Nullstellen sind also A;,, = —3 &1 und die allgemeine Losung der homogenen Diffe-
rentialgleichung ist somit y(t) = e 3*(acost + bsint) mit a,b e R.

Um die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, reicht es, eine einzi-
ge Losung zu finden, denn die Differenz zweier solcher Losungen erfiillt die homogene
Gleichung.



b)

Erfahrungsgemaf findet man bei Gleichungen dieser Bauart oft eine spezielle Losung, die
von dhnlicher Bauart ist wie die rechte Seite der Gleichung; wir kdnnen als unser Gliick
versuchen mit einem Ansatz der Form x(t) = ct + d. Dann ist X(t) = 0 und x(t) = c, die
Differentialgleichung fiihrt also auf die Gleichung

6¢c+ 10ct+10d =50t oder c¢=5 wund 6c+ 10d =50,

d.h. d = 2. Die spezielle Losung ist also x(t) = 5t+2, und damit ist die gesuchte allgemeine
Losung
x(t) =5t+2+e3*(acost+bsint) mit a,beR.

Wie verhalten sich diese Losungen fiir t — oo ?

Lésung: Da e 3! gegen Null geht, konvergieren alle Lésungen gegen die spezielle Losung
x(t) =5t + 2; sie wachsen also allesamt unbeschréankt gegen co.



