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Fragen: je zwei Punkte

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht langer als etwa zwei Zeilen
semn und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begriindung
werden nicht gewertet.

Richtig oder falsch: Die symmetrischen reellen 3 x 3-Matrizen bilden einen Vektorraum.

Losung: Richtig; sie bilden eine Teilmenge des Vektorraums aller 3 x 3-Matrizen, und
diese ist nach dem Untervektorraumkriterium Untervektorraum, da sie die Nullmatrix
enthdlt und auch jede Linearkombination symmetrischer Matrizen wieder symmetrisch
ist.

Richtig oder falsch: Sind die Elemente f;,...,f, des Vektorraums C'(R,R) aller stetig
differenzierbarer Funktionen linear unabhédngig, so sind auch ihre Quadrate f%, ..., f2in
C'(R,R) linear unabhingig.

Loésung: Falsch; beispielsweise sind die drei Funktionen 1,sinx und cosx linear un-
abhéngig, nicht aber ihre Quadrate, da sin? x+cosZ x—1 = 0 eine nichttriviale Darstellung
der Nullfunktion ist.

1 1 0
Geben Sie die Vektoren aus E = { O]l +Al T ]+ ‘ AULE Fz} C IF23 explizit
1 0 1

an und entscheiden Sie, ob E ein Untervektorraum ist!

Lésung: A und p konnen nur die Werte null und eins annehmen; somit gibt es die vier
Elemente

1 1 1 0 1 0 1
o, (ol+l1]=(1], [o]l+|[1]=]1
1 1 0 1 1 1 0
1 1 0 0
ol+(1]+(1]=10
1 0 1 0

E ist ein Untervektorraum, denn E enth&lt den Nullvektor und mit zwei Vektoren v und
w auch deren Summe: Wie die letzte Gleichung zeigt, ist die Summe der drei von 0
verschiedenen Vektoren aus E der Nullvektor; da es iiber [F, keinen Unterschied zwischen
plus und minus gibt, ist also die Summe von jeweils zwei dieser Vektoren gleich dem
dritten und somit wieder in E.

Was ist M = {x € Z | 1000x = 1 mod 2072005} ?

Losung: M enthdlt genau die Zahlen x € Z, zu denen es ein y € 7Z gibt, so da3 1000x =
1+ 2072005 y ist. Da 1000x und 2072005 y fiir x,y € Z stets durch fiinf teilbar sind,
kann es offensichtlich keine solchen Paare (x,y) € Z X Z geben, d.h. M = ().
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0O 0 0 0 01
O 0 0 0 2 2
. 0 0 0 3 3 3
o
Was ist det 004 4 4 4/|°
0 5555 5
6 6 6 6 6 6

Lésung: Vertaucht man die erste Spalte mit der letzten, die zweite mit der vorletzen und
die dritte mit der vierten, wird die gegebene Matrix zur unteren Dreiecksmatrix

100 0 00
2200 00
333 000
4 4 4 4 0 01"
555550
6 6 6 6 6 6

deren Determinante das Produkt der Diagonalelemente, also 6! = 720 ist. Drei Vertau-
schungen ergeben drei Vorzeichenwechsel, also ist die gesuchte Determinante gleich —720.

Alternativ kann man den LAPLACEschen Entwicklungssatz benutzen:

00 0 0 01

00 0 0 2 2 g 8 g g ; 0 0 0 1

0 0 0 3 3 3 0 0 2 2

00 4 4 44—(_6)8 823 i_(_@(*s)o 333

0 555 55 5 5 5 5 5 4 4 4 4

6 6 6 6 6 6
0 0 1 0 1

— OIS0 2 2| = (6413 3| = esIa-2) 1

3 3 3

Die Niveaulinien N (f) der Funktion f: D — R mit D C R? fiir a > 0 seien die Hyperbeln

x? —y? = a?. Was ist f(x,y) und was ist D?

Lésung: Da x* —y? = a? > 0 sein muB, ist D = {(x,y) € R? | |x| > |[y|}. Die Beziehung
f(x,y) = a &= x? —y? = a? fiihrt sofort auf f(x,y) = /x2 —y2.

Richtig oder falsch: Wenn fiir ein Vektorfeld Vec! (D, R3) mit D C R? in einem Punkt
x € D die Rotation verschwindet, ist J{;(x) eine symmetrische Matrix.

Losung: Richtig, denn zerlegt man die JACOBI-Matrix in ihren symmetrischen und ihren
antisymmetrischen Anteil, so sind die Eintrdge des antisymmetrischen Anteils bis aufs
Vorzeichen genau die Komponenten von rot V.

Aufgabe 1: (10 Punkte)

M C C°(R, R) bestehe aus allen Polynomen vom Grad hochstens zwei sowie aus allen
Produkten solcher Polynome mit e*.

Ist M ein Untervektorraum von C°(R, R) ?

Losung: Nein, denn beispielsweise liegen x und xe* in M, nicht aber deren Summe
x + xe*x.

V = [M] sei der von M erzeugte Untervektorraum von C°(R, R). Bestimmen Sie eine
Basis B von V!
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Losung: Offenbar kann jedes Element von V als Linearkombination der sechs Funktionen

1,x,x2%, e*, xe*, x%e*

geschrieben werden. Diese Funktionen sind auch linear unabhéngig, denn sind in einer
Darstellung
a+ bx + cx? + ke* + fxe* + mx?e* =0

k, £, m nicht allesamt gleich null, so 1at sich

. atbxtoex?

© k+x+mx?
als rationale Funktion darstellen, was offensichtlich nicht mdglich ist: Die Exponentialfunk-
tion wachst stérker als jede rationale Funktion. Im Falle k = { = m = 0 ist a + bx + cx?

das Nullpolynom, also auch a = b = ¢ = 0. Somit kénnen wir als Basis von V das
System B = (1,x,x?, eX,xe*, x?e*) aus diesen sechs Funktionen nehmen.

Zeigen Sie: Die Vorschrift ¢(f) = f' — f definiert eine lineare Abbildung @:V — V!

Losung: Zundchst miissen wir uns iiberlegen, dafl ¢(f) fiir ein Element f € V wieder in V
liegt. Dazu reicht es, die Bilder der Basisvektoren zu betrachten, die wir nachher in e)
ohnehin brauchen.

Fiir ein Polynom p vom Grad héchstens zwei ist

d(p(x)e¥)

i =p'(x)e* +p(x)e* —p(x)e* =p'(x)e*;

e(p(x)e¥) = —p(xe

die Bilder der Basisvektoren sind daher

e()=-1, o) =T-% oK) =2x—x* o()=0, oxe)=e

X
und @(x%e*) = 2xe*; sie liegen allesamt in V.
Als néchstes muf} die Linearitdt nachgewiesen werden: Fiir f,g € V und A, € R ist

@(Af 4 ug) = (M + pg) — (M + pg) = A’ + g’ — (Af + ug) = A(f' — ) + u(g' — g)
=Ao(f) + no(g) .

Welche Dimensionen haben Kern und Bild von ¢ ?

Losung: Wir bestimmen zun&chst den Kern von ¢: Nach obigen Formeln fiir die Bilder
der Basisfunktionen ist

@(a+ bx + cx? + ke* + xe* + mx?e*) = —a + b(1 — x) + ¢(2x — x?) + Le* + 2mxe*
=(b—a)+ (2c — b)x — cx? + Le* + 2mxe* .

Falls dies die Nullfunktion ist, folgt
b—a=2c—b=c={=m=0=a=b=c={=m=0.

Der Kern von ¢ besteht also genau aus den Vielfachen der Exponentialfunktion und hat
daher Dimension eins. Nach der Dimensionsformel ist

dimBildg =dimV —dimKernp =6—1=5.

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der in b) gefundenen Basis B!



Losung: In den Spalten der Abbildungsmatrix stehen die Koeffizienten der Basisdarstel-
lung der Bilder der Basisvektoren; letztere kennen wir aus ¢) und erhalten die Abbildungs-
matrix daher sofort als

SO OC OO o —
COC OO — —
SO OC O —=NO
ol o NoNoNeoNo)
[eN e NeoNeoNe)
O N O OO

Aufgabe 2: (8 Punkte)

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a € R die Losungsmenge £, des linearen Gleichungs-
systems

w+2x + 3y + 4z = 0 (M
3w+ 7x + 14y + 14z = 8 (2)
2w+ 3x+ 2y + 92 = —6 (3)
w — 7y+(a?—3a)z =a—16 (4)

Hinwetis nur zur Kontrolle auf Rechenfehler: Fiir viele Werte von a ist z = 3
a _
Lésung: Zur Elimination von w aus den letzen drei Gleichungen subtrahieren wir die
erste Gleichung dreimal von der zweiten, zweimal von der dritten und einmal von der
vierten:

x+ 5y + 2z = 8 (5)
—x — 4y + z= —6 (6)
—2x — 10y +(a*>—3a—4)z =a—16 (7)

Als néchstes soll x aus den Gleichungen (6) und (7) eliminiert werden; dazu addieren wir
Gleichung (5) einmal zu (6) und zweimal zu (7):

In der letzten Gleichung kommt nur noch die Variable z vor; falls a? —3a # 0 ist, kénnen
wir durch diesen Koeffizienten dividieren und erhalten

a B 1
a2—3a a-3

Zz=

falls a ¢ {0, 3}.

Fir a = 3 ist (9) die unlésbare Gleichung 0z = 3; in diesem Fall ist also das gesamte
lineare Gleichungssystem unlésbar. Fiir a = 0 erhalten wir die Gleichung 0z = 0, die
keinerlei Bedingung anz stellt; wir konnen also fiir z jede reelle Zahl A einsetzen.
3 2a—-9 .
Nach (8) folgt y=2—3z = {2_ a—3 a—_3 fira #0,3
2—-3\ fiira=0
Sodann zeigt Gleichung (5), daf3 gilt

13 19 —-2a .
X=8—5y—22:13z—2:{a_3—2: —3 fira#£03
130 -2 fira=20




Entsprechend folgt aus Gleichung (1), daf3

21 2a+15 .
w:—2x—3y—4z:—21z—2:{—m—zz— 3 fira#0,3

a_
—21IA =2 fira=20

ist. Die Losungsmenge ist daher
21 13 3 1
£a:{( 6 —2, )} fiir a £ 0, 3,

"a—-3 a-3 a—3"a-3
Lo={(-21A=2,13A=2,2—3\,A) |A€R} und L3=0.

Aufgabe 3: (8 Punkte) ‘21 ;1 g
a) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis des von Vi = K vy, = 4 und V3 = 3
aufgespannten Untervektorraums U von R* ! » 3 3

Lésung: Wir bestimmen zundchst nach GRAM-SCHMIDT eine Orthogonalbasis dieses Un-
tervektorraums. Als ersten Vektor kénnen wir b; = V; wahlen; wegen

[71] = /22 +42 4+ 22 4+ (-1)2 = V25 =5

ist der zugehorige Vektor der Orthonormalbasis G; = %\7’1.

Fiir den zweiten Vektor der Ortl_;ogo_palbasis machen wir den Ansatz 52 =V, —i—?\g] , wobei
A so gewahlt werden muf}, da8 b, - by =V, - V7 + AV - V; =0 ist. Da

Uy V2 =2-444-3+2-44+(=1)-3=25

gleich dem Quadrat der Linge von V; ist, folgt A = —1 und

4 2 2
s L (3 4 1
b2=V2a=Vi=1y 27| 2

3 —1 4

Auch dieser Vektor hat die Lange fiinf, der zugehdrige Vektor der Orthonormalbasis ist
also g, = %bz.
Fiir den noch fehlenden dritten Vektor der Orthogonalbasis ist der Ansatz entsprechend:
L 63:\-)::7,+7\61+7\Bz mit 63-51:63-62:0.
b3-b1=V3-b1 +A; -V =(10+12+6—-3)+25A = A = —1
b3 - ba=V3-br+ by -b2=(10-34+6+12)+25p= p=—1

5 2 2 1
R 3 4 —1 0
b3:\13—b1—b2: 3 — 2 — 2 = _]
3 -1 4 0

Dieser Vektor hat die Lange v/2; als Orthonormalbasis kénnen wir also die drei Vektoren

2 2 1
1 4 L 1= 4 a._V2| o
q1_5 2 ) q2_5 2 un q3 = 2 -1
1 4

nehmen.
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Bestimmen Sie die orthogonale Projektion des Vektors €; = g auf U!

o

Losung: Ist G4 irgendein Vektor aus R*, der zusammen mit d;, G und Gz eine Ortho-
normalbasis bildet, so 148t sich jeder Vektor v € R* schreiben als

V=(V-ai)di + (V- a2)a2+ (V- G3)ds + (V- Ga)da;

seine orthogonale Projektion nach U ist die Summe der ersten drei Summanden der rechten
Seite, die nach U+ ist der letzte Summand. Die gesuchte Projektion ist somit

\/_ 2 2 1 41
2. 2. V2. 2 a4} 2=} 1 o) 1[12
gitgdat5d=51 [t 2]tz -1] 5| -

—1 4 0 12

Ergénzen Sie die in a) gefundene Orthonormalbasis von U zu einer Orthonormalbasis
von R*. (Hinweis: Sie kénnen z.B. b) verwenden.)

Lésung: Die orthogonale Projektion des ersten Einheitsvektors nach U~ ist

1 41 9
0 T(12) 1 [-12
0 50| 9] 50 9
0 12 —12

bs =

Dieser Vektor steht senkrecht auf U, also insbesondere auf ¢, §> und §3. Seine Léange ist

/ 2 2
51—0\/92+122+92+122:3 232 +4%) _3V2.

50 10 9

. . : 4 1 . . V2| -12

als vierten Vektor einer Orthonormalbasis von R* konnen wir also g4 = 30 9
nehmen. 12

Aufgabe 4: (6 Punkte)

Eine Matrix heit symmetrisch, falls ‘A = A ist, HERMITEsch, wenn ‘A = A ist, ortho-
gonal, wenn ‘AA = E ist und unitdr, wenn ‘AA = E ist. Welche dieser vier Eigenschaften

1 i i i
-1 =1 1T -1
— T -1 -1
-1 =1 -1 1
Losung: Offensichtlich ist *A # A, da a1 # az ist; die Matrix ist also nicht symmetrisch.
Sie ist aber HERMITEsch, denn beim Spiegeln an der Hauptdiagonalen bleiben alle reellen
Eintrage erhalten, wahrend die Eintrdge +1i ihr Vorzeichen wechseln.
*AA ist offensichtlich nicht die Einheitsmatrix: Der Eintrag links oben ist das Produkt der
ersten Zeile von 'A mit der ersten Spalte von A, also das Produkt

1 -2 1

P+ H () () = =—5

hat die Matrix A = %

der ersten Spalte von A mit sich selbst, und das ist nicht eins. Somit ist A nicht orthogonal.
A ist aber unitar, denn A - A ist die Einheitsmatrix.

Was ist A—1?
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Lésung: Fiir eine unitdre Matrix ist A~ = 'A; da A HERMITEsch ist, folgt speziell fiir
diese Matrix, daB A~ ! = A ist.

Was konnen Sie ohne Rechnen iiber det(A) sagen?

Lésung: Da A unitér ist, muf |det A| = 1 sein. Da hier aber auch A? gleich der Einheits-
matrix ist, muB sogar (det A)? = 1 sein, also det A € {+1,—1}. (Tatséchlich ist det A =1,
aber danach war nicht gefragt.)

Aufgabe 5: (6 Punkte) 3 2 0
Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A=|1 2 0 | !
4 4 4
Losung: Die Eigenwerte sind die Nullstellen von
3—A 2 0
det(A—AE)=| 1 2—-A 0 :(4—)\)‘3?}‘ 237\‘

4 44—
=[@4-AN(B3=N2-A)—=2)=(4—N)(A*—5\+4).

Die beiden Nullstellen von A —5A+4 haben Produkt vier und Summe fiinf, sind also eins
und vier. Somit ist vier doppelte und eins einfache Nullstelle des Polynoms; die gesuchten
Eigenwerte sind eins und vier.

Die Eigenvektoren zu A; = 1 erfiillen das lineare Gleichungssystem (A — E)V = 0 oder

2x+2y =0, x+y=0 4x +4y+3z2=0;

also mufl x = —y und z = 0 sein. Die Eigenvektoren zu Ay = 1 sind also gerade die vom
1

Nullvektor verschiedenen Vielfachen von vj = | —1
0

Die Eigenvektoren zu A; = 4 erfiillen des lineare Gleichungssystem (A —4E)V = 0 oder
—x+2y =0, x—2y=0 und 4x+4y=0.

Hier muf} offensichtlich x = y = 0 sein, wahrend es fiir z keine Bedingungen gibt; die

gesuchten Higenvektoren sind also gerade die vom Nullvektor verschiedenen Vielfachen
0

vonv, = | O

1

Gibt es eine Basis von R3, besziiglich derer A Diagonalgestalt hat?

Lésung: Wenn es eine solche Basis gdbe, miifite sie aus drei linear unabhéangigen Eigen-
vektoren bestehen; da es nur zwei gibt, kann keine solche Basis existieren.

Aufgabe 6: (4 Punkte)
Zeigen Sie: Fiir zwei Funktionen f,g € C'(R™, R) ist grad(fg) = fgrad g + ggrad f.

a(fg)

Xi

Losung: grad(f - g) hat als i-te Komponente, und das ist nach der LEIBNIZ-Regel

. of 0 . .
gleich gg +f % Das ist aber gerade die i-te Komponente von f grad g + g grad f.
i i
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Berechnen Sie fiir die Funktion f: .
(x,y) — sin(xy) — cos(x +y)

Matrix!

Aufgabe 7: (4 Punkte)
{ Gradient und HESSE-

Losung: Die Funktion ist offensichtlich mindestens zweimal stetig differennzierbar (sie
ist sogar analytisch); es reicht also, die partiellen Ableitungen zu berechnen. Fiir den
Gradienten bekommen wir

fx(x,y) =ycos(xy) + sin(x +y)

fy(x,y) = xcos(xy) + sin(x +y)

Vi(x (y cos(xy) + sin(x + y))
x cos(xy) + sin(x +y)

Fiir die HEssE-Matrix kénnen wir aus dem SCHWARZschen Lemma folgern, dafl f,, = fyx
ist, wir miissen also nur eine der beiden gemischten Ableitungen berechnen.

frx(x,4) = —y? sin(xy) + cos(x +y)
fxy (X, y) = —xy sin(xy) + cos(xy) + cos(x +y)
fyy(x,y) = —x? sin(xy) 4 cos(x +y)

Damit ist H¢(x,y) die Matrix

—y?sin(xy) + cos(x +y) —xy sin(xy) + cos(xy) + cos(x + y)
—xy sin(xy) + cos(xy) + cos(x +y) —x? sin(xy) + cos(x +y) )



