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Themenvorschlige fiir die kleinen Ubungen am 11. Mai 2005

X z
a) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix der linearen Abbildung @:R3 - R3; | y | = | x
beziiglich der Basis aus den drei Einheitsvektoren! z y

Losung: Nimmt man die drei Einheitsvektoren in ihrer iiblichen Reihenfolge, ist die
Abbildungsmatrix wegen

1 0 0 0 0 1

(1], 1) = —

(P =1a) i) =) = g8
0 0 1
gleich [ 1T 0 O
010

b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix der linearen Abbildung
P:R? — R?; (X) — (y) beziiglich der Basis B = << ] ) , < ! )) von R? !
y x 1 -1

Losung: ¥((1)) = (;) und w((_])) = (7}) = —(_}); der erste Basisvektor wird also

auf sich selbst abgebildet und der zweite auf sein negatives. Damit ist die Abbildungsma-
1

trix gleich der Diagonalmatrix ( 0 (]))

c) Der Untervektorraum U von C (R, R) habe die Funktionen sint, cost, sin 2t, cos 2t, sin 3t

und cos 3t als Basis. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von w: U — U; f — g—{ !

Losung: Wir miissen die Bilder der Basisvektoren bestimmen:
w(sint) = a sint = cost
=% =

w(cost) = ? cost = —sint
w(sin2t) = a sin 2t = 2cos 2t
w(cos2t) = % cos2t = —2sin 2t

d

w(sin3t) = T sin 3t = 3 cos 3t

d
w(cos3t) = — cos 3t = —3sin 3t
dt
Damit ist zundchst klar, dal die Abbildung den Untervektorraum U wirklich auf sich

selbst abbildet. Da die Bilder der Basisvektoren einfach Vielfache anderer Basisvektoren
sind, hat jede Spalte der Abbildungsmatrix beziiglich der angegebenen Basis genau einen



Eintrag; die Matrix ist
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d) V sei der Vektorraum aller reeller Polynome in x vom Grad hochstens vier. Bestimmen Sie
V-V

beziiglich einer geeigneten Basis von V die Abbildungsmatrix von ¥: { £ 2 263

Lésung: Als Basis nimmt man am einfachsten die x-Potenzen in auf- oder absteigender
Reihenfolge, also z.B. B = (x*,x3,x?,x,1). Wegen

) =12x* — 8x3 — 3x* = 9x* — 8x3
9(x3) = 6x3 — 6x% — 3x3 = 3x3 — 6x2
B(x?) = 2x% —4x — 3x? = —x? — 4x
BHx) =—-2—3x
9(1)=-3
9 0 O 0 ©
-8 3 0 0 0
ist die Abbildungsmatrix gleich 0 —6 -1 0 0
O 0 4 -3 0
o o0 0 -2 -3

e) C werde als reeller Vektorraum mit Basis {1, 1} betrachtet. Bestimmen Sie die Abbildungs-
C—-C

sowie Basen des Kerns und des Bilds von y !
z—Rez—Tmz

matrix von x: {

Lésung: x(x +1y) = (x —y) + 0 - i, also ist die Abbildungsmatrix gleich ((1) _(1)). Im
Kern liegen alle komplexen Zahlen mit iibereinstimmendem Real- und Imaginérteil, also
alle Zahlen der Form x + ix; eine Basis dieses eindimensionalen reellen Untervektorraums
bildet beispielsweise die komplexe Zahl 1 + i. Das Bild besteht genau aus den reellen

Zahlen; somit ist 1 die offensichtliche Wahl fiir den Basisvektor.

1 2
f) Berechnen Sie fir A= | 0 3 | und B= (; é : ) die Produkte AB und BA!
21

Lésung: Die Rechenschemata

(321) ;;
2 0 1 03
12 723 321 5 13
0 3 6 0 3 undZO] 4 5
21 8 4 3

7 2 3

zeigen, daB AB=| 6 1 3 | und BA = > 13 ist.
8 4 3 40



g)

h)

7)

k)

A sei eine beliebige n x n-Matrix, und B sei die n x n-Matrix mit lauter Einsen als
Eintragen. Berechnen Sie AB und BA !

L6sung: Wir bezeichnen die Eintrdge von A mit ai;. Da alle Eintrége von B gleich Eins

n
sind, ist der ik-Eintrag von AB gleich ) ajj, also unabhéngig von k stets die Summe der
j=1

n
Eintrége der i-ten Spalte von A. Entsprechend ist der ik-Eintrag von BA gleich } ajx

j=1
unabhéngig von 1i stets gleich der Summe der Eintrage der k-ten Spalte von A.

Welche Bedingung mufl A im vorigen Beispiel erfiillen, damit AB = BA ist?

Losung: Der ik-Eintrag von AB ist die i-te Spaltensumme von A, der von BA die k-te
Spaltensumme; somit miissen alle Zeilen und alle Spalten von A dieselbe Summe haben.
Die Eintrage von A bilden also ein sogenanntes magisches Quadrat.

. N . 1 a 1T by (1 a+b
Zeigen Sie: Fiir alle a,b € k ist <O 1)(0 1)_<0 1 )

Losung: Einfach nach Schema F miteinander multiplizieren.

Fiir alle a € kund n € Z ist ((]) ?) = ((]) T\;a). Fiir n < O soll dabei A™ die inverse

Matrix von A~ ™ bezeichnen — falls diese existiert.

Losung: Fiir n € N ist das ein einfacher Induktionsbeweis: Fiir n = 1 steht offensicht-
lich auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens dieselbe Matrix, und fiir n > 1 ist nach
Induktionsannahme und der vorigen Aufgabe

G-y (-0 -G

Fiir n < 0 ist —m € N, nach der vorigen Aufgabe und dem bereits Bewiesenen ist also

606

und entsprechend auch fiir das Produkt in der anderen Reihenfolge. Die Matrix (]0 “1“) ist

somit invers zu (:) Y “™. Fiir n = 0 schlieBlich haben wir eine nullte Potenz, ein leeres

Produkt also, und das wird nach der iiblichen Konvention als Neutralelement beziiglich
der Multiplikation definiert, d.h. als Einheitsmatrix.

11 1\ /3! 3nT ognd
Zeigen Sie: Fiir jede natiirliche Zahlnist { 1 1 1| =| 3~ 31 3n-I
1 1 1 3n71 31171 31171

Losung: Auch das ist wieder ein Fall fiir eine vollstdndige Induktion: Fiir n = 1 ist
3n—1 =30 =1, die Behauptung ist also richtig.
Fiir n > 1 ist nach Induktionsannahme

1 1 1YV 11 AN /11 3n-2 3n-2 3n-2 111
1T 1 1] =111 11 1] =|32 32 3n2 1 11
11 1 1T 1 1 11 1 3n2 3n-2 3n-2 1T 1 1

Im rechtsstehenden Produkt wird fiir jeden Eintrag der Produktmatrix die Zahl 3™ 2
dreimal mit Eins multipliziert; die Addition dieser Produkte ergibt 3™~ '. Also haben alle
Eintrége der n-ten Potenz den Wert 3™~', und die Behauptung ist bewiesen.



(Falls der obige Themenvorschlag tUber Produkte mit etner Matriz aus lauter Einsen
bearbeitet wurde, kann man sich diesen letzten Rechenschritt natirlich schenken.)

) Gilt diese Formel auch fir n =—17

Loésung: Fiir n = —1 besagt die Behauptung, dafl

—1

111 372 32 32
11 1] =(32 32 32
111 32 32 32
ist, d.h.
1 1 1\ /32 32 32 3-1 31 3
11 1) [32 32 32|=([3" 37 3
11 1) \32 32 32 371 31 3

miifite die Einheitsmatrix sein, was offensichtlich nicht der Fall ist. Also gilt die Behaup-
tung nicht fiir n = —1, und in der Tat ist die Matrix mit lauter Einsen als Eintrdgen
offensichtlich nicht invertierbar: Sie ist schliefilich die Abbildungsmatrix einer linearen
Abbildung, die den gesamten R3 abbildet auf den vom Vektor (1,1, 1) erzeugten Unter-
vektorraum, und diese Abbildung ist nicht umkehrbar.

m)In der 10 x 10-Matrix A sei a;; = 1 fiir j =i — 1 und Null sonst. Berechnen Sie A'°!

Lésung: Die zu A gehdrende lineare Abbildung @:k'® — k'© bildet den ersten Basis-
vektor ab auf den zweiten, diesen auf den dritten usw., bis der neunte auf den zehnten
abgebildet wird und der zehnte auf den Nullvektor. A" ist fiir jede natiirliche Zahl r die
Abbildungsmatrix der r-fachen Anwendung von ¢, bildet also den i-ten Basisvektor ab
auf den (i + v)-ten, falls es einen solchen gibt, und ansonsten auf den Nullvektor. Fiir
T > 10 ist immer letzteres der Fall, also ist A'° die Nullmatrix.

n) Die n x n-Matrix A habe nur Nullen und Einsen als Eintrage. Finden Sie Schranken u,,
und oy, so daf fiir jeden Eintrag b der Matrix A™ gilt: u;,, < b <o !

n
Lésung: Der ik-Eintrag der Matrix A? berechnet sich als }_ aija;x; da die Eintrage
j=1
von A allesamt Null oder Eins sind, gilt dasselbe fiir die Produkte a;ja;jx, deren Summe
somit zwischen Null und n liegt. Multipliziert man diese Matrix nochmals mit A, so erhalt
man Summen aus n Summanden, die allesamt zwischen Null und n liegen, die Summe
liegt also zwischen Null und n?, usw.
Allgemein wird man daher vermuten, daf8 die Eintrdge von A™ zwischen Null und n™!
liegen, was man in der Tat leicht mittels vollstdndiger Induktion nachweisen kann:
Fiir m = 1 ist dies gerade die Voraussetzung, daf alle Eintrdge von A Null oder Eins sind.
Fiir m > 1 habe A™~! die Eintrage bij, von denen wir nach Induktionsannahme wissen,
daB sie zwischen Null und n™ 2 liegen. Fiir den ik-Eintrag der Matrix A™ = A™ A ist
dann

n n
0 < Zbijajk < an_z -1 :TL-TLm_z :Tlm_1 .
j=1 j=1

Also kénnen wir u,, = 0 und 0,, = n™ ! setzen.

Die angegebenen Schranken sind optimal, denn nimmt man fiir A die Nullmatrix, sind
auch alle Eintrdge von A™ Null, und falls alle Eintrdge von A gleich Eins sind, sind die
Eintrdge von A™ nach demselben Induktionsbeweis wie eben alle gleich n™'.



o)

p)

q)

Welche der folgenden Matrizen sind invertierbar?

00 0 1 12 3 4 123 4 Do
0010 5 6 7 8 01 2 3

M=to 100" o 1011 12]"M oo 1 2| M= ?}
100 0 13 14 15 16 00 0 1

Losung: A ist die Abbildungsmatrix der linearen Abbildung, die den ersten Basisvektor
mit dem vierten und den zweiten mit dem dritten vertauscht; da diese Abbildung ihre
eigene Umkehrabbildung ist, ist auch A; seine eigene inverse Matrix; insbesondere ist also
A invertierbar.

Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Spaltenvektoren von A; ist stets der Vektor mit
lauter Einsen als Eintragen; die zugehorige lineare Abbildung hat also nur ein zweidimen-
sionales Bild (aufgespannt etwa von irgendeinem der Spaltenvektoren und dem Vektor mit
lauter Einsen als Eintrégen) und ist somit nicht invertierbar, genauso wenig wie A;.

Die vier Spaltenvektoren von A3 bilden eine Basis des R*, die zu A3 gehorige lineare
Abbildung ist also surjektiv und damit nach der Dimensionsformel auch injektiv, also
bijektiv und somit umkehrbar. Damit ist auch A3 invertierbar.

In A4 schliefilich ist die dritte Spalte Summe der ersten beiden, die zugehdrige lineare
Abbildung ist also nicht surjektiv, und damit ist A4 nicht invertierbar.

(Wenn man iiber die (Spalten-)Rénge argumentieren mochte: Rang A; = RangA3 = 4
und Rang A, = Rang A4 = 2.)

Was ist e™ ?
Losung: e™ = cos7t +isinm = —1.
Was ist (ndherungsweise) e' ?

Lésung: et = cos 1+ isin 1 = 0,5403023059 + 0,8414709848i.

Finden Sie alle komplexen Zahlen z mit z3 = 1!

Lésung: Schreiben wir z = re!® in Polarkoordinaten, so ist z3 = r3e31®; das ist genau
dann gleich Eins, wenn v = 1 ist und 3¢ ein ganzzahhges V1elfaches von 27t. Die Winkel
0 < @ < 21t mit dieser Eigenschaft sind ¢ =0, ¢ = <& und ¢ = *F; im Winkelmaf} sind
das 0°,120° und 240°.

1
cos 120° = sin(90° — 120°) = sin(—30°) = —sin 30° = —3
cos 240° = cos(180° 4+ 60°) = —cos 60° = —sin30° = —% ,

und die Sinuswerte lassen sich daraus iiber die Beziehung sin® @ + cos? @ = 1 bestimmen,
wenn man beachtet, dafl der Sinus zwischen 0° und 180° positiv ist und zwischen 180°
und 360° negativ. Somit ist

sin120° = 4/1 —sin? 120° =
sin 240° = —1/1 — sin” 240° = _\/g =— ? :

Die drei Lésungen sind also

o3

ﬂ‘

und

z1 =1, 22:— und z3 = —
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