333 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Wir kennen zwei statistische Kennzahlen zur Beschreibung der Fehlerverteilung: Das arithmetische Mittel und die Varianz. Das arithmetische Mittel ist (z.B. aus SymmetriegrÈunden) null, bleibt also noch die Varianz.

Zu deren Berechnung mÈussen wir die Fehlerquadrate Èuber die 2^n mÈoglichen Verhaltensweisen der žDÈamonenł summieren, d.h. wir mÈussen

σ^2 = 1 2^n ∑ (ε_1 + . . . + ε_n)^2

berechnen, wobei sich die Summation Èuber alle Tupel

(ε_1, · · · , ε_n) mit ε_i = ±ε

erstreckt. Beim Ausmultiplizieren heben sich alle gemischten Terme der Form ε_iε_j gegenseitig weg, denn das Tupel, bei dem nur an der i-ten Stelle das Vorzeichen das Vorzeichen geÈandert wurde, liefert einen Summanden −ε_iε_j . Also bleiben nur die Quadrate; diese sind alle gleich ε^2, und es sind pro Summand n StÈuck. Da die Anzahl der Summanden gleich dem Nenner des Vorfaktors ist, berechnet sich die Varianz daher zu σ^2 = nε^2

Somit mÈussen wir fÈur n → ∞ den Einŕuû ε jedes einzelnen žDÈamonenł so gegen null gehen lassen, daû nε^2 konstant bleibt, d.h. wir setzen ε = σ √ n fÈur eine geeignet zu wÈahlende Konstante σ > 0, die Standardabweichung.

FÈur festes n kann der Fehler einen der n + 1 Werte −nε, −(n − 2)ε, . . . , (n − 2)ε, nε annehmen, was wir in der Form u = (n − 2k)ε = (n − 2k)σ √ n mit k = −n, . . . , n schreiben wollen. Dieser Fehler tritt genau dann auf, wenn k der DÈamonen den Fehler ε erzeugen und die restlichen n − k den Fehler −ε. Dies geschieht in (_n k ) der 2^n mÈoglichen FÈalle; die Wahrscheinlichkeit dafÈur ist also (_n k ) 2^{−n}.

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 334

FÈur n → ∞ geht dieser Ausdruck gegen null, denn mit n geht schlieûlich auch die Anzahl der zu betrachtenden FÈalle gegen unendlich. Falls es ein Intervall gÈabe, in dem die Wahrscheinlichkeit fÈur jeden darin liegenden Fehler grÈoûer als irgendein α > 0 wÈare, ginge allein schon die Summe der Wahrscheinlichkeiten fÈur Fehler aus diesem Teilintervall mit n gegen unendlich, da die Anzahl der dort liegenden mÈoglichen u-Werte wegen der √ n im Nenner von u gegen unendlich geht. Da die Summe aller Wahrscheinlichkeiten aber nicht grÈoûer als eins werden kann, muû die Wahrscheinlichkeit also in jedem einzelnen Punkt fÈur n → ∞ gegen null gehen.

Wenn wir n variieren lassen, ist es allerdings ohnehin sinnlos, einen genauen Wert des Fehlers zu betrachten: FÈur jedes n gibt es nur n + 1 mÈogliche Werte, und bei den meisten grÈoûeren Werten von n werden diese Zahlen ś abgesehen von der Null ś nicht auftreten. Wenn wir etwas von n unabhÈangiges deőnieren mÈochten (und sofern wir nicht an DÈamonen glauben, bleibt uns kaum etwas anderes Èubrig) dÈurfen wir also nicht den genauen Wert des Fehlers festlegen, sondern mÈussen ein Fehlerintervall betrachten.

Nun wollen wir aber natÈurlich als Ergebnis keine Funktion, die von einem Intervall abhÈangt, sondern eine gewÈohnliche Funktion von u. Um eine solche zu bekommen, betrachten wir nicht die Wahrscheinlichkeit, sondern die Wahrscheinlichkeitsdichte: FÈur eine kontinuierlich variierende zufÈallige GrÈoûe deőnieren wir die Wahrscheinlichkeitsdichte φ(u_0) im Punkt u_0 als

φ(u_0) = lim_{ε→0}

Wahrscheinlichkeit fÈur u_0 − ε ≤ u ≤ u_0 − ε 2ε , d.h. also als Wahrscheinlichkeit dividiert durch die Intervallbreite. Falls diese Dichte existiert, folgt mehr oder weniger sofort aus der Deőnition des RIEMANN-Integrals, daû

(Wahrscheinlichkeit fÈur a ≤ u ≤ b) = b∫ a φ(u) du ist. Unsere Ziel ist also, diese Wahrscheinlichkeitsdichte φ fÈur n → ∞ zu berechnen.

335 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

FÈur festes n haben die mÈoglichen Fehlerwerte den Abstand 2ε, wir betrachten daher Intervalle der LÈange 2ε mit den Werten (n − 2k)ε als Mittelpunkten; diese Èuberdecken den mÈoglichen Fehlerbereich lÈuckenlos, und die Wahrscheinlichkeit fÈur einen Fehler in diesem Intervall ist (_n k ) 2^{−n}.

Wir interessieren uns daher fÈur den Grenzwert von (_n k ) 2^{−n} 2ε = (_n k ) 2^{−n} 2σ/ √ n = ( n k ) 2^{−n−1} √ n σ fÈur n → ∞.

b) Die Eulersche Summenformel Das Problem bei der Berechnung dieses Grenzwerts ist der Binomialkoefőzient ( n k ) = n! k!(n − k)! ; um diesen abzuschÈatzen brauchen wir einen handhabbaren Ausdruck fÈur n!.

Dazu schreiben wir

ln n! = n∑ k=1 ln k

und berechnen dies nach einer Methode von EULER, die nicht nur fÈur Summen von Logarithmen anwendbar ist.

Wir betrachten allgemeiner irgendeine reellwertige differenzierbare Funktion f, deren Deőnitionsbereich das Intervall [1, n] enthÈalt.

FÈur eine reelle Zahl x bezeichnen wir wie Èublich mit [x] die grÈoûte ganze Zahl kleiner oder gleich x und mit {x} =_{def} x − [x]

den gebrochenen Anteil von x; ist k eine ganze Zahl, ist somit fÈur x ∈ [k, k + 1) {x} = x − k .

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 336

Durch partielle Integration folgt daher die Gleichung k+1∫ k ( {x} −^1_2 ) f^′(x) dx = ( x − k −^1_2 )f(x) | |^{k+1}_k −^{k+1}∫ k f(x) dx

= f(k + 1) + f(k) 2 − k+1∫ k f(x) dx . Addiert man alle solchen Gleichungen von k = 1 bis k = n − 1, erhÈalt man die Gleichung n∫ 1 ( {x} −^1_2 ) f^′(x) dx = f(1) 2 + n−1∑ k=2 f(k) + f(n) 2 − n∫ 1 f(x) dx , aus der man die Summe der f(k) berechnen kann:

Satz (EULERsche Summenformel): FÈur eine differenzierbare Funktion f: D → R, deren Deőnitionsbereich das Intervall [1, n] umfaût, ist n∑ k=1 f(k) = n∫ 1 f(x) dx + f(1) + f(n) 2 + n∫ 1 ( {x} −^1_2 ) f^′(x) dx .

Uns interessiert speziell der Fall f(x) = ln x; hierfÈur wird die EULERsche Summenformel zu

ln n! = n∫ 1 ln x dx + ln n 2 + n∫ 1 {x} −^1_2 x dx

= x(ln x − 1) | | |^n 1 + ln n 2 + n∫ 1 {x} −^1_2 x dx

= n(ln n − 1) + 1 + ln n 2 + n∫ 1 {x} −^1_2 x dx .

337 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

In dieser Formel stÈort noch das rechte Integral; dieses kÈonnen wir wie folgt abschÈatzen: FÈur eine natÈurliche Zahl k ist k+1∫ k {x} −^1_2 x dx = 1 2∫

− 12 x k +^1_2 + x dx

= 1 2∫ 0

( x k +^1_2 + x − x k +^1_2 − x ) dx

= 1 2∫ 0 −2x^2 ( k +^1_2

)_2 − x^2 dx . Im Intervall von 0 bis^1_2 ist der Integrand monoton fallend, d.h. 0 ≥ −2x^2 ( k +^1_2

)_2 − x^2 ≥ −^1_2 ( k +^1_2

)_2

−^1_4 = −2 (2k + 1)^2 − 1 ≥ − 1 4k^2 , und damit ist

0 ≥ k+1∫ k {x} −^1_2 x dx = 1 2∫ 0 −2x^2 ( k +^1_2

)_2 − x^2 dx ≥ − 1 8k^2 , denn wir kÈonnen das Integral abschÈatzen durch das Produkt aus der LÈange des Integrationsintervalls und dem Minimum des Integranden. Summation von k = 1 bis n − 1 schlieûlich gibt die AbschÈatzung 0 ≥ n∫ 1 {x} −^1_2 x dx ≥ − n−1∑ k=1 1 4k^2

fÈur das stÈorende Integral aus der obigen Formel.

Wie wohl jeder schon einmal in einer Analysis I ÈUbungsaufgabe zeigen muûte, konvergiert die rechtsstehende Summe (egal ob mit oder ohne acht im Nenner) fÈur n → ∞; aus Kapitel III, §3f) wissen wir sogar, daû

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 338

der Grenzwert π^2/48 ist. Auf jeden Fall kÈonnen wir folgern, daû das uneigentliche Integral ∞∫ 1 {x} −^1_2 x dx

konvergiert; den uns bislang noch unbekannten Grenzwert wollen wir mit I bezeichnen. Damit ist

ln n! = n(ln n − 1) + ln n 2 + C + o(1) mit C = I + 1

oder n! ≈ e^C · n^ne^{−n} √ n . c) Die Stirlingsche Formel und die Normalverteilung

Mit dieser Formel kÈonnen wir nun daran gehen, den Binomialkoefőzienten (_n k ) abzuschÈatzen: ( n k ) = n! k!(n − k)! ≈ e^C n^ne^{−n} √ n e^C k^ke^{−k} √ k e^C (n − k)^{n−k}e^{−(n−k)} √ (n − k) = 1 e^C n^n k^k (n − k)^{n−k} √ n k · (n − k) . AusgedrÈuckt durch u = (n − 2k)ε = (n − 2k)σ/ √ n ist k = n 2 − u √ n 2σ , und setzen wir zur Vereinfachung der Schreibweise m = n 2 , v = u 2σ und ℓ = √ 2m · v , so ergeben sich die Formeln k = m − √ 2m · v = m − ℓ und n − k = m + √ 2m · v = m + ℓ .

339 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Setzen wir dies alles in die Formel fÈur die Wahrscheinlichkeitsdichte ein, erhalten wir ( n k ) 2^{−n−1} √ n σ ≈ 1 e^C n^n k^k (n − k)^{n−k} √ n k · (n − k) 2^{−n−1} √ n σ = 1 e^C σ n^n · 2^{−n} k^k (n − k)^{n−k} n · 2^{−1} √ k · (n − k) = 1 e^C σ (2m)^{2m} · 2^{−2m} (m − ℓ)^{m−ℓ}(m + ℓ)^{m+ℓ} 2m · 2^{−1} √ (m − ℓ)(m + ℓ) = 1 e^C σ m^{2m} (m − ℓ)^m(m + ℓ)^m ( m − ℓ m + ℓ )_ℓ m √ m^2 − ℓ^2 = 1 e^C σ m^{2m} (m^2 − ℓ^2)^m ( m − ℓ m + ℓ )_ℓ m √ m^2 − ℓ^2 = 1 e^C σ 1 ( 1 −^{ℓ2}_{m2} )_m ( 1 − ℓ/m 1 + ℓ/m )_ℓ 1 √ 1 − ℓ^2/m^2

= 1 e^C σ 1 ( 1 −^{2v2}_m )_m ( 1 − √ 2/m · v 1 + √ 2/m · v )^√_{2m·v} 1 √ 1 − 2v^2/m .

Nun kÈonnen wir langsam daran denken, n (und damit auch m) gegen unendlich gehen zu lassen; wir verwenden dazu die aus der Analysis I und wahrscheinlich auch aus der Schule bekannte Beziehung

e^x = lim_{n→∞} ( 1 + x n )_n . Danach ist insbesondere lim m→∞ ( 1 − 2v^2 m )_m = e^{−2v2}

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 340 und lim m→∞ ( 1 ± √ 2 m · v )^√_{2m·v} = lim_{m→∞} ( 1 ± √ 2 · v √ m )^√_{m·}^√_{2·v}

= lim_{q→∞} ( 1 ± √ 2 · v q )_{q·}^√_{2·v} = ( e^± √ 2·v)^√_{2·v} = e^{±2v2} ,

denn es bleibt sich natÈurlich gleich, ob m oder q = √ m gegen unendlich geht. Da der Term v^2/m gegen null geht, erhalten wir somit als Grenzwert des gesamten obigen Ausdrucks 1 e^C σ · 1 e^{−2v2} · e^{−2v2} e^{+2v2}

· 1 = 1 e^C σ e^{−2v2} .

Beachten wir nun noch, daû v = u/2σ war, erhalten wir 1 e^C σ e^{−u2/2σ2} . Damit sind wir fast am Ziel; das einzige, was noch fehlt, ist die Konstante C. Diese kÈonnen wir bestimmen, indem wir ausnutzen, daû jeder Fehler mit Wahrscheinlichkeit eins zwischen −∞ und ∞ liegt, d.h. 1 e^C σ ∞∫ −∞ e^{−u2/2σ2} du = 1 . Aus [HM1], Kap. 2, §6c), wissen wir, daû ∞∫ −∞ e^{−x2} dx = √ π

ist; mit der Substitution x = u/ √ 2σ folgt, daû dann ∞∫ −∞ e^{−u2/2σ2} du = √ 2πσ ist und e^C = √ 2π oder C =^1_2 ln(2π) .

341 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Damit haben wir die Wahrscheinlichkeitsdichte endlich vollstÈandig berechnet; das Endergebnis ist 1 √ 2πσ e �u^2_{2œ2} . Auch die Formel fÈur n! kÈonnen wir nach der Bestimmung von C nun vollstÈandig hinschreiben:

ln n! = n(ln n − 1) + ln √ 2πn + o(1) oder n! ≈ ( n e )_n √ 2πn . Beides bezeichnet man als STIRLINGsche Formel.

Der schottische Mathematiker JAMES STIRLING (1692ś1770) war AnhÈanger des gestÈurzten KÈonigs Jakob II Stuart und hatte deshalb groûe politische Probleme bei seinem Studium; unter anderem wurde er deshalb von der UniversitÈat Oxford ausgeschlossen. 1717ś1722 lebte er in Venedig und hatte auch gute Kontakte zu NICOLAUS BERNOULLI an der UniversitÈat von Padua; auûerdem brachte er aus Venedig die Produktionsgeheimnisse der dortigen GlasblÈaser mit. Ab 1724 arbeitete er zehn Jahre lang als Mathematiklehrer in London, wo er viel mit NEWTON zusammentraf; 1735 wurde er Direktor einer schottischen Bergbaugesellschaft. In seine Londoner Zeit fÈallt die VerÈoffentlichung seines bedeutendsten Werks Methodus Differentialis sive Tractatus de Summatione er Interpolatione Serierum Inőnitarum im Jahre 1730, das die obige Formel als Beispiel zwei zu Proposition 28 enthÈalt. Ebenfalls ziemlich bekannt wurde seine 1735 verÈoffentlichte Arbeit Èuber die Gestalt der Erde.

d) Eigenschaften der Normalverteilung

Oft interessiert nicht so sehr die Verteilung der Fehler, sondern die der Meûwerte selbst. Ist Ãx der korrekte Wert und x_i der i-te Meûwert dafÈur, der gemÈaû x_i = Ãx + u_i mit dem Fehler u_i behaftet ist, so kÈonnen wir mit x = Ãx + u die obigen Wahrscheinlichkeitsdichte auch als 1 √ 2πσ e^{−(x− Ãx)2/2σ2} schreiben.

Als Normalverteilung mit Mittelwert a und Standardabweichung σ bezeichnen wir daher die Verteilung mit Wahrscheinlichkeitsdichte φ(x) = 1 √ 2πσ e^{− (x−a)} 2 2σ^2 .

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 342

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte hÈangt offensichtlich nur von der normierten Variablen z = x − a σ ab; diese hat Mittelwert null und Standardabweichung eins. Daher gibt es fÈur die Normalverteilung nicht ś wie fÈur viele andere statistische Verteilungen ś je nach Parameterwerten verschiedene Tabellen, sondern man őndet in allen Tabellenwerken nur die Normalverteilung mit Mittelwert null und Standardabweichung eins, man őndet also die Wahrscheinlichkeitsdichte φ(z) = 1 √ 2π e^{− z} 2 2 und deren Integral

F (z) = z∫ −∞ f(u) du = 1 √ 2π z∫ −∞ e^{− u} 2 2 du . Dieses Integral lÈaût sich nicht weiter vereinfachen, da sich die Stammfunktion von e^{−u2/2} nicht durch elementare Funktionen ausdrÈucken lÈaût. FÈur die Bestimmung von F (z) ist man daher auf Tabellen oder Computerprogramme angewiesen; eine graphische Darstellung von F (z) ist in Abbildung 57 zu sehen. Mit dieser Funktion lÈaût sich die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû c ≤ z = x − a σ ≤ d ist berechnen als F (d) − F (c), und damit lÈaût sich auch leicht die Wahrscheinlichkeit berechnen, daû x selbst zwischen zwei gegebenen Schranken liegt.

Miût man beispielsweise die Temperatur eines Wasserbads eine Viertelstunde lang jede Minute und erhÈalt dabei 15 Meûwerte mit Mittelwert 20,1^∘C und Standardabweichung 0,2^∘C, so ist die Standardabweichung des Mittelwerts

σ_ϑ =

0, 2^∘C √ 14 ≈ 0,053^∘C .

343 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Abb. 57: Das Integral F (z) Èuber die ž Glockenkurveł

Wenn wird dann beispielsweise wissen wollen, mit welcher Wahrscheinlichkeit die žtatsÈachlicheł mittlere Temperatur zwischen 20,0^∘C und 20,2^∘C liegt, mÈussen wir dazu zunÈachst die normalisierten Werte berechnen:

z_1 =

20,0 − 20,1 0,053

≈ −1,89 und z_2 =

20,2 − 20,1 0,053

≈ 1,89 .

Die Wahrscheinlichkeit ist also

F (1,89) − F (−1,89) ≈ 0,94 ;

oder rund 94%.

Schaut man in einer Tabelle nach, wird man dort allerdings im allgemeinen nur den Wert F (1,89) őnden, nicht aber F (−1,89). Der Grund dafÈur liegt in der Symmetrie des Graphen von F bezÈuglich des Punktes (0,^1_2 ). Was dahinter steckt, sieht man am besten, wenn man die Dichtefunktion der Normalverteilung betrachtet, also die Glockenkurve: FÈur z > 0 ist F (−z) die in Abbildung 58 links eingezeichnete schrafőerte FlÈache. Diese FlÈache ist wegen der Symmetrie der Glockenkurve zur senkrechten Achse gleich der rechts eingezeichneten schrafőerten FlÈache, und deren Komplement ist F (z). Also ist

F (−z) = 1 − F (z) ,

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 344

Abb. 58: Zusammenhang zwischen F (z) und F (�z)

und es reicht, wenn wir die Werte von F im positiven Bereich kennen.

Oft interessiert auch die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû der Betrag des Fehlers unterhalb einer bestimmten Schranke liegt, etwa z · σ; in Abbildung 58 wÈare dies der nichtschrafőerte Bereich unter der Glockenkurve.

Wie man sich anhand der Abbildung leicht klarmacht, ist diese Wahrscheinlichkeit gleich

F (z) − F (−z) = 2F (z) − 1 ;

die Wahrscheinlichkeit, daû wir im obigen Beispiel die mittlere Temperatur mit einem Fehler von hÈochstens 0,05^∘ gemessen haben, ist also 2F ( 0,05 0,053 ) ≈ F (0,94) ≈ 0,83 .

Ein Wasserbad hat Èublicherweise den Sinn, ein Experiment unter kontrollierten Temperaturbedingungen durchzufÈuhren; daher interessiert vor allem, inwieweit es gelingt, die Temperatur innerhalb gewisser Schranken zu halten. Die Wahrscheinlichkeit dafÈur kÈonnen wir mit denselben Methoden berechnen, allerdings mÈussen wir dazu mit der Standardabweichung der Meûreihe selbst arbeiten.

345 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Wenn wir etwa wollen, daû die Temperatur immer zwischen 19,5 und 20,5^∘C liegt, so ist die Wahrscheinlichkeit, daû wir dies mit dem oben ausgemessenen Versuchsaufbau erreichen, gleich F ( 20,5 − 20,1 0,2 ) − F ( 29,5 − 20,1 0,2 ) = F (2) − F (−3) ≈ 0,976 .

In knapp zweieinhalb Prozent aller FÈalle, im Schnitt also alle vierzig Minuten, mÈussen wir also damit rechnen, daû die Toleranzgrenzen Èuberschritten werden.

Wie Abbildung 57 zeigt, liegt F (−2) sehr nahe bei null und F (2) sehr nahe bei eins. In der Tat ist die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû ein Wert z Betrag grÈoûer z hat, nach obiger Diskussion gleich

1 − (2F (z) − 1) = 2F (z) − 2 ,

was fÈur z = 2 zu -0,0455 wird; die Wahrscheinlichkeit ist also kleiner als 5%. Allgemein gilt fÈur eine beliebige Normalverteilung,daû der Wert der Variablen mit folgenden Wahrscheinlichkeiten um hÈochstens iσ vom Mittelwert abweicht:

i = 1 2 3 4 Wahrscheinlichkeit: 0, 683 0, 954 0, 9973 0, 99994

Damit liegen also etwa zwei Drittel aller Fehler zwischen −σ und σ, 95% liegen zwischen −2σ und 2σ und 99,7% zwischen −3σ und 3σ; die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû der Fehler grÈoûer als 3σ ist, betrÈagt nur etwa 0,27%. Da Ereignisse mit einer so geringen Wahrscheinlichkeit seltener als in einem von 300 FÈallen auftreten, betrachtet man Fehler, die auûerhalb des 3σ-Bereichs liegen, oft als žAusreiûerł, d.h. als grobe Meûfehler, die bei der Bestimmung des Ergebnisses nicht berÈucksichtigt werden. Sehr vorsichtige Leute reden allerdings erst ab einer Abweichung von 4σ von Ausreiûern; solche Fehler treten zufÈallig weniger als einmal pro 15 000 Messungen auf.

FÈur Leser, die ihren Computer selbst programmieren und keine spezielle Statistiksoftware haben, sei hier eine NÈaherungsformel fÈur F (z) angegeben: Mit einem Fehler von hÈochstens 7,5 · 10^{−8} ist F (z) = 1 − φ(z) · ( a_1t + a_2t^2 + a_3a^3 + a_4t^4 + a_5t^5 )

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 346

mit t = 1 1 + pz und φ(z) = 1 √ 2π e^{− z} 2 2 sowie

a_1 = 0,319 381 530 a_2 = −0, 356 563 782 a_3 = 1,781 477 973 a_4 = −1,821 255 978 a_5 = 1,330 274 429 p = 0,231 641 9 .

Beim Rechnen mit dem Taschenrechner kann man sich auch mit einer vereinfachten Version begnÈugen, bei der a_4 = a_5 = 0 ist und

a_1 = 0,436 1836 a_2 = −0,120 1676 a_3 = 0,937 2980 p = 0,332 67 ;

hier kann der Fehler bis zu 10^{−5} betragen.

e) Die Maximum Likelihood Methode

GAUSS gab im Laufe seines Lebens mehrere BegrÈundungen fÈur die Methode der kleinsten Quadrate (die er bei sowohl bei seinen astronomischen Arbeiten wie auch bei der von ihm geleiteten Vermessung des KÈonigreichs Hannover zwischen 1818 und 1832 stÈandig benutzte); die unter dem Gesichtspunkt einer in sich geschlossenen Fehlertheorie interessanteste beruht auf dem LAPLACEschen Fehlermodell:

Danach sollte der Wert u_i fÈur die korrekten Parameterwerte a, b, . . . aus einer Normalverteilung mit Mittelwert f(a, b, . . . ; t_i) kommen, deren Standardabweichung σ_i von der Genauigkeit abhÈangt, mit der u_i bestimmt werden kann. Die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû u_i zwischen zwei Werten a und b liegt, ist damit b∫ a e− ( u − f(a, b, . . . ; t_i) )_2

/2σ^2_i .

Von der Wahrscheinlichkeit, daû u_i gleich einem Wert c ist, kÈonnen wir natÈurlich nicht reden, da diese nach obiger Formel ein Integral von c nach c wÈare, also Null. Aber die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû u_i in einem kleinen Intervall der LÈange ε_i um einen Wert c_i liegt, ist ungefÈahr proportional zum ε_i-fachen Wert des Integranden an der Stelle c_i, also zu ε_i · e− ( c_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2

/2σ^2_i .

347 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Entsprechend ist ε_j · e− ( c_j − f(a, b, . . . ; t_j ) )_2 /2σ^2_j ungefÈahr gleich der Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû u_j in einem Intervall der Breite ε_j um c_j liegt.

Wenn wir wie Èublich davon ausgehen, daû keine systematischen Fehler auftreten, sind die Fehler von u_i und u_j voneinander unabhÈangig, die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû (u_i, u_j ) in einem Rechteck mit Seiten ε_i und ε_j um (c_i, c_j ) liegt, ist also proportional zum Produkt der beiden obigen Einzelwahrscheinlichkeiten, d.h. zu ε_iε_j e− ( c_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2 /2σ^2_i − ( c_j − f(a, b, . . . ; t_j ) )_2

/2σ^2_j .

Entsprechend kann auch die Wahrscheinlichkeit dafÈur berechnet werden, daû der Punkt (u_1, . . . , u_n) in einem kleinen gegebenen Quader mit KantenlÈangen ε_1, . . . , ε_n liegt; sie ergibt sich zu L(a, b, . . . ) · n∏ i=1 ε_i mit L(a, b, . . . ) =_{def} e n∑ i=1 ( u_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2 /2σ^2_i . Diese GrÈoûe ist selbst keine Wahrscheinlichkeit, sondern der Quotient aus einer Wahrscheinlichkeit und einem Volumen; man spricht daher von einer Wahrscheinlichkeitsdichte.

Wenn wir diese Wahrscheinlichkeitsdichte als Funktion von a, b, . . . betrachten, macht sie eine Aussage Èuber die GÈute der Parameter: Schlieûlich wird man einem Modell, das dem beobachteten Ausgang eines Experiments eine hohe Wahrscheinlichkeit zuweist, eher glauben als einem alternativen Modell, das die beobachteten Daten zu Ausreiûern erklÈart. Aus diesem Grund kann die Funktion L auch als Maû dafÈur betrachtet werden, wie žwahrscheinlichł in irgendeinem umgangssprachlichen (und schwer prÈazisierbaren) Sinne die Parameter a, b, . . . sind.

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 348

Im englischen gibt es zwei WÈorter fÈur Wahrscheinlichkeit: Das romanische Wort probability und das germanische Wort likelihood. FÈur den mathematisch exakten Wahrscheinlichkeitsbegriff verwendet man probability, fÈur žWahrscheinlichkeitł im Sinne der Funktion L likelihood. Da es im deutschen kein zweites Wort fÈur Wahrscheinlichkeit gibt, spricht man hier in Anlehnung an das Englische von einer Likelihoodfunktion.

Die Maximum Likelihood Methode besteht nun genau in dem, was ihr Name besagt: Man wÈahle die Parameter a, b, . . . so, daû die Likelihoodfunktion maximal wird.

Da L(a, b, . . .) durch eine Exponentialfunktion beschrieben wird, wird die Likelihoodfunktion genau dann maximal, wenn ihr Exponent maximal wird. Dieser Exponent ist eine negative Zahl, wird also genau dann maximal, wenn sein Betrag minimal wird, das heiût, wenn die Quadratsumme n∑ i=1 ( u_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2

2σ^2_i

minimal wird.

In vielen FÈallen wird die ZuverlÈassigkeit der einzelnen Paare (t_i, u_i) miteinander vergleichbar sein, so daû alle σ_i gleich sind; in diesem Fall kann man die σ_i ignorieren und einfach die Quadratsumme n∑ i=1 ( u_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2

minimieren, d.h. wir kommen wieder zur klassischen Methode der kleinsten Quadrate. Es gibt aber auch Anwendungen, wie etwa oben beim Èuberexponentiellen BevÈolkerungswachstum, bei denen die Verschiedenheit des σ_i sehr wesentlich ist: Sicherlich wird man etwa der auf VolkszÈahlungen beruhenden WeltbevÈolkerungszahl, die die Vereinten Nationen fÈur 1995 verÈoffentlichten, mehr Vertrauen entgegenbringen als der SchÈatzung eines Historikers fÈur die WeltbevÈolkerung des Jahres Null, und selbst bei ein und derselben Meûreihe im Labor kommt

349 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

es gelegentlich vor, daû (beispielsweise aufgrund unterschiedlicher Genauigkeit eines Meûinstruments in verschiedenen Bereichen) manche Daten zuverlÈassiger sind als andere.

ğ6: Kompression von Bild- und Audiodaten

Zum Abschluû der Vorlesung wollen wir wenigstens kurz eine praktische Anwendung kennenlernen, in der mit Eigenwerten und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen, FOURIER-Transformationen und Statistik gleich mehrere der Methoden aus diesem Semester gleichzeitig benÈotigt werden: die Komprimierung von Bild- und Audiodaten.

a) Datenkompression

Ziel der Datenkompression ist es, eine Datei fÈur Zwecke der Speicherung oder ÈUbertragung mÈoglichst stark zu verkleinern, das aber in einer solchen Weise, daû sich die ursprÈungliche Datei aus der verkleinerten wieder exakt rekonstruieren lÈaût.

Es ist klar, daû es keinen universellen Algorithmus zur Datenkompression geben kann: GÈabe es nÈamlich ein Verfahren, das fÈur beliebige Dateien einen Kompressionsfaktor α < 1 garantieren wÈurde, so kÈonnte man dieses Verfahren iterativ anwenden und nach n Anwendungen eine Kompressionsrate von α^n erreichen. Wenn man n nur hinreichend groû wÈahlt, kÈonnte man daher jede Datei auf weniger als ein Bit komprimieren, was natÈurlich absurd ist.

Ein Kompressionsverfahren kann also nur auf Dateien mit spezieller Struktur erfolgreich angewandt werden und muû die spezielle Redundanz in diesen Dateien ausnutzen. In Textdateien beispielsweise ist dies die Redundanz der Sprache, die schon bei bloûer Beachtung der hÈochst unterschiedlichen BuchstabenhÈauőgkeiten Kompressionen von rund 50% gestattet.

Bilddaten werden typischerweise als Matrizen aus ganzen Zahlen zwischen 0 und 255 digitalisiert; bei Audiodaten nimmt man Vektoren von ganzen Zahlen zwischen 0 und 65 535 = 2^{16} − 1 oder 16 777 215 = 2^{24} − 1. (Der Unterschied zwischen den Wertenbereichen

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 350

liegt darin begrÈundet, daû unser Auge selbst bei gedruckten Bildern mit nur 64 Graustufen praktisch keine Artefakte mehr erkennen kann, wohingegen unser GehÈor noch auf sehr feine Unterschiede reagiert.)

Bei einer Musik-CD etwa wird das Signal 44 100-mal pro Sekunde abgetastet (dies bedeutet nach dem Abtasttheorem von NYQUIST, daû ein auf den Bereich von 0 bis 22,05kHz bandbegrenztes Signal fehlerfrei rekonstruiert werden kann), und das Ergebnis wird dann so skaliert und quantisiert (d.h. gerundet), daû eine Zahl zwischen 0 und 65535 entsteht. Bei Bilddaten werden je nach AuflÈosung und SeitenverhÈaltnis zwischen etwa 256 × 256 und 1024 × 1024 Bildpunkte abgetastet, fÈur Schwarzweiûbilder nur nach Helligkeit, fÈur Farbbildern nach insgesamt drei GrÈoûen, die vom jeweiligen Farbmodell abhÈangen. Das Ergebnis dieser Abtastungen wird dann entsprechend skaliert und quantisiert.

Typische Komprimierungsverfahren arbeiten daher mit Vektoren oder Matrizen aus Zahlen zwischen 0 und einer geeigneten Zahl M, die aus praktischen GrÈunden meist von der Form 2^{8r} −1 ist, wobei die Zahl r der Empőndlichkeit unserer Sinne angepaût zwischen eins und drei liegt.

Da man zur eindeutigen Festlegung von N beliebigen Zahlen zwischen 0 und 2^{8r} nicht mit weniger als den 8Nr Bit auskommen kann, die man zum Hinschreiben der Zahlen braucht, sehen wir auch hier wieder, daû kein Verfahren alle solchen Vektoren komprimieren kann; wir mÈussen also eine Teilmenge auszeichnen.

Die ideale solche Teilmenge wÈare hier natÈurlich die Menge aller mÈoglicher Bilder (oder Audiosequenzen), aber diese Menge dÈurfte mathematisch kaum deőnierbar sein: Schlieûlich hÈangt es sehr vom Betrachter ab, welches Pixelmuster er noch als žBildł gelten lÈaût und welches nicht. Sinnvoll lÈaût sich eine solche Menge daher hÈochstens deőnieren, wenn von vornherein feststeht, welche Bilder berÈucksichtigt werden sollen ś und dann ist wohl ein Verfahren, das statt vom Bildinhalt von einer Bildnummer ausgeht, unschlagbar.

Die meisten klassischen Verfahren, die beliebige, aber realistische Bilder komprimieren sollen, gehen aus von einem statistischen Modell, das zwar auch viele Matrizen produziert, die niemand als žBilderł anerken-

351 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

nen wÈurde, das aber dennoch genÈugend viele Eigenschaften realer Bilder reproduziert, um eine groûe Anzahl von žNichtbildernł auszuschlieûen.

Ausgangspunkt ist die Beobachtung, daû es in einem Bild oder MusikstÈuck nur wenige aprupte ÈUbergÈange gibt. Zwar gibt es natÈurlich immer wieder ein plÈotzliches fortissimo, das auf eine leise Stelle folgt, aber da das Signal 44 100-mal pro Sekunde abgetastet wird und solche ÈUbergÈange selbst bei der schrÈagsten Musik deutlich seltener als im Sekundenrythmus erfolgen, sind diese SprÈunge innerhalb des zu behandelnden Datenstroms in der Tat sehr seltene Ereignisse. Wir kÈonnen daher davon ausgehen, daû sich die unmittelbaren Nachbarn eines Datums im Mittel nur wenig vom gegebenen Datum unterscheiden.

Dasselbe gilt auch fÈur Bilddaten: Falls das Bild digital hinreichend fein dargestellt wird, so daû keine Rastereffekte erkennbar sind, kommen groûe SprÈunge in den Helligkeitswerten nur selten vor.

Bei diesem engen Zusammenhang zwischen benachbarten Werten setzen Komprimierungsalgorithmenan: Wenn zwei GrÈoûen typischerweise sehr Èahnlich sind, wird bei der ÈUbertragung oder Speicherung beider Werte ein groûer Teil der Information doppelt betrachtet; die Informationsdichte kann also deutlich erhÈoht werden, wenn man nur Informationen bertrachtet, die weitgehend unabhÈangig voneinander sind.

Bevor wir das in die Praxis umsetzen kÈonnen, mÈussen wir zunÈachst mathematisch fassen, was die gegenseitige AbhÈangigkeit benachbartet Daten bedeutet. Aus dem letzten Paragraphen kennen wir schon ein Maû fÈur die gegenseitige AbhÈangigkeit zweier Meûreihen, den Korrelationskoefőzienten; wir wollen etwas entsprechendes nun fÈur eine beliebige Anzahl von Meûreihen oder Datenvektoren deőnieren.

Zur KlÈarung der Begriffe beginnen wir mit einem Beispiel, das zwar nicht das geringste mit Bild- oder Audiodaten zu tun hat, das dafÈur aber einfach und Èubersichtlich ist:

b) Kovarianzen und Korrelationen bei der Europawahl 1999

Wir betrachten das Ergebnis der Europawahl vom 13. Juni 1999 in den verschiedenen Mannheimer Stadtteilen. Laut Mannheimer Morgen vom 15. Juni gab es folgende Prozentzahlen:

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 352

Bezirk Bet. CDU SPD GrÈune Rep. FDP PDS Sonst. (A) 37,7 40,7 31,8 13,0 2,4 5,0 3,4 4,2 (B) 30,9 33,1 39,8 12,9 3,9 2,1 4,1 4,1 (C) 36,1 39,5 36,1 10,8 2,8 3,1 3,7 4,0 (D) 44,9 46,0 26,6 12,8 1,9 6,6 2,5 3,6 (E) 46,0 44,2 30,0 12,0 2,4 5,6 2,1 3,7 (F) 48,6 51,1 23,7 10,8 2,6 6,3 2,5 3,0 (G) 36,8 43,3 42,0 4,6 3,1 2,2 1,3 3,5 (H) 28,3 39,2 46,0 4,0 4,1 1,6 1,5 3,6 (I) 37,9 40,1 42,7 5,7 3,7 2,8 1,7 3,3 (J) 37,9 44,9 37,3 6,4 3,3 2,6 1,8 3,7 (K) 40,9 44,8 40,9 3,8 3,2 2,5 1,6 3,2 (L) 49,1 46,3 35,9 7,7 2,2 3,7 1,2 3,0 (M) 47,4 47,0 30,2 11,9 1,6 4,2 1,8 3,3 (N) 42,5 48,8 32,7 9,1 1,9 3,5 1,4 2,6 (O) 40,9 44,8 38,1 7,4 1,8 3,2 1,8 2,9 (P) 42,5 47,8 30,3 10,2 2,2 3,8 2,1 3,5 (Q) 38,4 47,6 34,9 6,0 3,4 2,9 1,2 4,0 MA 39,8 44,2 34,6 9,0 2,7 3,7 2,1 3,7

Die Stadtteile sind, damit alles in eine Zeile paût, durch Buchstaben bezeichnet; fÈur Interessenten seien auch die richtigen Namen angegeben: (A) steht fÈur Innenstadt/Jungbusch, (B) fÈur Neckarstadt West, (C) fÈur Neckarstadt Ost/Wohlgelegen, (D) ist die Oststadt/Schwetzingerstadt, (E) der Lindenhof, (F) Neuostheim/Neuhermsheim, (G) Sandhofen, (H) SchÈonau, (I) Waldhof, (J) KÈafertal, (K) Vogelstang, (L) Wallstadt, (M) Feudenheim, (N) Seckenheim, (O) Friedrichsfeld, (P) Neckarau, (Q) Rheinau und MA schlieûlich Mannheim insgesamt.

Wie man sieht, haben die einzelnen Parteien in den verschiedenen Stadtteilen recht unterschiedlich abgeschnitten; bei der FDP etwa ergibt sich mehr als ein Faktor vier zwischen den 1,6% in der SchÈonau und den 6,6% in Neuostheim/Neuhermsheim. Es ist auch klar, daû die CDU dort unterdurchschnittlich viele Stimmen hat, wo die SPD Èuberdurchschnittlich abgeschnitten hat; anders geht das bei den Stimmenzahlen dieser beiden Parteien gar nicht. Wie steht es aber mit den kleinen Parteien?

353 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Eine Partei hat in einem Stadtteil dann Èuberdurchschnittlich gut abgeschnitten, wenn sie dort einen hÈoheren Prozentsatz erreicht hat als fÈur Mannheim insgesamt, wenn also die Differenz zwischen dem Prozentsatz dort und dem fÈur ganz Mannheim positiv ist. Bei negativer Differenz hat sie unterdurchschnittlich abgeschnitten.

Wenn wir also vergleichen wollen, ob zwei Parteien ihre Hochburgen und ihre SchwÈachegebiete jeweils in denselben Stadtteilen haben, geben uns wie in §4 die Produkte ihrer Abweichungen von ihren Mittelwerten einen ersten Hinweis, d.h. also die AusdrÈucke 1 17 17∑ i=1 (x_i − ~x)(y_i − ~y) , wobei die x_i, y_i die Ergebnisse aus den einzelnen Stadtteilen sind und ~x, ~y die Ergebnisse fÈur ganz Mannheim.

Da die verschiedenen Stadtteile verschieden groû sind, sind ~x und ~y nicht genau die Mittelwerte der x_i beziehungsweise y_i, sondern aussagekrÈaftigere gewichtete Mittelwerte; da andererseits Wahlbezirke ungefÈahr gleich groû sein sollten, wollen wir diesen Unterschied nicht allzu ernst nehmen und kÈonnen obige Summe im wesentlichen mit der Kovarianz cov(⃗x, ⃗y) = 1 17 17∑ i=1 (x_i − x)(y_i − y) identiőzieren, wobei x = 1 17 17∑ i=1 x_i und y = 1 17 17∑ i=1 y_i die Mittelwerte der beiden DatensÈatze sind.

Bei m DatensÈatzen ⃗x_1, . . . ⃗x_m ∈ R^N kÈonnen wir die Kovarianzen cov(⃗x_i, ⃗x_j ) zu einer m × m-Matrix zusammenfassen, der Kovarianzmatrix

Cov(⃗x_1, . . . ⃗x_m) = (c_iij) mit c_{ij} = cov(⃗x_i, ⃗x_j ) .

Sie ist offensichtlich eine symmetrische Matrix.

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 354

Wenn wir die Wahlbeteiligung formal wie eine Partei namens W behandeln, erhalten wir hier die folgende Kovarianzmatrix:

W CDU SPD GrÈune Rep. FDP PDS Sonst. W 32,4 18,8 −24,3 5,66 −3,27 5,79 −1,32 −1,46 CDU 18,8 18,2 −15,7 −0,58 −1,96 3,00 −2,07 −1,08 SPD −24,3 −15,7 34,9 −13,8 3,11 −7,66 −1,07 0,10 GrÈune 5,66 −0,58 −13,8 10,2 −1,21 3,13 1,93 0,44 Rep. −3,27 −1,96 3,11 −1,21 0,57 −0,69 0,05 0,14 FDP 5,79 3,00 −7,66 3,13 −0,69 2,04 0,26 −0,04 PDS −1,32 −2,07 −1,07 1,93 0,05 0,26 0,73 0,22 Sonst. −1,46 −1,08 0,10 0,44 0,14 −0,04 0,23 0,24

ÈUbersichtlicher ist die Korrelationsmatrix, deren EintrÈage nicht die Kovarianzen sondern die Korrelationskoefőzienten sind; diese liegen bekanntlich stets zwischen -1 und 1. Im vorliegenden Fall ist das die Matrix W CDU SPD GrÈune Rep. FDP PDS Sonst.

W 1,00 0,77 −0,72 0,31 −0,76 0,71 −0,27 −0,52 CDU 0,77 1,00 −0,62 −0,04 −0,61 0,49 −0,57 −0,52 SPD −0,72 −0,62 1,00 −0,73 0,70 −0,91 −0,21 0,03 GrÈune 0,31 −0,04 −0,73 1,00 −0,50 0,69 0,71 0,28 Rep. −0,76 −0,61 0,70 −0,50 1,00 −0,64 0,07 0,37 FDP 0,71 0,49 −0,91 0,69 −0,64 1,00 0,21 −0,05 PDS −0,27 −0,56 −0,21 0,71 0,07 0,21 1,00 0,53 Sonst. −0,52 −0,52 0,03 0,28 0,37 −0,05 0,53 1,00

Dieser Matrix kÈonnen wir nun aller gewÈunschten Informationen entnehmen. Die erste Zeile beispielsweise sagt uns, daû die CDU, FDP und in geringerem Ausmaû auch die GrÈunen dort Èuberdurchschnittlich gut abgeschnitten haben, wo auch die Wahlbeteilung Èuberdurchschnittlich war, diese drei Parteien konnten also anscheinend ihre AnhÈanger am besten mobilisieren.

Wo die CDU Èuberdurchschnittlich gut abschnitt, waren alle anderen Parteien mit Ausnahme der FDP unterdurchschnittlich; wo die SPD

355 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Èuberdurchschnitt gut abschnitt, waren ebenfalls fast alle anderen unterdurchschnittlich; die Ausnahme hier sind die Repuplikaner. Zwischen SPD und FDP haben wir mit -0,91 den betragsgrÈoûten Korrelationskoefőzienten; die Hochburgen dieser beiden Parteien sind also sehr unterschiedlich. Die GrÈunen schlieûlich sind positiv korreliert mit FDP, PDS und Sonstigen.

c) Zufallsvariablen und ihre statistischen KenngrÈoûen

Die Europawahl vom 13. Juni 1999 ist vorbei und ausgezÈahlt, wir konnten daher im letzten Abschnitt mit wohlbekannten Daten rechnen. Beim Umgang mit Bild- und Tondaten gilt das nur in eingeschrÈanktem Maûe: Zwar kÈonnen Daten erst dann verarbeitet werden, wenn sie da sind, aber eine Digitalkamera beispielsweise muû doch schon heute auf die Bilder vorbereitet sein, die ihr Besitzer erst in ein paar Jahren aufnehmen wird.

FÈur den Grundalgorithmus zur Datenkompression mÈussen wir daher Daten zulassen, Èuber die wir noch nichts konkretes wissen ś abgesehen von gewissen vagen GesetzmÈaûigkeiten, durch die sich echte Bilddaten von beliebigen Matrizen unterscheiden. Als Hilfmittel dazu dient der Begriff der Zufallsvariablen.

Deőnition: Eine (diskrete) Zufallsvariablen ist ein Prozeû, der zufÈallig einen Wert aus einer vorgegebenen endlichen Menge {x_0, . . . , x_m} liefert.

Dieser žZufallł muû natÈurlich, falls er mathematisch faûbar sein soll, irgendwelchen Regeln genÈugen, und hier kommt der zweite fundamentale Begriff zum Einsatz: Wir nehmen an, daû fÈur jeden der mÈoglichen Werte x_i feststeht, mit welcher Wahrscheinlichkeit p_i er angenommen wird. Diese žWahrscheinlichkeitł deőnieren wir informell so, daû bei einer groûen Anzahl m von Versuchen ungefÈahr p_im-mal der Wert x_i geliefert wird. Das žGesetz der groûen Zahlenł, das wir im nÈachsten Semester kennenlernen werden, sagt, daû diese Deőnition sinnvoll ist und man die Wahrscheinlichkeiten p_i damit in wohldeőnierter Weise mit beliebiger Genauigkeit bestimmen kann.

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 356

Zwei formale Konsequenzen der Deőnition sind offensichtlich:

0 ≤ p_i ≤ 1 fÈur alle i und m∑ i=0 p_i = 1 .

Sollen beispielsweise alle x_i mit gleicher Wahrscheinlichkeit angenommen werden (was fÈur Bilddaten nicht unbedingt ein sehr realistisches Modell ist), so sind alle p_i = 1/(m + 1).

In unserem Modell soll ein žBildł dann produziert werden durch eine Matrix (X_{ij} ) von geeigneten Zufallsvariablen; eine žAudiosequenzł entsprechend durch einen Vektor (X_1, . . . , X_N ).

Welche Zufallsvariablen sind geeignet? In unserem einfachen Modell wollen wir uns nicht darauf festlegen, wie die p_i gewÈahlt werden sollen, sondern stattdessen mit ihrer Hilfe Analoga zu den KenngrÈoûen aus dem vorigen Abschnitt deőnieren.

Deőnition: Der Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariablen X ist E(X) = m∑ i=0 p_ix_i .

Falls alle x_i mit gleicher Wahrscheinlichkeit angenommen werden, ist der Erwartungswert also einfach das arithmetische Mittel 1 m + 1 m∑ i=0 x_i der mÈoglichen Werte; ansonsten ist er ein sogenanntes gewichtetes arithmetisches Mittel. FÈur einen WÈurfel etwa, der die Augenzahlen von x_0 = 1 bis x_5 = 6 mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit produziert, ist E(X) = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 6 = 1 6 6 · 7 2 = 3 1 2 . Als nÈachste wichtige KenngrÈoûe hatten wir im letzten Abschnitt die mittlere quadratiscche Abweichung vom Mittelwert, die Varianz, betrachtet; in vÈolliger Analogie zu dort deőnieren wir

357 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Deőnition: Die Varianz einer Zufallsvariablen X mit Erwartungswert E(X) ist

σ^2_X = E ( (X − E(X))^2 ) = m∑ i=0 p_i ( x_i − E(X) )_2 ; ihre Standardabweichung ist σ_X = √ σ^2_X .

Beim WÈurfel wÈare also

σ^2_X = ( −2^1_2

)_2 + ( −1^1_2

)_2 + ( −^1_2

)_2 + (_1 2 )_2 + ( 1^1_2

)_2 + ( 2^1_2

)_2 6 = 35 12 und σ_X = √ 35 12 ≈ 1,7078. Bei hundert WÈurfen liegt der Mittelwert also mit einer Wahrscheinlichkeit von rund 68% zwischen 3,33 und 3,67.

d) Beispiele aus der Bildverarbeitung

Um die Bedeutung dieser KenngrÈoûen in der Bildverarbeitung zu veranschaulichen, sind auf der nÈachsten Doppelseit sechs beliebte Testbilder zusammen mit den Werten dieser KenngrÈoûen abgedruckt. Die Werte sind entnommen aus

P.M. FARELLE: Recursive Block Coding for Image Data Compression, Springer, 1990 ;

sie beziehen sich natÈurlich auf die Originalbilder und nicht auf das, was der Druckvorgang hier im Skriptum daraus gemacht hat. Trotzdem sollte der Vergleich von Bildern und Daten einen einigermaûen korrekten Eindruck zumindest der relativen Situation vermitteln, da hoffentlich alle hier abgedruckte Bilder in derselben Weise verunstaltet sind.

Die mittlere Helligkeit eines Bildes, dessen (viele) Pixel durch je eine Zufallsvariable mit Erwartungswert μ produziert werden, sollte ziemlich nahe bei μ liegen; der beste SchÈatzwert fÈur den gemeinsamen Erwartungswert der Zufallsvariablen ist also die mittlere Helligkeit des Bildes. Typischerweise werden Helligkeiten durch Zahlen zwischen 0 und 255 kodiert, wobei schwarz der Zahl Null entspricht und weiû der 255. Dies sieht man gut an den Beispielbildern, wo das mit Abstand hellste Bild

žTiffanył auch den mit Abstand grÈoûten Mittelwert μ hat; den kleinsten Wert hat das auch visuell dunkelste Bild žLennał.

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 358

Die nÈachste wichtige KenngrÈoûe ist die Varianz, welche angibt, wie stark eine Zufallsvariable um ihren Erwartungswert streut. Auch hier wollen wir wieder davon ausgehen, daû alle Zufallsvariablen zu einem gegebenen Bild bzw. einer gegebenen Audiosequenz aus N dieselbe Varianz haben. Wir schÈatzen diese gemeinsame Varianz aufgrund der vorliegenden Daten als

σ^2 = 1 N − 1 N∑ i=1 (y_i − μ)^2 ,

wobei y_1, . . . , y_N die Helligkeits- bzw. LautstÈarkewerte sind. (Wer sich wundert, daû vor dieser Summe mit N Summanden nur N −1 im Nenner steht, sollte zu §4d) zurÈuckblÈattern.)

Was die Varianz und die Standardabweichung bedeuten, sieht man wieder deutlich an den Beispielbildern: Bilder mit geringem Kontrast wie

žTiffanył oder žLennał haben deutlich geringere Werte als die kontrastreicheren Bilder žPeppersł und žSailboatł.

e) Kovarianz und Korrelation von Zufallsvariablen

So, wie wir sie bislang deőniert haben, ist jede Zufallsvariable ein eigenstÈandiger Prozeû, und zwei verschiedene Zufallsvariablen haben nichts miteinander zu tun. Das ist natÈurlich nicht das, was wir fÈur die Beschreibung von Bild- und Audiodaten brauchen; hier mÈussen wir davon ausgehen, daû ein einziger Prozeû gleichzeitig einen ganzen Vektor bzw. eine ganze Matrix von Zufallswerten erzeugt, wobei deren einzelne Komponenten dann sehr wohl voneinander abhÈangig sein kÈonnen.

FÈur zwei solche Komponenten X und Y mit Wertebereichen {x_0, . . . , x_m} und {y_0, . . . , y_n} sowie Wahrscheinlichkeiten p_i und q_j ist die Wahrscheinlich dafÈur, daû X den Wert x_i liefert und Y den Wert y_j dann nicht p_iq_j , wie das bei unabhÈangigen Variablen der Fall wÈare, sondern irgendeine Wahrscheinlichkeit π_{ij} , von der wir nur wissen, daû aus offensichtlichen GrÈunden etwa m∑ j=0 π_{ij} = p_i und m∑ i=0 π_{ij} = q_j