307 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Abb. 53: Ditto mit anderen Zufallszahlen

wird es am besten sein, nach hinreichend vielen METROPOLIS-Schritten einfach ein gewÈohnliches Gradientenverfahren zu starten.

Zusammenfassend lÈaût sich sagen, daû der METROPOLIS-Algorithmus und verwandte Verfahren (die sogenannten Monte-Carlo-Methoden) sehr nÈutzliche Hilfsmittel zur Optimierung sind, falls man so gut wie nichts Èuber die zu optimierende Funktion weiû. Sie funktionieren nicht nur bei kontinuierlichen Problemen, wie den hier betrachteten, sondern auch fÈur diskrete und kombinatorische Optimierungsprobleme.

Sie haben allerdings den Nachteil, daû man nie garantieren kann, daû man ein Optimum erreichen wird, und selbst wenn man eines erreicht, kann die Methode dies nicht erkennen. (Es gibt alternative numerische Methoden, die das kÈonnen.)

c) Zusammenfassung

Die nichtlineare Optimierung ist ein sehr weites Feld, von dem eine Grundvorlesung wie die HÈohere Mathematik nur einen kleinen Ausschnitt behandeln kann. Dieser Ausschnitt besteht nicht aus den fÈur die Praxis wichtigsten Verfahren, sondern aus denen, die sich am besten in den Stoff der Vorlesung einordnen. Sie sind zwar (in Kombination mit

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 308

dem aus der Numerik bekannten Simplex-Verfahren) die Grundbausteine, aus denen die meisten praktisch relevanten Verfahren zusammengesetzt sind, aber fÈur die vielen kleinen Abwandlungen, die dazu fÈuhren, daû man ein Problem wirklich efőzient lÈosen kann, mÈuûte man deutlich mehr Zeit aufwenden, als hier zur VerfÈugung steht. Interessenten seien auf entsprechende Spezialvorlesung aus dem Bereich der Mathematik oder Operations Research verwiesen.

ğ4: GrundzÈuge der Fehler- und Ausgleichsrechnung

Physikalische Gesetze machen meist nur dann eine Aussage Èuber ein reales System, wenn alle Umgebungsbedingungen exakt kontrolliert werden kÈonnen. Das ist in der Praxis natÈurlich nie mÈoglich. Insbesondere hat man bei der Anwendung physikalischer Prinzipen zur Messung von Daten keine Chance, den exakten Wert der zu messenden GrÈoûe zu bestimmen; der gemessene Wert wird immer von zahlreichen kleineren StÈorungen beeinŕuût sein, die man bei einem gut durchgefÈuhrten Experiment fÈur alle praktischen Zwecke als zufÈallig betrachten kann.

ZusÈatzlich kann die Messung noch durch mehr oder weniger groûe systematische Fehler verfÈalscht sein; diese kÈonnen hervorgerufen werden durch ein falsch kalibriertes MeûgerÈat, Ablesen auf der falschen Skala eines Meûinstruments, durch falsche Anwendung von Meûvorschriften usw. Mit diesen systematischen Fehlern wollen wir uns hier nicht beschÈaftigen; in diesem Paragraphen soll es nur um Zufallsfehler gehen.

a) Das Laplacesche Fehlermodell

Der franzÈosische Mathematiker PIERRE SIMON, MARQUIS DE LAPLACE (1749ś1827), dem wir in dieser Vorlesung bereits mehrfach begegnet sind, entwickelte ein extrem vereinfachtes Modell fÈur das Zustandkommen zufÈalliger Meûfehler. Trotz seiner unrealistischen Annahmen ist es auch fÈur die Praxis immer noch sehr interessant, da man inzwischen weiû, daû auch sehr viel kompliziertere realistische Fehlerquellen dasselbe Verhalten zeigen, das LAPLACE aus seinem Modell ableitete.

Die Grundannahme des LAPLACEschen Fehlermodells kÈonnen wir uns so vorstellen, daû eine groûe Anzahl von žDÈamonenł (oder Fehlerquellen)

309 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

unsere Meûergebnisse verfÈalschen; jeder einzelne dieser žDÈamonenł verursacht einen Fehler derselben GrÈoûe ε in positiver oder negativer Richtung, wobei die Wahrscheinlichkeit fÈur +ε bzw. −ε fÈur jeden der žDÈamonenł jeweils 50% sein soll und die einzelnen žDÈamonenł unabhÈangig voneinander handeln sollen.

Im Falle eines einzigen žDÈamonenł wÈare der Fehler also mit gleicher Wahrscheinlichkeit +ε oder −ε, bei zwei žDÈamonenł wÈare er in jeweils 25% aller FÈalle +2ε oder −2ε, wÈahrend sich in 50% der FÈalle die beiden Fehler aufheben wÈurden.

Allgemein gibt es bei n žDÈamonenł 2^n gleichwahrscheinliche MÈoglichkeiten fÈur deren Verhalten; die folgende Tabelle zeigt fÈur n ≤ 5 jeweils die Anzahl der FÈalle, die zu dem in der Kopfzeile angegebenen Gesamtfehler fÈuhren: −5ε −4ε −3ε −2ε −ε 0 +ε +2ε +3ε +4ε +5ε n = 0 1 n = 1 1 1 n = 2 1 2 1 n = 3 1 3 3 1 n = 4 1 4 6 4 1 n = 5 1 5 10 10 5 1

Diese dreiecksfÈormige Anordnung von Zahlen bezeichnet man als PAS- CALsches Dreieck. Offenbar kann man es dadurch rekursiv zeilenweise berechnen, daû man an jede Stelle die Summe der beiden links und rechts darÈuberstehenden Zahlen schreibt: Die n-te StÈorung bringt den Fehler genau dann auf i · ε, wenn sie entweder gleich +ε ist und die ersten n − 1 StÈorungen einen Fehler (i − 1) · ε produziert haben, oder aber wenn sie gleich −ε ist und die ersten n − 1 StÈorungen einen Fehler (i + 1) · ε produziert haben. Entsprechend ist auch klar, daû die Summe aller Zahlen in der n-ten Zeile gleich 2^n ist, denn in der nullten Zeile haben wir Summe eins, und da die jeweils neu hinzukommende StÈorung genau zwei MÈoglichkeiten hat, verdoppelt sich die Summe von Zeile zu Zeile. Die Wahrscheinlichkeit dafÈur, daû sich n StÈorungen zu i · ϵ aufsummieren, ist also gerade gleich der Zahl, die in der n-ten Spalte unter i · ε steht (beziehungsweise Null, wenn dort keine Zahl steht), dividiert durch 2^n.

Bekanntlich kann man die Zahlen in diesem Dreieck auch explizit berechnen: An der n-ten Zeile stehen die n + 1 Zahlen ( n i ) = n! i!(n − i)! fÈur i = 0, . . . , n .

Wer diese Formel nicht kennt, kann sie leicht durch vollstÈandige Induktion beweisen: FÈur n = 1 sowie allgemein fÈur i = 0 oder i = n ist alles klar; fÈur n > 1 und 0 < i < n stehen Èuber (_n i ) die beiden Zahlen

(_n�_1

i�1^{) und (n}�^1i^{), fÈur die in der Tat gilt} (n − 1 i − 1 ) + (n − 1 i ) = (n − 1)!

(i − 1)!(n − i)! + (n − 1)! i!(n − i − 1)! = (n − 1)! i!(n − i)! · ( i + (n − i) )

= n! i!(n − i)! = (n i ) . Mit dieser Formel lassen sich die Fallanzahlen fÈur einen bestimmten Fehler im Prinzip berechnen; allerdings ist die Berechnung fÈur groûe n schnell sehr aufwendig und die Binomialkoefőzienten werden auch schnell sehr groû. Um trotzdem einen Eindruck davon zu bekommen, was fÈur grÈoûere n passiert, sind auf den beiden folgenden Seiten die Binomialkoefőzienten fÈur n = 5, 10, 50, 100, 500 und 1000 graphisch dargestellt. (Die Tatsache, daû ab n = 50 deutlich weniger als n + 1 Balken zu sehen sind, erklÈart sich daraus, daû die restlichen Binomialkoefőzienten zu klein sind, um noch darstellbar zu sein: Die Diagramme sind so skaliert, daû der grÈoûte (mittlere) Balken jeweils eine feste HÈohe hat.)

Betrachten wir als nÈachstes die GrÈoûe des Gesamtfehlers. Falls n gerade ist, treten nur Vielfache von 2ε auf und alle diese Vielfachen zwischen −nε und nε kommen tatsÈachlich vor; ensprechend sind fÈur ungerades n nur ungeradzahlige Vielfache von ε mÈoglich, und auch hier werden wieder alle solchen Werte zwischen −nε und nε angenommen. Wir kÈonnen dies dadurch zusammenfassen, daû in beiden FÈallen genau die Werte (n − 2k)ε mit k = 0, . . . , n angenommen werden, und das PASCALsche Dreieck zeigt, daû der Fehler (n − 2k)ε in ( n n − k ) = ( n k )

311 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

n = 5

n = 10

n = 50

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 312

n = 100

n = 500

n = 1000

313 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

FÈallen auftritt. Da n žDÈamonenł insgesamt 2^n MÈoglichkeiten zur Fehlererzeugung haben, ist die Wahrscheinlichkeit fÈur den Gesamtfehler (n − 2k)ε also ( n k ) · 2�n_.

Diese Wahrscheinlichkeit sollte fÈur einen festen Fehlerbetrag im wesentlichen unabhÈangig von n sein: Da wir nicht wirklich an DÈamonen glauben, kÈonnen wir deren Anzahl schlieûlich nicht in ein realistisches Fehlermodell einŕieûen lassen.

Auch die Balkendiagramme zeigen, daû sich die Verteilung der Fehlerwahrscheinlichkeiten fÈur groûe n einer festen Kurve annÈahern sollte, der in Abbildung 54 und auf jedem Zehnmarkschein zu őndenden Glockenkurve oder GAUSS-Kurve.

Abb. 54: Die ž Glockenkurveł y = 1p

2π e�^{x2/2}

Wenn sich Fehler oder auch beliebige Daten so veteilen, wie es dieser Kurve entspricht, redet man von normalverteilten Daten. Damit haben wir also zumindest graphisch gesehen, daû Meûfehler nach dem LAPLACEschen Fehlermodell normalverteilt sind. Das sagt noch nicht

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 314

unbedingt etwas Èuber die Verteilung realer Meûfehler, da das LA-

PLACEsche Fehlermodell von unrealistisch einfachen Annahmen aus-

geht; nach einem der fundamentale Gesetze der Statistik, dem zentralen Grenzwertsatz, fÈuhren aber auch realistischere Annahmen zu genau derselben Verteilung: Sind u_1, . . . , u_n beliebige Quellen von Zufallsfehlern, Èuber deren Verteilung wir (fast) nichts voraussetzen mÈussen, so ist ihre Summe fÈur hinreichend groûes n annÈahernd normalverteilt. Das eingeklammerte Wort žfastł ist dabei fÈur praktische Zwecke bedeutungslos, und als žgroûł kann man sich ein n ab etwa dreiûig oder vierzig vorstellen.

Im nÈachsten Paragraphen werden wir uns Èuberlegen, wie man zu einer Gleichung fÈur die Glockenkurve kommt.

b) Statistische KenngrÈoûen

Die Èubliche Strategie zum Umgang mit Zufallsfehlern ist wohlbekannt: Man begnÈugt sich nicht mit einer einzigen Messung, sondern miût dieselbe GrÈoûe mehrmals, so daû man eine ganze Meûreihe x_1, x_2, . . . , x_N erhÈalt. Dann bildet man das arithmetische Mittel x = 1 N N∑ i=1 x_i der Meûreihe in der Hoffnung, daû sich hierbei die Fehler žausmittelnł, so daû x dem theoretisch korrekten Wert Ãx nahekommt.

Die Wahl des arithmetischen Mittels lÈaût sich auch geometrisch begrÈunden: Eine Meûreihe x_1, . . . , x_N fÈur eine MeûgrÈoûe mit exaktem Wert Ãx deőniert einen Vektor im R^n . Falls es keine Meûfehler gÈabe, hÈatte dieser lauter identische Komponenten Ãx. TatsÈachlich ist dies natÈurlich nicht der Fall; wir kÈonnen aber nach einem Vektor mit identischen Komponenten suchen, der mÈoglichst nahe am Vektor der Meûwerte liegt. FÈur einen Vektor, dessen sÈamtliche Komponenten gleich x sind,

315 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

ist der EUKLIDische Abstands zum Vektor der Meûwerte gleich

d(x) = N∑ i=1 (x − x_i)^2 = Nx^2 − 2x N∑ i=1 x_i + N∑ i=1 x^2_i .

Die quadratische Funktion d(x)^2 hat ein eindeutig bestimmtes Minimum bei der Nullstelle ihrer Ableitung 2Nx − 2 N∑ i=1 x_i ,

also beim arithmetischen Mittel x, und dieses ist auch das einzige Minimum von d(x). Wir nehmen daher das arithmetische Mittel x als besten verfÈugbaren SchÈatzwert fÈur den unbekannten korrekten Wert Ãx.

Als Maû fÈur die Schwankungen innerhalb der Meûreihe und damit fÈur die Meûfehler kÈonnte man versucht sein, den Abstand d( Ãx) zu nehmen; er hat aber den Nachteil, daû er mit steigendem N immer grÈoûer wird, d.h. die Schwankungen wÈurden umso grÈoûer, je mehr man miût. Das ist natÈurlich absurd; daher dividieren wir das Abstandsquadrat noch durch N und deőnieren die mittlere quadratische Abweichung oder Varianz der Meûreihe als

σ^2 = 1 N N∑ i=1 ( Ãx − x_i)^2 .

Die (nichtnegative) Quadratwurzel σ hieraus heiût Standardabweichung der Meûreihe.

Das Ergebnis einer Messung wird meist angegeben in der Form x = x ± σ , man betrachtet also die Standardabweichung der Meûreihe als Maû fÈur den Meûfehler. Da deren Deőnition allerdings vom (im allgemeinen unbekannten)korrekten Wert Ãx abhÈangt, kÈonnen wir sie nicht berechnen, sondern mÈussen im folgenden sehen, wie wir sie zumindest schÈatzen kÈonnen.

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 316

Als einfachste MÈoglichkeit bietet sich an, σ^2 durch 1 N N∑ i=1 (x − x_i)^2

zu schÈatzen, aber das fÈuhrt sicherlich zu einem zu kleinen Ergebnis: Schlieûlich ist d(x) das eindeutig bestimmte Minimum der Abstandsfunktion d, so daû der korrekte Wert d( Ãx) fÈur Ãx ≠ x notwendigerweise grÈoûer sein muû.

In Abschnitt d) werden wir aus dem Fehlerfortpŕanzungsgesetz einen besseren SchÈatzwert fÈur σ herleiten.

Warum betrachten wir eigentlich quadratische Abweichungen und nicht die einfacheren linearen Abweichungen? Nun, der Mittelwert aller Abweichungen ist 1 N N∑ i=1 (x_i − x) = 1 N N∑ i=1 xi − 1 N Nx = x − x = 0 ,

also ist dies keine geeignete Maûzahl. MÈoglich wÈare die mittlere betragsmÈaûige Abweichung 1 N N∑ i=1 |x_i − x| , allerdings wird die im allgemeinen nicht fÈur das arithmetische Mittel Åx minimal, sondern, wie man sich leicht Èuberlegen kann, fÈur jede Zahl x mit der Eigenschaft, daû gleichviele Meûwerte grÈoûer und kleiner als x sind; einen solchen Wert x bezeichnet man als Median der Meûreihe. FÈur die Beschreibung wirtschafts- und sozialwissenschaftlicher Daten ist dieser Median meist eine aussagekrÈaftigere Kennzahl als das arithmetische Mittel; in den Naturwissenschaften und der Technik spielt er allerdings keine groûe Rolle. Im nÈachsten Paragraphen werden wir sehen, daû auch das LAPLACEsche Fehlermodell in natÈurlicher Weise auf quadratische Abweichungen fÈuhrt.

c) Das Fehlerfortpŕanzungsgesetz

Gegeben seien zwei GrÈoûen

x = Ãx ± σ_x und y = Ãy ± σ_y

(die Verallgemeinerung auf mehr als zwei GrÈoûen erfordert, wie man sich bei der folgenden Rechnung leicht klarmacht, nur etwas mehr Schreibaufwand; sie ist nicht prinzipiell schwieriger), und eine GrÈoûe w = f(x, y) ,

317 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

die von diesen beiden abhÈangt. Um vernÈunftige Aussagen machen zu kÈonnen, setzen wir dabei f als stetig differenzierbar voraus.

FÈur x seien N Meûwerte x_1, . . . , x_N gegeben, und fÈur y entsprechend M Werte y_1, . . . , y_M . Wenn wir echte Zufallsfehler haben, kÈonnen wir davon ausgehen, daû die Fehler der x-Werte und die der y-Werte voneinander unabhÈangig sind, und das wollen wir im folgenden auch annehmen.

FÈur w haben wir dann NM Werte w_{ij} = f(x_i, y_j ), deren Mittelwert die beste SchÈatzung fÈur den žwahrenł Wert ^w = f( Ãx, Ãy) ist. Dieser Mittelwert ist fÈur komplizierte Funktionen f und/oder groûe Werte von n und m umstÈandlich auszurechnen; gÈunstiger wÈare es, einfach den Mittelwert Åx der x_i und den Mittelwert Åy der y_j zu berechnen, um dann f( Åx, Åy) als SchÈatzung fÈur ^w zu benutzen. Zur AbschÈatzung des dadurch bedingten Fehler setzen wir x_i = Åx + h_i und y_j = Åy_j + k_j ;

dann ist wegen der Differenzierbarkeit von f

w_{ij} = f(x_i, y_j ) = f( Åx + h_i, Åy + k_j )

= f( Åx, Åy) + f_x( Åx, Åy)h_i + f_y( Åx, Åy)k_j + o (√ h^2_i + k^2_j ) , wobei f_x = ∂f ∂x und f_y = ∂f ∂y die partiellen Ableitungen von f bezeichnen. Da die h_i und die k_j als Abweichungen vom Mittelwert die Summe null haben, ist also der Mittelwert der w_{ij} bis auf einen Fehler der GrÈoûenordnung o (√ h^2 + k^2 ) gleich f( Åx, Åy), wobei h, k die Batragsmaxima der h_i, k_j sind.

Als nÈachstes mÈussen wir den Fehler von ^w berechnen, also den Erwartungswert der (w_{ij} − ^w)^2. Dazu schreiben wir zunÈachst x_i = Ãx + u_i und y_j = Ãy_j + v_j , betrachten also anstelle der Abweichungen vom Mittelwert die echten Meûfehler, und erhalten genau wie eben w_{ij} − ^w = f(x_i, y_j ) − f( Ãx, Ãy) ≈ u_i · f_x( Ãx, Ãy) + v_j · f_y( Ãx, Ãy) mit Quadrat (w_{ij} − ^w)^2 ≈ ( u_i · f_x( Ãx, Ãy) + v_j · f_y( Ãx, Ãy)

)_2

= u^2_i · f_x( Ãx, Ãy)^2 + v^2_j · f_y( Ãx, Ãy)^2 + 2u_i · v_j · f_x( Ãx, Ãy) · f_y( Ãx, Ãy) .

Hier sind die Werte u^2_i , v^2_j und u_iv_j jeweils ZufallsgrÈoûen, Èuber deren Werte wir nichts sagen kÈonnen. Wir haben aber gewisse Erwartungen darÈuber, wie sie sich im Mittel verhalten: u^2_i sollte, da σ^2_x die mittlere quadratische Abweichung von Ãx ist, im Mittel gleich σ^2_x sein und v^2_j entsprechend σ^2_y . Genauso sollten u_i und v_j im Mittel gleich null sein, und wenn wir annehmen, daû die Fehler u_i und v_j voneinander unabhÈangig sind, sollte auch ihr Produkt im Mittel verschwinden. Diese sogenannten Erwartungswerte sind offensichtlich die bestmÈoglichen SchÈatzwerte fÈur die jeweiligen GrÈoûen; als beste SchÈatzung fÈur σ^2_w erhalten wir damit das GAUSSsche Fehlerfortpŕanzungsgesetz

σ^2_w = f_x( Ãx, Ãy)^2 · σ^2_x + f_y( Ãx, Ãy)^2 · σ^2_y oder σ_w = √ f_x( Ãx, Ãy)^2 · σ^2_x + f_y( Ãx, Ãy)^2 · σ^2_y .

Genauso gilt dieses Gesetz auch fÈur Funktionen von mehr als zwei GrÈoûen; fÈur w = f(x_1, . . . , x_n) ist

σ_w = √ f_{x1} ( Ãx_1, . . . Ãx_n)^2 · σ^2_{x1} + · · · + f_xn( Ãx_1, . . . Ãx_n)^2 · σ^2_xn .

d) Die Standardabweichung des Mittelwerts und die SchÈatzung der Varianz Als einfache Anwendung des Fehlerfortpŕanzungsgesetzes betrachten wir die Funktion

Åx = f(x_1, . . . , x_N ) = x_1 + · · · + x_N N , also den Mittelwert der x_i. Jede Messung x_i sei mit demselben erwarteten Fehler σ behaftet; da alle partiellen Ableitungen von f gleich 1/N sind, folgt fÈur den Fehler des Mittelwerts

σ_{Åx} = σ √ N .

319 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Dies bestÈatigt die implizit stets angewandte Regel, daû man durch mehrfaches Messen ein zuverlÈassigeres Ergebnis erhÈalt; durch 25 Messungen beispielsweise lÈaût sich der Fehler auf ein FÈunftel reduzieren, und fÈur N → ∞ geht er gegen Null (Gesetz der groûen Zahl).

Damit wissen wir, wie man aus den Meûwerten auf den Fehler des Mittelwerts schlieûen kann ś sofern man die Fehler der Meûwerte kennt. Wie lassen sich diese schÈatzen?

ZunÈachst ist

σ^2 = 1 N N∑ i=1 ( Ãx − x_i)^2 = 1 N N∑ i=1 ( ( Ãx − Åx) + ( Åx − x_i)

)_2

= 1 N N∑ i=1 ( Ãx − Åx)^2 + 1 N N∑ i=1 ( Åx − x_i)^2 + 2 N N∑ i=1 ( Ãx − Åx) · ( Åx − x_i) .

Die letzte dieser drei Summen ist 2 · ( Ãx − Åx) N N∑ i=1 ( Åx − x_i) = 0 ,

da Åx der Mittelwert der x_i ist. Die zweite Summe ist der Mittelwert der ( Åx − x_i)^2, also die Varianz der Meûreihe, und von der ersten schlieûlich wissen wir, daû ( Ãx − Åx)^2, das Quadrat des Fehlers des Mittelwerts, den Erwartungswert σ^2/N hat. Die gesamte erste Summe ist somit 1 N · N · σ^2 N = σ^2 N , und obige Formel wird zu

σ^2 = σ^2 N + 1 N N∑ i=1 ( Åx − x_i)^2 .

Bringt man hier noch den Term σ^2/N auf die linke Seite, so folgt N − 1 N · σ^2 = 1 N N∑ i=1 ( Åx − x_i)^2

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 320

oder

σ^2 = 1 N − 1 N∑ i=1 ( Åx − x_i)^2 ,

also

σ = N∑ i=1 ( Åx − x_i)^2 N − 1 . Somit lÈaût sich auch σ aus den Meûdaten berechnen, der Meûfehler kann also ohne Kenntnis des žwahrenł Werts anhand der gemessenen Werte geschÈatzt werden.

e) Die Methode der kleinsten Quadrate Oftmals ist zu gegebenen Beobachtungsdaten grundsÈatzlich bekannt, welcher Art von Gesetz sie genÈugen sollten, und das Problem besteht žnurł noch darin, die in diesem Gesetz vorkommenden Parameter zu bestimmen. Im einfachsten Fall kÈonnte man etwa an einen Widerstand denken, der dadurch gemessen wird, daû man verschiedene Spannungen U_i anlegt und die zugehÈorigen StromstÈarken I_i miût. Nach dem Ohmschen Gesetz ist dann U_i = R · I_i, aber aufgrund der unvermeidlichen Meûfehler werden die verschiedenen Quotienten U_i/I_i natÈurlich nicht alle gleich sein. Die LÈosung dieses Problems ist klar: Man nimmt den Mittelwert der Quotienten. Schwieriger wird es, wenn mehrere Parameter ins Spiel kommen.

Betrachten wir als Beispiel etwa die Entwicklung der WeltbevÈolkerung. Da (vor allem auf dem Stand von 1960) vieles fÈur ein stÈarker als exponentielles BevÈolkerungswachstum sprach, enwickelten damals HEINZ VON FOERSTER, PATRICIA M. MORA und LAWRENCE W. AMIOT, allesamt Elektrotechniker an der University of Illinois in Urbana, ein Èuberexponentielles Wachstumsmodell. Die Wachstumsdifferentialgleichung ẏ(t) = βy(t)^r fÈur die WeltbevÈolkerung y(t) zum Zeitpunkt t kann durch Trennung der VerÈanderlichen leicht gelÈost werden; die LÈosung ist y(t) = ( β t_0 − t )_s mit s = 1 r − 1 .

321 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

β, t_0 und r sind Parameter, die aufgrund der bekannten Zahlen zur BevÈolkerungsentwicklung geschÈatzt werden mÈussen. Besonders interessant ist dabei natÈurlich der Parameter t_0, denn zum Zeitpunkt t = t_0 wird die WeltbevÈolkerung unendlich, was man wohl mit dem Weltuntergang gleichsetzen kann.

FÈur zahlreiche Zeitpunkte t_i sind die BevÈolkerungszahlen y_i oder zumindest SchÈatzungen dafÈur bekannt, aber natÈurlich gibt es auch hier keine Parameterwerte, fÈur die alle y_i gleich f(t_i) sind; Ziel kann es nur sein, die Parameter so zu wÈahlen, daû die Unterschiede zwischen y_i und y(t_i) nicht zu groû werden.

FOERSTER, MORA und AMIOT taten genau das und kamen auf das Ergebnis β = (179 ± 14) · 10^9

s = 0,990 ± 0,009

t_0 = 2026,87 ± 5,5 Jahre

r = 2,01 ± 0,009 ;

der Weltuntergang ist also etwa 2026 fÈallig. Der beste SchÈatzwert fÈur das Datum ist, wenn wir 0,87 Jahre in Tage, Stunden und Minuten umrechnen, Freitag, der 13. November gegen 13^{13} uhr ś sofern man das bei einer Standardabweichung von fÈunfeinhalb Jahren Èuberhaupt so genau wissen will. (FÈur Einzelheiten sei auf die Arbeit Doomsday: Friday, 13 November, A.D. 2026, Science 138, November 1960, Seite 1291ś1295, verwiesen.)

Da Weltuntergangsszenarien nicht zum Stoff dieser Vorlesung gehÈoren, wollen wir auf die genaue Behandlung dieses Beispiels verzichten; wir wollen aber zumindest grundsÈatzlich verstehen lernen, wie man solche ParameterschÈatzungen durchfÈuhren kann, und wir wollen diese Techniken auch auf etwas alltÈaglichere Probleme anwenden.

Der allgemeine Ansatz ist folgender: Sei u = f(a, b, . . . ; t) der von den Parametern a, b, . . . abhÈangige Zusammenhang zwischen den GrÈoûen t und u, und seien (t_1, u_1), . . . , (t_N , u_N ) gegebene (Meû-)Werte, an die die Parameter angepaût werden sollen.

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 322

Nehmen wir an, es gÈabe Parameter a, b, . . ., fÈur die u = f(a, b, . . . ; t) den exakten Zusammenhang zwischen den GrÈoûen u und t wiedergibt, daû aber die Werte u_i aufgrund von Beobachtungsfehlern von den f(a, b, . . . ; t_i) abweichen ś das ist genau die Situation, mit denen man es in den Naturwissenschaften und in der Technik meist zu tun hat.

BezÈuglich der weiteren Vorgehensweise kÈonnen wir wieder wie beim arithmetischen Mittel und der Standardabweichung argumentieren: Wir versuchen, den EUKLIDischen Abstand zwischen dem Vektor der tatsÈachlichen Beobachtungswerte und dem der vorhergesagten Werte zu minimieren, d.h. wir wÈahlen die Parameter a, b, . . . so, daû Q(a, b, . . . ) =_{def} N∑ i=1 ( u_i − f(a, b, . . . ; t_i) )_2

minimal wird ś das ist die von CARL FRIEDRICH GAUSS eingefÈuhrte Methode der kleinsten Quadrate.

Obiger Ausdruck ist eine Funktion der Parameter a, b, . . . ; falls sie differenzierbar ist, kann sie nur dort ein Minimum annehmen, wo die partiellen Ableitungen ∂Q ∂a , ∂Q ∂b , . . . allesamt verschwinden. Dies wird im allgemeinen ein nichtlineares Gleichungssystem deőnieren, dessen LÈosung recht kompliziert sein kann; wir wollen uns hier auf den Fall beschrÈanken, daû die Funktion f linear von den Parametern a, b, . . . abhÈangt. In diesem Fall bezeichnet man die Suche nach den optimalen Parametern als lineare Regression; sie hat sowohl in Naturwissenschaft und Technik als auch in den Wirtschaftsund Sozialwissenschaften zahlreiche interessante Anwendungen.

Falls alle Parameter linear in f eingehen, kommen sie in Q hÈochstens quadratisch vor; die partiellen Ableitungen sind also wieder linear, so daû insgesamt nur ein lineares Gleichungssystem gelÈost werden muû.

Wir betrachten hier nur beispielhaft den einfachsten Fall einer Funktion, die von zwei Parametern abhÈangt: die lineare Funktion u = f(a, b; t) = at + b ;

323 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

die Rechnungen, die wir dafÈur im folgenden durchfÈuhren, funktionieren aber genauso auch fÈur allgemeinere Funktionen f, solange f linear in den Parametern a, b, . . . , ist; NichtlinearitÈat in t ist problemlos.

Gesucht sind also reelle Zahlen a und b, bei denen die Funktion Q(a, b) = N∑ i=1 (u_i − at_i − b)^2

minimal wird. Dort mÈussen dann insbesondere die beiden partiellen Ableitungen Q_a(a, b) und Q_b(a, b) verschwinden. Bevor wir diese ausrechnen, empőehlt es sich, die Funktion zunÈachst durch Ausmultiplizieren nach Termen in a und b zu sortieren: Q(a, b) = N∑ i=1 u^2_i + a^2 N∑ i=1 t^2_i + Nb^2 − 2a N∑ i=1 u_it_i

− 2b N∑ i=1 u_i + 2ab N∑ i=1 t_i .

Damit ist Q_a(a, b) = 2a N∑ i=1 t^2_i − 2 N∑ i=1 u_it_i + 2b N∑ i=1 t_i und Q_b(a, b) = 2Nb − 2 N∑ i=1 u_i + 2a N∑ i=1 t_i .

Division durch zwei ergibt die beiden Gleichungen fÈur das Verschwinden dieser partiellen Ableitungen: a N∑ i=1 t^2_i + b N∑ i=1 t_i = N∑ i=1 t_iu_i

und a N∑ i=1 t_i + bN = N∑ i=1 u_i .

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 324

Um b zu eliminieren, multiplizieren wir die zweite Gleichung mit 1 N ∑_N i=1 t_i a · 1 N (_N ∑ i=1 t_i )_2 + b N∑ i=1 t_i = 1 N (_N ∑ i=1 t_i ) · (_N ∑ i=1 u_i )

und subtrahieren das von der ersten Gleichung: a N∑ i=1 t^2_i − 1 N (_N ∑ i=1 t_i )_2 = N∑ i=1 t_iu_i − 1 N (_N ∑ i=1 t_i ) · (_N ∑ i=1 u_i ) , d.h.

a = N∑ i=1 t_iu_i − 1 N (_N ∑ i=1 t_i ) · (_N ∑ i=1 u_i )

N∑ i=1 t^2_i − 1 N (_N ∑ i=1 t_i )_2 .

Entsprechend lÈaût sich a eliminieren, wenn wir die erste Gleichung mit ∑ t_i und die zweite mit ∑ t^2_i multiplizieren; wir erhalten

b =

(_N ∑ i=1 t_i ) · (_N ∑ i=1 t_iu_i ) − (_N ∑ i=1 t^2_i ) · (_N ∑ i=1 u_i )

(_N ∑ i=1 t_i )_2 − N N∑ i=1 t^2_i .

Als Beispiel betrachten wir den Zusammenhang zwischen dem Grad der Korruption in einem Land und dessen Bruttosozialprodukt pro Einwohner. Jedes Jahr verÈoffentlicht die Organisation Transparancy International ihren corruption perceptions index (CPI), in dem jedem Land eine Zahl zwischen null und zehn zugeordnet wird, je nachdem, wie stark GeschÈaftsleute, Risikospezialisten und die BevÈolkerung die Korruption im betreffenden Land einschÈatzen: Ein Index von zehn bedeutet, daû es praktische keine Korruption gibt, wÈahrend bei null nichts lÈauft ohne Bimbes. Die neuesten Daten stammen von Ende 2000 und sind unter http://www.transparency.org/documents/cpi/index.html

325 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

zu őnden. Die Zahlen werden als Mittelwerte Èuber die letzten drei Jahren berechnet, so daû singulÈare Ereignisse eines Jahres nicht zu sehr ins Gewicht fallen.

Wir vergleichen diese Zahlen mit dem Bruttosozialprodukt pro Einwohner, wie es die Weltbank fÈur 1997 festgestellt hat. Dies sind die neuesten verfÈugbaren Zahlen; sie sind beispielsweise auf dem Server des Statistischen Bundesamtes unter

http://www.statistik-bund.de/basis/d/ausl/ausllae5.htm

zu őnden. In der folgenden Tabelle sind alle Staaten aufgelistet, fÈur die sowohl das Bruttosozialprodukt pro Einwohner als auch der CPI fÈur 1999 oder 2000 vorliegt; das Bruttosozialprodukt pro Einwohner in US-$ ist kursiv gedruckt, der Korruptionsindex fÈur 1999 normal und der fÈur 2000 fett. (Fehlende Werte fÈur 2000 bedeuten, daû es fÈur diese Staaten nicht mehr genÈugend viele Quellen gibt; oft bedeutet dies, daû die Korruption dort so hoch ist, daû das Land fÈur GeschÈaftsleute uninteressant wurde, so daû es kaum noch welche gibt, die man nach ihren Erfahrungen fragen kann.)

ÈAgypten 1200 3,3 3,1 Albanien 760 2,3 ś Argentinien 8950 3,0 3.5 Armenien 560 2,5 2,5 Aserbaidschan 510 1,7 1,5 Australien 20650 8,7 8,3 Belgien 26730 5,3 6,1 Bolivien 970 2,5 2,7 Botsuana 3310 6,1 6,0 Brasilien 4790 4,1 3,9 Chile 4820 6,9 7,4 China (ohne Hongkong & Taiwan) 860 3,4 3,1 Costa Rica 2680 5,1 5,4 CÃote d’Ivoire 710 2,6 2,7 DÈanemark 34890 10,0 9,8 Deutschland 28280 8,0 7,6 Ecuador 1570 2,4 2,6

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 326

El Salvador 1810 3,9 4,1 Estland 3360 5,7 5,7 Finnland 24790 9,8 10,0 Frankreich 26300 6,6 6,7 Ghana 390 3,3 3,5 Griechenland 11640 4,9 4,9 Groûbritannien und Nordirland 20870 8,6 8,7 Guatemala 1580 3,2 ś Honduras 740 1,8 ś Hongkong 25200 7,7 7,7 Indien 370 2,9 2,8 Indonesien 1110 1,7 1,7 Irland 17790 7,7 7,2 Island 26580 9,2 9,1 Israel 16180 6,8 6,6 Italien 20170 4,7 4,6 Jamaika 1550 3,8 ś Japan 38160 6,0 6,4 Jordanien 1520 4,4 4,6 Kamerun 620 1,5 2,0 Kanada 19640 9,2 9,2 Kasachstan 1350 2,3 3,0 Kenia 340 2,0 2,1 Kirgisistan 480 2,2 ś Kolumbien 2180 2,9 3,2 Korea, Republik 10550 3,8 ś Kroatien 4060 2,7 3,7 Lettland 2430 3,4 3,4 Litauen 2260 3,8 4,1 Luxemburg (BSP von 1996) 45360 8,8 8,6 Malawi 210 4,1 4,1 Malaysia 4530 5,1 4,8 Marokko 1260 4,1 4,7 Mauritius 3870 4,8 4,7 Mazedonien 1100 3,3 ś Mexiko 3700 3,4 3,3

327 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Mongolei 390 4,3 ś Mosambik 140 3,5 2,2 Namibia 2110 5,3 5,4 Neuseeland 15830 9,4 9,4 Nicaragua 410 3,1 ś Niederlande 25830 9,0 8,9 Nigeria 280 1,6 1,2 Norwegen 36100 8,9 9,1 ÈOsterreich 27920 7,6 7,7 Pakistan 500 2,2 ś Paraguay 2000 2,0 ś Peru 2610 4,5 4,4 Philippinen 1200 3,6 2,8 Portugal 11010 6,7 6,4 Sambia 370 3,5 3,4 Schweden 26210 9,4 9,4 Schweiz 43060 8,9 8,6 Senegal 540 3,4 3,5 Singapur 32810 9,1 9,1 Slowenien 9840 6,0 5,5 Spanien 14490 6,6 7,0 SÈudafrika 3210 5,0 5,0 Tansania, Vereinigte Republik 210 1,9 2,5 Thailand 2740 3,2 3,2 Tunesien 2110 5,0 5,2 TÈurkei 3130 3,6 3,8 Uganda 330 2,2 2,3 Uruguay 6130 4,4 ś Usbekistan 1020 1,8 2,4 Venezuela 3480 2,0 2,7 Vereinigte Staaten 29080 7,5 7,8 Vietnam 310 2,6 2,5

Der erste Augenschein zeigt, daû korruptionsÈarmere LÈander oftmals reicher sind: Das praktisch korruptionsfreie DÈanemark hat ein Bruttosozialprodukt von 34 890 $ pro Einwohner, das deutlich korruptere

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 328

Deutschland nur 28 280 $ und ein stark korruptes Land wie Aserbaidschan nur 510 $. Allerdings gibt es auch Ausnahmen, denn das praktisch korruptionsfreie Finnland hat mit 24 790 $ pro Einwohner ein deutlich geringers Bruttosozialprodukt als etwa Deutschland. Es gibt also sicherlich keinen deterministischen Zusammenhang zwischen Korruption und Wohlstand, aber es lohnt sich doch, eine Ausgleichsgerade zu berechnen. FÈur 1999 fÈuhren obige Formeln auf

CPI = 3,177461442 + 0,1692187403 · 10�^3 · BSP ,

fÈur 2000 auf

CPI = 3,369300965 + 0,1626838231 · 10�^3 · BSP .

Abbildung 55 zeigt letztere Gerade zusammen mit den Datenpunkten.

Abb. 55: Korruption 2000 Èuber Bruttosozialprodukt 1997 fÈur 72 Staaten

NatÈurlich liegen nicht alle Datenpunkte auf der Ausgleichsgeraden: Beispielsweise sind Japan, Belgien und Italien deutlich korrupter, als ihre Wirtschaftskraft vermuten lÈaût, wohingegen DÈanemark, Finnland und Neuseeland deutlich Èarmer sind, als man aufgrund der geringen Korruption erwarten sollte. Trotzdem beschreibt die Ausgleichsgerade doch einigermaûen genau einen Trend.

329 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

FÈur Deutschland ergibt die 1999er Formel einen erwarteten Index von 7,96, was praktisch perfekt mit 8,0 Èubereinstimmt; die 2000er Formel allerdings ergibt mit 7,97 zwar fast denselben Wert, aber da 1999 noch kaum jemand das Wort žBimbesł kannte, wÈahrend es 2000

žSchwarzgeldaffÈareł zum Wort des Jahres brachte, sank der tatsÈachliche Index auf 7,6.

ÈAhnlich sieht es aus, wenn man das Klausurergebnis der letzten HM II mit den bearbeiteten ÈUbungsaufgaben in Verbindung bringt: Hier ergibt sich die Gerade

Klausurpunkte = 1,097325998 + 0,5192298020 · ÈUbungsprozente ,

die in Abbildung 56 zusammen mit den Datenpunkten eingezeichnet ist.

Abb. 56: Zusammenhang zwischen Klausur und ÈUbungen im letzten Winter

Wieder sieht man, daû im groûen und ganzen hÈohere Punktezahlen bei den ÈUbungsaufgabeneinem besseren Klausurergebnis entsprechen, aber es gibt auch recht deutliche Ausreiûer, deren Interpretation dem Leser Èuberlassen sei.

Unser nÈachstes Ziel ist ein Maû, mit dem wir die QualitÈat einer Ausgleichsgerade u = at + b zu N Datenpaaren (t_i, u_i) beurteilen kÈonnen.

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 330

Zu seiner Deőnition gehen wir Èahnlich vor wie bei der Herleitung des GAUSSschen Fehlerfortpŕanzungsgesetzes: Åt sei der Mittelwert der t_i und Åu der der u_i. Falls die u_i und die t_i voneinander unabhÈangig sind, erwarten wir, daû N∑ i=1 (t_i − Åt)(u_i − Åu)

verschwinden sollte, denn die Abweichungen t_i − Åt der t_i von ihrem Mittelwert sollten nichts mit den Abweichungen u_i − Åu der u_i von deren Mittelwert zu tun haben, und im Mittel sind beide Abweichungen null.

TatsÈachlich ist obiges Argument kein Beweis, sondern die Deőnition des Wortes žunabhÈangigł: Wir bezeichnen

cov(t, u) =_{def} 1 N N∑ i=1 (t_i − Åt)(u_i − Åu)

als die Kovarianz der Meûreihen

t = (t_1, . . . , t_N ) und u = (u_1, . . . , u_N )

und bezeichnen die beiden Meûreihen als statistisch unabhÈangig, falls diese Kovarianz verschwindet.

Falls im anderen Extrem u_i = at_i + b ist fÈur alle i, so ist Åu = aÅt + b und N∑ i=1 (t_i − Åt)(u_i − Åu) = N∑ i=1 (t_i − Åt)(at_i − aÅt)

= a N∑ i=1 (t_i − Åt)^2

eine (fast immer) positive Zahl, die eng mit der Standardabweichung der Verteilung der t_i zusammenhÈangt. Um sie weiter auszurechnen, beachten wir, daû N∑ i=1 (u_i − Åu)^2 = a^2 N∑ i=1 (t_i − Åt)^2

331 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

ist und damit N∑ i=1 (t_i − Åt)^2 · N∑ i=1 (u_i − Åu)^2 = a^2 (_N ∑ i=1 (t_i − Åt)^2

)_2

oder N∑ i=1 (t_i − Åt)^2 · N∑ i=1 (u_i − Åu)^2 = a N∑ i=1 (t_i − Åt)^2 .

Damit ist also der Quotient

ρ = N∑ i=1 (t_i − Åt)(u_i − Åu)

N∑ i=1 (t_i − Åt)^2 · N∑ i=1 (u_i − Åu)^2

je nach Vorzeichen von a gleich ±1, wenn alle u_i = at_i + b sind, und r = 0, wenn die u_i unabhÈangig von den t_i sind. FÈur beliebige Wertepaare (t_i, u_i) sagt uns die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung aus [HM1], Kap. 2, §1a), daû stets −1 ≤ ρ ≤ 1 ist.

Diesen Wert ρ nennen wir den Korrelationskoefőzienten der beiden Meûreihen t und u; sein Betrag gibt an, wie gut die Beziehung zwischen den u_i und den t_i durch eine Gerade beschrieben werden kann, wÈahrend sein Vorzeichen angibt, ob diese Gerade ansteigt (die Daten sind positiv korreliert) oder sinkt (negative Korrelation).

KÈurzer lÈaût er sich auch schreiben als ρ = cov(t, u) σtσu , wobei σt und σu die Standardabweichungen der beiden Meûreihen bezeichnen.

Kap. 5: Optimierung, Fehlerrechnung und Statistik 332

Bei den obigen Zahlenbeispielen ergeben sich die Korrelationskoefőzienten zu

ρ ≈ 0,8317249988 bzw. ρ ≈ 0,8311994538

fÈur den Zusammenhang zwischen Korruption 1999 bzw. 2000 und Bruttosozialprodukt; fÈur die Klausur ergibt sich

ρ ≈ 0,7465571442

In beiden FÈallen ist die Korrelation also recht gut.

Zum Abschluû sei noch darauf hingewiesen, daû auch ein Korrelationskoefőzient nahe bei ±1 nicht unbedingt bedeutet, daû ein inhaltlicher Zusammenhang zwischen den verglichenen GrÈoûen besteht: Die Korrelation kÈonnte auch rein formal sein. Ein beliebtes Beispiel, zu dem leider nirgends Zahlenwerte zu őnden sind, ist die gute Korrelation zwischen dem RÈuckgang der Storchenpopulationen und der GeburtenrÈuckgang zur Zeit der Industrialisierung: Die meisten BevÈolkerungsexperten gehen hier nicht von einem kausalen Zusammenhang aus, sondern eher davon, daû die Industrialisierung den Lebensraum der StÈorche zerstÈorte und wegen der gleichzeitigen EinfÈuhrung der Rentenversicherung die Familien nicht mehr so viele Kinder zur Alterssicherung brauchten.

ğ5: Die Gauûsche Normalverteilung und die Maximum Likelihood Methode

a) Der Grenzfall des Laplaceschen Fehlermodells

Leider ist in dieser Vorlesung nicht genug Zeit, um auch nur annÈahernd die notwendigen Grundlagen fÈur einen Beweis des zentralen Grenzwertsatzes bereitszustellen. Wir haben aber immerhin schon am Beispiel des LAPLACEschen Fehlermodell graphisch gesehen, daû fÈur die Verteilungen mit u_i = ±ε, jeweils mit Wahrscheinlichkeit^1_2 , die Verteilung der Summen gegen eine Normalverteilung konvergiert.

Zumindest in diesem einfachen Fall kÈonnen wir dies auch rechnerisch einsehen und auf diesem Weg insbesondere auch die Gleichung der Glockenkurveherleiten. Dazu mÈussen wir uns zunÈachst Èuberlegen, was ε tun soll, wenn n gegen unendlich geht.