251 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung

te�ty(t)_{ẏ(t) + 6t}2_{+ ye}�ty(t)_{= 0 .}

Diese Gleichung ist exakt, denn beide Koefőzientenfunktionen sind auf ganz R^2 deőniert und ∂ ∂t te�ty(t)_= ∂_{y (6t}2_{+ ye}�ty(t)_{) = e}�ty(t)_{− tye}�ty(t)_.

FÈur die Stammfunktion F des Vektorfelds ist einerseits ∂F ∂y (y, t) = te�^{ty}, also F (y, t) = −e�^{ty} + h_1(t)

mit irgendeiner nur von t abhÈangigen Funktion h_1 und andererseits ∂F ∂t (y, t) = 6t^2 + ye�^{ty(t)}, also F (y, t) = 2t^3 − e�^{ty} + h_2(y)

mit irgendeiner nur von y abhÈangigen Funktion h_2. Abgesehen von einer additiven Konstanten, die wir nach Belieben addieren kÈonnen, passen die beiden Formeln genau dann zusammen, wenn F (y, t) = 2t^3 − e�^{ty} ist; fÈur die LÈosungsfunktionen der Differentialgleichung ist also F ( y(t), t ) = 2t^3 − e�^{ty(t)} = C oder e�^{ty(t)} = 2t^3 − C mit einer beliebigen Konstanten C ∈ R. Hier lÈaût sich diese implizite Gleichung unschwer nach y(t) auflÈosen; wir erhalten y(t) = − ln(2t^3 − C) t mit C ∈ R .

Genau wie nur wenige Vektorfelder Stammfunktionen haben, sich auch nur wenige Differentialgleichungen exakt. In manchen FÈallen kann man sie aber immerhin exakt machen: Die Differentialgleichung

t^2ẏ(t) + ty + 1 = 0 beispielsweise ist nicht exakt, da ∂t^2 ∂t = 2t und ∂(ty + 1) ∂y = t

Kap. 4: Differentialgleichungen 252

voneiander verschieden sind. Multipliziert man die Gleichung aber mit e^{ty}, so wird sie exakt, denn

∂(t^2e^{ty}) ∂t = ∂(ty + 1)e^{ty} ∂y = (t^2y + 2t)e^{ty} ,

und in der Tat sind t^2e^{ty} und (ty + 1)e^{ty} die partiellen Ableitungen von F (y, t) = te^{ty} nach y und nach t.

An den LÈosungen der Gleichung Èandert sich durch die Multiplikation mit der nirgends verschwindenden Funktion e^{ty} nichts, sie sind also also gegeben durch die implizite Gleichung te^{ty(t)} = C oder explizit durch y(t) = 1 t ln C t , wie man sich leicht durch Einsetzen Èuberzeugen kann. Diese LÈosung existiert bei positivem C nur fÈur t > 0, bei negativem nur fÈur t < 0. FÈur C = 0 deőniert te^{ty(t)} = 0 keine Funktion y(t).

Wenn eine Differentialgleichung durch Multiplikation mit einer Funktion φ(y, t) exakt gemacht werden kann, nennt man φ(y, t) einen integrierenden Faktor. Ihn zu őnden, kann im allgemeinen sehr schwierig sein: Einen einfach zusammenhÈangenden Deőnitionsbereich vorausgesetzt, ist die Gleichung φ ( y(t), t ) a ( y(t), t )_˙ y(t) + φ ( y(t), t ) b ( y(t), t ) = 0 genau dann exakt, wenn die partiellen Ableitungen des ersten Koefőzienten nach t und des zweiten Koefőzienten nach y miteinander Èubereinstimmen, wenn also ∂φ ∂t (y, t) · a(y, t) + φ(y, t) ∂a(y, t) ∂t = ∂φ ∂y (y, t) · b(y, t) + φ(y, t) ∂b(y, t) ∂y ist. Diese Gleichung fÈur gegebene Funktionen a und b zu lÈosen ist leider fast aussichtslos; lediglich in wenigen speziellen FÈallen kann man eine eine LÈosung wirklich hinschreiben:

253 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Sucht man ein φ, das von t abhÈangt, vereinfacht sich obige Gleichung zu φ̇(t) · a(y, t) = φ(t) ( ∂b(y, t) ∂y − ∂a(y, t) ∂t )

oder φ̇(t) φ(t) = ∂b(y,t) ∂y −^{∂a(y,t)}_{∂t} a(y, t) . Die linke Seite dieser Gleichung ist die Ableitung von ln φ(t); falls die rechte Seite unabhÈangig von y ist, also nur eine Funktion ψ(t), so ist also φ(t) = e ∫_{ψ(t) dt} . Entsprechend kann man argumentieren, wenn φ nur von y abhÈangen soll; bezeichnen wir die Ableitung nach y durch einen Strich, wird dann die Gleichung zu φ0_{(y) · b(y, t) = φ(y)}^(∂a(y, t)_{∂t −} ∂b(y, t)_{∂y}^) oder

φ0_{(y)} φ(y) = ∂a(y,t) ∂t −^{∂b(y,t)}_{∂y} b(y, t) . Falls die rechte Seite nicht von t abhÈangt, also eine Funktion ω(y) ist, folgt wie oben φ(y) = e ∫_{ω(y) dy} . Ist also_{∂b(y,t)} ∂y −^{∂a(y,t)}_{∂t} a(y, t) unabhÈangig von y oder_{∂a(y,t)} ∂t −^{∂b(y,t)}_{∂y} b(y, t) unabhÈangig von t ,

lÈaût sich ein integrierender Faktor auch algorithmisch produzieren; ansonsten ist die Suche meist hoffnungslos.

Kap. 4: Differentialgleichungen 254

Im obigen Beispiel ist a(y, t) = t^2 und b(y, t) = yt + 1, also ∂a(y,t) ∂t −^{∂b(y,t)}_{∂y} b(y, t) = t yt + 1 auch von t abhÈangig, so daû es keinen integrierenden Faktor gibt, der nur von y abhÈangt. Da aber ∂b(y,t) ∂y −^{∂a(y,t)}_{∂t} a(y, t) = −t t^2 = − 1 t nur von t abhÈangt, gibt es einen integrierenden Faktor, der nur von t abhÈangt, nÈamlich φ(t) = e� ∫_{dtt}

= e� ln t_= 1_{t .}

In der Tat ist tẏ(t) + y + 1 t = 0 eine exakte Differentialgleichung, und F (y, t) = yt + ln t ist eine Stammfunktion, die (abgesehen von der etwas anderen Form der Integrationskonstanten) auf dieselbe LÈosung fÈuhrt wie das obige F .

f) Qualitative Theorie Ein allgemeines System ˙⃗y(t) = f ( ⃗y(t), t ) wird nur selten eine LÈosung haben, die sich in geschlossener Form angeben lÈaût; meist wird man sich mit (nicht immer unproblematischen) numerischen NÈaherungslÈosungen begnÈugen mÈussen. In diesem letzten Abschnitt des Paragraphen Èuber Differentialgleichungen wollen wir uns, hauptsÈachlich anhand von Beispielen, Èuberlegen, wie man auch bei solchen nicht explizit lÈosbaren Gleichungen zu Aussagen Èuber das Verhalten der LÈosungsfunktionen kommen kann.

Eine wesentliche Rolle spielen dabei die GleichgewichtslÈosungen:

255 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Deőnition: Ein Punkt ⃗y_0 ∈ R^n heiût Fixpunkt oder GleichgewichtslÈosung des Differentialgleichungssystems^˙⃗y(t) = f ( ⃗y(t), t ) , wenn die konstante Funktion ⃗y(t) = ⃗y_0 eine LÈosung ist.

Anschaulich bedeutet dies, daû der Zustand eines Systems, das durch diese Differentialgleichung beschrieben wird, fÈur ⃗y(t) = ⃗y_0 zeitlich konstant ist, das System beőndet sich also im Gleichgewicht.

Da die Ableitung einer konstanten Funktion verschwindet, sind die Fixpunkte des Differentialgleichungssystems^˙⃗y(t) = f ( ⃗y(t), t ) gerade die LÈosungen des Gleichungssystems

f(⃗y_0, t) = 0 fÈur alle t ∈ [t_0, t_1] .

Bei einem nichtlinearen Differentialgleichungssystem ist das natÈurlich ein nichtlineares Gleichungssystem, man wird sich also auch hier bei der LÈosung oft mit NÈaherungsverfahren begnÈugen mÈussen. Die Variable t tritt hier natÈurlich nur bei nichtautonomen Systemen auf; bei den in Naturwissenschaft und Technik hÈauőgen autonomen Systemen haben wir ein Gleichungssystem, in dem nur die Komponenten von ⃗y_0 vorkommen.

Ein klassisches Beispiel, bei dem sich die Fixpunkte leicht ausrechnen lassen, ist das Raubtier-Beutetier-Modell, das 1925 von LOTKA und VOL-

TERRA vorgeschlagen wurde: In einem Gebiet gebe es eine Population

von Raubtieren, die sich von genau einer Art von Beutetieren ernÈahren. FÈur die Beutetiere sei genÈugend Nahrung vorhanden, so daû diese sich, falls es keine Raubtiere gÈabe, beliebig vermehren kÈonnten. Wenn wir die PopulationsstÈarke zum Zeitpunkt t mit x(t) bezeichnen, kÈonnen wir also annehmen, daû die Beutetiere bei Abwesenheit der Raubtiere eine konstanter Wachstumsrate hÈatten, d.h.

ẋ(t) = αx(t) mit α > 0 .

Die Raubtiere, deren Bestand zum Zeitpunkt t wir mit y(t) bezeichnen wollen, wÈurden in Abwesenheit der Beutetiere relativ schnell verhungern und somit aussterben, was wir durch eine negative Wachstumsrate modellieren kÈonnen:

ẏ(t) = −γy(t) mit γ > 0 .

Nun sind aber die Raubtiere und die Beutetiere nicht isoliert voneinander, sondern es kommt zu Begegnungen zwischen den beiden Populationen. Deren HÈauőgkeit ist etwa proportional zum Produkt der beiden PopulationsstÈarken, und die Auswirkung einer solchen Begegnung ist positiv fÈur die Wachstumsrate der Raubtiere, aber negativ fÈur die der Beutetiere. Unser Modell lÈaût sich somit beschreiben durch das System ẋ(t) = αx(t) − βx(t)y(t) ẏ(t) = − γy(t) + δx(t)y(t) mit positiven reellen Zahlen α, β, γ, δ.

Der amerikanische Wissenschaftler ALFRED LOTKA (1880ś1949) war von der Ausbildung her ein Mathematiker, interessierte sich aber Zeit seines Lebens stark fÈur Physik, insbesondere Thermodynamik, und war einer der ersten, der die Evolution unter physikalischen Gesichtspunkten betrachtete. Er zÈahlt zu den Pionieren der Selbstorganisation, der Bioenergetik und der Demographie, Èuber die er auch fÈur eine Versicherung arbeitete.

VITO VOLTERRA (1860ś1940) wurde in Ancona im damaligen Kirchenstaat geboren. Er studierte bereits als ElfjÈahriger mathematische Literatur, promovierte dann aber in Physik Èuber ein Thema aus der Hydrodynamik. Er hatte LehrstÈuhle fÈur Mechanik und fÈur mathematische Physik in Pisa, Turin und Rom. Seine wichtigsten Arbeiten beschÈaftigen sich mit partiellen Differentialgleichungen und vor allem Integralgleichungen. Ab 1922 kÈampfte er im italienischen Parlament gegen den Faschismus und verlor deshalb 1931 nach AuflÈosung des Parlaments seinen Lehrstuhl in Rom. Den Rest seines Lebens verbrachte er grÈoûtenteils im Exil.

Zur Bestimmung der GleichgewichtslÈosungen mÈussen wir fÈur x(t) und y(t) Konstanten einsetzen; dies fÈuhrt auf die Gleichungen

0 = αx_0 − βx_0y_0 = x_0(α − βy_0)

0 = −γ y_0 + δx_0y_0 = y_0(γ − δx_0) .

257 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Es gibt somit genau zwei GleichgewichtslÈosungen: Einmal die uninteressante LÈosung x(t) = y(t) ≡ 0, die im wesentlichen besagt, daû ohne Raub- und Beutetiere in diesem System nichts passiert, und dann noch die LÈosung x(t) ≡ γ δ und y(t) ≡ α β . Falls die beiden Populationen diese StÈarken haben, fressen also die Raubtiere genau so viele Beutetiere weg, wie nachwachsen, und umgekehrt reichen die Beutetiere gerade aus, um die Raubtierpopulation zu ernÈahren.

Was passiert, wenn die Populationen nicht im Gleichgewicht sind? Wir haben offensichtlich kaum Chancen, das Differentialgleichungssystem explizit zu lÈosen, aber wir kÈonnen trotzdem versuchen, etwas Èuber die LÈosungskurven in Erfahrung zu bringen.

Wenn wir y als Funktion von x betrachten, ist y0_{(x) =} dy_{dx =} ẏ(t)_{ẋ(t) =} −γy + δxy αx − βxy = y α − βy · δx − γ x , wir haben also eine Differentialgleichung mit getrennten VerÈanderlichen. Trennung der Variablen fÈuhrt auf ∫ ( α y − β ) dy = ∫ ( δ − γ x ) dx oder α ln y − βy = δx − γ ln x + C . Anwendung der Exponentialfunktion macht daraus y^α e^{βy} = e^{δx} x^γ · e^C .

Diese Gleichung kÈonnen wir zwar weder nach y noch nach x auflÈosen, aber eine einfache Kurvendiskussion der Funktionen f(y) = y^α e^{βy} und g(x) = e^{δx} x^γ zeigt, daû die Ableitung in beiden FÈallen auûer im Nullpunkt noch in genau einem weiteren Punkt verschwindet, nÈamlich dort wo x bzw. y gleich

Kap. 4: Differentialgleichungen 258

der entsprechenden Koordinate des nichttrivialen Gleichgewichtspunkts ist. f hat in diesem Punkt ein Maximum, g ein Minimum, und fÈur t → 0 oder t → ∞ geht f gegen null und g gegen unendlich.

Da beide Funktionen im positiven Bereich der reellen Achse nur positive Werte annehmen, gibt es fÈur eine vorgegebene positive Zahl c somit hÈochstens zwei Werte, an denen sie von f bzw. g angenommen wird; fÈur zu groûe c, gibt es kein y mehr mit f(y) = c, und fÈur zu kleine c kein x mit g(x) = c.

Daraus folgt nach kurzer ÈUberlegung, daû die LÈosungskurven (abgesehen von den beiden Fixpunkten) auf geschlossenen Kurven um den nichttrivialen Fixpunkt liegen. Da kein Punkt auf einer solchen Kurve Fixpunkt ist, kann keine LÈosungskurve fÈur t → ∞ gegen einen Punkt einer solchen Kurve konvergieren, die LÈosungskurven mÈussen also den nichttrivialen Gleichgewichtspunkt permanent umrunden.

Betrachten wir eine konkrete LÈosung ( x(t), y(t) ) des Differentialgleichungssystems, das wir der Einfachheit halber kurz als (_˙ x(t) ẏ(t) ) = F ( x(t), y(t) ) schreiben wollen, und őxieren wir einen Zeitpunkt t_0; fÈur diesen sei x(t_0) = a und y(t_0) = b. Dann muû es nach obiger Diskussion ein kleinste Zeitspanne T geben, so daû auch

x(t_0 + T ) = a und y(t_0 + T ) = b

ist. FÈur die beiden Funktionen

u(t) =_{def} x(t + T ) und v(t) =_{def} y(t + T )

ist dann u(t_0) = a und v(t_0) = b; auûerdem ist

(_˙ u(t) v̇(t) ) = (_˙ x(t + T ) ẏ(t + T ) ) = F ( x(t + T ), y(t + T ) ) = F ( u(t), v(t) ) , ( x(t), y(t) ) und ( u(t), v(t) ) lÈosen also dasselbe Anfangswertproblem.

Falls wir zeigen kÈonnen, daû F eine LIPSCHITZ-Bedingung erfÈullt, mÈussen die beiden Funktionen also Èubereinstimmen.

259 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Im betrachteten Beispiel ist F (x, y) = ( αx − βxy −γy + δxy ) , also

‖F (x_1, y_1) − F (x_2, y_2)‖ = ‖ ‖ ‖ ( α(x_1 − x_2) − β(x_1y_1 − x_2y_2) −γ(y_1 − y_2) + δ(x_1y_1 − x_2y_2) )‖ ‖ ‖ . Im Quadrat −R ≤ x, y ≤ R ist

|α(x_1 − x_2) − β(x_1y_1 − x_2y_2)| ≤ |α(x_1 − x_2)| + |β(x_1y_1 − x_2y_2)| und |(x_1y_1 − x_2y_2)| = |x_1y_1 − x_1y_2 + x_1y_2 − x_2y_2|

= |x_1(y_1 − y_2) + y_2(x_1 − x_2)|

≤ |x_1(y_1 − y_2)| + |y_2(x_1 − x_2)| ≤ R ( |y_1 − y_2| + |x_1 − x_2| ) , also ist

|α(x_1 − x_2) − β(x_1y_1 − x_2y_2)| ≤ α |(x_1 − x_2)| + βR ( |y_1 − y_2| + |x_1 − x_2| ) . Analog folgt die Ungleichung

|γ(y_1 − y_2) + δ(x_1y_1 − x_2y_2)| ≤ γ |(y_1 − y_2)| + δR ( |y_1 − y_2| + |x_1 − x_2| ) . Wir arbeiten hier mit der Maximumsnorm von Vektoren, ‖ ‖ ‖ ( x y )‖ ‖ ‖ ist also das Maximum von |x| und |y|, und entsprechend ist ‖ ‖ ‖ ‖ ( x_1 y_1 ) − ( x_2 y_2 )‖ ‖ ‖ = max { |x_1 − x_2| , |y_1 − y_2| } . Mit L = max{α + 2βR, γ + 2δR} ist somit

‖F (x_1, y_1) − F (x_2, y_2)‖ ≤ L ‖ ‖ ‖ ( x_1 y_1 ) − ( x_2 y_2 )‖ ‖ ;

Kap. 4: Differentialgleichungen 260

F erfÈullt also eine LIPSCHITZ-Bedingung, so daû wir aus dem Satz von PICARD-LINDEL ÈOF folgern kÈonnen, daû das Anfangswertproblem in jedem abgeschlossenen Quadrat eindeutig lÈosbar ist.

Da jede LÈosungskurve in einem abgeschlossenen Quadrat liegt (sonst mÈuûte sie irgendwo gegen unendlich gehen), ist also

u(t) = x(t) und v(t) = y(t) fÈur alle t ≥ t_0

d.h.

x(t + T ) = x(t) und y(t + T ) = y(t) fÈur alle t ≥ t_0 .

Damit wissen wir, daû alle LÈosungsfunktionen periodisch sind.

In der unmittelbaren Umgebung der nichttrivialen GleichgewichtslÈosung kÈonnen wir sogar noch etwas mehr sagen: Durch TAYLOR-Entwicklung der oben betrachteten Funktionen f und g Èuberzeugt man sich leicht davon, daû die LÈosungskurven dort nÈaherungsweise als Ellipsen aufgefaût werden kÈonnen.

Nach all diesen Vorbereitungen sollten wir uns endlich eine konkrete LÈosungskurve anschauen, d.h. wir sollten das Problem in einem Spezialfall numerisch lÈosen.

Abb. 29: Numerische Simulation des Raubtier-Beutetier-Systems

261 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Abbildung 29 zeigt das Ergebnis; die spiralfÈormige Kurve entspricht genau unseren Erwartungen.

Besser kÈonnen wir diese ÈuberprÈufen, wenn wir eine Reihe von LÈosungskurven in der xy-Ebenen betrachten; Abbildung 30 zeigt solche Kurven zu verschiedenen Anfangsbedingungen. Abgesehen von der GleichgewichtslÈosung, die einfach ein Punkt ist, sieht man die vorhergesagten geschlossenen Kurven, die das Gleichgewicht umrunden.

Abb. 30: LÈosungskurven in der xy-Ebene

Man kann sich leicht klarmachen, was der Umlauf auf so einer LÈosungskurve biologisch bedeutet: Im jeweils untersten Punkt ist die Raubtierpopulation minimal, so daû sich die Beutetiere stark vermehren kÈonnen; dadurch verbessert sich die Nahrungsgrundlage fÈur die Raubtiere, was nun auch zu deren Vermehrung fÈuhrt, so daû die Kurve auf ihren am weitesten rechts gelegenen Punkt zusteuert, in dem die Beutetiere ihre maximale PopulationsstÈarke erreichen. Die gestiegene Raubtierpopulation friût nun, nachdem sie ihren Gleichgewichtswert Èuberschritten hat, mehr Beutetiere als nachwachsen, kann sich aber wegen der groûen Anzahl vorhandener Beutetiere weiterhin vermehren auf ein Maximum hin, das am obersten Punkt der LÈosungskurve erreicht ist. Danach reicht der bereits gesunkene Bestand an Beutetieren nicht mehr aus als Nahrungsgrundlage fÈur die Raubtiere, ihre Population geht also zurÈuck, reicht

Kap. 4: Differentialgleichungen 262

aber immer noch aus, um die Beutetiere weiter zu dezimieren. Im Punkt links auûen hat deren Bestand schlieûlich sein Minimum erreicht; die weiterhin sinkende Raubtierpopulation friût nun weniger Beutetiere als nachwachsen und leidet trotzdem weiter an Nahrungsmangel. Sobald sie ihr Minimum erreicht hat, schlieût sich der Kreis, und der gleiche Zyklus beginnt von vorne.

Auch wenn Raubtiere und Beutetiere in der Technischen Informatik keine groûe Rolle spielen, sollten wir uns doch zumindest kurz fragen, ob die mathematische LÈosung irgendetwas mit der biologischen RealitÈat zu tun hat ś der Zusammenhang zwischen idealisierten mathematischen Modellen und realen Systemen ist schlieûlich auch in der Technischen Informatik von Bedeutung.

Wie in vielen praktischen Anwendungen der Mathematik sind die Annahmen des Modells auch hier viel zu einfach: Es gibt kaum je zwei Arten, die vÈollig isoliert vom Rest der Welt leben. Trotzdem wurden die vorhergesagten Zykel schon beobachtet: Die Hudson Bay Company sammelte rund hundert Jahre lang Daten Èuber gekaufte Felle von Luchsen (Raubtieren) und Schneehasen (deren Beute); da die Trapper kaum beeinŕussen kÈonnen, was in ihre Fallen lÈauft, sollten diese Anzahlen ungefÈahr proportional sein zu den jeweiligen Populationszahlen. Abbildung 31 zeigt ungefÈahr die vorhergesagten zyklischen Schwankungen ś auch wenn die Schwankungen zwischen 1875 und 1905 in die falsche Richtung gehen: Dort wird der Gleichgewichtspunkt nicht gegen den Uhrzeigersinn umrundet, sondern im Uhrzeigersinn.

ÈUber den genauen Grund dafÈur gibt es immer noch viele Spekulationen; der Grund, warum Abweichungen vom Modell auftreten mÈussen ist aber einfach zu verstehen: Die RealitÈat deutlich komplizierter ist als das extrem vereinfachte Modell von LOTKA und VOLTERRA.

Das vorliegende Beispiel ist natÈurlich, wie fast alle Beispiele in einer AnfÈangervorlesung, viel zu elementar: Im allgemeinen kann man einer Differentialgleichungnicht auf so einfache Weise so viele Eigenschaften der LÈosungen ansehen.

263 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Abb. 31: Luchse und Schneehasen

Die qualitative Theorie der Differentialgleichungen wendet denn auch viele Methoden an, die weit jenseits des Stoffs dieser Vorlesung liegen, und selbst damit kann sie in komplizierteren FÈallen nur deutlich weniger Information aus der Differentialgleichung extrahieren als in diesem Beispiel.

Einen ersten ÈUberblick Èuber das Verhalten der LÈosungen einer autonomen Differentialgleichungin nur zwei Variablen liefert auch bei beliebig komplizierten Systemen ein graphisches Verfahren: Bei einer autonomen Differentialgleichung ˙⃗y(t) = F ( ⃗y(t) ) deőniert die Funktion F ein Vektorfeld, wie wir es aus [HM1], Kapitel 2, kennen.

SpÈatestens an dieser Stelle wird klar, daû wir in diesem Kapitel bei der Unterscheidung von Punkten und Vektoren geschlampt haben: FÈur die linearen homogenen Differentialgleichungssysteme, die den Hauptinhalt dieses Kapitels bilden, war es vÈollig in Ordnung, nur von Vektoren zu reden: Dort gibt es einen wohldeőnierten Nullpunkt, so daû sich Punkte und Vektoren in kanonischer Weise entsprechen.

Zur geometrischen Interpretation von^˙⃗y(t) = F ( ⃗y(t) ) ist es aber sinnvoller, das Argument ⃗y von F als Punkt y aufzufassen und den Funktionswert als Tangentenvektor in diesem Punkt zu interpretieren. Eine

Kap. 4: Differentialgleichungen 264

Abb. 32: Das Vektorfeld zur Raubtier-Beutetier-Gleichung

LÈosungskurve der Differentialgleichung ist dann eine Kurve, die in jedem Punkt y den Vektor F (y) als Tangentenvektor hat.

Abbildung 32 zeigt das Vektorfeld im betrachteten Beispiel; es legt zumindest die Vermutung nahe, daû die LÈosungen zyklisch um einen Punkt rotieren. Genau kÈonnen das wir freilich aufgrund der graphischen Information nicht sagen: Eine visuell nicht wahrehmbare RichtungsÈanderung der Vektoren gehÈort zu einer LÈosung die sich spiralfÈormig auf den Gleichgewichtspunkt zusammenzieht oder aber spiralfÈormig ins Unendliche geht.

Schon bei der Visualisierung von Vektorfeldern haben wir gesehen, daû es gelegentlich Èubersichtlicher ist, auf die LÈangeninformation zu verzichten und nur die Richtung zu betrachten. Bei Differentialgleichungen, bei denen es bei einer graphischen LÈosung praktisch nur auf die Richtung des Vektorfelds in jedem Punkt ankommt, gilt dies umso mehr; oft versucht man daher die LÈosungskurve durch ein auf EinheitslÈange normiertes Vektorfeld zu fÈuhren. Abbildung 33 zeigt, wie dies im vorliegenden Beispiel aussieht.

g) StabilitÈatsfragen

Die Beschreibung eines realen Systems durch ein mathematisches Mo-

265 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Abb. 33: Anpassung von LÈosungskurven an das Vektorfeld

dell wie ein Differentialgleichungssystem ist abgesehen von einigen ganz einfachen FÈallen immer mit einer Idealisierung verbunden; das reale System verhÈalt sich daher nicht exakt so wie das Modell es vorhersagt. Auch die Anfangsbedingungendes Modells, die dem Zustand des realen Systems zu einem vorgegebenen Anfangszeitpunkt entsprechen, lassen sich nur durch fehlerbehaftete Messungen bestimmen. Hinzu kommt, daû man bei der Auswertung des mathematischen Modells nur selten wirklich mit reellen Zahlen rechnet; meistens rechnet man per Computer und somit (falls man keine sehr spezialisierte Mathematiksoftware benutzt) mit rundungsfehlerbehafteten Gleitkommaoperationen.

Aus einem mathematischen Modell abgeleiteten Aussagen kÈonnen daher nur dann nÈutzlich fÈur die Vorhersage von realen Systemen sein, wenn sie stabil sind gegenÈuber kleineren ÈAnderungen von Koefőzienten und Anfangsbedingungen.

Betrachten wir dazu ein Beispiel: Eine GrÈoûe y(t) sei beschrieben durch das Anfangswertproblem

ẏ(t) = y(t) + 2e�^t mit y(0) = 1 .

Wie man sich sofort durch Einsetzen Èuberzeugt, ist y(t) = e�^t eine

Kap. 4: Differentialgleichungen 266

LÈosung. Die rechte Seite F (y, t) = y − e�^t genÈugt offensichtlich auf ganz R^2 einer LIPSCHITZ-Bedingung mit Konstante eins, denn F_y(y, t) ≡ 1, und man sieht auch direkt, daû

|F (y_1, t) − F (y_2, t)| = |y_1 − y_2| ≤ 1 · |y_1 − y_2|

ist. Somit ist y(t) = e�^t die einzige LÈosung des Anfangswertproblems.

Trotzdem ist diese LÈosung fÈur alle praktischen Zwecke vÈollig wertlos: ẏ(t) = y(t) − 2e�^t ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung, deren zugehÈorige homogene Gleichung ẏ(t) = y(t) die allgemeine LÈosung y(t) = λe^t hat. Die allgemeine LÈosung der inhomogenen Gleichung ist daher

y(t) = e�^t + λe^t und y(0) = 1 + λ .

Sobald also die Anfangsbedingung auch nur minimal gestÈort wird, geht die LÈosung fÈur groûe t nicht mehr gegen null, sondern je nach Vorzeichen von λ gegen ±∞. Bei einem solchen schlecht gestellten oder strukturell instabilen Problem lÈaût sich also mathematisch nichts vorhersagen.

Auch eine numerische LÈosung des Anfangswertsproblems wird wegen allfÈalliger Rundungsfehler Èuber kurz oder lang die exakte LÈosungskurve y(t) = e�^t verlassen und auf eine der zumindest anfÈanglich benachbarten anderen Kurven Èuberwechseln, so daû auch sie fÈur t → ∞ divergiert. Abbildung 34 zeigt eine mit einem RUNGE-KUTTA-Verfahren der Ordnung vier/fÈunf berechnete numerische LÈosung; wie man sieht, hat sie ab etwa t = 14 nicht mehr mit der korrekten LÈosung zu tun.

Anders sieht es aus beim Anfangswertproblem

ẏ(t) = −y(t) + 1 mit y(0) = 1 .

267 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Abb. 34: Divergenz einer numerisch berechneten LÈosungskurve

Hier Èuberzeugt man sich leicht, daû y(t) = 1 die einzige LÈosung ist, aber jetzt hat die zugehÈorige homogene Differentialgleichung die allgemeine LÈosung y(t) = λe�^t; die allgemeine LÈosung der Differentialgleichung

ẏ(t) = −y(t) + 1

ist also y(t) = 1 + λe�^t mit y(0) = 1 + λ .

Kleine StÈorungen λ des Anfangswerts werden jetzt durch den Faktor

e�t_{weggedÈampft; unabhÈangig von solchen StÈorungen bleibt also die}

LÈosung y ≡ 1 stabil.

Um allgemeiner zu sehen, was in der Umgebung eines Gleichgewichts passieren kann, versuchen wir, die Gleichung in der Umgebung des Gleichbewichts anzunÈahern durch die einzige Klasse von Differentialgleichungen, die wir wirklich beherrschen, die linearen homogenen Differentialgleichungen mit konstanten Koefőzienten.

Dazu erinnern wir uns an die Deőnition einer differenzierbarenFunktion mehrerer VerÈanderlicher: F : R^n → R_n ist im Punkt x ∈ R^n differenzierbar, wenn in einer Umgebung des Punktex gilt

F (x +^⃗h) = F (x) + J_F (x)^⃗h + o^{(‖⃗}h^{‖)} ,

Kap. 4: Differentialgleichungen 268

wobei J_F (x) die JACOBI-Matrix von F in x ist.

Wir betrachten ein autonomes Differentialgleichungssystem ˙⃗y(t) = F ( ⃗y(t) ) mit einer differenzierbaren Funktion F mit Fixpunkt ⃗y_0. In der Umgebung des Fixpunkts ist dann

F (⃗y_0 + ⃗h) = F (⃗y_0) + J_F (⃗y_0)⃗h + o (‖⃗ h ‖ ‖) = ⃗y_0 + J_F (⃗y_0)⃗h + o( ‖ ‖⃗h ‖ ‖) ; falls wir den Fehlerterm o (‖⃗ h ‖ ‖) vernachlÈassigen, genÈugt also die Differenz ⃗u(t) =_{def} ⃗y(t) − ⃗y_0

zwischen der GleichgewichtslÈosung und einer nahe benachbarten LÈosung nÈaherungsweise einer linearen homogenen Differentialgleichung_˙ ⃗u(t) = J_F (⃗y_0)⃗u(t) .

Das Langzeitverhalten von deren LÈosungen hÈangt, wie wir aus §3c) wissen, von den Eigenwerten der Matrix J_F (⃗y_0) ab: Falls diese allesamt negativen Realteil haben, konvergiert jede LÈosung ⃗u fÈur t → ∞ gegen den Nullpunkt; falls alle Eigenwerte positiven Realteil haben, divergiert jede LÈosung auûer der Null ins Unendliche. Im ersten Fall sprechen wir von einem stabilen oder anziehenden Fixpunkt, im zweiten von einem instabilen oder abstoûenden. Falls einige Eigenwerte positiven und andere negativen Realteil haben, reden wir von einem Sattelpunkt; hier hÈangt es von der Richtung ab, ob eine StÈorung weggedÈampft wird oder nicht, allerdings wird in der Praxis fast jede StÈorung zur Divergenz fÈuhren, denn nur im linearen Unterraum, der von den Eigenvektoren zu den Eigenwerten mit negativem Realteil aufgespannt wird, werden die StÈorungen weggedÈampft. Eine zufÈallige StÈorung wird aber meist sehr schnell aus diesem Unterraum herausfÈuhren, so daû dann auch Eigenwerte mit positivem Realteil eine Rolle spielen.

Bei Eigenwerten mit Realteil null reicht die Linearisierung nicht aus, um zu Aussagen Èuber das StabilitÈatsverhalten zu kommen, da dann die Terme hÈoherer Ordnung das Geschehen dominieren. Es kann sehr schwer sein, in so einem Fall die Dynamik vorherzusagen.

269 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Abbildung 35 zeigt das Vektorfeld in der NÈahe eines stabilen Fixpunkts; alle LÈosungskurven laufen auf diesen Punkt zu. Bei einem instabilen Fixpunkt hÈatten wir dasselbe Bild, nur daû dann alle Pfeile in Gegenrichtung zeigen wÈurden.

Abb. 35: Die Umgebung eines stabilen Fixpunkts

Auch in Abbildung 36 ist ein stabiler Fixpunkt zu sehen; hier hat aber die JACOBI-Matrix zwei konjugiert komplexe Eigenwerte, so daû sich benachbarte LÈosungen spiralfÈormig auf den Fixpunkt zusammenziehen. Bei einem abstoûenden Fixpunkt hÈatten wir wieder im wesentlichen dasselbe Bild, aber mit umgedrehten Pfeilen.

Abbildung 37 zeigt die Umgebung eines Sattelpunkts; hier haben wir LÈosungskurven, die sich zwar asymptotisch der y-Achse annÈahern, auf dieser aber gegen plus oder minus unendlich gehen.

Als Beispiel wollen wir die LÈosungen der LORENZ-Gleichungen ẋ(t) = p ( y(t) − x(t) ) ẏ(t) = rx(t) − y(t) − x(t)z(t) ż(t) = −bz(t) + x(t)y(t) untersuchen. Dieses Differentialgleichungssystem ist eine extreme Vereinfachung der sogenannten NAVIER-STOKES-Gleichung, einer parti-

Kap. 4: Differentialgleichungen 270

Abb. 36: Zwei konjugiert komplexe Eigenwerte mit negativem Realteil

Abb. 37: Die Umgebung eines Sattelpunkts

ellen Differentialgleichung, die StrÈomungsphÈanomene beschreibt. FÈur technische Informatiker interessanter ist wohl, daû dasselbe System nach HAKEN (Phys. Lett. A53 (1975), 77ś78) auch das Verhalten von Lasern beschreiben kann. Die Funktionen x(t), y(t) und z(t) verlieren im Vereinfachungsprozeû ihre unmittelbare physikalische Bedeutung; die Parameter lassen sich allerdings physikalisch interpretieren: FÈur die

271 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

atmosphÈarische Konvektion ist nach LORENZ

p = 10, r = 28 und b = 8 3 eine sinnvolle Wahl.

EDWARD NORTON LORENZ wurde 1917 im US-Bundes-staat Connecticut geboren; er studierte Mathematik in Dartmouth College (A.B. 1938) und Harvard (M.A. 1940). Nach seinem Kriegsdienst ging er ans MIT, wo er 1948 Èuber Meteorologie promovierte. Sowohl dem MIT, wo er 1981 als Professor emeritiert wurde, als auch der Meteorologie blieb er fortan treu. Zu seinen vielen Auszeichnungen gehÈort unter anderem der Kyoto-Preis von 1991, der wohl hÈochstdotierte Wissenschaftspreis.

Da uns der erste Augenschein nichts Èuber das Verhalten der LÈosungen zeigt, empőehlt es sich, daû wir uns durch numerische Simulation einen ersten Eindruck verschaffen. Abbildung 38 zeigt die LÈosung des Anfangswertproblems mit x(0) = 2 und y(0) = z(0) = 10; die meisten werden Èahnliche Bilder wohl schon gesehen haben.

Abb. 38: Eine Bahnkurve des LORENZ-Systems

Leider ist dieses Bild einerseits etwas unÈubersichtlich, andererseits zeigt es nur eine einzige LÈosungskurve. Um besser zu verstehen, was hier passiert, beschrÈanken wir uns auf die Funktion x(t) und betrachten diese fÈur zwei LÈosungskurven; Abbildung 39 zeigt die fÈur die Anfangsbedingungen

x(0) = 2, y(0) = z(0) = 10 und x(0) = 2,01, y(0) = z(0) = 10 .

Wie man sieht, sind die beiden LÈosungskurven bis etwa zum Zeitpunkt t = 6,5 praktisch ununterscheidbar, danach gehen sie aber recht schnell auseinander und haben ab etwa t = 10 nichts mehr miteinander zu tun.

Abb. 39: Die x-Koordinaten zweier LÈosungen mit benachbarten Anfangswerten

Fast das gleiche Bild ergibt sich, wenn wir die gestrichelte Kurve nicht mit x(0) = 2,01 anfangen lassen, sondern ś bei sonst unverÈanderten Werten ś bei x(0) = 2,000001 = 2 + 10�^6 .

Jetzt sind die Kurven zwar bis etwa t = 16 praktisch ununterscheidbar, aber spÈatestens ab etwa t = 20 haben sie auch hier nichts mehr miteinander zu tun.

Gerade beim zweiten Fall sollte uns das zu denken geben: Wenn wir Differentialgleichungen zur Vorhersage benutzen, stammen die Anfangsbedingungen im allgemeinen aus einer Messung. Man kann aber nur selten so genau messen, daû sich die beiden Werte 2 und 2,000001 unterscheiden lieûen; um eine sinnvolle Voraussage Èuber das Verhalten der LÈosung

273 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Abb. 40: Effekt einer StÈorung des Anfangswerts um 10�6

zum Zeitpunkt t = 20 zu machen, muû man aber nach Abbildung 40 den Wert x(0) mit dieser Genauigkeit kennen.

Es kommt noch schlimmer: In Abbildung 41 ist die dick ausgezogene Kurve wieder eine numerische Simulation der LÈosung zu den Anfangsbedingungen x(0) = 2 und y(0) = z(0) = 10, die gestrichelte Kurve allerdings auch! Die beiden Kurven unterscheiden sich nur dadurch, daû die numerische Simulation bei der dick ausgezogenen Kurve (wie auch bei allen anderen bisherigen Kurven) mit Schrittweite 0,02 arbeitete, wohingegen die Schrittweite fÈur die gestrichelte Kurve mit 0,01 nur halb so groû war. Auch das reicht schon, daû die Kurven ab etwa t = 10 nichts mehr miteinander zu tun haben, und damit dÈurfte wohl auch klar sein, daû keine der bislang betrachteten Kurven fÈur grÈoûere Werte von t irgendetwas mit der žwahrenł LÈosungsfunktion x(t) zu tun hatte.

LORENZ muûte dieses Verhalten der LÈosungen auf die harte Weise lernen: Er fand zu seinem groûen Erstaunen, daû sich seine Rechenergebnisse nicht reproduzieren lieûen, wenn er Zwischenergebnisse fÈur Kontrollrechnungen nur in gerundeter Form eintippte: Der geringe Rundungsfehler bei der Eingabe des Startwerts reichte bereits aus, um das Langzeitverhalten des Systems grundlegend zu verÈandern.

Falls das gleiche PhÈanomen auch in der wirklichen AtmosphÈare auftritt,

Kap. 4: Differentialgleichungen 274

Abb. 41: Effekt einer Schrittweitenhalbierung bei der numerischen Simulation

kÈonnen also minimale VerÈanderungen etwa des Luftdrucks oder der Temperatur auf lÈangere Sicht zu einer dramatisch anderen Entwicklung des Wetters fÈuhren ś eine Idee, die vielen Meteorologen damals als zu phantastisch erschien um ernstgenommen zu werden: Am 22. Januar 1963 berichtete LORENZ vor der New York Academy of Sciences Èuber seine Ergebnisse (Trans. N.Y. Acad. Sci. 25 (1963), 409ś432) und schloû seinen Vortrag mit den Worten:

Als die InstabilitÈat eines gleichfÈormigen Flusses gegenÈuber inőnitesimalen StÈorungen erstmals als ErklÈarung fÈur das Auftreten von Zyklonen und Antizyklonen in der AtmosphÈare vorgeschlagen wurde, war diese Idee nicht allgemein akzeptiert. Ein Meteorologe bemerkte, daû, falls die Theorie korrekt wÈare, ein FlÈugelschlag einer MÈowe ausreichen wÈurde, um die Entwicklung des Wetters fÈur immer zu verÈandern. Die Kontroverse ist noch nicht entschieden, aber die neueste Evidenz scheint fÈur die MÈowen zu sprechen.

Inzwischen ist der Sieg der MÈowen bekanntlich allgemein anerkannt; man fordert sogar nicht einmal mehr den relativ krÈaftigen FlÈugelschlag einer MÈowe, um das Wetter permanent zu verÈandern: Im Dezember 1972 hielt LORENZ vor der American Association for the Advancement of Sciences in Washington, DC, einen Vortrag mit dem Titel Predictability:

275 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Does the Flap of a Butterŕy’s Wings in Brazil set off a Tornado in Texas, und seitdem geht das Wort vom Schmetterlingseffekt um die Welt.

Auch das Wort Chaos wird heute meist auf diese Weise deőniert: Kleinste ÈAnderungen bei den Anfangsbedingungen fÈuhren zu dramatischen VerÈanderungen des Langzeitverhaltens. Allerdings muû man hier aufpassen: Bei der Differentialgleichung ẏ(t) = y(t) mit Anfangsbedingungen y(0) = 1 und y(0) = 1 + ε unterscheiden sich die LÈosungen y(t) = e^t und y(t) = (1 + ε) · e^t zur Zeit t um ε · e^t, was auch bei kleinsten ε-Werten sehr schnell eine sehr groûe Zahl wird: bei ε = 10�^6 und t = 50 etwa ist die Differenz bereits grÈoûer als 5 · 10^{15}. Trotzdem wird hier niemand von Chaos reden, denn beide LÈosungen gehen sehr schnell gegen den žGleichgewichtspunktł unendlich. Von žechtemł Chaos verlangt man daher auch noch, daû die LÈosungen nicht gegen eine (endliche oder unendliche) GleichgewichtslÈosung konvergieren und auch nicht gegen eine periodische LÈosung. Chaos in diesem Sinne ist sehr schwer nachzuweisen; fÈur die LORENZ-Gleichung mit den klassischen Parameterwerten wurde erst Ende September 1999 ein preprint verÈoffentlicht, in dem dies (mit groûem theoretischen wie auch rechnerischem Aufwand) gezeigt wird; siehe http://www.math.gatech.edu/∼mischaik/papers/lor3.ps .

Chaos heiût nun allerdings nicht, daû wir dann Èuberhaupt nichts Èuber das Verhalten der LÈosungen aussagen kÈonnen. Beispielsweise kÈonnen wir bereits mit unseren einfachen Mitteln zeigen, daû das Bild in Abbildung 38 zumindest qualitativ das Verhalten der LÈosungskurven korrekt wiedergibt ś quantitativ ist natÈurlich ab spÈatestens etwa t = 10 alles falsch.

Dazu berechnen wir zunÈachst die GleichgewichtslÈosungen: Im Gleichungssystem 0 = p(y − x) 0 = rx − y − xz 0 = −bz + xy

Kap. 4: Differentialgleichungen 276

zeigt die erste Gleichung, falls wir den uninteressanten Fall p = 0 ausschlieûen, daû die x-Koordinate und die y-Koordinate eines jeden Fixpunkts Èubereinstimmen mÈussen.

Falls beide Koordinaten verschwinden, zeigt die dritte Gleichung (b ≠ 0 vorausgesetzt), daû dann auch die z-Koordinaten verschwinden muû; Einsetzen in die Gleichungen zeigt, daû der Nullpunkt in der Tat ein Fixpunkt ist.

Im Fall x ≠ 0 kÈonnen wir y in der zweiten Gleichung durch x ersetzen und dann durch x dividieren; dies ergibt die z-Koordinate

z = r − 1 .

Damit zeigt die dritte Gleichung, daû es fÈur r ≠ 1 noch zwei weitere Fixpunkte gibt mit x = y = ± √ b(r − 1) und z = r − 1 .

Die Untersuchung des relativ uninteressanten Nullpunkts sei dem Leser als ÈUbungsaufgabe Èuberlassen; hier seien nur die beiden anderen Fixpunkten betrachtet. FÈur x = y = ± √ b(r − 1) und z = r − 1

fÈuhren wir, wie oben im allgemeinen Fall, neue Variablen u, v und w ein, die den Abstand zum Fixpunkt beschreiben, d.h. x = ± √ b(r − 1) + u, y = ± √ b(r − 1) + v und z = r − 1 + w .

Einsetzen und Ausmultiplizieren zeigt, daû wir dann das neue Differentialgleichungssystem u̇(t) = p ( v(t) − u(t) ) v̇(t) = u(t) − v(t) ∓ √ b(r − 1)w(t) − u(t)w(t) ẇ(t) = ± √ b(r − 1) ( u(t) + v(t) ) − bw(t) + u(t)v(t) . In der NÈahe des Gleichgewichtspunkt sind u(t), v(t) und w(t) klein, wir kÈonnen dort also die beiden Produkte u(t)w(t) und u(t)v(t) in erster

277 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

NÈaherung vernachlÈassigen und erhalten somit das lineare Differentialgleichungssystem (_˙ u(t) v̇(t) ẇ(t) ) = A ( u(t) v(t) w(t) )

mit A = ( −p p 0 1 −1 ∓ √ b(r − 1) ± √ b(r − 1) ± √ b(r − 1) −b ) , was natÈurlich gerade die JACOBI-Matrix der rechten Seite des LORENZ- Systems im Fixpunkt ist. (Auf den ersten Blick mag es wie ein Druckfehler aussehen, daû in der zweiten Zeile der Matrix kein r steht sondern eine Eins; dies hÈangt damit zusammen, daû das Produkt xz auch noch einen linearen Term (r − 1)u beitrÈagt.)

Das charakteristische Polynom

det(A − λE) = −λ^3 − (b + 1 + p)λ^2 − b(r − p)λ − 2pb(r − 1)

ist fÈur beide Fixpunkte dasselbe, verleitet aber nicht dazu, es allgemein lÈosen zu wollen. Wir setzen daher die von LORENZ vorgeschlagenen speziellen Parameterwerte ein und erhalten −λ^3 − 41 3 λ^2 − 304 3 λ − 1440 ,

was immer noch so schlimm ist, daû wir es besser numerisch lÈosen. Die drei LÈosungen ergeben sich nÈaherungsweise als

−13,85457791 und 0,09395562396 ± 10,19450522i .

Es gibt also einen negativen Eigenwert und zwei konjugiert komplexe Eigenwerte mit positivem Realteil. Damit ist klar, wie LÈosungskurven des linearisierten Systems in der NÈahe der beiden Fixpunkte aussehen: Der negative Eigenwert sorgt dafÈur, daû die LÈosungen asymptotisch in die Ebene gedrÈuckt werden, die von den Eigenvektoren zu den beiden anderen Eigenwerten aufgespannt wird, und die beiden komplexen Eigenwerte sorgen dafÈur, daû sie dort spiralfÈormig nach auûen gehen.

Damit wird das Verhalten des LORENZ-Systems klar: Wir haben zwei Ebenen, die jeweils einen Sattelpunkt enthalten; kommt eine LÈosung in

Kap. 4: Differentialgleichungen 278

Abb. 42: y- und z-Koordinate als Funktion von t

die NÈahe eines solchen Sattelpunkts, wird sie von der entsprechenden Ebenen eingefangen und geht dort spiralfÈormig nach auûen. Wenn sie sich hinreichend weit vom Sattelpunkt entfernt hat, sind die Voraussetzungen fÈur die obige Linearisierung nicht mehr gegeben; die LÈosung kann daher der Ebenen entkommen, wird aber Èuber kurz oder lang von der Ebenen des anderen Sattelpunkts eingefangen und so weiter. Abbildung 42 zeigt dieses Verhalten etwas klarer als Abbildung 38: Hier sind die die y- und die z-Koordinate der LÈosungskurve Èuber der Zeit aufgetragen.