Kapitel 4 Differentialgleichungen

Differentialgleichungssysteme sind so ziemlich das wichtigste mathematischen Hilfsmittel der Naturwissenschaften und der Technik. Die dahinterstehende Grundidee ist einfach: Man kann zwar nur selten a priori sagen, wie sich ein System Èuber einen lÈangeren Zeitraum hinweg entwickeln wird, aber man hat oft aufgrund von Naturgesetzen eine klare Vorstellung Èuber die ZustandsÈanderung im nÈachsten Augenblick, d.h. also Èuber den Wert der zeitlichen Ableitung der ZustandsgrÈoûen in AbhÈangigkeit vom gegenwÈartigen Zustand des Systems. Ein einfaches Beispiel hierfÈur liefert das zweite NEWTONsche Gesetz, wonach die zeitliche Ableitung des Impuls eines Teilchens gleich der auf das Teilchen wirkenden Kraft ist.

ğ1: Anfangswertprobleme

a) Ein einfaches Beispiel

Beginnen wir mit einem einfachen Beispiel, das wahrscheinlich den meisten schon aus der Schule bekannt: Ein in die Luft geworfener Gegenstand bewegt sich unter gewissen Bedingungen nÈaherungsweise auf einer parabelfÈormigen Bahn. Wir wollen diese etwas vage Aussage prÈazisieren und mathematisch herleiten.

Es gibt viele Wurftechniken, und nur wenige davon kÈonnen auf einfache Weise durch ein mathematisches Modell beschrieben werden; wir ignorieren daher den genauen Vorgang des Abwurfs und gehen davon aus, daû der Gegenstand irgendwie eine Anfangsgeschwindigkeit ⃗v er-

Kap. 4: Differentialgleichungen 130

reicht hat im Abwurfpunkt mit Koordinaten (x_0, y_0, z_0); den Zeitpunkt des Abwurfs bezeichnen wir mit t_0.

Als nÈachstes nehmen wir an, daû wir den Luftwiderstand vernachlÈassigen kÈonnen, eine Annahme, die beim Kugelstoûen kaum zu Fehlern fÈuhrt, die aber beispielsweise fÈur einen Fallschirmspringer (auch mit geschlossenem Fallschirm) oder einen Papierŕieger vÈollig unrealistisch ist. Als nÈachstes wollen wir auch noch annehmen, daû wir nur relativ geringe WurfhÈohen erreichen, so daû die Erdanziehung als konstant angenommen werden kann.

Die Bewegung des Gegenstandes wird dann durch zwei Naturgesetze bestimmt: Das Gravitationsgesetz beschreibt den Effekt der Erdanziehung, und das zweite NEWTONsche Gesetz sagt uns, wie sich diese Kraft auf die Bewegung des Gegenstands auswirkt. Die Gravitation kÈonnen wir aufgrund der gemachten Annahmen als konstant annehmen, d.h. auf einen KÈorper der Masse m wirkt die Kraft gm, wobei g ≈ 9,8 m/s^2 die Gravitationsbeschleunigung an der ErdoberŕÈache ist; bei žÈublicherł Ausrichtung des Koordinatensystems wirkt sie in Richtung der negativen z-Achse. Diese Gravitationskraft ist nach dem zweiten NEWTONschen Gesetz gleich der Ableitung des Impulses nach der Zeit; wenn wir die Masse m als konstant voraussetzen, ist das also gleich m mal der Ableitung der Geschwindigkeit oder m mal der zweiten Ableitung des Orts. Wir haben somit das Differentialgleichungssystem Èx(t) = 0, Èy(t) = 0 und Èz(t) = −g .

Diese Gleichungen sind erfÈullt, wann immer x(t) und y(t) lineare Funktionen von t sind und z(t) eine quadratische Funktion mit fÈuhrendem Koefőzienten −g. Die sechs noch fehlenden Koefőzienten dieser drei Polynomfunktionen geben uns die Anfangsbedingungen: Zum Zeitpunkt t = t_0 ist x(t_0) = x_0, y(t_0) = y_0 und z(t_0) = z_0 , und die Geschwindigkeit ist ⃗v, d.h.

ẋ(t_0) = v_1, ẏ(t_0) = v_2 und ż(t_0) = v_3 .

Also ist

x(t) = v_1(t − t_0) + x_0, y(t) = v_2(t − t_0) + y_0

131 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001 und z(t) = −g(t − t_0)^2 + v_3(t − t_0) + z_0 .

Diese Gleichungen beschreiben in der Tat fast immer eine Parabel: Falls wir die x-Achse des Koordinatensystems so wÈahlen, daû die Anfangsgeschwindigkeit ⃗v in der (x, z)-Ebene liegt, ist v_2 = 0. Falls auch v_1 verschwindet, falls wir den Gegenstand also senkrecht nach oben (oder gar unten) werfen, sind x(t) = x_0 und y(t) = y_0 konstant und nur

z(t) = −g(t − t_0)^2 + v_3(t − t_0) + z_0

hÈangt von der Zeit ab. Andernfalls kÈonnen wir durch v_1 dividieren; wir erhalten

t − t_0 = x(t) − x_0 v_1 und z(t) = −g v_1 ( x(t) − x_0 )_2 + v_3 v_1 ( x(t) − x_0 ) + z_0 ,

die Punkte ( x(t), z(t) ) liegen also in der Tat auf einer Parabel.

Das gerade durchgerechnete Beispiel war insofern untypisch fÈur Differentialgleichungen, als auf den rechten Seite der Gleichungen nur Konstanten standen; Èublicherweise wird man dort Funktionen erwarten, die nicht nur von t abhÈangen (so daû man einfach integrieren kann), sondern auch noch von den gesuchten Funktionen. Beim radioaktiven Zerfall etwa ist die pro (kleiner) Zeiteinheit zerfallende Masse proportional zur noch vorhandenen Masse, es gibt also eine Konstante λ > 0, die sogenannte Zerfallskonstante, so daû die zum Zeitpunkt t vorhandene Masse m(t) der Gleichung ṁ(t) = −λm(t) genÈugt ś zumindest, wenn diese Masse hinreichend groû ist. (Im atomaren Bereich muû man auch statistische Effekte berÈucksichtigen, aber ab etwa 10^{10} Atomen kÈonnen die fÈur alle praktischen FÈalle vernachlÈassigt werden.)

Wir kennen bereits eine Funktion, die sich so verhÈalt, wie es die obige Differentialgleichung angibt, nÈamlich die Exponentialfunktion e^{−λt}, und natÈurlich entspricht auch fÈur jedes konstante Vielfache dieser Funktion die Differentiation einfach der Multiplikation mit −λ. Das sind dann

Kap. 4: Differentialgleichungen 132

aber bereits alle Funktionen mit dieser Eigenschaft, denn der Quotient q(t) = m(t) e^{−λt} = m(t) · e^{λt} einer LÈosungsfunktion und der Funktion e^{−λt} hat die Ableitung q̇(t) = ṁ(t) · e^{λt} + m(t) · λe^{λt} = −λm(t) · e^{λt} + λm(t) · e^{λt} = 0 , ist also gleich einer Konstanten c, so daû m(t) = c · e^{−λt} ist. Indem wir t = 0 setzen, sehen wir, daû die Konstante c = m(0) gleich der zum Zeitpunkt 0 vorhandenen Masse ist; falls wir stattdessen die Masse m_0 = m(t_0) zu einem anderen Zeitpunkt t_0 kennen, kÈonnen wir analog zum obigen Beispiel auch schreiben

m(t) = m_0e^{−λ(t−t0)} = (m_0e^{λt0} ) · e^{−λt} .

b) Differentialgleichungen und Differentialgleichungssysteme

Wir betrachten ein System, das durch n zeitlich verÈanderliche GrÈoûen y_1(t), . . . , y_n(t) beschrieben wird; unter einem System von Differentialgleichungen oder kurz einer Differentialgleichung verstehen wir eine Vorschrift, die die zeitlichen Ableitungen ẏ_1(t), . . . , ẏ_n(t) aus den Funktionswerten berechnet:

ẏ_1(t) = f_1^(t, y_1(t), . . . , y_n(t)^) ẏ_2(t) = f_2^(t, y_1(t), . . . , y_n(t)^) . . . . ẏ_n(t) = f_n^(t, y_1(t), . . . , y_n(t)^) .

Falls die Funktionen f_i nur von y_1(t), . . . , y_n(t) abhÈangen und nicht auch noch direkt von der Zeit t spricht man von einem autonomen System. Da Naturgesetze nicht von der Zeit abhÈangen, hat man es in wissenschaftlich-technischen Anwendungen meist mit autonomen Systemen zu tun; man kann allerdings auch den Einŕuû von UmgebungsgrÈoûen in einem zeitabhÈangigen Term zusammenfassen und so ein nichtautonomes System erhalten.

133 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Falls wir, wie im obigen Beispiel die Werte der beteiligten Funktionen zu einem festen Zeitpunkt t = t_0 kennen, reden wir von einem Anfangswertproblem; die meisten Anwendungen gewÈohnlicher Differentialgleichungen sind Anfangswertprobleme.

Auch Differentialgleichungen, in denen wie dort im Beispiel hÈohere Ableitungen vorkommen, lassen sich so interpretieren: Wenn wir dort die drei Komponenten des Geschwindigkeitsvektors als neue Funktionen

u(t) = ẋ(t), v(t) = ẏ(t) und w(t) = ż(t)

eingefÈuhrt hÈatten, wÈare das System ẋ(t) = u(t) ẏ(t) = v(t) ż(t) = w(t) u̇(t) = 0 v̇(t) = 0 ẇ(t) = −g von obiger Form, und wir hÈatten fÈur jede der sechs beteiligten Funktionen den Wert an der Stelle t = t_0 gekannt.

Ein fÈur die Informationstechnik wichtiger Spezialfall sind Gleichungen der Form

y^{(n)}(t) + a_{n−1}y^{(n−1)}(t) + · · · + a_1ẏ(t) + a_0y(t) = b(t) ,

die sogenannten linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koefőzienten. Auch diese Gleichungen lassen sich leicht auf die obige Form bringen: Wir betrachten n neue Funktionen y_0(t), y_1(t), . . . , y_{n−1}(t) mit der Idde, daû sich y_i(t) so verhalten soll wie die i-te Ableitung

Kap. 4: Differentialgleichungen 134

von y(t). Dann betrachten wir das Differentialgleichungssystem

ẏ_0(t) = y_1(t) ẏ_1(t) = y_2(t) . . . . ẏ_{n−2}(t) = y_{n−1}(t) ẏ_{n−1}(t) = b(t) − a_{n−1}y^{(n−1)}(t) − · · · − a_1ẏ(t) − a_0y(t) .

FÈur jede LÈosung y(t) der obigen Gleichung ist dann das n-tupel ( y(t), ẏ(t), Èy(t), . . . , y^{(n−1)}(t) ) eine LÈosung des Systems, und fÈur jede LÈosung ( y_0(t), y_1(t), y_2(t), . . . , y_{n−1}(t) ) des Differentialgleichungssystemsist y_0(t) eine LÈosung der obigen Gleichung.

Auch wenn das Differentialgleichungssystem als Anfangswertproblem gegeben ist, lÈaût sich das leicht in Anfangswerte fÈur die Gleichung hÈoherer Ordung umschreiben: Hier werden die Werte y(t_0), ẏ(t_0), . . . y^{(n−1)}(t_0) vorgegeben.

Da diese Gleichungen so wichtig sind und der hÈauőgste Ansatz fÈur die LÈosung entsprechender Anfangswertprobleme unmittelbar an den vorigen Paragraphen anschlieût, wollen wir hiermit beginnen:

c) Anwendung der Laplace-Transformation

Nachdem wir so die LAPLACE-Transformation fÈur einige wichtige Funktionen kennen, kÈonnen wir darangehen, erste Differentialgleichungen zu lÈosen. Wir beginnen mit der extrem einfachen Gleichung fÈur eine Masse an einer Feder, die sich reibungsfrei in x-Richtung bewegen kann:

Nach dem HOOKEschen Gesetz wirkt auf diese Masse eine RÈuckstellkraft λx(t), die proportional zur Auslenkung x(t) aus der Ruhelage ist;

135 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001 m

Abb. 13: Eine schwingende Masse

nach dem zweiten NEWTONschen Gesetz ist diese Kraft (eine zeitlich konstante Masse m vorausgesetzt) gleich m Èx(t). Insgesamt ist also

m Èx(t) + λx(t) = 0 oder Èx(t) + λ m x(t) = 0 .

Anwendung der LAPLACE-Transformation macht daraus s^2L{x(t)}(s) − s · x(0) − ẋ(0) + λ m L{x(t)}(s) = 0 oder L{x(t)}(s) = s · x(0) + ẋ(0) s^2 +^λ_m . Die schwingende Masse m soll natÈurlich positiv sein, und auch λ ist grÈoûer als null, da λx(t) die RÈuckstellkraft ist. Also ist L{x(t)}(s) = x(0) · s s^2 + ω^2

+ ẋ(0)_{s2 + ω2 mit ω =}^√ λ_{m .}

Hier erkennen wir die gerade berechneten LAPLACE-Transformierten L{cos ωt}(s) = s s^2 + ω^2 und L{cos ωt}(s) = ω s^2 + ω^2 und folgern, daû x(t), falls LAPLACE-transformierbar, die Form

x(t) = x(0) cos ωt +˙ x(0) ω sin ωt haben muû mit ω = √ λ/m. Die Masse schwingt also ungedÈampft mit Frequenz √ λ/m.

Kap. 4: Differentialgleichungen 136

Eine solche ungedÈampfte Schwingung wird man in der RealitÈat eher selten beobachten; in den meisten FÈallen fÈuhren Reibungseffekte schlieûlich zum Abklingen der Schwingung. Die Reibungskraft wird im allgemeinen als proportional zur Geschwindigkeit angesetzt, d.h. die linke Seite der Differentialgleichung wird durch ein konstantes Vielfaches

von ẋ(t) ergÈanzt. Dieselbe Art von Differentialgleichung erhalten wir

auch, wenn wir eine Spule, einen Kondensator und einen Widerstand wie in Abbildung 14 hintereinanderschalten:

C

L

R

Abb. 14: Ein elektrischer Schwingkreis

Damit hier ein Strom ŕieût, nehmen wir an, daû der Kondensator zur Zeitpunkt t = 0 eine Ladung Q_0 enthalte; die Ladung zum Zeitpunkt t sei Q(t). Dann betrÈagt der Spannungsabfall am Kondensator

U_1(t) = Q(t) C , der an der Spule ist nach der LENZschen Regel gleich U_2(t) = Lİ(t) = L ÈQ(t) , wobei I(t) = Q̇(t) die StromstÈarke bezeichnet, und am Widerstand haben wir natÈurlich nach dem OHMschen Gesetz U_3(t) = RI(t) = RQ̇(t) .

Diese drei Spannungen mÈussen sich zu Null addieren, d.h. L ÈQ(t) + RQ̇(t) + Q(t) C = 0 oder ÈQ(t) + R L˙_{Q(t) +}^{Q(t)}_{LC = 0 .}

Um bei der LÈosung dieser Gleichung keine komplizierten Konstanten mitschleppen zu mÈussen, schreiben wir die Gleichung bis auf weiteres

137 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

in der Form

ÈQ(t) + ρQ̇(t) + σQ(t) = 0 mit ρ = R L und σ = 1 LC . Auûerdem schreiben wir y(t) anstelle von Q(t), um es einerseits mit gewohnten Variablen zu tun zu haben und andererseits, weil wir diesen Typ von Gleichungen noch auf viele andere Probleme anwenden kÈonnen, bei denen die gesuchte Funktion nicht als Ladung interpretiert werden kann. Wir interessieren uns fÈur das Anfangswertproblem

Èy(t) + ρẏ(t) + σy(t) = 0 mit y(0) = y_0 und ẏ(0) = y_1 . Anwendung der LAPLACE-Transformation ergibt s^2L{y(t)}(s) − sy_0 − y_1 + ρ ( sL{y(t)}(s) − y_0 ) + σL{y(t)}(s) = 0 und damit L{y(t)}(s) = sy_0 + y_1 + ρy_0 s^2 + ρs + σ . Eine LAPLACE-Transformierte dieser Form haben wir bislang noch nicht gesehen; wir kennen nur Nenner der Form (s+λ)^2 +ω^2. In diese Richtung fÈuhrt uns einer der Èaltesten Tricks der Mathematik, die Èuber 2000 Jahre alte quadratische ErgÈanzung:

s^2 + ρs + σ = ( s + ρ 2 )_2 + σ − ρ^2 4 . Falls σ > ρ^2/4 kÈonnen wir ω = √ σ − ρ^2 4 setzen und haben dann L{y(t)}(s) = sy_0 + y_1 + ρy_0 (s + ρ/2)^2 + ω^2 = y_0(s + ρ/2) (s + ρ/2)^2 + ω^2 + y_1 + y_0ρ/2 (s + ρ/2)^2 + ω^2 . Diese beiden Summanden erkennen wir als (bis auf konstante Faktoren) die LAPLACE-Transformierten von e^{−ρt/2} cos ωt und e^{−ρt/2} sin ωt, d.h.

y(t) = y_0e^{−ρt/2} cos ωt + y_1 + y_0ρ/2 ω e^{−ρt/2} sin ωt = e^{−ρt/2} ( y_0 cos ωt + y_1 + y_0ρ/2 ω sin ωt ) .

Kap. 4: Differentialgleichungen 138

Der Kondensator entlÈadt sich also, wie es physikalisch zu erwarten war, aber der zeitliche Verlauf ist gegeben durch eine gedÈampfte Schwingung. Die DÈampfung wird mit wachsendem ρ = R/L immer stÈarker wird, d.h. je grÈoûer der Widerstand und je kleiner die InduktivitÈat ist, desto grÈoûer ist die DÈampfung. Abbildung 15 zeigt ein Beispiel einer gedÈampften Schwingung zusammen mit der Amplitudenfunktion e^{−ρt}.

Abb. 15: Die Funktionen e−^{t5} cos 2t und �e−^{t5}

Falls σ kleiner ist als ρ^2/4, kÈonnen wir ω = √ ρ^2 4 − σ setzen und haben dann L{y(t)}(s) = sy_0 + y_1 + ρy_0 (s + ρ/2)^2 − ω^2 . Diesen Ausdruck kennen wir so noch nicht als LAPLACE-Transformierte einer Funktion, aber wir wissen, daû allgemein a^2 − b^2 = (a + b)(a − b) ist und kÈonnen hoffentlich auch noch genug Bruchrechnung, um die Beziehung 1 (s + ρ/2) − ω − 1 (s + ρ/2) + ω = 2ω (s + ρ/2)^2 − ω^2

139 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

nachzurechnen. Damit ist L{y(t)}(s) = sy_0 + y_1 + ρy_0 (s + ρ/2)^2 − ω^2 = 1 2ω ( sy_0 + y_1 + ρy_0 (s + ρ/2) − ω − sy_0 + y_1 + ρy_0 (s + ρ/2) + ω )

= 1 2ω ( y_0(s + ρ/2 − ω) + y_0ρ/2 + y_1 + y_0ω s + ρ/2 − ω − y_0(s + ρ/2 + ω) + y_0ρ/2 + y_1 − y_0ω s + ρ/2 + ω )

= 1 2ω ( y_0 + y_0ρ/2 + y_1 + y_0ω s + ρ/2 − ω − y_0 − y_0ρ/2 + y_1 − y_0ω s + ρ/2 + ω )

= y_0ρ/2 + y_1 + y_0ω 2ω · 1 s + ρ/2 − ω − y_0ρ/2 + y_1 − y_0ω 2ω · 1 s + ρ/2 + ω . Diese Summanden kÈonnen wir als LAPLACE-Transformierte identiőzieren: Da 1/s die LAPLACE-Transformierte der Konstanten Eins ist, ist 1/(s + a) die von e^{−as}; wir haben hier also L{y(t)}(s) = y_0ρ/2 + y_1 + y_0ω 2ω · L{e^{−(ρ/2−ω)t}}(s) − y_0ρ/2 + y_1 − y_0ω 2ω · L{e^{−(ρ/2+ω)t}}(s) und somit y(t) = y_0ρ/2 + y_1 + y_0ω 2ω · e^{−(ρ/2−ω)t} − y_0ρ/2 + y_1 − y_0ω 2ω · e^{−(ρ/2+ω)t} . Wegen der PositivitÈat von σ ist ω = √ ρ^2 4 − σ < √ ρ^2 4 = ρ 2 ; daher sind dies zwei Eyponentialfunktionen, die fÈur t → ∞ gegen null gehen, der Kondensator entlÈadt sich in diesem Fall also ohne Schwingungen gemÈaû einer Summe zweier Exponentialfunktionen.Die Bedingung

Kap. 4: Differentialgleichungen 140

σ <^{ρ2}_4 Èubersetzt sich in diesem Fall in 1 LC < R^2 L^2 oder R > √ L C , wenn der Widerstand zu groû ist, dÈampft er also so stark, daû es keine Schwingungskomponente mehr gibt. Bleibt noch der Fall, daû σ = ρ^2/4 ist. Dann ist L{y(t)}(s) = sy_0 + y_1 + ρy_0 (s + ρ/2)^2 = y_0(s + ρ/2) (s + ρ/2)^2 + y_1 + y_0ρ/2 (s + ρ/2)^2 = y_0 s + ρ/2 + y_1 + y_0ρ/2 (s + ρ/2)^2 . Da 1/s die LAPLACE-Transformierte der Eins ist und 1/s^2 die der IdentitÈat, ist somit y(t) = ( y_0 + ( y_1 + y_0 ρ 2 ) t ) e �ρ_{2 t}

Produkt einer linearen Funktion und einer abfallenden Eyponentialfunktion. Abbildung 16 zeigt zwei solche Funktionen, eine mit ansteigendem und eine mit abfallendem linearen Faktor.

Abb. 16: Die Funktionen (3 � 2t)e−^{t5}

Im obigen Stromkreis ŕoû nur deshalb ein Strom, weil der Kondensator aus irgendeinem Grund bereits aufgeladen war; Èublicher wÈare,

141 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

daû ein Strom ŕieût, weil der Stromkreis eine Stromquelle enthÈalt. Wir ergÈanzen deshalb den Stromkreis aus Abbildung 14 durch eine Wechselstromquelle mit Frequenz ω_0; der Einfachheit halber wÈahlen wir die Phase so, daû dieser Wechselstrom durch eine reine Cosinusfunktion der Form A_0 cos ω_0t beschrieben werden kann mit A_0, ω_0 > 0. Die Differentialgleichung wird dann zu L ÈQ(t) + RQ̇(t) + Q(t) C = A_0 cos ω_0t ,

was wir wieder kurz schreiben als Èy(t) + ρẏ(t) + σy(t) = c cos ω_0t mit y(t) = Q(t), ρ = R L , σ = 1 LC und c =

A_0 L . Anwendung der LAPLACE-Transformation fÈuhrt auf

(s^2 + ρs + σ)L{y(t)}(s) − sy_0 − y_1 − ρy_0 = cs s^2 + ω^2_0 und damit L{y(t)}(s) = sy_0 + y_1 + ρy_0 s^2 + ρs + σ + cs (s^2 + ω^2_0)(s^2 + ρs + σ) . Die Umkehrung der LAPLACE-Transformation des ersten Summanden kennen wir: Das ist die LÈosung der gerade betrachteten Differentialgleichung. Mit dem zweiten Summanden kÈonnten wir umgehen, wenn nur einer der beiden Faktoren im Nenner stÈunde; dann hÈatten wir im wesentlichen die LAPLACE-Transformierte einer Cosinusfunktion. Genau das gleiche Problem hÈatten wir, wenn wir eine Stammfunktion des zweiten Summanden suchen wÈurden, und in dieser Situation wÈuûten wir auch, wie wir weiter vorgehen mÈuûten: Durch Partialbruchzerlegung kÈonnten wir den Integranden in einfachere BrÈuche zerlegen, deren Stammfunktionen wir kennen. Dieser Ansatz der Partialbruchzerlegung fÈuhrt auch bei der LAPLACE-Transformation oft zum Erfolg: Falls die beiden Faktoren des Nenners verschieden sind, kÈonnen wir mit geeigneten Konstanten α, β, γ, δ ∈ R schreiben cs (s^2 + ω^2_0)(s^2 + ρs + σ) = αs + β s^2 + ω^2_0 + γs + δ s^2 + ρs + σ .

Kap. 4: Differentialgleichungen 142

Falls beide Nenner gleich sind, d.h. wenn ρ = 0 und σ = ω^2_0 ist, funktioniert dies natÈurlich nicht; diesen Fall werden wir vorlÈauőg zurÈuckstellen. Multiplikation des obigigen Ansatzes mit dem Hauptnenner fÈuhrt auf die Polynomgleichung

cs = (αs + β)(s^2 + ρs + σ) + (γs + δ)(s^2 + ω^2_0)

= (α + γ)s^3 + (β + αρ + δ)s^2 + (βρ + ασ + γω^2_0)s + βσ + δω^2_0 . Koefőzientenvergleich zeigt, daû rechts alle Koefőzienten auûer dem von s verschwinden mÈussen. Beim ersten Koefőzienten bedeutet dies, daû γ = −α sein muû, und beim letzen erhalten wir δ = − σ ω^2_0 β . Damit bleiben nur noch zwei Gleichungen fÈur α und β Èubrig: ρα + ( 1 − σ ω^2_0 ) β = 0 und (σ − ω^2_0)α + ρβ = c .

Falls ρ nicht verschwindet, fÈuhrt die erste Gleichung zu

α = σ ω^2_0 − 1 ρ · β = σ − ω^2_0 ρω^2_0 · β , und damit ist nach der zweiten Gleichung ( (σ − ω^2_0)^2

ρω^2_0 + ρ ) β = c oder β = c (σ−ω^2_0 )^2 ρω^2_0 + ρ = cρω^2_0 (σ − ω^2_0)^2 + ρ^2ω^2_0 . Damit sind auch α, γ und δ bekannt: α = −γ = σ − ω^2_0 ρω^2_0 · β = c(σ − ω^2_0) (σ − ω^2_0)^2 + ρ^2ω^2_0

143 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001 und δ = − σ ω^2_0 β = −cρσ (σ − ω^2_0)^2 + ρ^2ω^2_0 . Bleibt noch der Fall ρ = 0 zu behandeln. Dann bleibt vom Gleichungssystem fÈur α und β nur noch ( 1 − σ ω^2_0 ) β = 0 und (σ − ω^2_0)α = c

Èubrig. Ist σ ≠ ω^2_0, folgt, daû

β = δ = 0 und α = −γ = c σ − ω^2_0 sein muû, was offensichtlich genau die obigen Formeln im Spezialfall ρ = 0 sind. FÈur σ = ω^2_0 sind wir in dem Fall, den wir zurÈuckgestellt haben, und sehen noch einmal, daû hier der obige Ansatz nicht zu Ziel fÈuhrt, da die zweite Gleichung zu 0 · β = c ≠ 0 wird. In allen anderen FÈallen kennen wir nun reelle Zahlen α, β, γ, δ, so daû cs (s^2 + ω^2_0)(s^2 + ρs + σ) = αs + β s^2 + ω^2_0 + γs + δ s^2 + ρs + σ ist. Vom ersten Summanden wissen wir, daû L { α cos ω_0t + β ω_0 sin ω_0t } = αs + β s^2 + ω^2_0 ist; den zweiten Summanden mÈussen wir wie oben durch quadratische ErgÈanzung

s^2 + ρs + σ = ( s − ρ 2 )_2 + σ − ρ^2 4 umformen, und genau wie dort hÈangt es vom Vorzeichen von σ − ρ^2 4 ab, ob wir gedÈampfte Schwingungen mit Frequenz ω = √ σ − ρ^2 4

Kap. 4: Differentialgleichungen 144

oder abfallende Eyponentialfunktionen erhalten. In jedem Fall ist die LÈosung Linearkombination einer reinen Schwingung mit der erregenden Frequenz ω_0, im elektrischen Schwingkreis also der Frequenz der Wechselstromquelle und einer Funktion, die fÈur t → ∞ gegen null geht. Langfristig setzt sich, wie auch Abbildung 17 zeigt, die erregende Frequenz durch.

Abb. 17: Die Funktion cos(t) + 3e−t/6 sin 5t

Bleibt noch der zurÈuckgestellte Fall, daû ρ = 0 und σ = ω^2_0 ist. Dann mÈussen wir eine Funktion őnden, der LAPLACE-Transformierte gleich cs (s^2 + ω^2_0)^2

ist. Diese Funktion sieht so Èahnlich aus wie die Ableitung von 1/(s^2+ω^2_0); in der Tat ist cs (s^2 + ω^2_0)^2 = d ds −c/2 s^2 + ω^2_0 . Die Funktion, die hier abgeleitet wird, ist die LAPLACE-Transformierte von f(t) = − c 2ω_0 sin ω_0t ,

und nach Aussage b) des Lemmas aus §1b ist (sofern das Integral absolut

145 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

konvergiert) allgemein d ds L{f(t)}(s) = d ds ∞∫ 0 f(t)e^{−st} dt = ∞∫ 0 d ds f(t)e^{−st} dt

= ∞∫ 0 f(t) · (−t) · e^{−st} dt = L{−tf(t)}(s) . Also ist cs (s^2 + ω^2_0)^2 = L { c 2ω_0

· t sin ω_0t } (s) ,

und wir haben auch diesen Fall gelÈost. Die Funktion t sin ω_0t ist in Abbildung 18 zu sehen; ihre Amplitude steigt immer weiter an.

Abb. 18: Die Funktionen t sin 5t

Da unbegrenzt ansteigende Funktionen in Anwendungen selten etwas gutes bedeuten, spricht man hier von einer Resonanzkatastrophe: Die erregende Schwingung hat dieselbe Frequenz wie der Schwingkreis, und das fÈuhrt, bei Abwesenheit einer jeglichen DÈampfung, zu einer katastrophalen Aufschaukelung. Auch bei DÈampfung ist Resonanz zu beobachten: Die oben berechneten Koefőzienten α, β, γ, δ, haben allesamt den Nenner (σ − ω^2_0)^2 + ρ^2ω^2_0 ,

Kap. 4: Differentialgleichungen 146

werden also umso grÈoûer, je nÈaher σ bei ω^2_0 liegt, jedoch verhindert der DÈampfungsterm ρ, daû der Nenner je wirklich verschwindet. Bei kleinem ρ kann die Resonanz bei und um σ = ω^2_0 allerdings in der Praxis trotzdem problematisch und in ExtremfÈallen sogar katastrophal sein.

Mit den Formeln, die schon haben, kÈonnten wir nun leicht die vollstÈandigen LÈosungen fÈur jeden der behandelten FÈalle hinschreiben, aber die bisherige Diskussion zeigt, daû das doch zu sehr langen Formeln fÈuhren wÈurde.Die LAPLACE-Transformation ist zwar sehr gut geeignet, um die LÈosung eines konkreten Anfangswertproblems hinzuschreiben ś dann sind α, β, γ, δ keine komplizierten AusdrÈucke, sondern einfach reelle Zahlen ś, aber fÈur abstraktere ÈUberlegungen fÈuhrt sie zu eher unÈubersichtlichen Ergebnissen.

Leider hat man es auch bei konkreten Anwendungen nicht immer mit konkreten Anfangswertproblemen zu tun: Beim Entwurf von Systemen beispielsweise geht es im allgemeinen eher darum, die Anfangswerte so festzulegen, daû die LÈosungen

Da es oft auch wichtig ist, eine ÈUbersicht Èuber alle LÈosungen einer Differentialgleichung zu haben, um dann beispielsweise bei Steuerungsproblemen die Anfangsbedingungen so zu wÈahlen, daû die LÈosung ein gewÈunschte Verhalten zeigt, sollten wir noch weitere Methoden zum Umgang mit Differentialgleichungen kennenlernen.

d) Systeme linearer Differentialgleichungen

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, daû Differentialgleichungen hÈoherer Ordnung interessante Anwendungen haben; wir wissen aber bereits, daû man solche Gleichungen stets umschreiben kann in Systeme, die nur erste Ableitungen enthalten, und zumindest in den gerade betrachteten Beispielen hatten die neu eingefÈuhrten Funktionen auch eine physikalische Interpretation als Geschwindigkeit bzw. StromstÈarke. Die Auffassung als System hat auûerdem den Vorteil, daû wir den Apparat der linearen Algebra anwenden kÈonnen, der uns eine strukturelle ÈUbersicht Èuber die LÈosungsmenge einer Differentialgleichung gibt ś zumindest im linearen Fall.

147 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Wir betrachten in diesem Abschnitt Systeme von Differentialgleichungen, wie sie zu Beginn dieses Paragraphen deőniert wurden, unter der (sehr) einschrÈankenden Voraussetzungen, daû die rechten Seiten linear in den gesuchten Funktionen y_1(t), . . . , y_n(t) sind; wir betrachten also das System

ẏ_1(t) = a_{11}(t)y_1(t) + a_{12}(t)y_2(t) + · · · + a_{1n}(t)y_n(t) + b_1(t) ẏ_2(t) = a_{21}(t)y_1(t) + a_{22}(t)y_2(t) + · · · + a_{2n}(t)y_n(t) + b_2(t) . . . . ẏ_n(t) = a_{n1}(t)y_1(t) + a_{n2}(t)y_2(t) + · · · + a_{nn}(t)y_n(t) + b_n(t)

. (∗)

Eventuell haben wir noch Anfangsbedingungen der Form

y_1(t_0) = c_0, y_2(t_0) = c_2, . . . , y_n(t_0) = c_n (∗∗)

fÈur ein festes t_0 ∈ R.

FÈur das Beispiel des elektrischen Schwingkreises mit angelegter Wechselspannung etwa haben wir bei dieser Sicht der Dinge die beiden Funktionen Q(t), die Ladung des Kondensators zum Zeitpunkt t, und I(t) = Q̇(t), die resultierende StromstÈarke; das Differentialgleichungssystem (∗) wird zu

˙_{Q(t) = I(t)} ˙_{I(t) = −}^R_{L I(t) −}^{Q(t)}_{LC + A0 cos ω0t}^.

Wir kÈonnen die Funktionen y_i(t), b_i(t) und die Anfangswerte c_i jeweils zu Vektoren zusammenfassen und die Koefőzientenfunktionen a_{ij} (t) zu einer Matrix; mit

⃗y(t) = y_1(t) y_2(t) . . y_n(t) , ⃗b(t) = b_1(t) b_2(t) . . b_n(t) , ⃗c = c_1 c_2 . . c_n

Kap. 4: Differentialgleichungen 148 und A(t) = a_{11}(t) a_{12}(t) . . . a_{1n}(t) a_{21}(t) a_{22}(t) . . . a_{2n}(t) . . . . ... . . a_{n1}(t) a_{n2}(t) . . . a_{nn}(t) bekommt das System die Èubersichtlichere Form ˙_{⃗y(t) = A(t) · ⃗y(t) +}⃗_{b(t) ,} wobei die Ableitung eines Vektors von Funktionen natÈurlich der Vektor der abgeleiteten Funktionen sein soll. Falls es Anfangsbedingungengibt, haben sie nun die kompakte Form ⃗y(t_0) = ⃗c.

In Analogie zu den linearen Gleichungssystemen bezeichnen wir das System (∗) als homogen, wenn ⃗b(t) der Nullvektor ist, wenn also alle Funktionen b_i(t) verschwinden; andernfalls bezeichnen wir es als inhomogen. Das homogene System zu einem gegebenen inhomogenen System soll einfach dasjenige System sein, in dem alle b_i(t) durch null ersetzt wurden.

Wie bei linearen Gleichungssystemen gilt auch hier

Lemma: a) Die Menge aller LÈosungen eines homogenen Differentialgleichungssystems der Form (∗) ist ein R-Vektorraum. b) Ist das System nicht homogen und ist ⃗y(t) eine feste LÈosung, so lÈaût sich jede andere LÈosung ⃗z(t) schreiben als ⃗z(t) = ⃗y(t) + ⃗x(t) mit einer LÈosung ⃗x(t) des zugehÈorigen homogenen Systems; die LÈosungsmenge ist also ein afőner Raum.

Beweis: a) Wir mÈussen zeigen, daû fÈur zwei LÈosungen ˙⃗x(t) und ˙⃗y(t) eines homogenen Systems auch jede Linearkombination λ ˙⃗x(t) + μ ˙⃗y(t) mit λ, μ ∈ R wieder eine LÈosung ist. Das ist aber klar, denn wenn ˙_{⃗x(t) = A(t) · ⃗x(t) und} ˙_{⃗y(t) = A(t) · ⃗y(t)} ist, gilt auch d dt ( λ⃗x(t) + μ⃗y(t) ) = λ ˙_{⃗x(t) + μ} ˙_{⃗y(t) = λA(t) · ⃗x(t) + μA(t) · ⃗y(t)} = A(t) · ( λ⃗x(t) + μ⃗y(t) ) .

149 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

b) Sind ⃗y(t) und ⃗z(t) zwei LÈosungen von (∗), so ist

˙_{⃗y(t) = A(t) · ⃗y(t) +}⃗_{b(t) und} ˙_{⃗z(t) = A(t) · ⃗z(t) +}⃗_{b(t) ;}

die Differenz x(t) = z(t) − y(t) hat somit die Ableitung

˙_{⃗x(t) =} ˙_{⃗z(t) −} ˙_{⃗y(t) =}^(_{A(t) · ⃗z(t) +}⃗_{b(t)}^)_−^(_{A(t) · ⃗z(t) +}⃗_{b(t)}^) = A(t) · ⃗z(t) − A(t) · y(t) = A(t) · ( ⃗z(t) − ⃗y(t) ) = A(t) · ⃗x(t) und x(t) lÈost also in der Tat das zugehÈorige homogene System.

Um die LÈosungsmenge des Differentialgleichungssystems (∗) zu verstehen, mÈussen wir nach diesem Lemma zwei Teilaufgaben lÈosen: 1.) Wir mÈussen den Vektorraum der LÈosungen des homogenen Systems bestimmen.

2.) Wir mÈussen uns wenigstens eine LÈosung des inhomogenen Systems verschaffen ś oder zumindest wissen, daû eine existiert.

Um im einfachsten Fall zu sehen, wie so etwas funktionieren kÈonnte, betrachten wir ein žSystemł aus genau einer Gleichung

ẏ(t) = a(t) · y(t) + b(t) ;

dabei nehmen wir an, daû y eine differenzierbare Funktion von R nach R sei und a, b: R → R stetige Funktionen.

Wir beginnen mit der LÈosung des homogenen Systems ẏ(t) = a(t) · y(t) . Unter der Annahme, daû wir das dÈurfen, dividieren wir durch y(t) und erhalten˙ y(t) y(t) = a(t) .

Der Quotient links ist bekanntlich die logarithmische Ableitung von y(t); falls dies nicht mehr bekannt sein sollte, zeigt eine einfache Anwendung der Kettenregel, daû in einem Intervall, in dem y(t) positiv ist, d dt ln y(t) =˙ y(t) y(t) = a(t)

Kap. 4: Differentialgleichungen 150

ist. In einem Intervall, in dem y(t) negativ ist, gilt entsprechend d dt ln ( −y(t) ) = −ẏ(t)_{−y(t) =} ẏ(t)_{y(t) = a(t) ,}

und allgemein haben wir somit d dt ln |y(t)| =˙ y(t) y(t) = a(t) in jedem Intervall, in dem y(t) nirgends verschwindet.

Integration beider Seiten fÈuhrt auf ln |y(t)| = ∫ a(t) dt + C oder y(t) = e ∫_{a(t) dt+C} = e^C · e ∫_{a(t) dt}

oder y(t) = ±e^C · e ∫_{a(t) dt} , wobei das Vorzeichen wegen der Stetigkeit von y im gesamten Intervall konstant ist, da die Exponentialfunktion nie null wird.

Damit ist in diesem Fall das erste Problem auf eine einfache Integration zurÈuckgefÈuhrt.

Bleibt noch die Frage, was passiert, wenn y(t) an irgendeinem Punkt t_0 eine Nullstelle haben sollte. Wir wollen uns Èuberlegen, daû y(t) dann auch fÈur jedes t > t_0 verschwinden muû. Falls nicht, gibt es einen Punkt t_1 > t_0, so daû y(t_1) ≠ 0 ist. Wegen der Stetigkeit von y(t) ist die Funktion dann auch in einer Umgebung von t_1 von Null verschieden, d.h. dort kÈonnen wir die obigen Argumente anwenden und sehen, daû y(t) dort die Form e^{h(t)} hat mit irgendeiner Funktion h. Da y als differenzierbare Funktion insbesondere Èuberall stetig sein muû und e^{h(t)} nirgends verschwindet, ist das nicht mÈoglich. Genauso Èuberlegt man sich, daû y(t) fÈur jedes t < t_0 verschwinden muû, y(t) ist also gleich der Nullfunktion. Diese ist somit die einzige LÈosung, die noch zusÈatzlich betrachtet werden muû. Insbesondere folgt daraus auch, daû eine LÈosungsfunktion, die in irgendeinem Punkt positiv bzw. negativ ist, Èuberall positiv bzw. negativ sein muû, denn eine stetige Funktion kann ihr Vorzeichen nur wechseln, wenn sie in irgendeinem Punkt null wird; wie wir gerade gesehen haben, ist das genau dann der Fall, wenn sie Èuberall verschwindet.

151 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Somit hat jede LÈosung die Form y(t) = ae ∫_{a(t) dt} mit einem a ∈ R .

Insbesondere bilden diese LÈosungen einen eindimensionalen Vektorraum.

Auch eine spezielle LÈosung der inhomogenen Gleichung lÈaût sich in diesem Fall angeben: Die Methode der Variation der Konstanten, mit der wir uns spÈater noch genauer beschÈaftigen werden, fÈuhrt auf den Kandidaten y(t) = (∫ b(t) · e^− ∫_{a(t) dt} dt ) · e ∫_{a(t) dt} , und in der Tat rechnet man leicht nach, daû nach der Produktregel ẏ(t) =^(b(t) · e^{− ∫ a(t) dt)} · e^{∫ a(t) dt} + (∫ b(t) · e^− ∫_{a(t) dt} dt ) · ( a(t) · e ∫_{a(t) dt})

= b(t) + a(t) · (∫ b(t) · e^− ∫_{a(t) dt} dt ) · e ∫_{a(t) dt}

= a(t) · y(t) + b(t) ist.

Es wÈare schÈon, wenn wir im mehrdimensionalen Fall genauso vorgehen kÈonnten. Zumindest fÈur homogene Systeme bietet sich an, formal genauso vorzugehen wie im eindimensionalen: Dort hatten wir ẏ(t) = a(t) · y(t) =⇒ y(t) = ce^{∫ a(t) dt} mit c ∈ R . Warum sollte also nicht gelten

˙_{⃗y(t) = A(t) · ⃗y(t)} =_{⇒ y(t) = e}^{∫ A(t) dt}_{· ⃗c mit ⃗c ∈} R^n ?

Das Problem dabei ist nur, daû wir nicht die geringste Ahnung haben, was die rechte Seite hier bedeuten soll; unser nÈachstes Ziel ist es, ihr eine Bedeutung zu geben.

Kap. 4: Differentialgleichungen 152

e) Die Matrixexponentialfunktion Wir orientieren uns wieder am Eindimensionalen: FÈur eine reelle Zahl x ist e^x = ∞∑ i=0 x^i i! , also setzen wir analog fÈur eine n × n-Matrix X

e^X =_{def} ∞∑ i=0 1 i! · X^i .

Damit ist klar, daû e^X eine n × n-Matrix sein soll, und das erklÈart auch, warum oben der Konstantenvektor ⃗y_0 auf der rechten Seite steht. Was wir uns noch Èuberlegen mÈussen, ist die Konvergenz der Reihe.

Dazu mÈussen wir die GrÈoûe der EintrÈage in den Matrizen X^i abschÈatzen: Sind allgemein A, B zwei n × n-Matrizen und sind die BetrÈage aller EintrÈage von A kleiner oder gleich a und die von B kleiner oder gleich b, so kann es in AB offensichtlich keinen Eintrag geben, dessen Betrag grÈoûer ist als nab: Schlieûlich ist jeder Eintrag in der Produktmatrix eine Summe von n Summanden, deren jeder Produkt je eines Eintrags von A und von B ist.

Um diese Formel leichter anwenden zu kÈonnen, machen wir sie mutwillig schlechter und begnÈugen uns damit, daû jeder Eintrag von AB hÈochstens den Betrag (na) · (nb) hat.

Ist nun x der Betrag des grÈoûten Eintrags in der Matrix X, so folgt induktiv sofort, daû in X^i hÈochstens Zahlen bis zum Betrag (nx)^i stehen kÈonnen; in der endlichen Teilsumme M∑ i=0 1 i! X^i hat daher jeder Eintrag einen Betrag kleiner M∑ i=0 (nx)^i i! .

153 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Letztere Summe konvergiert fÈur M → ∞ gegen e^{nx}, und damit muû auch die Matrixsumme konvergieren, denn die Reihe fÈur e^{nx} ist konvergente Majorante des Betrags eines jeden Eintrags. Insbesondere hat jeder Eintrag von e^X hÈochstens den Betrag e^{nx}.

Damit wissen wir also, daû die Matrix e^X fÈur jede n × n-Matrix X existiert; somit ist die Funktion t → e^{At} wohldeőniert.

Wir kÈonnen natÈurlich nicht erwarten, daû die Matrixexponentialfunktion alle schÈonen Eigenschaften der gewÈohnlichen Exponentialfunktion erbt. Beispielsweise ist nur schwer vorstellbar, daû fÈur beliebige Matrizen A und B gelten sollte e^{A+B} = e^A · e^B : Da fÈur zwei Matrizen A und B stets A + B = B + A ist, mÈuûte dann auch e^A · e^B = e^B · e^A sein, was zumindest unwahrscheinlich aussieht. In der Tat ist etwa fÈur A = ( 0 1 0 0 ) und B = ( 0 0 1 0 )

sowohl A^2 als auch B^2 gleich der Nullmatrix, d.h.

e^A = E + A = ( 1 1 0 1 ) , e^B = E + B = ( 1 0 1 1 )

und e^A · e^B = ( 2 1 1 1 ) . Das Quadrat von C = A + B = ( 0 1 1 0 ) ist aber gleich der Einheitsmatrix und daher ist

e^{A+B} = E + C + 1 2! E + 1 3! C + 1 4! E + 1 5! C + · · · = (_∞ ∑ i=0 1 (2i)! ) · E + (_∞ ∑ i=0 1 (2i + 1)! ) · C

= cosh(1) · E + sinh(1) · C = ( cosh(1) sinh(1) sinh(1) cosh(1) )

= 1 2 ( e + e^{−1} e − e^{−1} e − e^{−1} e + e^{−1} ) .

Kap. 4: Differentialgleichungen 154

Zum GlÈuck gilt aber wenigstens

Lemma: FÈur zwei Matrizen A, B ∈ R^{n×n} mit AB = BA ist

e^{A+B} = e^A · e^B = e^B · e^A .

Insbesondere ist fÈur s, t ∈ R e^{A(s+t)} = e^{As} · e^{At} . Beweis: FÈur zwei reelle Zahlen x, y ist e^{x+y} = e^xe^y = e^ye^x; damit gilt dieselbe Formel auch fÈur zwei reellwertige Variablen x und y. Wenn wir in allen Potenzreihen alle x- und y-Potenzen oberhalb der N-ten ignorieren, sagt die Gleichung aus, daû drei Polynome in x und y als Polynome identisch sind.

Beim Rechnen mit Polynomen in x und y verwendet man keine speziellen Eigenschaften dieser Variablen auûer, daû sie kommutieren. Damit kann man in so eine PolynomidentitÈat auch kommutierende Matrizen A und B einsetzen: Beispielsweise fÈuhrt die PolynomidentitÈat

(x + y)^2 = x^2 + 2xy + y^2

zur IdentitÈat (A + B)^2 = A^2 + 2AB + B^2 ,

die wegen der fÈur beliebige Matrizen gÈultigen Gleichung

(A + B)^2 = A^2 + AB + BA + B^2

fÈur kommutierende Matrizen in der Tat erfÈullt ist.

Damit ist fÈur kommutierende Matrizen A, B speziell stets

e^{A+B} = e^A · e^B = e^B · e^A .

Da zwei skalare Vielfache derselben Matrix stets miteinander kommutieren, folgt damit auch die letzte Aussage des Lemmas.

Die fÈur uns wichtigste Anwendung hiervon ist

155 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Satz: FÈur jede n × n-Matrix A ist die Funktion { R → R^{n×n} t → e^{At} stetig differenzierbar mit Ableitung t → A · e^{At} = e^{At} · A. Beweis: Die Ableitung ist deőniert als

lim_{h→0} e^{A(t+h)} − e^{At} h . Da die Matrizen At und Ah miteinander vertauschbar sind, ist nach dem gerade bewiesenen Lemma e^{A(t+h)} = e^{At} · e^{Ah}, also e^{A(t+h)} − e^{At} h = e^{At} · e^{Ah} − E h . Dabei ist e^{Ah} − E h = 1 h · ∞∑ i=1 (Ah)^i i! = A + ∞∑ i=1 (Ah)^i (i + 1)! . Nach der obigen Diskussion ist jeder Eintrag der Matrix in der rechtsstehenden Summenmatrix hÈochstens gleich ∞∑ i=1 (ah)^i (i + 1)! = e^{ah} − 1 h , und der rechtsstehende Ausdruck geht fÈur h → 0 selbst gegen Null; wer das nicht gleich sieht, frage DE L’HOSPITAL oder TAYLOR. Damit ist ∞∑ i=1 (Ah)^i (i + 1)!

gleich der Nullmatrix und somit d dt e^{At} = lim_{h→0} e^{A(t+h)} − e^{At} h = e^{At} · A . Dies ist auch gleich A · e^{At}, denn da A mit jeder seiner Potenzen vertauschbar ist, ist es auch mit jeder endlichen Teilsumme der Reihe von e^{At} vertauschbar, also auch mit e^{At} selbst.

Kap. 4: Differentialgleichungen 156

Am Ende des vorigen Abschnitts hatten wir gehofft, daû vielleicht auch fÈur jede matrixwertige Funktion A(t) gelten kÈonnte, daû d dt e^{A(t)} = Ȧ(t)e^{A(t)} ist; dies war offensichtlich zu optimistisch: Da e^{A(t+h)} = e^{A(t)+hȦ(t)+o(h)} ist, brÈauchten wir fÈur einen Beweis nach obigem Vorbild, daû A(t)

und˙_{A(t) miteinander kommutieren; dies ist aber im allgemeinen nicht}

der Fall. FÈur A(t) = ( 1 t 1 1 )

beispielsweise ist

˙_{A(t) =}^{( 0 1}_{0 0}^)_,

also A(t) · Ȧ(t) = ( 0 1 0 1 ) , aber Ȧ(t) · A(t) = ( 1 1 0 0 ) . Dies ist natÈurlich kein Beweis dafÈur, daû die Ableitung von e^{A(t)} ungleich

˙_{A(t) · e}^{A(t)}_{ist, aber im vorliegenden Fall ist die Ableitung in der Tat}

verschieden sowohl von Ȧ(t)e^{A(t)} als auch von e^{A(t)} · A(t): Mit den Methoden, die wir im nÈachsten Abschnitt kennenlernen werden, kÈonnen wir durch eine (alles andere als angenehme) Rechnung zeigen, daû

e^{A(t)} = e^{1+} √ t + e^{1−} √ t 2 √ t ( e^{1+} √ t − e^{1−} √ t ) 2 e^{1+} √ t − e^{1−} √ t 2 √ t e^{1+} √ t + e^{1−} √ t 2 ,

d dt e^{A(t)} =

(_{e2}p_{t −1})_{e1}�p_t 4 √ t (_{−1+√t+√te2}p_{t +e2}p_t )_{e1}�p_t 4 √ t (_{1−e2}p_{t +√t+√te2}p_t )_{e1}�p_t 4t √ t (_{e2}p_{t−1})_{e1}�p_t 4 √ t , aber

˙_{A(t) · e}^{A(t)}_=

e^{1+} √ t − e^{1−} √ t 2 √ t e^{1+} √ t + e^{1−} √ t 2 0 0

157 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001 und e^{A(t)} · Ȧ(t) = 0 e^{1+} √ t + e^{1−} √ t 2 0 e^{1+} √ t − e^{1−} √ t 2 √ t ist. Wir mÈussen uns bei diesem Ansatz also begnÈugen mit linearen homogenen Differentialgleichungen mit konstanten Koefőzienten.

Alles was uns zu deren theoretischer LÈosung jetzt noch fehlt sind Rechenregeln fÈur den Umgang mit Ableitungen von Matrixfunktionen; fÈur die praktische LÈosung fehlen natÈurlich auch noch Verfahren zur efőzienten Berechnung der Matrixexponentialfunktion.

Zumindest fÈur Summen und Produkte gelten, wenn man von der NichtkommutativitÈat der Multiplikation absieht, fÈur matrixwertige Funktionen die Èublichen Regeln:

Lemma: F, G: (a, b) → R^{n×n} seien zwei matrixwertige Funktionen auf dem offenen Intervall (a, b). Dann ist d dt ( F (t) + G(t) ) =˙_{F (t) +}˙_{G(t)} und d dt ( (F (t)G(t) ) =˙_{F (t) · G(t) + F (t) ·}˙_{G(t) .}

FÈur einen konstanten Vektor ⃗v ∈ R^n ist d dt ( F (t) · ⃗v ) =˙_{F (t) · ⃗v .}

Beweis: FÈur die Summe ist dies klar: Sind f_{ij} (t) und g_{ij} (t) die Komponenten der Matrizen F und G, so sind die Summen f_{ij} (t) + g_{ij} (t) die Komponenten von F + G, und deren Ableitung ist die Summe der Ableitungen.

Die (i, j)-Komponentenvon F G ist die Funktion n∑ ν=1 f_{iν} (t) · g_{νj} (t) , und deren Ableitung ist n∑ ν=1 (˙_{fiν (t) · gνj (t) + fiν (t) ·}˙_{gνj (t)}^)_,

Kap. 4: Differentialgleichungen 158

die (i, j)-Komponente von Ḟ (t) · G(t) + F (t) · Ġ(t).

Sind v_1, . . . , v_n die Komponenten des Vektors ⃗v, so ist die i-te Komponente der vektorwertigen Funktion F (t) · ⃗v gleich der Summe n∑ j=1 f_{ij} (t) · v_j mit Ableitung n∑ j=1 ˙_{fij (t) · vj ,} und das ist die i-te Komponente von Ḟ (t) · ⃗v.

Damit haben wir alles zusammen und kÈonnen zeigen

Satz: Die sÈamtlichen LÈosungen der Differentialgleichung ẏ = Ay sind genau die Funktionen t → e^{At}⃗y_0 mit ⃗y_0 ∈ R^n .

Beweis: Da e^{At} die Ableitung Ae^{At} hat, ist die Ableitung der vektorwertigen Funktion ⃗f(t) = e^{At} · ⃗y_0 nach der zuletzt bewiesenen Formel gleich A · e^{At} · ⃗y_0, also in der Tat gleich A · ⃗f(t).

Nun sei ⃗y: (a, b) → R^n irgendeine differenzierbare vektorwertige Funktion mit der Eigenschaft, daû ˙⃗y(t) = A · ⃗y(t) ist. Wir betrachten die Funktion ⃗g(t) = e^{−At} · ⃗y(t). Deren Ableitung ist ˙_{⃗g(t) = −A · e}^{−At}_{· ⃗y(t) + e}^{−At}_· ˙_{⃗y(t) = −A · e}^{−At}_{· ⃗y(t) + e}^{−At}_{· A⃗y(t) =} ⃗_{0 ,} denn die Matrix A ist mit e^{−At} vertauschbar. Damit haben alle Komponenten von ⃗g die Ableitung Null, sind also konstant, und somit ist ⃗g(t) =_{def} ⃗y_0 ein konstanter Vektor mit der Eigenschaft, daû ⃗y_0 = e^{−At} · ⃗y(t), d.h. ⃗y(t) = e^{At} · ⃗y_0 , wie behauptet.

Korollar: FÈur jeden Vektor ⃗y_0 ∈ R^n und jede reelle Zahl t_0 ∈ R gibt es genau eine differenzierbare Funktion ⃗y(t) mit den Eigenschaften, daû

˙_{⃗y(t) = A⃗y(t) und ⃗y(t0) = ⃗y0 ist; dies ist ⃗y(t) = e}^{A(t−t}0^)_{· ⃗y0.}

Wir wuûten bereits, daû die LÈosungen einen Vektorraum bilden; obiges Korollar sagt uns, daû dieser Vektorraum die Dimension n hat und daû

159 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

fÈur jede reelle Zahl t_0 die Abbildung ⃗y → ⃗y(t_0) ein Isomorphismus auf

den R^n ist.

f) Berechnung der Matrixexponentialfunktion

Die Matrixexponentialfunktion ist zwar wohldeőniert, aber eine matrixwertige Potenzreihe ist fÈur allgemeine Matrizen A nicht gerade einfach zu berechnen. Wir brauchen daher alternative Rechenverfahren.

Zumindest ein Fall ist problemlos: Ist nÈamlich

D = d_1 0 . . . 0 0 d_2 . . . 0 . . . . ... . . 0 0 . . . d_n eine Diagonalmatrix, ist offensichtlich

e^{Dt} = e^{d1t} 0 . . . 0 0 e^{d2t} . . . 0 . . . . ... . . 0 0 . . . e^{dnt} wieder eine Diagonalmatrix, wobei die Exponentialfunktion einfach komponentenweise auf die DiagonaleintrÈage ihres Arguments angewandt wird.

Noch ein weiterer Fall ist relativ unproblematisch: fÈur eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix N mit Nullen in der Hauptdiagonalen. Eine solche Matrix deőniert eine lineare Abbildung C^n → C^n , die den k-ten Einheitsvektor ⃗e_k in den von ⃗e_{k+1} bis ⃗e_n erzeugten Untervektorraum abbildet, das Quadrat von N bildet ihn entsprechend in den von ⃗e_{k+2} bis ⃗e_n erzeugten Untervektorraum ab und so weiter, spÈatestens N^n ist also die Nullmatrix. Damit wird die Potenzreihe der Exponentialfunktion zu einer endlichen Summe, die, wir wir bereits in zwei Beispielen gesehen haben, zumindest fÈur kleine n leicht berechnet werden kann.

Im nÈachsten Paragraphen wollen wir sehen, daû sich die Berechnung einer beliebigen Matrixexponentialfunktion auf diese beiden SpezialfÈalle zurÈuckfÈuhren lÈaût.

Kap. 4: Differentialgleichungen 160

ğ2: Eigenwerte, Eigenvektoren und Hauptvektoren

In diesem Paragraphen arbeiten wir Èuber einem beliebigen KÈorper k; in den Anwendungenauf Differentialgleichungennachher wird k = R oder

k = C sein. Auch fÈur endliche KÈorper k gibt es allerdings Anwendungen

der hier entwickelten Theorie, die beispielsweise in einigen Gebieten der Signalverarbeitung von Interesse sind. Wir setzen daher nichts Èuber k voraus auûer den KÈorperaxiomen.

a) Eigenwerte und Eigenvektoren

Nicht nur bei der Berechnung der Matrixexponentialfunktion sind Diagonalmatrizen sehr viel angenehmer als allgemeine Matrizen. Eine Diagonalmatrix mit DiagonaleintrÈagen λ_1, . . . , λ_n hat die Eigenschaft, daû sie den i-ten Einehitsvektor ve_i ∈ k^n auf dessen Vielfaches λ_i⃗e_i abbildet, und diese Eigenschaft soll uns als Ausgangspunkt fÈur die Deőnition von Eigenwerten und Eigenvektoren dienen:

Deőnition: a) V sei ein k-Vektorraum. Ein Vektor ⃗v ∈ V r {⃗0} heiût Eigenvektor der linearen Abbildung φ: V → V zum Eigenwert λ ∈ k, wenn φ(⃗v) = λ⃗v ist.

b) λ ∈ k heiût Eigenwert von φ, falls φ einen Eigenvektor zum Eigenwert λ hat.

c) Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A ∈ k^{n×n} sind die Eigenwerte und Eigenvektoren der linearen Abbildung φ: { k^n → k^n ⃗v → A⃗v . Offensichtlich ist mit einem Vektor ⃗v auch jedes Vielfache (auûer dem nach Deőnition ausgeschlossenen Nullvektor) ein Eigenvektor zum selben Eigenwert; allgemeiner ist sogar jede Linearkombination (auûer ⃗0) von Eigenvektoren zum Eigenwert λ wieder ein Eigenvektor zum Eigenwert λ, d.h. die Eigenvektoren zu einem festen Eigenwert λ bilden zusammen mit dem Nullvektor einen Untervektorraum von V , den sogenannten Eigenraum von λ.

161 HÈohere Mathematik II WS 2000/2001

Deőnition: Die Dimension des Eigenraums von λ heiût geometrische Vielfachheit des Eigenwerts λ.

Lemma: Sind ⃗v_1, . . . , ⃗v_r ∈ V Eigenvektoren der linearen Abbildung φ: V → V zu verschiedenen Eigenwerten λ_1, . . . , λ_r , so sind diese Vektoren linear unabhÈangig.

Beweis: Angenommen, ⃗v_1, . . . , ⃗v_r seien linear abhÈangig. Dann kÈonnen wir eine Zahl 2 ≤ s ≤ r őnden, so daû zwar ⃗v_1, . . . , ⃗v_s linear abhÈangig sind, nicht aber ⃗v_1, . . . , ⃗v_{s−1}. Es gibt daher Skalare α_i ∈ k, so daû

α_1⃗v_1 + · · · + α_s⃗v_s = ⃗0

ist. Wenden wir auf beide Seiten dieser Gleichung die Abbildung φ an und beachten, daû φ(⃗v_i) = λ_i⃗v_i ist, folgt, daû auch

α_1λ_1⃗v_1 + · · · + α_sλ_s⃗v_s = ⃗0

ist. Andererseits kÈonnen wir obige Gleichung auch einfach mit λ_s multiplizieren mit dem Ergebnis, daû

λ_sα_1⃗v_1 + · · · + λ_sα_s⃗v_s = ⃗0 .

Bei Subtraktion der letzten beiden Gleichungen voneinander fÈallt der letzte Term auf der linken Seite weg, und wir erhalten eine lineare AbhÈangigkeit

α_1(λ_s − λ_1)⃗v_1 + · · · + α_{s−1}(λ_s − λ_{s−1})⃗v_{s−1} = ⃗0

zwischen ⃗v_1, . . . , ⃗v_{s−1}. Da diese Vektoren linear unabhÈangig sind, mÈussen hier alle Koefőzienten verschwinden. Da die Eigenwerte λ_1, · · · , λ_s allesamt verschieden sind, ist dies nur mÈoglich, wenn α_1 = · · · = α_{s−1} = 0 ist. Wegen ⃗v_s ≠ ⃗0 muû dann aber auch α_s verschwinden, im Widerspruch zur angenommenen linearen UnabhÈangigkeit von ⃗v_1, . . . , ⃗v_s.

Also sind die Vektoren ⃗v_1, . . . , ⃗v_r linear unabhÈangig.

Bevor wir zu nichttrivialen Beispielen kommen kÈonnen, benÈotigen wir ein Verfahren, um Eigenwerte und Eigenvektoren effektiv zu berechnen ś zumindest fÈur endlichdimensionale VektorrÈaume, wo Basen die MÈoglichkeit zum konkreten Rechnen geben.

Kap. 4: Differentialgleichungen 162

Nach Deőnition ist λ ∈ k genau dann Eigenwert der linearen Abbildung φ, wenn es dazu einen Eigenvektor gibt, d.h. einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor ⃗v, so daû φ(⃗v) = λ⃗v ist. Diese Bedingung wird, wenn man sie bezÈuglich einer Basis hinschreibt, zu einem homogenen linearen Gleichungssystem fÈur die Komponenten von ⃗v: Ist A die Abbildungsmatrix von φ bezÈuglich der gewÈahlten Basis, haben wir die Gleichung A⃗v = λ⃗v oder (A − λE)⃗v = ⃗0, wobei E die n × n- Einheitsmatrix bezeichnet.

Wie bei jedem homogenen linearen Gleichungssystem ist der Nullvektor eine LÈosung; falls λ Eigenwert ist, muû es aber auch noch weitere LÈosungen geben. Nach der allgemeinen Theorie linearer Gleichungssysteme ist das genau dann der Fall, wenn die Matrix A−λE des Gleichungssystems singulÈar ist, d.h. also, wenn det(A − λE) verschwindet.

Damit ist auch klar, wie man Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen kann: Man lÈose die Gleichung det(A − λE) = 0 und dann fÈur jede Wurzel λ_i dieser Gleichung das lineare Gleichungssystem (A − λE)⃗x = ⃗0 . Als Beispiel betrachten wir die Matrix

A = 1 2 3 4 5 6 7 8 8 7 6 5 4 3 2 1 .

Hier ist A − λE = 1 − λ 2 3 4 5 6 − λ 7 8 8 7 6 − λ 5 4 3 2 1 − λ ,

was sich zumindest nicht in offensichtlicher Weise wesentlich vereinfachen lÈaût.

Wir wenden daher gleich den LAPLACEschen Entwicklungssatz an, und da keine der Zeilen oder Spalten einfacher als der Rest aussieht, entwickeln wir nach der ersten Zeile.