207 HÈohere Mathematik I SS 2000

Dann ist fÈur jeden Einheitsvektor ⃗e_i

⃗V (x + h⃗e_i) = ⃗V (x) + h · J_{⃗V} (x)⃗e_i + o(h) = ⃗V (x) + hλ_i⃗e_i + o(h) ,

und fÈur einen beliebigen Vektor ⃗h = h_1⃗e_1 + · · · + h_n⃗e_n ist

⃗V (x + ⃗h) = ⃗V (x) + J_{⃗V} (x)⃗h + o( | |⃗h | |) = ⃗V (x) + λ_1h_1 . . λ_nh_n + o( | |⃗h | |) .

Falls alle λ_i positiv sind, hat hier jede Komponente des Vektors ⃗V (x) + J_{⃗V} (x)⃗h dasselbe Vorzeichen wie die entsprechende Kompo-

nente von ⃗h; entfernt man sich also vom Punkt x, so zeigt auch die VerÈanderung des Vektorfelds ⃗V weg vom Punkt x und umgekehrt; die Situation ist also ungefÈahr so wie auf der linken Seite von Abbildung 32. Man bezeichnet x in einem solchen Fall als eine Quelle des Vektorfelds ⃗V .

Abb. 32: Quellen und Senken

Falls alle λ_i negativ sind, gehen die ÈAnderungen jeweils in Gegenrichtung, es sieht also ungefÈahr so aus wie im rechten Teil von Abbildung 32, und man spricht von einer Senke.

Im allgemeinen werden allerdings weder alle λ_i positiv noch alle λ_i negativ sein; die Divergenz als Summe der λ_i sagt uns dann, ob sich der Punkt eher wie eine Quelle oder eher wie eine Senke verhÈalt.

Nun wird es natÈurlich nur selten vorkommen, daû die JACOBI-Matrix eine Diagonalmatrix ist; wie wir am Ende dieses Kapitels sehen werden, ist

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 208

die Divergenz trotzdem auch im allgemeinen Fall eine Maûzahl dafÈur, ob ein Punkt Quelle oder Senke ist, und zwar in einer viel prÈaziseren Weise, als es die obige Diskussion fÈur Diagonalmatrizen zeigte.

Im Èubrigen sind Diagonalmatrizen doch nicht so speziell, wie es zunÈachst den Anschein hat: Im nÈachsten Semester werden wir sehen, daû es zu jeder symmetrischen Matrix ein Koordinatensystem gibt, bezÈuglich dessen die durch die Matrix deőnierte lineare Abbildung von R^n nach R^n eine Diagonalmatrix als Abbildungsmatrix hat; zumindest fÈur den symmetrischen Anteil der JACOBI-Matrix ist die obige Diskussion also richtig. Mit dem antisymmetrischen Anteil beschÈaftigen wir uns im nÈachsten Abschnitt.

In diesem Abschnitt wollen wir uns nur noch Èuberlegen, wie man die Divergenz eines Vektorfelds tatsÈachlich ausrechnet. Die Divergenz ist nach Deőnition gleich der Spur der JACOBI-Matrix, also ist

div ⃗V = Spur J_{⃗V} (x) = Spur ∂V_1 ∂x_1 ∂V_1 ∂x_2 . . . ∂V_1 ∂xn ∂V_2 ∂x_1 ∂V_2 ∂x_2 . . . ∂V_2 ∂xn . . . . ... . . ∂Vn_{∂x1} ∂Vn_{∂x2} . . . ∂Vn_{∂x} n = ∂V_1 ∂x_1 + ∂V_2 ∂x_2 + · · · + ∂V_n x_n .

Genauso wie wir den Gradienten einer skalarwertigen Funktion f auch als ∇f schreiben, schreiben wir die Divergenz eines Vektorfelds ⃗V auch als ∇⃗V . Beides kann formal auch als Produkt bzw. Skalarprodukt mit einem vektorwertigen Operator interpretiert werden:

∇f = ∂ ∂x_1 ∂ ∂x_2 . ._∂ ∂xn · f = ∂f ∂x_1 ∂f ∂x_2 . ._{∂f} ∂xn

209 HÈohere Mathematik I SS 2000 und ∇⃗V = ∂ ∂x_1 ∂ ∂x_2 . ._∂ ∂xn

V_1 V_2 . . V_n = ∂V_1 ∂x_1 + ∂V_2 ∂x_2 + · · · + ∂V_n ∂x_n .

Diese Interpretation darf allerdings nicht zu ernst genommen werden, denn obwohl Skalarprodukt und Produkt mit einem Skalar beide kommutativ sind, ist weder die Gleichung ∇⃗V = ⃗V ∇ noch die Gleichung ∇f = f∇ auch nur annÈahernd sinnvoll, geschweige denn richtig.

d) Die Rotation eines dreidimensionalen Vektorfelds Erinnern wir uns zunÈachst an symmetrische und antisymmetrische Matrizen: Eine Matrix ist symmetrisch, wenn a_{ij} = a_{ji} ist fÈur alle Indexpaare (i, j); sie ist antisymmetrisch im Falle a_{ij} = −a_{ji}. Jede reelle Matrix A kann als Summe einer symmetrischen Matrix S und einer antisymmetrischen Matrix T geschrieben werden; die EintrÈage von S und T sind jeweils a_{ij} + a_{ji} 2 und a_{ij} − a_{ji} 2 . FÈur n = 1 ist jede n × n-žMatrixł symmetrisch, es gibt als keinen antisymmetrischen Anteil.

FÈur n = 2 hat jede antisymmetrische Matrix A die Form ( 0 a −a 0 ) , fÈur den antisymmetrischen Anteil der JACOBI-Matrix ist a = 1 2 ( ∂f_1 ∂y − ∂f_2 ∂x ) . Damit ist der antisymmetrische Anteil durch diese eine Zahl bestimmt. FÈur n > 3 gibt es keine einfachere Darstellung des antisymmetrischen Anteils als die schiefsymmetrische Matrix selbst, bleibt also noch der fÈur viele Anwendungen besonders wichtige Fall n = 3.

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 210

Eine antisymmetrische 3 × 3-Matrix A hat die Form A = ( 0 α β −α 0 γ −β −γ 0 ) . FÈur einen Vektor ⃗x ∈ R^3 ist daher A⃗x = ( 0 α β −α 0 γ −β −γ 0 ) · ( x y z ) = ( αy + βz −αx + γz −βx − γy ) . Diese spezielle Form des Matrix-Vektor-Produkts sollte Erinnerungen an das Vektorprodukt im R^3 wecken: ( a b c ) × ( x y z ) = ( bz − cy cx − az ay − bx ) , d.h. ( a b c ) × ( x y z ) = ( 0 −c b c 0 −a −b a 0 ) ( x y z )

und damit ( 0 α β −α 0 γ −β −γ 0 ) · ( x y z ) = ( −γ β −α ) × ( x y z ) . Somit entspricht im Dreidimensionalen die Multiplikation mit einer schiefsymmetrischen Matrix genau dem Vektorprodukt (das im Èubrigen auch nur im Dreidimensionalen deőnierbar ist).

Der Vektor ⃗a lÈaût sich im vorliegenden Fall leicht ausrechnen: Die JACOBI-Matrix

J_{⃗V} (x) = ∂V_1 ∂x ∂V_1 ∂y ∂V_1 ∂z ∂V_2 ∂x ∂V_2 ∂y ∂V_2 ∂z ∂V_3 ∂x ∂V_3 ∂y ∂V_3 ∂z eines dreidimensionalen Vektorfelds ⃗V hat antisymmetrischen Anteil A = 1 2 ( A −^tA ) = 1 2 0^{∂V1}_{∂y} −^{∂V2}_{∂x}^{∂V1}_{∂z} −^{∂V3}_{∂x} ∂V_2 ∂x −^{∂V1}_{∂y} 0^{∂V2}_{∂z} −^{∂V3}_{∂y} ∂V_3 ∂x −^{∂V1}_{∂z}^{∂V3}_{∂y} −^{∂V2}_{∂z} 0 ,

211 HÈohere Mathematik I SS 2000

und wie wir uns gerade Èuberlegt haben, ist fÈur jeden Vektor ⃗v A⃗v = ⃗a × ⃗v mit ⃗a = 1 2 ∂V_3 ∂y −^{∂V2}_{∂z} ∂V_1 ∂z −^{∂V3}_{∂x} ∂V_2 ∂x −^{∂V1}_{∂y} .

Da der Faktor^1_2 in konkreten Rechnungen nur hinderlich wÈare, betrachten wir den Vektor 2⃗a und deőnieren:

Deőnition: ⃗V : D → R^3 sei ein Vektorfeld auf der offenen Teilmenge

D ⊆ R^3 . Dann bezeichnen wir das Vektorfeld

rot V : D → R^3 ; x → ∂V_3 ∂y −^{∂V2}_{∂z} ∂V_1 ∂z −^{∂V3}_{∂x} ∂V_2 ∂x −^{∂V1}_{∂y} als Rotation von ⃗V .

FÈur ein Vektorfeld ⃗V ∈ C^1(D, R^3 ), dessen JACOBI-Matrix symmetrischen Anteil S hat, ist also

⃗V (x + ⃗h) = ⃗V (x) + S⃗h +^1_2 (rot ⃗V ) × ⃗h + o( | |⃗h | |) . Der Name Rotation wird im folgenden (etwas umfangreichen) Beispiel verstÈandlich: Wir gehen aus vom Vektor ⃗a = 2 rot ⃗V (x) .

Nach Deőnition des Vektorprodukts steht ⃗a × ⃗h senkrecht sowohl auf ⃗a als auch auf ⃗h. Bedenkt man noch, daû Vektoren ÈAquivalenzklassen von Pfeilen sind, die man sich nicht unbedingt so vorstellen muû, daû sie alle im selben Punkt beginnen, bietet sich folgende Interpretation an: Wenn wir den Vektor ⃗h um die von ⃗a aufgespannte Achse drehen, zeigt ⃗a × ⃗h in Richtung der Tangente der Bahn des Endpunkts von ⃗h. (Damit dies stimmt, muû die Achse so orientiert werden, daû sich ⃗h im mathematisch positiven, d.h. Gegenuhrzeigersinn, um ⃗a dreht. Von der Ebene der Uhr aus gesehen zeigt dann ⃗a nach oben, ⃗h zu dem sich drehenden Punkt, und ⃗a × ⃗h in Richtung des Gegenuhrzeigersinns, wie man sich z.B. mit der Dreiőngerregel leicht veranschaulicht.)

Der antisymmetrische Anteil der JACOBI-Matrix sollte also etwas mit einer Drehbewegung zu tun habe, genauer gesagt mit deren Geschwindigkeitsvektor, denn dieser zeigt in Richtung der Tangente der Bahnkurve.

Um dies genauer zu untersuchen, betrachten wir zunÈachst eine einfache Drehung eines Vektors um die z-Achse mit Drehwinkel φ. Diese ist aufgrund der Deőnition von Sinus

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 212

und Cosinus ausdrÈuckbar durch die lineare Abbildung x → x cos φ − y sin φ y → x sin φ + y cos φ z → z .

Als nÈachstes wollen wir einen Punkt x ∈ R^3 um eine beliebige Achse drehen; der Drehwinkel sei weiterhin φ. Dazu sei ⃗a der Einheitsvektor in Richtung der Achse; er sei so orientiert, daû der Drehsinn (bei positivem Winkel φ) gleich dem Gegenuhrzeigersinn ist. Dann gelten in den auf ⃗a senkrecht stehenden Ebenen im wesentlichen dieselbe Formeln, falls wir nur die Koordinateneinheitsvektoren der x- und der y-Achse ersetzen durch zwei aufeinander und auf ⃗a senkrecht stehende gleichlange Vektoren. Als ein solcher Vektor bietet sich der Verbindungsvektor ⃗r von der Achse zum Punkt x an, d.h. jener Vektor, der den Abstand zwischen x und der Achse beschreibt. Ein sowohl auf ⃗r als auch auf ⃗a senkrecht stehender Vektor ist ⃗s = ⃗a ×⃗r; da ⃗a die LÈange eins hat, ist ⃗s genauso lang wie ⃗r.

In der von ⃗r und ⃗s aufgespannten Ebene bildet die Drehung um den Winkel φ somit den Vektor α⃗r + β⃗s ab auf (α cos φ − β sin φ)⃗r + (α sin φ + β cos φ)⃗s .

Nun zerlegen wir den Ortsvektor ⃗x eines Punktes x in einen Vektor ⃗xa auf der Achse und den radialen, d.h. senkrecht auf der Achse stehenden, Anteil ⃗r.

⃗xa ist die Projektion von ⃗x auf die Drehachse; da wir ⃗a als Einheitsvektor vorausgesetzt haben, ist dies nach den allgemeinen Regeln der Vektorrechnung einfach ⃗xa = (⃗a · ⃗x) ⃗a , denn die LÈange des Vektors wird bei der Projektion mit dem Cosinus des Winkels zur Achse multipliziert, und die Richtung des auf die Achse projezierten Vektors ist natÈurlich gleich der Richtung der Achse.

Damit lÈaût sich auch die radiale Komponente problemlos berechnen: Da beide Komponenten zusammen den Vektor ⃗x ergeben mÈussen, ist ⃗r = ⃗x − ⃗xa = ⃗x − (⃗a · ⃗x) ⃗a . Nun ist ⃗xa parallel zu ⃗a, und das Vektorprodukt zweier paralleler Vektoren verschwindet. Deshalb kÈonnen wir auch schreiben ⃗s = ⃗a × ⃗r = ⃗a × ( ⃗x − (⃗x · ⃗a)⃗a ) = ⃗a × ⃗x . Da die Axialkomponente eines Vektors bei Drehungen erhalten bleibt, wird speziell der Vektor ⃗x = ⃗xa + ⃗r also abgebildet auf ⃗xa + cos φ ⃗r + sin φ ⃗s = (⃗x · ⃗a) ⃗a + cos φ ( x − (⃗x · ⃗a) ⃗a^) + sin φ ⃗a × ⃗x = (1 − cos φ)(⃗x · ⃗a) ⃗a + cos φ ⃗x + sin φ ⃗a × ⃗x .

213 HÈohere Mathematik I SS 2000

Um den Geschwindigkeitsvektor einer Drehung auszurechnen, mÈussen wir diese zunÈachst zu einem dynamischen Prozeû machen, d.h. anstelle einer Drehung mit konstantem Drehwinkel φ betrachten wir eine Drehung mit Winkelgeschwindigkeit ω. Wir gehen wieder aus von einem festen Punkt x und betrachten dessen Position zum Zeitpunkt t, d.h. wir betrachten die Funktion ⃗f: { R → R^3 t → (1 − cos ωt)(⃗x · ⃗a) ⃗a + cos ωt ⃗x + sin ωt ⃗a × ⃗x . Der Geschwindigkeitsvektor im Punkt x ist die Ableitung dieser Funktion im Nullpunkt, also der Vektor d⃗f dt (0) = ( ω sin ωt (⃗x · ⃗a)⃗a − ω sin ωt ⃗x + ω cos ωt ⃗a × ⃗x ) jt=0 = ω⃗a × ⃗x . Mit anderen Worten: Bei der Drehung mit Winkelgeschwindigkeit ω um die von ⃗a aufgespannte Achse ist der Geschwindigkeitsvektor im Punkt x gleich ω⃗a × ⃗x.

Der Vektor ω⃗a lÈaût sich auffassen als eine vektorielle Winkelgeschwindigkeit (die in der Physik in der Tat genau so deőniert wird), und fÈur einen beliebigen Vektor ⃗ω ∈ R^3 ist das Vektorfeld ⃗V : R^3 → R^3; x → ⃗ω × ⃗x

das Feld der Geschwindigkeitsvektoren zu einer Rotation mit vektorieller Winkelgeschwindigkeit ⃗ω.

Es sei noch darauf hingewiesen, daû rot ⃗V in der englischsprachigen Literatur meist als curl ⃗V geschrieben wird nach dem englischen Wort curl = Locke.

Wie Gradient und Divergenz kÈonnen wir auch die Rotation formal mit Hilfe des Operators ∇ ausdrÈucken: FÈur ein dreidimensionales Vektorfeld ⃗V ist ∇ × ⃗V = ∂ ∂x ∂ ∂y ∂ ∂z × V_1 V_2 V_3 = ∂V_3 ∂y −^{∂V2}_{∂z} ∂V_1 ∂z −^{∂V3}_{∂x} ∂V_2 ∂x −^{∂V1}_{∂y} = rot ⃗V .

e) Erste Beispiele

Zum besseren VerstÈandnis von Divergenz und Rotation und um den Umgang mit den beiden Begriffen zu Èuben, wollen wir sie fÈur zwei einfache Felder ausrechnen: FÈur das elektrische Feld einer Punktladung und fÈur das Magnetfeld eines stromdurchŕossenen Leiters.

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 214

1) Das elektrische Feld einer Punktladung: Eine Punktladung q im Nullpunkt erzeugt nach dem COULOMBschen Gesetz ein elektrisches Feld ⃗E der StÈarke ⃗E(x) =^q_{4πε0}^{⃗x}|_{⃗x}|_3 , denn die FeldstÈarke nimmt mit der Entfernung vom Nullpunkt quadratisch ab und hat die Richtung (oder ś je nach Vorzeichen von q ś auch Gegenrichtung) des Ortsvektors., d.h. der Einheitsvektor der Richtung ist ±⃗x/ | |⃗x | |, und er muû noch durch | |⃗x | |^2 dividiert werden.

Das Feld ⃗E ist nur deőniert auf R^3 r { (0, 0, 0) } ; im Nullpunkt haben wir einen Nenner Null, und auch physikalisch ist es nicht sinnvoll, nach dem Feld im Innern einer Punktladung zu fragen: Punktladungen sind nun einmal mathematische Idealisierungen, und wirklich anwendbar ist das COULOMBsche Gesetz ohnehin erst ab einem gewissen Mindestabstand: Bei zu kleinen AbstÈanden spielen andere Wechselwirkungen eine wesentlich grÈoûere Rolle.

In Koordinaten ist also

⃗E(x) =

( E_1(x)

E_2(x) E_3(x) ) = q 4πε_0 ‖ ‖⃗x ‖ ‖^3 ( x y z ) . Zur Berechnung der Divergenz mÈussen wir die erste Komponente nach x, die zweite nach y und die dritte nach z ableiten und dann die drei Ableitungen addieren. Beachten wir, daû ‖ ‖⃗x ‖ ‖^3 = (x^2 + y^2 + z^2)^{3/2}

ist, folgt sofort aus der Quotientenregel, daû ∂E_1 ∂x (x) =^q_{4πε0}^∂_x^x‖_{⃗x}‖_3 =^q_{4πε0} ‖ ‖⃗x ‖ ‖^3 − x ·^3_2 · 2x ‖ ‖⃗x ‖ ‖ ‖ ‖⃗x ‖ ‖^6 = q 4πε_0 ‖ ⃗x ‖_2 − 3x^2 ‖ ⃗x ‖_5 = q 4πε_0 ‖ ⃗x ‖_5 (−2x^2 + y^2 + z^2) .

215 HÈohere Mathematik I SS 2000

Entsprechend ist ∂E_2 ∂y (x) =^q_{4πε0}‖_{⃗x}‖_5 (x^2 − 2y^2 + z^2) und ∂E_3 ∂z (x) =^q_{4πε0}‖_{⃗x}‖_5 (x^2 + y^2 − 2z^2) ,

also div ⃗E(x) = q 4πε_0 ‖ ‖⃗x ‖ ‖^5

(−2x^2 +y^2 +z^2 +x^2 −2y^2 +z^2 +x^2 +y^2 −2z^2) = 0 .

Zur Berechnung der Rotation benÈotigen wir die EintrÈage der JACOBI- Matrix, die nicht in der Diagonale stehen; dabei werden die Komponenten von ⃗E nach jenen Variablen abgeleitet, die nicht im ZÈahler stehen. Die Situation ist also stets dieselbe, und es genÈugt, wenn wir beispielsweise die Ableitung von E_1 nach y ausrechnen: ∂E_1 ∂y = q 4πε_0 ( − 3 2 ) x · 2y ‖ ‖⃗x ‖ ‖^5 . Entsprechend ist ∂E_2 ∂x = q 4πε_0 ( − 3 2 ) y · 2x ‖ ‖⃗x ‖ ‖^5 , die x-Komponente von rot ⃗E als Differenz dieser beiden Ableitungen verschwindet also, und genauso Èuberzeugt man sich auch vom Verschwinden der anderen Komponenten.

Somit ist also das Feld einer Punktladung auûerhalb des Punktes selbst sowohl quellen- als auch wirbelfrei, genau wie es nach den MAX-

WELLschen Gleichungen auch sein muû.

2) Das Magnetfeld eines stromdurchŕossenen Leiters: Das Magnetfeld eines von einem Strom der StÈarke I durchŕossenen geradlinigen Drahts ist nach dem BIOT-SAVARTschen Gesetz ⃗H(x) =^I_{4π}‖_{⃗r}‖_2 ⃗a × ⃗x ,

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 216

wobei ⃗a der Einheitsvektor in Richtung des Stroms und ⃗r der Abstandsvektor zwischen dem Draht und dem Punkt ⃗x ist. ⃗H ist Èuberall im R^3 erklÈart, auûer auf der von ⃗a aufgespannten Geraden, wo ⃗r der Nullvektor ist.

Zum einfacherer Rechnen wÈahlen wir das Koordinatensystem so, daû ⃗a der Einheitsvektor in Richtung der positiven z-Achse ist; fÈur den Punkt mit Koordinaten (x, y, z) ist dann ⃗r = ( x y 0 ) und ⃗a × ⃗x = ( 0 0 1 ) × ( x y z ) = ( −y x 0 ) , d.h.

⃗H(x) =^I_{4π(x2 + y2)} ( −y x 0 ) . Dieses Vektorfeld ist erklÈart auf R^3 minus der z-Achse; auf der z-Achse, d.h. im Innern des Leiters, bekommen wir eine Null in den Nenner.

Die drei Komponenten dieses Felds kÈonnten wir nun wie oben nach den drei Variablen x, y, z ableiten, um so Rotation und Divergenz zu berechnen; es gibt allerdings auch eine andere MÈoglichkeit, die JACOBI-Matrix eines solchen Felds zu bestimmen: Wie auch das ⃗E-Feld im obigen Beispiel lÈaût sich ⃗H schreiben als Produkt einer skalaren Funktion mit einer linearen Abbildung R^3 → R^3 . Solche Funktionen, bei denen alle NichtlinearitÈat in einer skalaren Funktion steckt, bezeichnen wir als quasilinear:

Deőnition: Eine Funktion ⃗f: D → R^m auf einer Teilmenge D ⊆ R^n heiût quasilinear, wenn es eine Funktion φ: D → R und eine Matrix

A ∈ R^{n�m} gibt, so daû^⃗f(x) = φ(x) · A⃗x ist.

In diesem Sinne ist ⃗H(x) quasilinear mit

φ(x) =^I_{4π(x2 + y2)} und A =

( 0 −1 0 1 0 0 0 0 0 )

217 HÈohere Mathematik I SS 2000

und das obige Feld ⃗E ist quasilinear mit

φ(x) =^1_{4πε0}‖_{⃗r}‖_3 und A =

( 1 0 0 0 1 0 0 0 1 ) .

Lemma: FÈur eine quasilineare Funktion ⃗f: D → R^m auf einer Teilmenge D ⊆ R^n ist

J_{⃗f} (x) = φ(x) · A + (A⃗x) ·^t ( grad φ(x) ) . In dieser Formel steht der erste Malpunkt fÈur die Multiplikation eines Skalars mit einer Matrix, der zweite fÈur die Matrixmultiplikation des Spaltenvektors A⃗x mit dem zum Zeilenvektor transponierten Gradienten; das Produkt ist eine n × m-Matrix. Ausgeschrieben wird die Formel zu ∂f_i ∂x_j = φ(x) · a_{ij} + (_n ∑ ν=1 a_{iν} x_ν ) · ∂φ ∂x_j .

Zum Beweis leiten wir f_i(x) = φ(x) n∑ ν=1 a_{iν} x_ν nach x_j ab; nach der

Produktregel ist, wie gewÈunscht, ∂f_i ∂x_j (x) = φ(x)^∂_{∂xj} (_n ∑ ν=1 a_{iν} x_ν ) + ∂φ ∂x_j (x)^{n∑}_{ν=1} a_{iν} x_ν

= φ(x) · a_{ij} + ∂φ ∂x_j (x)^{n∑}_{ν=1} a_{iν} x_ν .

Dieses Lemma wenden wir gleich an auf das Feld ⃗H(x); hier ist ∂φ ∂x (x) =^{−2x · I}

4π(x^2 + y^2)^2 und ∂φ ∂y (x) =^{−2y · I}

4π(x^2 + y^2)^2 ,

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 218

d.h. grad φ(x) = −2I 4π(x^2 + y^2)^2 ( x y 0 ) . Somit ist

J_{⃗H} (x) = I 4π(x^2 + y^2)

( 0 −1 0

1 0 0 0 0 0 )

+ ( 0 −1 0

1 0 0 0 0 0 ) ( x y z ) · −2I 4π(x^2 + y^2)^2 ( x y 0 )

= I 4π(x^2 + y^2)^2 (( 0 −x2 − y2 0 x^2 + y^2 0 0 0 0 0 )

+ ( −y x 0 ) · ( −2x −2y 0 ) )

= I 4π(x^2 + y^2)^2 (( 0 −x2 − y2 0 x^2 + y^2 0 0 0 0 0 )

+ ( 2xy 2y2 0 −2x^2 −2xy 0 0 0 0 ))

= I 4π(x^2 + y^2)^2 ( 2xy y2 − x2 0 y^2 − x^2 −2xy 0 0 0 0 ) . Diese Matrix ist symmetrisch und hat Spur Null, d.h auch hier ist

div ⃗H(x) = 0 und rot ⃗H(x) = ⃗0 ,

und auch dies natÈurlich wieder in ÈUbereinstimmung mit den MAX-

WELLschen Gleichungen.

Da die Feldlinien des hier betrachteten Felds Kreise sind, mag es auf den ersten Blick seltsam erscheinen, daû die Rotation von ⃗H verschwindet. Der Grund liegt darin, daû alle Kreise ihren Mittelpunkt auf der z- Achse haben, die wir in der obigen Rechnung ausschlieûen muûten: Die Rotation in einem Punkt x miût die Rotation um x, und beim

219 HÈohere Mathematik I SS 2000

betrachteten Feld rotiert eben alles um die z-Achse, so daû die Rotation Èuberall sonst verschwindet.

f) Allgemeine Rechenregeln

Nachdem wir gerade mit relativ groûem Aufwand fÈur zwei Beispiele Divergenz und Rotation berechnet haben, wollen wir nun einige Rechenregeln herleiten, die uns unter anderem zeigen werden, daû zumindest ein Teil der obigen Rechnungen hÈatte vermieden werden kÈonnen.

Wir wollen uns als nÈachstes Èuberlegen, was passiert, wenn wir zwei der drei Operatoren grad, div und rot hintereinanderausfÈuhren ś sofern dies mÈoglich ist.

Der Gradient einer skalaren Funktion f: D → R auf einer offenen Teilmenge D ⊆ R^n ist ein Vektorfeld; es ist also mÈoglich, dessen Divergenz und Rotation zu berechnen. Um keine Probleme mit der Existenz und der Reihenfolge von Ableitungen zu haben, setzen wir voraus, daû f in C^2(D, R) liegt; dann ist

div grad f = div ∂f ∂x_1 . ._{∂f} ∂xn = ∂^2f ∂x^2_1 + · · · + ∂^2f ∂x^2_n .

Die rechte Seite schreiben wir auch kurz als

�f =_{def}^{∂2f}_{∂x21} + · · · +^{∂2f}_{∂x2n}

und bezeichnen

� =_{def}^{∂2}_{∂x21} + · · · +^{∂2}_{∂x2n}

als LAPLACE-Operator.

(Der LAPLACE-Operator ist Èalter als Divergenz, Gradient, Rotation und so weiter; er spielt eine groûe Rolle sowohl bei Wellen als auch bei Potentialfeldern. HAMILTON wÈahlte das Zeichen ∇ in Anlehnung an diesen Operator; formal kann man � = ∇ · ∇ schreiben.)

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 220

Auch die Rotation eines Gradientenfelds lÈaût sich leicht berechnen, allerdings natÈurlich nur im R^3 , da wir fÈur andere Dimensionen keine Rotation deőniert haben.

rot grad f = rot ∂f ∂x ∂f ∂y ∂f ∂z = ∂^2f ∂z∂y − ∂^2f ∂y∂z ∂^2f ∂x∂z − ∂^2f ∂z∂x ∂^2f ∂y∂x − ∂^2f ∂x∂y = ⃗0 .

Die Rotation eines stetig differenzierbaren Gradientenfelds ist also stets Null; da das elektrische Feld der negative Gradient des elektrischen Potentials ist, hÈatten wir oben also fÈur

⃗E(x) =^1_{4πε0}^{⃗x}‖_{⃗x}‖_3 = − grad^1_{4πε0}‖_{⃗x}‖

auf die Berechnung der Rotation verzichten kÈonnen.

Die Divergenz eines Vektorfelds ist eine skalare Funktion; der einzige Operator, der darauf angewandt werden kann, ist daher der Gradient:

grad div ⃗V = grad n∑ i=1 ∂V_i ∂x_i = ∑_n i=1 ∂^2Vi ∂x_1∂xi . . ∑_n i=1 ∂^2Vi ∂xn∂xi .

Die Rotation eines Vektorfelds im Dreidimensionalen schlieûlich ist wieder ein Vektorfeld, wir kÈonnen also Divergenz und Rotation davon berechnen:

div rot ⃗V = div ∂V_3 ∂y −^{∂V2}_{∂z} ∂V_1 ∂z −^{∂V3}_{∂x} ∂V_2 ∂x −^{∂V1}_{∂y} = ∂^2V_3 ∂x∂y − ∂^2V_2 ∂x∂z + ∂^2V_1 ∂y∂z − ∂^2V_3 ∂y∂x + ∂^2V_2 ∂z∂x − ∂^2V_1 ∂z∂y = 0 fÈur ein zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld. Da ein Magnetfeld als Rotation eines Vektorpotentials geschrieben werden kann, erklÈart dies, warum im obigen Beispiel div ⃗H = 0 war.

221 HÈohere Mathematik I SS 2000

Bleibt noch die Rotation der Rotation; fÈur diese ist nach Aufgabe 3 des zehnten ÈUbungsblatts

rot rot ⃗V = grad div ⃗V −

( �V_1 �V_2 �V_3 ) . Ebenfalls dort sind auch die beiden žProduktregelnł div(f ⃗V ) = f div ⃗V + (grad f) · ⃗V und rot(f ⃗V ) = f rot ⃗V + (grad f) × ⃗V bewiesen. Mit dem Operator ∇ geschrieben werden sie vÈollig analog zur klassischen LEIBNIZ-Regel: ∇ · (f ⃗V ) = f∇ · ⃗V + ∇f · ⃗V und ∇ × (f ⃗V ) = f∇ × ⃗V + ∇f × ⃗V Speziell fÈur ein lineares Vektorfeld ⃗V : R^n → R^n ; x → A⃗x mit A ∈ R^n�^n ist div ⃗V = n∑ i=1 ∂V_i ∂x_i = n∑ i=1 a_{ii} = Spur A

und, im Falle n = 3,

rot ⃗V =

( a_{32} − a_{23} a_{13} − a_{31} a_{21} − a_{12} ) ; fÈur eine quasilineare Funktion ⃗f(x) = φ(x)A⃗x ist also nach den beiden Produktregeln div ⃗f = φ Spur A + (grad φ) · A⃗x und rot ⃗f = φ · ( a_{32} − a_{23} a_{13} − a_{31} a_{21} − a_{12} ) + (grad φ) × A⃗x ,

was uns in den Beispielen des vorigen Abschnitts manche Rechnung erspart hÈatte.

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 222

g) Polarkoordinaten, Kugelkoordinaten und Zylinderkoordinaten Auch in diesem letzten Abschnitt von §4 soll es um MÈoglichkeiten gehen, wie wir bei diesen (und anderen) Beispielen efőzienter rechnen kÈonnen. Das Feld einer Punktladung beispielsweise ist kugelsymmetrisch, jedoch haben wir bei der Berechnung von Divergenz und Rotation dieses Feldes die Kugelsymmetrie mutwillig zerstÈort, indem wir in einem kartesischen Koordinatensystem rechneten. Hier soll es nun um Koordinatensysteme gehen, die einer solchen Symmetrie angepaût sind.

1) Polarkoordinaten in R^2 : Aus der Analysis I oder aus der Schule ist wohl die Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl bekannt; genauso deőnieren wir fÈur jeden Punkt (x, y) ≠ (0, 0) aus R^2 die beiden Polarkoordinaten r > 0, φ durch die Bedingung x = r cos φ und y = r sin φ .

φ ist dabei, wie Èublich, nur modulo 2π bestimmt.

Anstelle des Gitternetzes eines kartesischen Koordinatensystems hat man bei den Poalrkoordinaten ein Netz aus Kreisen um den Nullpunkt, auf denen der Radius r konstant ist, und aus vom Nullpunkt ausgehenden Strahlen, auf denen φ konstant ist.

Abb. 33: Das Netz der Polarkoordinaten

223 HÈohere Mathematik I SS 2000

FÈur eine Funktion f(x, y) auf einer Teilmenge des R^2 kÈonnen wir die Polarkoordinatendarstellung

F (r, φ) =_{def} f(r cos φ, r sin φ)

betrachten; wir wollen sehen, wie man mit F allein immer noch den Gradienten oder beispielsweise auch die LAPLACEsche �f berechnen kann.

Dazu mÈussen wir zunÈachst die partiellen Ableitungen von f nach x und y durch die von F nach r und φ ausdrÈucken. Dies ist auf direkte Weise etwas schwierig, da wir keine gute Formel fÈur die Berechnung von φ aus x und y haben. Die umgekehrte Aufgabe dagegen ist umso einfacher: Nach der Kettenregel ist ∂F ∂r = ∂ ∂r f(r cos φ, r sin φ) = ∂f ∂x cos φ + ∂f ∂y sin φ und ∂F ∂φ = ∂ ∂φ f(r cos φ, r sin φ) = − ∂f ∂x r sin φ + ∂f ∂y r cos φ .

Da r > 0 ist, kÈonnen wir dies auch in der Form

F_r = f_x cos φ + f_y sin φ F_φ r = −f_x sin φ + f_y cos φ

schreiben. Dies ist ein lineares Gleichungssystem fÈur f_x und f_y; wenn wir von der mit cos φ multiplizierten ersten Gleichung die mit sin φ multiplizierte zweite subtrahieren, erhalten wir

f_x = F_r cos φ − F_φ r sin φ ;

entsprechend erhalten wir

f_y = F_r sin φ + F_φ r cos φ ,

wenn wir die mit sin φ multiplizierte erste Gleichung zur mit cos φ multiplizierten zweiten addieren.

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 224

Entsprechend kÈonnen wir auch die zweiten partiellen Ableitungen von f durch partielle Ableitungen von F ausdrÈucken, allerdings werden hier die AusdrÈucke schon deutlich komplexer, so daû hier auf die detailierte Rechnung verzichtet sei. Wichtig ist vor allem der LAPLACE-Operator, und wenn es auch sehr umstÈandlich wÈare, dessen Darstellung in Polarkoordinaten herzuleiten kÈonnen wir die fertige Formel

�f = f_{xx} + f_{yy} = F_{rr} +^{Fr}_r +^{Fφφ}_{r2} ,

doch leicht und relativ schnell beweisen kann, indem wir F_{rr} = ( f_{xx} cos φ + f_{xy} sin φ ) cos φ + ( f_{xy} cos φ + f_{yy} sin φ ) sin φ und F_{φφ} = ( f_{xx}r sin φ − f_{xy}r cos φ ) r sin φ − f_xr cos φ − ( f_{xy}r sin φ − f_{yy}r cos φ ) r cos φ − f_yr sin φ

nach der Kettenregel berechnen und einsetzen.

2) Zylinderkoordinaten im R^3 : FÈur den R^3 gibt es zwei naheliegende Verallgemeinerung der Polarkoordinaten: Einmal kÈonnen wir in der (x, y)-Ebene Polarkoordinaten einfÈuhren, die z-Koordinate aber unverÈandert lassen, zum anderen kÈonnen wir neben dem Abstand vom Nullpunkt zwei Winkelkoordinaten einfÈuhren, wie z.B. die geographische LÈange und Breite. Hier soll es zunÈachst um den ersten Fall gehen, wir haben also drei Koordinaten (r, φ, z) mit r > 0, die Èuber die Gleichungen x = r cos φ, y = r sin φ und z = z

mit den kartesischen Koordinaten verbunden sind. Diese Koordinaten heiûen Zylinderkoordinaten, da die FlÈachen r = konstant Zylinder sind. Insbesondere ist die Koordinate r hier nicht mehr gleich dem Abstand eines Punktes vom Nullpunkt, sondern gleich dem Abstand von der z-Achse.

Da die z-Koordinate des kartesischen Koordinatensystems Èubernommen wird, brauchen wir fÈur diese Koordinaten nicht neu zu rechnen, sondern kÈonnen die obigen Ergebnisse praktisch wÈortlich Èubernehmen: Mit F (r, φ, z) = f(r cos φ, r sin φ, z)