Kapitel 2 Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher

Im letzen Kapitel haben wir (homogene) lineare Funktionen mehrerer VerÈanderlicher betrachtet; damit lassen sich zwar viele wichtige Probleme beschreiben, aber in noch mehr Anwendungen hat man es mit nichtlinearen Funktionen zu tun. Bei diesen sind, wie im Eindimensionalen, Differentiation und Integration wesentliche Hilfsmittel zu einem besseren VerstÈandnis.

Eines der ersten Ziele dieses Kapitels muû daher sein, Stetigkeit und Differenzierbarkeit fÈur Funktionen mehrerer VerÈanderlicher zu erklÈaren; sobald wir diese verstanden haben, mÈussen wir uns auch mit verschiedenen Verallgemeinerungen des Integrals auf die mehrdimensionale Analysis beschÈaftigen.

Im Eindimensionalen hat die Ableitung f^′(x) einer Funktion f(x) die Eigenschaft, daû fÈur kleine Werte von h f(x + h) ≈ f(x) + hf^′(x) ist, es geht also darum, die Funktion f lokal durch eine lineare Funktion zu approximieren. ÈAhnlich ist es auch im Mehrdimensionalen; wir wollen also VektorrÈaume und lineare Abbildungen nicht vergessen, sondern sie zu einem der Grundsteine der mehrdimensionalen Analysis machen.

Dazu brauchen wir noch mindestens ein weiteres Hilfsmittel: Bei der Deőnition von Grenzwerten, Stetigkeit usw. spielen AbstÈande eine groûe Rolle. Von diesen war bislang noch nicht die Rede, und fÈur VektorrÈaume Èuber beliebigen KÈorpern lassen sie sich in der Tat auch gar nicht sinnvoll deőnieren. In der Differential- und Integralrechnung interessieren

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 138

aber nur reelle (und spÈater auch komplexe) VektorrÈaume; der nÈachste Paragraph zeigt, wie man solche Begriffe im Reellen deőnieren kann. Vom Inhalt her kÈonnte dieser Paragraph genauso gut im vorigen Kapitel stehen; der Grund fÈur seine Aufnahme ins zweite Kapitel liegt vor allem daran, daû wir EUKLIDische VektorrÈaume und ihre Verallgemeinerungen praktisch nur im Zusammenhang mit analytischen Fragen brauchen werden.

ğ1: Euklidische und normierte VektorrÈaume

a) Euklidische VektorrÈaume

Im letzten Kapitel hatten wir fÈur die Deőnition von Determinanten im

R^2 und R^3 das dortige Skalarprodukt betrachtet. Solche Skalarprodukte

wollen wir nun fÈur allgemeine reelle VektorrÈaume deőnieren. Wir beginnen mit einem etwas schwÈacheren Begriff, der sich fÈur VektorrÈaume Èuber beliebigen KÈorpern deőnieren lÈaût:

Deőnition: Eine Bilinearform auf dem k-Vektorraum V ist eine Abbildung ·: V × V → k mit folgenden Eigenschaften: a) · ist bilinear, d.h.

(λ⃗v_1 + μ⃗v_2) · ⃗w = λ(⃗v_1 · ⃗w) + μ(⃗v_2 · ⃗w) und

⃗v · (λ ⃗w_1 + μ ⃗w_2) = λ(⃗v · ⃗w_1) + μ(⃗v · ⃗w_2)

fÈur alle ⃗v_1, ⃗v_2, ⃗w, ⃗w_1, ⃗w_2 ∈ V und λ, μ ∈ k. b) · ist symmetrisch, d.h. ⃗v · ⃗w = ⃗w · ⃗v fÈur alle ⃗v, ⃗w ∈ V . Die Skalarproduktein R^2 und R^3 sind natÈurlich Bilinearformen im Sinne dieser Deőnition; allgemeiner wird fÈur jeden R^n durch v_1 . . v_n · w_1 . . w_n = v_1w_1 + · · · + v_nw_n

eine Bilinearform deőniert.

139 HÈohere Mathematik I SS 2000

Noch allgemeiner e rklÈart diese Formel auch fÈur die VektorrÈaume k^n Èuber einem beliebigen KÈorper k eine Bilinearform, die auch fÈur (nach unserem derzeitigen Kenntnsisstand) eher exotische KÈorper durchaus nÈutzliche Anwendungen haben kann: Ist etwa F_2 = {0, 1} der KÈorper mit zwei Elementen (in dem Addition und Multiplikation modulo zwei deőniert sind), so ist das Produkt eines Vektors ⃗v ∈ F^n_2 mit dem Vektor, dessen sÈamtliche Komponenten gleich eins sind, genau dann gleich null, wenn die Anzahl der Einsen im Vektor ⃗v gerade ist; ansonsten ist es null. Auf diese Weise lÈaût sich also eine ParitÈatsprÈufung einfach und kompakt formulieren, und wenn man auûer dem Vektor mit lauter Einsen als Komponenten noch weitere geeignete Vektoren wÈahlt, lassen sich nicht nur ParitÈatsfehler, sondern auch noch andere Fehler erkennen und eventuell sogar korrigieren.

Verglichen mit dem Skalarprodukt, wie wir es aus R^2 und R^3 gewohnt sind, fehlt diesen Bilinearformen jedoch eine wesentliche Eigenschaft:

In R^2 und R^3 ist das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst gleich

dem Quadrat der LÈange und verschwindet somit genau dann, wenn der Vektor gleich dem Nullvektor ist. Dies gilt auch fÈur die gerade deőnierte Bilinearform auf R^n , denn v_1 . . v_n · v_1 . . v_n = v^2_1 + · + v^2_n

verschwindet als Summe von Quadraten genau dann, wenn jedes einzelne v_i verschwindet.

ÈUber dem KÈorper F_2 dagegen ist beispielsweise 1 0 1 0 · 1 0 1 0 = 1^2 + 0^2 + 1^2 + 0^2 = 1 + 1 = 0 ,

und auch Èuber den komplexen Zahlen ist etwa in C^2 ( 1 i ) · ( 1 i ) = 1^2 + i^2 = 1 − 1 = 0 .

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 140

Auch Èuber den reellen Zahlen lassen sich Bilinearformen őnden, fÈur die das Produkt eines Vektors mit sich selbst verschwinden kann, ohne daû der Vektor gleich dem Nullvektor sein mÈuste: FÈur die Bilinearform ( v_1 v_2 ) ⋆ ( w_1 w_2 ) =_{def} v_1w_1 − v_2w_2

etwa ist ( 1 1 ) ⋆ ( 1 1 ) = 1^2 − 1^2 = 0 .

Da wir im R^n (und spÈater auch in allgemeineren RÈaumen) LÈangen und AbstÈande deőnieren wollen, um so auch dort analytische Grundbegriffe wie Konvergenz und Stetigkeit einfÈuhren zu kÈonnen, mÈussen wir solche Bilinearformen ausschlieûen: AbstÈande dÈurfen nicht negativ sein, und der Abstand zwischen zwei Punkten soll nur dann verschwinden, wenn beide Punkte gleich sind.

Da man in beliebigen KÈorpern nicht von PositivitÈat und NegativitÈat reden kann, beschrÈanken wir uns ab jetzt auf den Fall k = R und deőnieren:

Deőnition: a) Eine Bilinearform V × V → R auf einem reellen Vektorraum V heiût positiv semideőnit, wenn ⃗v · ⃗v ≥ 0 fÈur alle ⃗v ∈ V ; sie heiût positiv deőnit oder Skalarprodukt, wenn zusÈatzlich gilt ⃗v · ⃗v = 0 ⇒ ⃗v = ⃗0 . b) Ein EUKLIDischer Vektorraum ist ein Paar (V, ·) bestehend aus einem

R-Vektorraum V und einem Skalarprodukt · : V × V → R.

Wie bei Produkten Èublich, werden wir den Malpunkt oft weglassen. Gelegentlich, wenn Verwechslungen mit anderen Produkten zu befÈurchten sind, werden wir anstelle von ⃗v· ⃗w auch (⃗v, ⃗w) schreiben; in der Literatur őndet man manchmal auch die Schreibweise ⟨⃗v, ⃗w⟩.

141 HÈohere Mathematik I SS 2000

Es ist nicht ganz sicher, ob EUKLID wirklich gelebt hat; das nebenstehende Bild aus dem 18. Jahrhundert ist mit Sicherheit reine Phantasie. EUKLID ist vor allem bekannt als Autor der Elemente, in denen er die Geometrie seiner Zeit systematisch darstellte und (in gewisser Weise) auf wenige Deőnitionen sowie die berÈuhmten fÈunf Postulate zurÈuckfÈuhrte; diese Elemente entstanden um 300 v. Chr. und waren zwar nicht der erste, aber doch der erfolgreichste Versuch einer solchen Zusammenfassung. EU-

KLID arbeitete wohl am Museion in Alexandrien; auûer

den Elementen schrieb er auch ein Buch Èuber Optik und weitere, teilweise verschollene BÈucher.

Typisches Beispiel eines EUKLIDischen Vektorraums ist natÈurlich der schon mehrfach erwÈahnte R^n mit seinem Standardskalarprodukt

v_1 . . v_n · w_1 . . w_n = v_1w_1 + · · · + v_nw_n .

Ein anderes Beispiel ist der Raum C^0([0, 1], R) aller stetiger Funktionen vom Einheitsintervall [0, 1] nach R mit dem Skalarprodukt

(f, g) =_{def} 1∫ 0 f(t)g(t) dt . (Dies ist ein typischer Fall, wo die Klammerschreibweise vorzuziehen ist, denn f · g ist bereits vergeben fÈur die Funktion, die jedem t ∈ [0, 1] den Wert f(t) · g(t) zuordnet.)

Die BilinearitÈat des so deőnierten Produkts ist klar; auûerdem ist es offensichtlich positiv semideőnit, denn (f, f) = 1∫ 0 f(t)^2 dt ≥ 0 ,

da der Integrand nirgends negativ wird. Falls f nicht identisch verschwindet, gibt es einen Punkt t_0 ∈ (0, 1) mit f(t_0) = h ≠ 0. Wegen der Stetigkeit von f gibt es dazu eine Umgebung (a, b), so daû |f(t)| > h/2

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 142

fÈur t ∈ (a, b). Damit ist (f, f) = 1∫ 0 f(t)^2 dt ≥ b∫ a f(t)^2 dt > b∫ a h^2 4 dt = h^2 4 (b − a) > 0 ,

(f, f) = 0 ist also nur mÈoglich, wenn f Èuberall verschwindet.

Man beachte, daû hier die Stetigkeit von f eine wesentliche Rolle spielt: FÈur die Funktion f, die Èuberall verschwindet auûer im Punkt 1/2, wo sie den Wert 1 annimmt, ist das Integral Èuber f(t)^2 gleich null, obwohl die Funktion nicht die Nullfunktion ist.

Da wir EUKLIDische VektorrÈaume eingefÈuhrt haben, um dort so etwas wie EUKLIDische Geometrie zu betreiben, sollten wir als nÈachstes deren Grundbegriffe deőnieren:

Deőnition: a) Die LÈange eines Vektors ⃗v aus einem EUKLIDischen Vektorraum V ist ‖⃗v‖ = √ ⃗v · ⃗v. b) Der Winkel zwischen zwei Vektoren ⃗v, ⃗w ∈ V r {⃗0} ist ](⃗v, ⃗w) = arccos^{( ⃗v · ⃗w}√_{(⃗v · ⃗v)( ⃗w · ⃗w)}^) . Da der Arkuscosinus nur Werte zwischen null und π annimmt, im Gradmaû also zwischen 0^∘ und 180^∘, ist der so deőnierte Winkel unorientiert. Im R^3 konnten wir durch Auszeichnung von Rechtssystemen Èuber die Dreiőngerregel oder Korkenzieherregel orientierte Winkel zwischen null und 2π deőnieren; das ist in hÈoherdimensionalen EUKLIDischen VektorrÈaumen nicht mehr mÈoglich: Falls man dort einen orientierten Winkel deőnieren mÈochte, muû man zunÈachst eine Orientierung des Vektorraums auszeichnen. Eine entsprechende Theorie orientierter VektorrÈaume gibt es, sie wird aber im Rahmen dieser Vorlesung fÈur nichts benÈotigt, so daû wir uns nicht weiter damit befassen mÈussen.

Wir mÈussen uns allerdings die Frage stellen, warum die obige Deőnition Èuberhaupt einen Winkel erklÈart: Da der Cosinus nur Werte zwischen −1 und 1 annimmt, ist sie offensichtlich nur sinnvoll, wenn das Argument des Arkuskosinus hÈochstens den Betrag eins hat.

143 HÈohere Mathematik I SS 2000

FÈur das Standardskalarprodukt im R^2 oder R^3 ist das kein Problem: Das Skalarprodukt im R^3 hatten wir in Kapitel I, §7, deőniert als Produkt aus den LÈangen der beiden Vektoren und dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels; wir hatten dann nachgerechnet, daû dies mit der Koordinatendeőnition des hier deőnierten Skalarprodukts Èubereinstimmt.

FÈur beliebige EUKLIDische VektorrÈaume V mÈussen wir zeigen, daû fÈur zwei Vektoren ⃗v, ⃗w ∈ V stets | | | ⃗v · ⃗w √ (⃗v · ⃗v)( ⃗w · ⃗w) | | | ≤ 1 ist. Mit der oben deőnierten LÈange kÈonnen wir dies auch umschreiben als | | | ⃗v · ⃗w ‖⃗v‖ · ‖ ⃗w‖ | | | ≤ 1 oder |⃗v · ⃗w| ≤ ‖⃗v‖ · ‖ ⃗w‖ . Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: In einem EUKLIDischen Vektorraum (V, ·) ist fÈur alle Vektoren ⃗v, ⃗w ∈ V |⃗v · ⃗w| ≤ ‖⃗v‖ · ‖ ⃗w‖ mit Gleichheit genau dann, wenn ⃗v und ⃗w linear abhÈangig sind.

Der Beweis beruht auf folgendem Trick: Wegen der positiven Deőnitheit des Skalarprodukts ist fÈur alle λ, μ ∈ R (λ⃗v + μ ⃗w) · (λ⃗v + μ ⃗w) = λ^2 ⃗v · ⃗v + 2λμ ⃗v · ⃗w + μ^2 ⃗w · ⃗w ≥ 0 . Speziell fÈur λ = ( ⃗w · ⃗w) und μ = −(⃗v · ⃗w) erhalten wir ( ⃗w · ⃗w)^2(⃗v · ⃗v) − 2( ⃗w · ⃗w)(⃗v · ⃗w)^2 + (⃗v · ⃗w)^2( ⃗w · ⃗w) ≥ 0 , also ist ‖λ⃗v + μ ⃗w‖^2 = ‖ ⃗w‖^2 ( ‖ ⃗w‖^2 ‖⃗v‖^2 − |⃗v · ⃗w|^2 ) ≥ 0 .

FÈur ‖ ⃗w‖ = 0 sagt uns diese Ungleichung nichts, aber da dann ⃗w = ⃗0 sein muû, ist die Behauptung in diesem Fall ohnehin klar: Beide Seiten der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung sind null, und ⃗w = 0 ist linear abhÈangig von ⃗v.

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 144

FÈur ‖ ⃗w‖ ≠ 0 kÈonnen wir durch ‖ ⃗w‖^2 dividieren und sehen, daû ‖λ⃗v + μ ⃗w‖^2 ‖w‖^2 = ‖v‖^2 ‖w‖^2 − (⃗v · ⃗w)^2 ≥ 0

ist. Im Falle der Gleichheit muû der Vektor λ⃗v + μ ⃗w gleich dem Nullvektor sein, d.h. ⃗v und ⃗w sind linear abhÈangig.

Baron AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789ś1857) stellte als erster durch die exakte Deőnition von Begriffen wie Konvergenz und Stetigkeit die Analysis auf ein sicheres Fundament. In insgesamt 789 Arbeiten beschÈaftigte er sich u.a. auch mit komplexer Analysis, Variationsrechnung, Differentialgleichungen, FOURIER-Analysis, Permutationsgruppen, der Diagonalisierung von Matrizen und der theoretischen Mechanik. Als Èuberzeugter Royalist hatte er hÈauőg Schwierigkeiten mit den damaligen Regierungen; er lebte daher mehrere Jahre im Exil in Turin und spÈater in Prag, wo er (mit sehr mÈaûigem Erfolg) den franzÈosischen Thronfolger unterrichtete.

Der deutsche Mathematiker KARL HERMAN AMANDUS SCHWARZ (1843ś1921) beschÈaftigte sich hauptsÈachlich mit konformen Abbildungen und mit sogenannten MinimalŕÈachen, d.h. FlÈachen mit vorgegebenen Eigenschaften, deren FlÈacheninhalt minimal ist. Im Rahmen einer entsprechenden Arbeit fÈur die WEIERSTRASS-Festschrift von 1885 (im Falle eines durch Doppelintegrale deőnierten Skalarprodukts) bewies er die obige Ungleichung; CAUCHY hatte sie bereits in seinem Analysislehrbuch von 1821 fÈur endlichdimensionale Vektoren bewiesen. SCHWARZ lehrte nacheinander in Halle, ZÈurich, GÈottingen und Berlin.

FÈur EUKLIDische VektorrÈaume wie C^0 ( [0, 1], R ) ist die žLÈangeł eines

žVektorsł natÈurlich nichts mehr, was man sich geometrisch anschaulich vorstellen kÈonnte; trotzdem ist sie oft eine nÈutzliche GrÈoûe. Eine stetige Funktion I: [0, 1] → R kÈonnte beispielsweise einen zeitabhÈangigen Strom beschreiben, der durch einen Widerstand R ŕieût; nach dem OHMschen Gesetz fÈallt dort eine Spannung U(t) = R · I(t) ab, so daû die elektrische Leistung gleich U(t) · I(t) = R · I(t)^2 ist. Die elektrische

145 HÈohere Mathematik I SS 2000

Arbeit, die wÈahrend des Zeitraums [0, 1] verrichtet wird, ist daher gleich 1∫ 0 U(t) · I(t) dt = 1∫ 0 R · I(t)^2 dt = R · 1∫ 0 I(t)^2 dt = R · ‖I‖ , d.h. die žLÈangeł von I ist bis auf einen konstanten Faktor gerade gleich der Energie des Signals I.

ÈAhnliche physikalische Interpretationen gibt es bei fast allen Anwendungen von VektorrÈaumen, deren Elemente Funktionen sind.

b) Orthonormalbasen

Beim Standardskalarprodukt im R^n ist das Produkt zweier verschiedener Einheitsvektoren stets null und alle Einheitsvektoren haben die LÈange eins. Diese nÈutzliche Eigenschaft einer Basis wollen wir nun auch fÈur beliebige EUKLIDische VektorrÈaume genauer betrachten.

Deőnition: a) Zwei Vektoren ⃗v, ⃗w ∈ V eines EUKLIDischen Vektorraums heiûen orthogonal, wenn ⃗v · ⃗w = 0 ist.

b) Eine Basis B von V heiût Orthogonalbasis, wenn jedes Element von B orthogonal zu allen Èubrigen ist.

b) Eine Orthogonalbasis B heiût Orthonormalbasis, wenn zusÈatzlich fÈur jeden Vektor ⃗b ∈ B gilt: ⃗b ·⃗b = 1.

Der Leser sollte sich an dieser Stelle zumindest kurz Èuberlegen, daû zwei zueinander orthogonale Vektoren den Winkel π/2 oder 90^∘ einschlieûen, also auch im Sinne der Elementargeometrie aufeinander senkrecht stehen.

Die NÈutzlichkeit von Orthonormalbasen ergibt sich aus folgender Beobachtung: Ist B eine Basis des EUKLIDischen Vektorraums V und sind

⃗v = v_1⃗b_1 + · · · + v_n⃗b_n und ⃗w = w_1⃗b_1 + · · · + w_n⃗b_n

die Basisdarstellungen zweier Vektoren aus V , so ist wegen der BilinearitÈatseigenschaft ⃗v · ⃗w = n∑ i=1 n∑ j=1 v_iw_j (⃗b_i ·⃗b_j ) ,

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 146

eine Summe aus n^2 Termen, unter denen allerdings aufgrund der Symmetrie hÈochsten^1_2 n(n + 1) verschiedene sind.

Im Fall einer Orthogonalbasis, verschwindet ⃗b_i · ⃗b_j wann immer i ≠ j ist; dann reduziert sich die Summe auf ⃗v · ⃗w = n∑ i=1 v_iw_i(⃗b_i ·⃗b_i) . FÈur eine Orthonormalbasis schlieûlich ist ⃗b_i ·⃗b_i = 1, die Summe vereinfacht sich also noch etwas weiter zu ⃗v · ⃗w = n∑ i=1 v_iw_i .

Speziell im Endlichdimensionalen, wo wir B = {⃗ b_1, . . . ,⃗b_n } setzen kÈonnen, lÈaût sich ein beliebiges Skalarprodukt also bezÈuglich einer Orthonormalbasis auf die gleiche Weise berechnen wie das Skalarprodukt

im R^n . Ein endlichdimensionaler EUKLIDischer Vektorraum, der eine

Orthonormalbasis hat, unterscheidet sich also nicht wesentlich vom R^n .

TatsÈachlich hat jeder EUKLIDische Vektorraum eine Orthonormalbasis. FÈur den Beweis wollen wir uns allerdings, wie schon bei der Existenz von Basen auf den endlichdimensionalen Fall beschrÈanken.

Satz: Jeder endlichdimensionale EUKLIDische Vektorraum V hat eine Orthonormalbasis.

Beweis: Wir wissen bereits, daû V irgendeine Basis {⃗ b_1, . . . ,⃗b_n } hat;

daraus konstruieren wir zunÈachst eine Orthogonalbasis nach dem sogenannten GRAM-SCHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren.Dieses Verfahren besteht aus n Schritten, wobei im r-ten Schritt eine Orthogonalbasis {⃗c_1, . . . ,⃗c_r} von [⃗b_1, . . . ,⃗b_r] konstruiert wird.

Der erste Schritt ist der einfachste: Da es noch keine OrthogonalitÈatsbedingung fÈur ⃗c_1 gibt, kÈonnen wir einfach ⃗c_1 = ⃗b_1 setzen.

Nachdem wir r ≥ 1 Schritte durchgefÈuhrt haben, haben wir r linear unabhÈangige Vektoren ⃗c_1, . . . ,⃗c_r mit ⃗c_i · ⃗c_j = 0 fÈur i ≠ j aus dem von

147 HÈohere Mathematik I SS 2000

⃗b_1, . . . ,⃗b_r aufgespannten Untervektorraum. Ist r = n, haben wir eine Orthogonalbasis von V gefunden; andernfalls muû ein auf den bisher konstruierten ⃗c_i senkrecht stehender Vektor ⃗c_{r+1} gefunden werden, der zusammen mit diesen den von ⃗b_1 bis ⃗b_{r+1} erzeugten Untervektorraum erzeugt.

Da ⃗c_1, . . . ,⃗c_r und ⃗b_1, . . . ,⃗b_r denselben Untervektorraum erzeugen, gilt dasselbe fÈur ⃗c_1, . . . ,⃗c_r,⃗b_{r+1} und ⃗b_1, . . . ,⃗b_{r+1}; das Problem ist, daû ⃗b_{r+1} im allgemeinen nicht orthogonal zu den ⃗c_i sein wird. Wir dÈurfen ⃗b_{r+1} aber abÈandern durch einen beliebigen Vektor aus dem von ⃗c_1, . . . ,⃗c_r aufgespannten Untervektorraum; also setzen wir

⃗c_{r+1} = ⃗b_{r+1} + λ_1⃗c_1 + · · · + λ_r⃗c_r

und versuchen, die λ_i so zu bestimmen, daû dieser Vektor orthogonal zu ⃗c_1, . . . ,⃗c_r wird.

Wegen der OrthogonalitÈat der ⃗c_i ist

⃗c_{r+1} · ⃗c_i = ⃗b_{r+1} · ⃗c_i + ∑ j=1 λ_j (⃗c_j · ⃗c_i) = ⃗b_{r+1} · ⃗c_i + λ_i(⃗c_i · ⃗c_i) ;

setzen wir daher λ_i = − ⃗b_{r+1} · ⃗c_i ⃗c_i · ⃗c_i , so ist ⃗v · ⃗c_i = 0 fÈur alle i = 1, . . . , r.

Damit haben wir eine Orthogonalbasis {⃗c_1, . . . ,⃗c_{r+1}} von [⃗b_1, . . . ,⃗b_{r+1}] konstruiert.

Nach dem n-ten Schritt haben wir demnach eine Orthogonalbasis {⃗c_1, . . . ,⃗c_n} von V . Daraus erhalten wir die gewÈunschte Orthonormalbasis {⃗e_1, . . . , ⃗e_n}, indem wir jeden Basisvektor durch seine LÈange dividieren, d.h. ⃗e_i = ⃗c_i ‖⃗c_i‖ .

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 148

Der dÈanische Mathematiker JéRGAN PEDERSEN GRAM (1850ś1916) lehrte an der UniversitÈat Kopenhagen, war aber gleichzeitig auch noch geschÈaftsfÈuhrender Direktor einer Versicherungsgesellschaft und PrÈasident des Verbands der dÈanischen Versicherungsunternehmen. Er publizierte anscheinend nur eine einzige mathematische Arbeit Sur quelque thÂeorÁemes fondamentaux de l’algÁebre moderne, die 1874 erschien. Das GRAM- SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren, durch das er heute hauptsÈachlich bekannt ist, stammt wohl von LAPLACE (1749ś1827) und wurde auch schon 1836 von CAUCHY verwendet.

ERHARD SCHMIDT (1876ś1959) wurde in Estland geboren; er studierte in Berlin bei SCHWARZ und promovierte in GÈottingen bei HILBERT.

ERHARD SCHMIDT ist einer der BegrÈunder der modernen Funktionalanalysis; insbesondere geht die Verallgemeinerung EUKLIDischer und HERMITEscher VektorrÈaume zu sogenannten HILBERT-RÈaumen, mit der wir uns im nÈachsten Semester im Zusammenhang mit der FOURIER- Analysis und der Theorie der Differentialgleichungen beschÈaftigen werden, auf ihn zurÈuck. Er war Professor in ZÈurich, Erlangen, Breslau und Berlin.

Als Beispiel zum GRAM-SCHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren betrachten wir den Untervektorraum V des R^5 , der von den drei Vektoren

⃗b_1 = 2 2 3 4 4 , ⃗b_2 = 4 4 3 2 4 und ⃗b_3 = 3 3 3 6 1 aufgespannt wird.

Im ersten Schritt setzen wir einfach ⃗c_1 = ⃗b_1.

Im zweiten Schritt mÈussen wir einen Vektor ⃗c_2 = ⃗b_2 + λ_1⃗c_1 őnden, so daû ⃗c_1 · ⃗c_2 = 0 ist. Da ⃗b_2 · ⃗c_1 = 49 und ⃗c_1 · ⃗c_1 = 49 beide gleich sind,

149 HÈohere Mathematik I SS 2000

mÈussen wir nach GRAM-SCHMIDT λ_1 = −1 setzen, d.h.

⃗c_2 = ⃗b_2 − ⃗c_1 = ⃗b_2 −⃗b_1 = 2 2 0 −2 0 .

Im dritten Schritt suchen wir einen Vektor ⃗c_3 = ⃗b_3 + μ_1⃗c_1 + μ_2⃗c_2 mit ⃗c_3 · ⃗c_1 = ⃗c_2 · ⃗c_1 = 0. Da ⃗b_3 · ⃗c_1 = ⃗c_1 · ⃗c_1 = 49 ist, setzen wir μ_1 = −1; der zweite Koefőzient μ_2 ist Null, da ⃗b_3 und ⃗c_2 bereits orthogonal sind. Damit wird

⃗c_3 = ⃗b_3 − ⃗c_1 = 1 1 0 2 −3 .

Schlieûlich mÈussen wir diese Orthogonalbasis noch zur Orthonormalbasis machen; wegen

⃗c_1 · ⃗c_1 = 49, ⃗c_2 · ⃗c_2 = 12 und ⃗c_3 · ⃗c_3 = 15

mÈussen wir die Vektoren ⃗c_i noch durch ‖⃗c_1‖ = 7, ‖⃗c_2‖ = √ 12 = 2 √ 3 und ‖⃗c_2‖ = √ 15 dividieren und erhalten eine Orthonormalbasis {⃗e_1, ⃗e_2, ⃗e_3} mit

⃗e_1 = 2/7 2/7 3/7 4/7 4/7 , ⃗e_2 =

√ 3/3 √ 3/3 0 − √ 3/3 0 , ⃗e_3 =

√ 15/15 √ 15/15 0 2 √ 15/15 − √ 15/5 .

c) Afőne und Euklidische Geometrie

EUKLIDische VektorrÈaume haben ihren Namen natÈurlich davon, daû man dort so etwas wie EUKLIDische Geometrie betreiben kann. Die Objekte, mit denen es die EUKLIDische Geometrie zu tun hat, sind allerdings

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 150

keine Vektoren, sondern Punkte, Geraden, Ebenen usw.; genauso werden wir es im Hauptteil dieses Kapitels nicht mit der Differential- und Integralrechnung von Funktionen auf einer Menge von Vektoren zu tun haben, sondern mit Funktionen auf Punktmengen.

Wir mÈussen daher beispielsweise unterscheiden zwischen der Ebenen R^2 und dem zweidimensionalen Vektorraum R^2 : Eine Ebene ist eine Menge von Punkten, wÈahrend ein Vektorraum aus Vektoren besteht, die jeweils zwei Punkte verbinden. Erst wenn wir einen festen Punkt auszeichnen, kÈonnen wir Vektoren und Punkte in eindeutige Beziehung zueinander setzen. Wir mÈussen daher unterscheiden zwischen dem Punkt (x, y) aus der Ebenen R^2 und dem Vektor (_x y ) aus dem Vektorraum R^2 , der den Punkt (0, 0) mit (x, y) verbindet, aber beispielsweise auch den Punkt (2 − x, 3) mit (2, 3+ y). Der Begriff des afőnen Raums formalisiert diese Unterscheidung:

Deőnition: Ein afőner Raum Èuber dem KÈorper k ist gegeben durch ein Paar (A, V ) bestehend aus einer nichtleeren Menge A, deren Elemente wir als Punkte bezeichnen, und einem Vektorraum V , so daû gilt:

1.) Es gibt eine Abbildung φ: { A × A → V (x, y) → −→xy , mit der Eigenschaft, daû −→xy + −→yz = −→xz fÈur alle x, y, z ∈ A . 2.) FÈur jeden Punkt O ∈ A ist die Abbildung φ_O : A → V ; x → φ(O, x) = −→ Ox bijektiv; ihre Umkehrabbildung sei mit ψ_O bezeichnet.

Die Dimension des Vektorraums V bezeichnen wir auch als Dimension des afőnen Raums.

Anschaulich gesehen ordnet die Abbildung φ zwei Punkten x, y ∈ A den Verbindungsvektor −→xy zu, und ψ beschreibt das Abtragen eines Vektors: In §1 hatten wir Vektoren eingefÈuhrt als ÈAquivalenzklassen von Pfeilen gleicher LÈange und gleicher Richtung; nimmt man zum Vektor ⃗v den Pfeil, der im Punkt O beginnt, so hat dieser den Endpunkt ψ_O (⃗v).

151 HÈohere Mathematik I SS 2000

Standardbeispiel eines afőnen Raums ist der R^n ; hier ist A gleich der Menge R^n , deren Elemente wir als Punkte x = (x_1, . . . , x_n) schreiben, und V ist gleich dem Vektorraum R^n , dessen Elemente wir als Spaltenvektoren schreiben. φ ist die Abbildung, die den Punkten

x = (x_1, . . . , x_n) und y = (y_1, . . . , y_n) deren Verbindungsvektor φ(x, y) = −→xy = y_1 − x_1 . . y_n − x_n zuordnet, und fÈur O = (a_1, . . . , a_n) ist ψ_O x_1 . . x_n = (a_1 + x_1, . . . , a_n + x_n) .

Ganz entsprechend lÈaût sich fÈur jeden beliebigen KÈorper k die Menge k^n zu einem afőnen Raum machen; der zugehÈorige Vektorraum ist natÈurlich der Vektorraum k^n.

Weitere interessante Beispiele sind vor allem die Geraden, Ebenen usw. in diesem Raum; diese fassen wir zusammen unter der

Deőnition: Ein afőner Unterraum des afőnen Raums (A, V ) ist ein afőner Raum (B, U) mit B ⊆ A und U ≤ V , wobei auch die Abbildungen φ und ψ_O EinschrÈankungen der entsprechenden Abbildungen von (A, V ) sind.

Betrachten wir etwa die Gerade { (1 + λ, λ) | λ ∈ R^} ⊆ R^2

durch den Punkt (1, 0) mit Steigung 1. Hier ist B natÈurlich gleich der Menge aller Punkte auf der Geraden, also die gerade angegebene Menge selbst, und als Vektorraum nehmen wir den vom Richtungsvektor

(_1 1 ) der Geraden aufgespannten Untervektorraum des R^2 .

Dieselbe Gerade kÈonnen wir auch durch die Gleichung

y = x + 1 oder − x + y = 1

Kap. 2: Differential- und Integralrechnung mehrerer VerÈanderlicher 152

beschreiben. Allgemein kÈonnen wir, wie wir uns als nÈachstes Èuberlegen wollen, jeden afőnen Unterraum eines k^n als LÈosungsmenge eines linearen Gleichungssystems in n Unbekannten interpretieren, und umgekehrt ist auch jede solche LÈosungsmenge, falls sie nicht leer ist, afőner Unterraum von k^n. (Mit k^n ist hier natÈurlich das Paar (k^n, k^n) gemeint, das wir kurz, wenn auch schlampig, als afőnen Raum k^n bezeichnen.)

Beginnen wir mit der LÈosungsmenge L eines linearen Gleichungssystems A⃗x = ⃗b mit A ∈ k^{m×n}, ⃗b ∈ k^m fÈur einen Vektor ⃗x ∈ k^n; mit anderen Worten mit der LÈosungsmenge von m linearen Gleichungen in n Unbekannten. (Hier schreiben wir, aus alter Gewohnheit, die Punkte eines afőnen Raums ausnahmsweise als Vektoren.) Falls es LÈosungen gibt, ist die Differenz ⃗y = ⃗x^{(1)} − ⃗x^{(2)} zweier (nicht notwendigerweise verschiedener) LÈosungen ⃗x^{(1)} und ⃗x^{(2)} eine LÈosung des homogenen Gleichungssystems A⃗y = ⃗0.

Die LÈosungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems in n Variablen ist aber Kern einer linearen Abbildung und daher (und auch aus vielen anderen GrÈunden) ein Untervektorraum U des k^n. Zusammen mit diesem Untervektorraum wird L zu einem afőnen Raum, wobei die Abbildung φ: L × L → U zwei LÈosungen ⃗x^{(1)} und ⃗x^{(2)} deren Differenz ⃗y = ⃗x^{(1)} − ⃗x^{(2)} als žVerbindungsvektorł zuordnet; entsprechend macht fÈur jede LÈosung ⃗x des inhomogenen Gleichungssystems die Abbildung ψ_{⃗x}: U → L eine LÈosung ⃗y des homogenen Gleichungssystems durch Addition von ⃗x zu einer LÈosung des inhomogenen Gleichungssystems.

Ist umgekehrt (B, U) ein afőner Unterraum von (k^n, k^n), so kÈonnen wir eine Basis {⃗ b_1, . . . ,⃗b_r } von U wÈahlen und diese zu einer Basis {⃗ b_1, . . . ,⃗b_n } des k^n ergÈanzen. BezÈuglich dieser neuen Basis des k^n ist dann U die LÈosungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems

x_{r+1} = 0, x_{r+2} = 0, . . . , x_n = 0 .

Sind nun (c_1, . . . , c_n) und (d_1, . . . , d_n) zwei Punkte aus B, so liegt ihre Differenz (d.h. ihr žVerbindungsvektorł) in U, und somit muû fÈur alle i > r notwendigerweise c_i = d_i sein. Damit ist B bezÈuglich der Basis