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2 1 EINFUHRUNG

1 Einfiihrung

Kodierungstheorie = die Theorie fehlerkorrigierender Codes.

Anwendungen: bei Nachrichteniibertragungen aller Art, insbesondere bei
der Ubertragung von Satellitenbildern, beim Telefonieren, im CD-
Spieler.

Forschung: an den Universitdten, bei den groflen amerikanischen Telefon-

gesellschaften, bei der NASA| bei Philips (CD-Spielern).

Einordnung: Grenzgebiet zwischen Algebra, Informatik und Stochastik;
vor allem Algebra. Beziige zu Zahlentheorie, Gruppentheorie, algebrai-
scher Geometrie, Kryptographie und Informationstheorie.

Die Situation: Ein Sender hat Informationen, gegeben in Form von
Wortern 1iiber einem endlichen Alphabet. Er mochte sie einem
Empfanger iiber einen Kanal senden. Im Kanal kénnen aber durch
Rauschen einzelne Buchstaben des gesendeten Textes verdndert wer-
den. Der Empfinger mochte aus dem empfangenen Wort das gesendete
Wort rekonstruieren. Das klappt, falls nur wenig Fehler aufgetreten sind
und falls nur ein erlaubtes Wort dem empfangenen Wort hinreichend
dghnlich sieht.

Ein Code: ordnet jedem der Worter des Senders ein neues Wort (i.a. ldnger)
zu, so da} der Abstand zwischen je zwei moglichen neuen Wortern
hinreichend grof ist, um sie auch bei mehreren Fehlern unterscheiden
zu koénnen.

Das endliche Alphabet: in dieser Vorlesung ist es immer ein endlicher
Korper. “Erinnerung” (Diskussion und Beweis in Kapitel 6):

Es gibt einen endlichen Korper mit ¢ € IN Elementen
<= ¢ = p° mit p Primzahl und e € IN.

Zu solchem ¢ gibt es genau einen Korper. Er heifit IF,.

[

Beispiele: Fiir ¢ = 1 und ¢ = p Primzahl ist F, = F, = Z/pZ =
{0,1,---,p — 1}. Damit kann man gut rechnen. Der Korper Iy = {0, 1}
ist der kleinste und - in der Kodierungstheorie - der wichtigste. Es gibt
keinen Korper mit einem Element, da jeder Korper ein 0-Element und
ein 1-Element haben muss, die voneinander verschieden sein miissen.



Beispiel 1.1 1969 hat eine Mariner-Sonde schwarz-weifle Bilder vom Mars
zur Erde gesandt. Uber ein Bild wurde ein feines Raster gelegt, jedem Git-
terpunkt wurde eine Zahl zwischen 0 und 63 zugeordnet, die die Helligkeit
im Punkt beschreibt. Mit einer Bijektion {0, 1,---,63} — F§ bekam man
Worter der Lénge 6 iiber dem Alphabet Fs.

Die Kodierung dieser Worter bestand aus einer sorgfiltig gewahlten injekti-
ven Abbildung f: IS — 32 d.h. man ordnet jedem Wort der Linge 6 ein
Wort der Lange 32 iiber Iy zu.

Diese Worter der Liange 32 wurden vom Mars zur Erde gesandt.

Die Menge C' = Bild(f) C F3* hat die Eigenschaft: je zwei Worter in C
unterscheiden sich in mindestens 16 der 32 Stellen.

Daher konnte der Empfanger das gesendete Wort rekonstruieren, wenn
hochstens 7 Fehler bei der Ubertragung aufgetreten waren. Diese Rekon-
struktion und danach f~! waren die Dekodierung des empfangenen Wortes.
C' ist eine Nebenklasse des Reed-Muller-Codes R(1,5) (Definition und Dis-
kussion in Kapitel 5.

Lemma/Definition 1.2 Sei I, ein endlicher Kérper, n € N =
{1,2,3---}.

(a) (Definition) Das Gewicht w(z) eines Wortes x = (x1,--+ ,x,) € F}
it
w(z) = #(i|z; #0).
Alsow : Fy — {0,1,...,n}.

(b) (Definition) Der Hamming-Abstand dg(x,y) zwischen zwei Worten x
und y € Iy ist

dy(z,y) = w(r —y).

c) (Lemma, Beweis leicht) Die Abb. dp : F? X F?" — Zi~q ist eine Metrik,
q q =
d.h.

und dp(z,y) =0<= x =y,

>0

Definition 1.3 Sei IF; ein endlicher Koérper und n € IN.

(a) Eine Teilmenge C' C I} mit [C'] > 2 heifit Code oder Block-Code. Die
Elemente von C sind die Codewdrter. [Sie haben alle die gleiche Lénge,
daher “Block-Code”].

(b) Der minimale Hamming-Abstand eines Codes C' C Iy ist

d(C) =min (dg(z,y) | z,y € C,x #y).
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(c) Falls fir ein ¢t € N d(C) > 2t + 1 ist, so ist der Code C
t-fehlerkorrigierend. Hier wird angenommen, dass der Empfanger nach
der Methode “maximum likelihood” dekodiert, d.h. zu einem empfan-
genen Wort y € I} withlt der Empfinger ein z € C, so dass dg(z,y)
minimal ist.

Beidy(z,y) < tund d(C) > 2t+1 ist x eindeutig. Unter der (optimisti-
schen) Annahme, dass < t Fehler aufgetreten sind, kann der Empfanger
dann schlieflen, dass der Sender das Wort = gesandt hat.

(d) Ist M = |C| die Anzahl der Elemente von C' C I und d = d(C'), so

nennt man C einen (n, M, d)-Code oder einen (n, M)-Code.

(e) Die Informationsrate eines (n, M)-Codes C' C Ty ist die Zahl R =
—ZOQZLM lalso 0 < R < 1]. Falls C' = IF’; ist, ist M = ¢* und R = %

(f) Ein Code heiit binar, falls ¢ = 2 ist.

Beispiel 1.4 Der Code der Mariner-Sonde ist ein binirer (32,2°% = 64, 16)-
Code mit R = 3.

Man kann (natiirlich) Codes konstruieren, bei denen die Wahrscheinlichkeit,
ein Wort nicht rekonstruieren zu kénnen, beliebig klein wird, wenn man be-
liebig kleine Informationsrate in Kauf nimmt. Aber es geht besser, mit nicht
kleiner Informationsrate, Satz 1.7!

Definition 1.5 (a) Ein Kanal, der nur die Buchstaben 0 und 1 (€ Fy)
iibertragt, heifit binédrer symmetrischer Kanal, wenn er in beiden Féllen
mit derselben Wahrscheinlichkeit 0 < p < 1 den Buchstaben dndert,
also einen Fehler macht (meistens p < 1).

(b) Die Kapazitit eines bindren symmetrischen Kanals ist
k:=1+plogs p+ (1 —p)loga(l —p).



EYTR
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Definition 1.6 Die Fehlerwahrscheinlichkeit P(C') eines Codes C' C Iy ist
1
P<C) = |F| Z PFehler(x)a

wobel Ppeper(z) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass  beim Ubertragen SO
verfilscht wird, dass das empfangene Wort falsch dekodiert wird.

Satz 1.7 (Spezialfall des “Channel coding theorem” von Shannon 1948, Be-
ginn der Kodierungstheorie.)

Gegeben sei ein bindrer symmetrischer Kanal mit p # %, also 0 < k < 1.

Es gilt:

Ve>0 VRymit0<Ry<kInelN und3 Code C C I3,

so dass die Informationsrate R(C) = % > Ry ist (aber R(C) < k)und
die Fehlerwahrscheinlichkeit P(C) < € ist.

Bemerkungen 1.8  a) Beweis hier nicht. Der Beweis benutzt Methoden
der Wahrscheinlichkeitstheorie und ist nicht konstruktiv.

b) Satz: Es gibt keine Folge (C)rew von Codes Cy C F3'* mit R(Cy) >
k ¥V k und mit P(Cy) — 0 fiir kK — oo.

c) Bei € — 0 geht n — oo in Theorem 1.7.

d) Es ist schwer, Folgen (Cy)gen von Codes Cy, C Fy'* zu konstruieren mit

e) Es ist besonders schwer, wenn man Codes Ck mit viel Struktur
wiinscht, die leicht zu kodieren und dekodieren sind.
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Bemerkungen 1.9 Man wiinscht sich Codes C' C Iy mit folgenden schwer
unter einen Hut zu bringenden Eigenschaften:

() hohe Informationsrate R(C) = _ZOQ:JC l.

I

(B) kleine Fehlerwahrscheinlichkeit P(C');

(7) (verwandt mit (()) grofler minimaler Hamming-Abstand

(0) leicht und schnell zu kodieren, d.h. eine leicht zu handhabende bijektive
Abbildung f : {zu kodierende Wérter} — C' C F7;

(€) leicht und schnell zu dekodieren.

Zu (¢€): Einen guten Algorithmus zum Dekodieren zu finden ist oft schwierig
und immer von grofler praktischer Bedeutung.



2 Lineare Codes, Hamming-Codes

Definition 2.1 Sei IF; ein endlicher Koérper und n € IN.

(a) Ein Code C C Iy heiit linearer Code, falls C' C I ein Untervektor-
raum ist.

(b) Ein linearer Code C' C Iy mit dim C' = k heifit [n,k]-Code oder
[n, k, d]-Code, mit d = d(c) = der minimale Hamming-Abstand.

(c) Notation: I} = M(1 x n,IF,), d.h. die Elemente von I werden als
Zeilenvektoren aufgefasst.

(d) Sei C C I} ein linearer Code der Dimension k.

Eine Matrix G € M(k x n,F,) heit Erzeugermatrix von C, falls die
Zeilen von G eine Vektorraumbasis von C' bilden.

Bemerkung: Dann ist C = {a- G | a € Fi}. Und dann ist die Abbil-
dung

k n
]Fq — ]Fq
a +— a-G

eine sehr einfache Kodierungsregel.

(e) Sei C C I} ein linearer Code der Dimension k.

Eine Matrix H € M(n — k) x n,F,) heifit Kontrollmatrix von C, falls
C={zeclky | H-z"=0}.

(f) Zwei Codes €y C Ty und Cp C F} (nicht notwendig linear) heifien
aquivalent, falls es eine Permutation o € S,, gibt mit

]F:; I FZ? (xla'“ 7xn) — (xa(l)a"' 7xa(n))>
U U
C, — Gy

Beispiel 2.2 Der folgende Code ist fiir £ = 5 und n = 6 der élteste benutzte
Code. Sei
Sei .
C:={(xy, - ,z,) € Fy | le =0 in F}.
i=1
Esist k := dimC = n — 1, denn man hat genau eine Relation, die Relation
>, x; = 0. Eine Erzeugermatrix ist
1 01
G = :
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Eine (hier sogar die) Kontrollmatrix ist
H=(1,---,1), dennH~xt:in.
i=1

Diese Kontrollmatrix heifit parity check-Matrix.

Es ist d(C) = 2. Der Code C ist ein [n,n — 1,2]-Code.

d(C) = 2 = der Code kann keine Fehler korrigieren, er kann blof einzelne
Fehler erkennen.

Die bijektive Abbildung

. Tn—1 n
[ Fy — CCFy

n—1
v= (21, Tamy) 20 G = (21, Ty, YT
i=1
fligt zu (21, -+, x,—1) einen parity check-Eintrag x,, hinzu, so dass ) ., z; =

0 (in Fy) ist. Diese Abbildung kann man hier als Kodierung deuten.
Lemma 2.3 Sei C C [} ein linearer [n, k, d]-Code.
(a) d=min (w(z) |z € C—{0}).

(b) Es gibt einen zu C' dquivalenten linearen Code Cc Iy mit einer Er-

zeugermatriz G in “Standardform”, d.h. von der Gestalt

G = (1y, P) mit 1, = k x k-Finheitsmatriz,
PeMkx (n—k),FE,).
(¢) (Definition) C' selbst habe eine Erzeugermatric G = (1, P) in Stan-
dardform. Bei x = (x1,--- ,x,) € C heiflen die Eintrdge (z1,--- , o)

Informationssymbole und die Eintrige (xgiq1--- ,x,) Kontrollsymbole
oder parity-check-Fintrdige (in Verallgemeinerung von Beispiel 2.2).

Esist (x1,-++ ,x,) = (x1, -+ ,x1) - G.

(d) C selbst habe eine Erzeugermatriz G = (1, P) in Standardform. Dann
ist H= (—P" 1,_) eine Kontrollmatriz.

(e) Fiir jede Kontrollmatriz H von C gilt rang H = n — k.

(f) (Nochmal Beispiel 2.2) In Beispiel 2.2 war

1 01
C: .



in Standardform mit

Dort ist
H:(_lv 7_171):(17 a]-71)7

da mmnlFy 1= —1 ist.
Bewelis:

(a) Nach Definition von d(C) gibt es Worter x und 7 € C mit d(C) =
dy(z, ). C ist linear, also v —z € C, also d(C) = dy(z,7) = w(x — ).

(b) Man kommt in vier Schritten von G zu G: Man startet mit einer belie-
bigen Erzeugermatrix GG; man wendet den Gauf3-Algorithmus an; man
vertauscht Spalten, so dass alle Treppenstufen vorne stehen; man wihlt
eine neue Basis, so dass vorne die Einheitsmatrix 1, steht:

o |- Fad - ]2 ]
"o Bhgd T o®d < | J
zgﬂzhnmj. E‘iﬂmfﬁ‘xhwm‘;. ?‘,E:Ii'l.nmmjh

C C C C

(c) ok.
(d) nach (e).

(e) C:{xEFZ|ﬁ-xt:0},

aus der Theorie der linearen Gleichungssysteme folgt

dimCzk(z)rangfI:n—k.

1
H-G'= (=P 1,)- (P’§> =-P'+P' =0,

also H - 2t = 0 fiir alle x € C, also ist H Teil einer Kontrollmatrix.

rang H = n — k und (e) = H Kontrollmatrix.

(f) o.k. O
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Beispiel 2.4 (Hamming-Codes)

Wihle einen endlichen Koérper Iy und r» € IN>,.

Die Menge I}, := IF,—{0} operiert auf I, —{0}, namlich durch Einschrankung
der skalaren Multiplikation des F,-Vektorraums Iy. Die Orbits dieser Ope-
ration sind die 1-dimensionalen Unterrdume ohne 0 von I}. Die Menge aller
Orbits ist

(I, —{0})/F; = {1—dim Unterrdume von I} ohne 0}
~ {1 — dim Unterrdume von Iy }.
Sie hat
(@ —=D/(g=1)=¢"+¢*+. . +qg+1=n
Elemente.
Wegen ¢¢ > 1 fiir j > 0 ist n > r.
Man kann eine Matrix H € M(r x n,I,) wihlen, so dass ihre Spalten Er-
zeuger der 1-dimensionalen Unterrdume von M (r x 1,IF,;) = I} sind,

bzw. dquivalent: so dass je zwei Spalten linear unabhéngig sind.
Bemerkung: Und n ist maximal mit dieser Eigenschaft.

Es ist rang H = r, denn zu jeder Basis von M(r x 1,IF,) enthdlt H skalare
Vielfache aller Basisvektoren.

Der lineare Code C' = {z € F} | H - 2" = 0} mit Kontrollmatrix A heiBt
Hamming-Code.

Beispiel:
q=2,r=3 n:23_1:7
) ; 51 ;
es ist 5 = {1}, und (F5 —{0})/F5 ~ F, — {0}, also kann man H wéhlen als
1110 100
H = 1 011 010
01 11 0 01

= eine Liste aller Elemente von M (r x 1,Fy) — {0}.

Nach Lemma 2.3 (e) kann man G wéhlen als

10007110
G- 0100101
0010|111
0001011
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Lemma 2.5 (Fortsetzung von Beispiel 2.4)
Der Hamming-Code C'ist ein [n,n — r,3]-Code, also 1-fehlerkorrigierend.

Beweis:
dim C' = n — r wegen rang H = r und Lemma 2.3 (e).

d(C) > 3: Je zwei Spalten von H sind linear unabhéngig, und daher gilt

xEC—{O}DGEV:OI;HH~xt:O, x#O:!>w(x)>3

Mit Lemma 2.3 (a) folgt d(C') > 3.
d(C) < 3: Fiir x € C sei

By(x) :={y € ¥y [ du(z,y) <1}

Es ist
| Bi(x) | =1+4+n-(¢g—1)=¢".

Wegen d > 3 ist UzecBl(x) Vereinigung disjunkter Bélle. Daher ist

U, Bi@) | =d" " =q"=|Fy],

also ist

Iy = UxecBl(x) ().

Sei nun = € C beliebig. Zu y € By(x) — {«} kann man ein y ¢ B;(z) mit
dy(y,y) = 1 wihlen. Dazu gibt es wegen (%) ein eindeutiges ¥ € C mit
y € B1(7).

)

Es ist z # 2 und
dy(z,2) <14+1+1=3.

Bemerkungen 2.6 (Fortsetzung von Beispiel 2.4)

(i) (*) sagt:
VyelF, drxecC mitdy(r,y) <1

Daher gibt die maximum-likelihood-Dekodierung [zu einem empfangenen
Wort y € I} wihle ein x € C' mit dy(z,y) minimal] hier eindeutige Worte
Vyely 3wreC mitdy(r,y) minimal
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Wunderbarerweise ist sie auch einfach auszufithren:
Gegeben sei ein “empfangenes Wort” y € 7.

1. Fall, H - y' = 0 = y € C: Fertig.

2. Fall, H - y* # 0: Dann ist H - y* € M(r x 1,F,){0}. Dann gibt es ein
eindeutiges ¢ € {1,--- ,n} und ein eindeutiges A € F, — {0} mit

H -y" = X\ (i-te Spalte von H) = X\ - H - €.

r:=y— ¢ erfillt x € Cund dy(z,y) =1

(ii) Die Hamming-Codes fiir festes ¢, r,n = q;—f sind fast dquivalent:

Anderung der Reihenfolge der Spalten von H fiihrt zu einem #quivalenten
Code (Def. 2.1 (f)).

Es bleibt die Freiheit, Spalten von H durch Multiplikation mit einem Skalar
zu andern. Das ist die Freiheit der Automorphismen

IFZ%IFZ

r — x-y tir y € (F, — {0})".

Im Fall ¢ = 2 hat man diese Freiheit nicht, denn Fy — {0} = {1}. Im Fall
q = 2 sind die Hamming-Codes zu festem ¢, r alle dquivalent.

(iii) Die Hamming-Codes sind leicht zu dekodieren, und fiir grofles n ist die
Informationsrate R(C) = "~ schén hoch.
Aber: Fiir grofles n ist die Eigenschaft “1-fehlerkorrigierend” zu schlecht, so
dass die Codes dann unbrauchbar werden.

Lemma 2.7 (Syndrom-Dekodierung)
Die folgende Dekodierungsmethode fiir lineare Codes ist eine maximum-
likelihood-Dekodierung. Sie ist brauchbar bei hoher Informationsrate.

Gegeben seien ein linearer [n,k,d]-Code C' C Ty und eine Kontrollmatriz
He M((n—Fk)xn,F,).
Die Abbildung

Fy — M((n—k) x 1,F,), y — H-y",
induziert eine Bijektion
]FZ/C—>M((H—]€) X 17]FQ)7 y+0'—>H'ytr‘

Hier ist ) /C die Menge der Nebenklassen y + C = {y+z | x € C} von C
in ). Diese Bijektion ist sogar ein Vektorraumisomorphismus.

Zu jeder Nebenklasse y+ C' wdhlt man ein e € y+ C' mit minimalem Gewicht
w(e). So ein e heifft Nebenklassenfiihrer (“coset leader”).
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Man hdlt die Bijektion
B:M((n—k)x1F,) — {Nebenklassenfiihrer},

die man aus aus folgenden Bijektionen erhdlt, in einer Tabelle fest:

{Nebenklassenfithrer} — 7 /C° — M((n—k) x 1,F,)
e— e+ C
y+C — H-y'".

Ein empfangenes Wort y € Ty wird dekodiert als
w =y~ BH-y").
H -y heifst Syndrom von y. Daher “Syndrom-Dekodierung”.

Beweis:

?Fﬂ” M{(reret T, )

e:=0((H-y"") ist in y + C, daher ist x =y — e € C.
Wegen w(e) minimal ist dy(z,y) = w(e) < dg(z,y) YT €C
= Es handelt sich um eine maximum-likelihood-Dekodierung.

Bei R(C') = % hoch ist sie brauchbar, denn dann ist [F?~*| = ¢"~* klein und
die Tabelle zu 3 klein. O

Beispiel 2.8 (zur Syndrom-Dekodierung) (a) Lemma 2.7 im Fall eines
Hamming-Codes C' C Iy, n = qqr__—11:

Nebenklassenfiihrer von y 4+ C'
B Aoe;mit H-y" =H-(N-e;)" falls H-y" #0
N {0 falls H -y =0

ye Fy
i
Fr/C — M(rx1,IF) 2, {Nebenklassenfiihrer}
[y] R —  (Nebenklassenfiihrer von y + C')
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(b) In Beispiel 8.4 wird ein binérer [63, 51, 5]-Code konstruiert werden. Dann
ist
[F0—F| = 29751 = 212 = 4096, |C] =2 ~ 210",

Ohne Beweis:

63 Nebenklassen haben Nebenklassenfithrer mit w = 1.

1953 Nebenklassen haben Nebenklassenfithrer mit w = 2.

In beiden Féllen sind die Nebenklassenfithrer wegen d = 5 eindeutig.

Hier ist es sinnvoll, nur unvollstdndig zu dekodieren:
Bei H -y ¢ (Bild in " von den 63 + 1953 Nebenklassen) sucht man kein
x, sondern man sagt nur “> 3 Fehler”.

Definition/Lemma 2.9 Sei C' C I} ein linearer [n,k,dJ-Code.
(a) (Definition) Der duale Code C*+ ist C+ = {y € F! | z-y' = 0 Vx € C}.
(b) (Lemma) C* ist ein linearer [n,n-k,?]-Code.
(c) (Lemma) Sind G und H eine Erzeugermatriz und eine Kontrollmatriz

von C, so sind H und G eine Erzeugermatriz und eine Kontrollmatriz
von C.

(d) (CH*+ =C.
(e) (Definition) C heifst selbstdual, falls C = C*.
Beweis: (a) und (e) OK.

(b) und (¢) C+={yeFy |G-y =0}, rangG=dimC =k,
also ist dim C*+ = n — k, und G ist eine Kontrollmatrix von C*.

Die Zeilen von H sind Elemente von C+. Wegen dim O+ = n—k und rang H =
n — k (Lemma 2.3 (e)) bilden die Zeilen von H eine Basis von C*. Also ist
H eine Erzeugermatrix von C*.

(d) folgt aus c). O

Beispiele 2.10 (i) Der duale Code C*+ zum Code C' = {(xy, - ,x,) €
F2 | Y%, x; =0} in Beispiel 2.2 ist

CJ_ :{(07 aO)a(lf" 51)} CF??
ein [n,1,n|-Code, da H = (1,---,1) ist.
(ii) (Kapitel 4 und 5, Beweis spiter in der Vorlesung oder Ubung)

Sei C' ein Hamming-Code iiber Fy und C der erweiterte Code aus De-

finition 2.11 unten. Dann ist dquivalent zum Standard-Hadamard-
Code C(HSP) (Definition 4.6 und Satz 4.7) mit

C(Hg(ft)) =R(1,7) = ein Reed-Muller-Code (nach Satz 5.4).
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Definition/Lemma 2.11 Sei C' C F} ein linearer [n,k,d]-Code.
Der (mittels Parititsregel) erweiterte Code C' C ]FZJrl ist definiert durch

n+1

C=A{a1,  Tp, 1) €EFIT | (21, 2y) € C,in = 0}.
i=1

Es ist ein [n+1, k, d(C)]-Code mit d+ 1 > d(C) > d.

Im Fall ¢ = 2 und d ungerade ist d(C)) = d + 1.

Beweis: C ist ein linearer Code: Additiv:

(%’1,'” 7xnaxn+1)7 (yla"' 7yn7yn+1) eC

n+1 n+1 n+1
= OZZI’H-Z% = Z(%‘Fyz)
i=1 i=1 =1
= (xla Ty Tpy, anrl) + (yb e 7ymyn+1) € 6

Invariant unter skalarer Multiplikation:

A€ an (xla' o 7xnaxﬂ+1) eC
n+1 n+1
=1 =1
= (\zy, -, Apy1) €C

dimC =dimC = k: ok, da z,,, eindeutig ist fiir jedes (x1,...,2,) € C.
d+1 > d(C) > d: C entsteht aus C, indem an jedes Wort ein Buchstabe
angehingt wird.

Im Fall ¢ = 2 und d ungerade ist fir (xq,...,z,) mit w((zy,...,z,)) = d der
neue Eintrag x,.1 # 0, also w(xy, -+, Ty, Tpy1) = d + 1. O
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3 Perfekte Codes

Definition 3.1 Ein (nicht notwendig linearer) Code C' C Iy heifit perfekt,
falls es ein e € IN gibt, so dass
Vy e, 3Jeindeutiges r € C mit dy(v,y) <e.

Bemerkungen 3.2 (i) Dann ist d(C) = 2e + 1, und die maximum
likelihood-Dekodierung hat eindeutige Werte.

(ii) Dann ist Iy die disjunkte Vereinigung der “Bélle”
B.(x) = {y € F} | dulw.y) < e},

Wegen

impliziert das

- (Z (7)a- 1>%’> = IFj] = ¢

iii) Es scheinen nur folgende Losungen der Bedingun
(iif) g g gung
E <n) (g—1)" teilt ¢"
)
i=0

bekannt zu sein (vgl. MacWilliams/Sloane 1977: es sind auf jeden Fall
die einzigen mit n, q,e < 1000):

(@) g,n beliebig, e = 0:
0 n i )
;(i)(q_l) =1=¢"|q"

(ﬁ) q,n beliebig, e =n:

2 (n)(q_l)i: Q+(@—=1)"=q"|q"

?
i=0

(7) g =2,n=2m+ 1 (ungerade), e = m:

()15 () o

=0 1=0
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(0) g beliebig, n = quT_ll,e =1:

l+n(g—1)=4q"|¢" (Hamming).
1+ (213) + (223> + (233) =2' ] 2%,
14(11) -2+(11) 4 =243 = 3° | 31,
1 2
1+<?5—+C?)=4w6=2”|?9

Definition 3.3 Ein Code C C IFZ entsteht aus einem Code C' C ]Fg durch
Verschiebung, falls ein y € I} existiert mit C = y+C.

Satz 3.4 (Hier fast ohne Beweis; harte Einzelresultate; vgl. Litkebohmert,
van Lint)

(a) Der einzige perfekte Code zu () ist
C=F; Cly, ein [n, n, 1]-Code.
(b) In Definition 1.3 (a) war fir Codes |C| > 2 gefordert. Wenn man jetzt
auch |C| = 1 zulisst, gehdren zu (3) alle Codes C' C Ty mit |[C] =1,

also bis auf Verschiebung nur der lineare Code C = {0} C Ty, ein
[n,0, d nicht definiert]-Code.

(c) Die einzigen perfekten Codes zu () sind, bis auf Verschiebung, die
sogenannten Wiederholungscodes:

C={0,---,0),(1,---,1)} c Fam*!

(zwei Warter, die mdglichst weit voneinander entfernt stehen).

C' ist ein [n,1,n]-Code.
(d) Die einzigen linearen perfekten Codes zu (0) sind die Hamming-Codes:

[n,n —r,3]-Codes.
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(e) Bis auf Aquivalenz (Definition 2.1 (f)) und Verschiebung gibt es nur
einen perfekten Code zu (€), den bindren Golay-Code Go3, ein [23,12,7]-
Code.

(f) Bis auf Aquivalenz und Verschicbung gibt es nur einen perfekten Code
zu (€), den terndren Golay-Code Gy, ein [11,6,5]-Code.

(9) Zu (n) gibt es keinen perfekten Code.
(h) (a)-(f) geben eine vollstindige Liste aller linearen perfekten Codes.

(i) Die einzigen perfekten Codes aufler denen in (a)-(f) sind nichtlineare
Codes mit den Daten wie in (9), also e = 1, n = q;_—f (wie bei den
Hamming-Codes).

(j) Es gibt solche Codes, die nicht durch Verschiebung aus den Hamming-
Codes entstehen. Aber ihre vollstandige Klassifikation ist ein (noch im-
mer) offenes Problem.

Beweisteile:
(a)—(c) Klar.
Zu (d): Hamming-Codes sind perfekt mit e = 1, wegen Bemerkung 2.6 (i). O

Bemerkung 3.5 (G53 wurde in einer Voyager-Sonde benutzt. Er hat reiche
Beziige zu finiter Geometrie und endlichen Gruppen.

Sloane/MacWilliams: “der wichtigste aller Codes, aus praktischen und theo-
retischen Griinden.”

Golay hatte erst (€) und (¢) gefunden, dann Gy und Gy;.
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4 Hadamard-Codes

Definition 4.1 Eine n x n Matrix H = (h;;) heifit Hadamard-Matrix, falls
alle h;; € {—1,1} sind und falls H - H" = n - 1,, ist.

Bemerkungen/Beispiele 4.2 (i) Bei h;; € {£1} erfiillt jede Zeile von

H automatisch
hi1

I
S

(hila"' 7h2n) :
hin

Die Bedingung H - H' = n - 1, sagt deshalb nur, dass verschiedene
Zeilen von H orthogonal sind. Wegen h;; € {£1} ist das dquivalent
dazu, dass verschiedene Zeilen sich an genau 7 Stellen unterscheiden.

(ii) Die Matrizen

H .= (1) und HPY = G _11)

sind Hadamard-Matrizen (der obere Index (st) steht fiir “Standard”).

(iii) Definition: Das Tensorprodukt zweier Matrizen

A = (a;;) € M(n xn,C) und B € M(m x m,C)
(statt C kann man irgendeinen kommutativen Ring nehmen) ist

an B a,B
A® B = : : € M(nm x nm,C).
anlB annB

Es ist im allgemeinen nicht symmetrisch, aber assoziativ,
(AB)(C=A® (B ()
(Beweis: Ubung), und es erfiillt bei
CeMnxn,C), DeM@mxm,C),

(A®B)- (C®D)=(A-C)®(B-D)
(Beweis: Ubung).

(iv) Behauptung: Sind H und H Hadamard-Matrizen, so ist auch H ® H
eine Hadamard-Matrix.

Beweis: (a) Die Eintriige von H ® H sind offenbar in {£1}.
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(b) Verschiedene Zeilen von H ® H sind orthogonal:

Betrachte die (aym + (1)-te Zeile und die (agm + (2)-te Zeile mit 0 <
aj <n, 1 <B; <mund (oq, 1) # (o2, 52).

(agm + fy)-te Zeile:
Rl = (aoc1+1,1 ! (bﬁ1,17 T ’bﬁl,m)v L e N (bﬁ1717 T ’bﬁhmn

(agm + [B2)-te Zeile:

R = (aa2+171 : (bﬁmlv T 7bﬁ2,m>’ 5y Qagtin (bﬁmlv T 7bﬁ27m))'
— A
1 {/ ;
! w
4 | :
oyt ﬁ & ' I o, m+f,
¥y
v { \ e
ra 1 v

1. Fall, ﬂl 7£ ﬁgl

bﬁ2,1
) ¢
(bgy 1, 2 bgym) : =0, alsoz-2z;=0.
bﬁzﬁn
2. Fall, 81 = B2, a1 # ay:
Qao+1,1 bﬁ1,1
(@1 41,1, Ao +1,0) ° : =0, (bg1ssbgm)- [ 2 | =m,
aa2+17n bﬁlvm
Qay+1,1
t )
also 21 - 25 = (Gay+1,1, Qay+1,0) - M - : =0.



21

(v) Daher sind die induktiv definierten 2™ x 2"-Matrizen

H(St) H(St)
H(it) — H(St)®H(it,) — 2:—1 2”;1
2 2 O s = e,
auch Hadamard-Matrizen. Die ersten Beispiele:
1 1 1

(1 1 11 I
oo - (L=t | 1 -1 HEY — 1 -1 —1 | dito

. 1o
\ dito —dito/

Wegen der Assoziativitét ist

—_ = = =

HyY = H @ (HYY @ (@ HYY) )
= 0@ o Y =Y, @ HYY.

(vi) Aus einer Hadamard-Matrix erhdlt man wieder Hadamard-Matrizen,
wenn man Spalten oder Zeilen vertauscht oder wenn man Spalten oder
Zeilen mit (—1) multipliziert.

Daher kann man aus jeder Hadamard-Matrix eine neue konstruieren,
die nur 41 in der 1. Spalte und 1.Zeile hat.
Definition: Solche Hadamard-Matrizen heiflen normalisiert.

Die HZ(it) sind normalisiert.

(vii) Abgesehen von den H{ ist es schwierig, Hadamard-Matrizen zu kon-

struieren.

Lemma 4.3 Sei H eine n x n-Hadamard-Matriz. Dann ist n € {1,2}, oder
4 teilt n.

Beweis: Sei n > 3. Wegen Bemerkung 4.2 (vi) kann man annehmen, dass
die ersten 3 Zeilen von H so aussehen:

1-1 1-1 1—1 1-1
-1 1-1  (-)—(-1) (-1 (-]
1-1 (-1)-(-1)  1-1  (-1)-(-1),

mit vier Blocken der Langen ¢, 7, k, [, mit i +j+ k41 = n.
Die Zeilen von H sind paarweise orthogonal. Das gibt im Fall

1.& 2. Zeile: 0 = i+j—k—1 (A)
1. & 3. Zeile: 0 =i—j+k—1 (B)
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2.&3. Zeile: 0 =i—j—k+1 (C)

(A)+(B) =i =1, mit(A)=j = k,
mit (C)=1i = j = k = L.
Alson =4-i, = nist durch 4 teilbar. O

Bemerkung 4.4 Warum kann man das Argument von Lemma 4.3 nicht
erweitern auf 4 Zeilen und 8|n ?

In Lemma 4.3: 4 Variablen ¢, 7, k,l; 3 Zeilen orthogonal, also (;’) = 3 Glei-

chungen; ausrechnen = i =j=k=1l=—=n=i+j+k+1=4i = 4n.
Im allgemeinen Fall von k Zeilen: 2¥~! Variablen und (g) Gleichungen,

Fiir k > 4 ist (§) < 27! — 1, also hat man nicht 2~! — 1 Gleichungen, also
kann man nicht aufi =j =k =1 =--- schlielen.

Vermutung 4.5 Fir alle n € N, die durch 4 teilbar sind, gibt es n X n-
Hadamard-Matrizen.
Der erste offene Fall (%) ist n = 268. Schon der Fall n = 12 ist nichttrivial.

Definition 4.6 Sei n > 2. Aus einer n X n-Hadamard-Matrix H erhilt man
folgendermafen einen Hadamard-Code C(H) C F%:

Zuerst ersetzt man in allen Eintrdgen von H 1 durch 0 € Fy und (—1)
durch 1 € IF; und nennt die neue Matrix

A(H) € M(n x n,Fy).
Dann ist der Code
C(H) = {Zeilen von A(H)} U ((1,...,1) + {Zeilen von A(H)}).

Offenbar ist |C(H)| = 2n.
Notation: e := (1,...,1) € F%.
Satz 4.7 (a) C(H) ist ein (n,2n, 5)-Code
[n = Wortlinge, 2n = |C(H)|, 5 = d(C(H))/.
[Es ist nicht behauptet, dass C(H) ein linearer Code ist.]
Man hat eine prdzise Aussage tiber die Hamming-Abstinde:
Fiir alle x € C(H) gilt:
dy(z,z) =0, du(xz,z+¢€) =n,
VyeCH)—{x,z+e} istdy(z,y) = 5.
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(b) Bemerkung: d(C(H)) = % ist schon grof, aber die Informationsrate

log,(2n)
n

R(C(H)) =

st sehr klein fiir grofies n.

(c) Sein =2" > 2. Der Standard-Hamming-Code C(H. mt ) ist ein linearer
2™ m 4+ 1,2m"-Code  [m + 1 = log, |C(Hy HEY )/

Beweis:
(a) 4.2 (i): Verschiedene Zeilen von A(H) unterscheiden sich an genau 3
Stellen. Daher gilt

x € {Zeilen von A(H)} = x + e ¢ {Zeilen von A(H)}.

Daher ist |C(H)| = 2n.
Die Aussagen zu den Hamming-Absténden folgen auch sofort aus 4.2 (i).

(b) Klar.

(c) Wegen (a) ist nur zu zeigen ist, dass C (Héff)) ein linearer Code ist.

Behauptung: Die Menge {Zeilen von A(H, HED )} C F% ist ein Untervektor-
raum von I der Dimension m.

Beweis: Mit Induktion nach m.

m = 1:
sty (0 0
- (02).

Die Menge {(0,0), (0,1)} C IF3 ist ein Untervektorraum der Dimension 1.

m—m + 1:

H(St) H(St)
Hy)y = HY@HR) = U]

{Zeilen von A(HSD)} = {(x,2) |  Zeile von A(HS)}
{(z,e+ z) | x Zeile von A(HED)Y.

U
c FI

(i) Diese Teilmenge ist invariant unter skalarer Multiplikation mit Fy:
Wegen Iy = {0, 1} reicht es zu zeigen, dass diese Teilmenge die 0 enthélt.
Das tut sie, denn die Matrix H. (m)+1 ist normalisiert (4.2 (vi)), also ist ih-
re erste Zeile gleich (1,...,1), also ist (0,...,0) = 0 € FZ"" in der Menge
{Zeilen von A( Q(f,fﬂ)}
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(ii) Diese Teilmenge ist invariant unter Addition:

(z,2) + (y,y) = (z+y,z+y),
(z,2) + (y,e+y) = (v+ye+x+y),
(z,et+x)+ (y,e+y) = (x+y,z+y)

Induktionsannahme = z + y ist eine Zeile von A(Héff))

= (z+y,z+y) und (z +y,e+ x + y) sind Zeilen von A(Héf,fll).
(i) und (ii) geben den Induktionsschritt. Die Behauptung ist bewiesen. (O)
Folgerung:

C(HE) = {Zeilen von A(HED)} U (e + {Zeilen von A(HED)))

. . m . .
ist ein Untervektorraum von F2" der Dimension m + 1.

Beweis: Nach (a) ist das eine Menge mit 2! Elementen.

Invariant unter skalarer Multiplikation: 0 € C(HS) wegen (i). Gleiches Ar-
gument wie in (i).

Additiv: Seien x,y € {Zeilen von A(Héff))}.

Nach der Behauptung ist dann z + y € {Zeilen von A(Héff))}

Esist auch x +y = (e + ) + (e + y).

Es folgt auch (e +2) +y =z + (e + y) € e + {Zeilen von A(HEN}. 0

Bemerkungen 4.8 (a) Die Mariner-Mission 1969 bestand aus 2 Raum-

fahrzeugen.

Mariner 6 startete am 24.02.1969 von der Er(}e und erreichte am
30.07.1969 einen Abstand von 2130 Meilen vom Aquator des Mars.

Mariner 7 startete am 27.03.1969 von der Er(}e und erreichte am
04.08.1969 einen Abstand von 2131 Meilen vom Aquator des Mars.

Zusammen sandten sie 201 schwarz-weifle Bilder zur Erde, jedes aus
zahlreichen Pixeln mit Helligkeitsstufen von 0 bis 63.

Die Bilder wurden mit einer Nebenklasse des Codes C (Hé‘;t)) (= der
Reed-Muller-Code R(1,5), siche Kapitel 5, Satz 5.4) kodiert.

(b) “Coding-Gain”:
Es gibt eine Grofle “SNR” = “Signal to noise ratio” = %,
E, = aufgewandte Energie pro gesendetem Bit,
o = Varianz des storenden “weiflen Rauschens” im Kanal.
Damit ein Code niitzlich ist, muss

SNR(mit Kodierung) < SNR(ohne Kodierung)
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sein. [Je kleiner das SNR ist, desto besser]. Dann heifit

NR(ohne Kodi
10 logus (S R(ohne odlerung))

SNR(mit Kodierung)
coding gain, mit der Einheit “dB”.

Schatzung fiir die Raumfahrt Ende der 60er Jahre:
1 dB coding gain ~ 1.000.000 $

Schétzung 1998:

1 dB coding gain =~ 80.000.000 $

Auf der Galileo- Mission (Hubble-Teleskop) hat nur Kodierung die Mis-
sion gerettet und den Verlust von 10° $ verhindern kénnen.

Definition 4.9 Ein Code C' C F} heifit kommafrei vom Index r € N, falls

Vl’,y,ZEOVkE {27 7n} dH((xk?xk+17"’ y Lpy Y1y 00 73/16*1)72) >

ist.

Bemerkungen 4.10 (a) Ist ein Code kommafrei und treten pro Wort < r

Fehler auf, so kann der Empfinger, falls bei der Ubertragung die Infor-
mation verlorengegangen ist, wo Worter anfangen und enden, aus dem
empfangenen Wort-Bandwurm rekonstruieren, wo die Worter anfangen
und enden und welche Worter gesendet wurden.

Bei der Mariner-Mission 1969 wurde als Code die Nebenklasse ngg +
C(HS") gewiihlt mit

nge = (1000 1101 1101 0100 0010 0101 1001 1111) € F32.

Sie ist kommalfrei vom Index 6.

C (Hégt)) hat auch 32 Nebenklassen, die kommafrei vom Index 7 sind, al-
lerdings keine von einem Index > 8. Jede Nebenklasse hat 64 Elemente
= 64 Reprisentanten, da |C(H§§t))| =2-32 =064 ist.

Also existieren 64-32 Elemente von IF32, mit denen man von C(H. 2(?)) zZu

einer der 32 Nebenklasse, die kommafrei von Index 7 sind, iibergehen
konnte.

Aber gegeniiber allen diesen Elementen hat ngg einen entscheidenden
Vorteil, der dazu gefiihrt hat, dass es allen diesen Elementen v vorge-
zogen wurde: In einem Sinn, der hier nicht prézisiert wird, kann man
es schneller erzeugen und besser damit arbeiten als mit allen 64 - 32
Elementen der Nebenklassen vom Index 7.
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Kodieren und Dekodieren der Codes C(HQ(ff))

Das 148t sich effizient durchfiihren, aufgrund schéner Eigenschaften von H. (1),

Angewandt wurden die Verfahren bei den Mariner 69 Sonden.

Satz/Definition 4.11 (a) (Definition) Induktiv iber m € IN werden Ma-
trizen G, € M(m x 2™ Fy) definiert durch

G1 = (01),

Also ist zum Beispiel

0 0/l1 1
Gz'_<0101>’
0000[1 111
G; = 00110011 ],
010 1/0 101
0000O0OO0OOGO|1 1111111
Q. - 000O0T1T1T1T1/0000T1T1T11
4o 00110011001 100T1°1
01010101/01 010101

(b) Die Spalten von Gy, sind die Zahlen 0,1,...,2™ — 1 bindr geschrieben,
d.h. bei j € {0,1,....2" =1} und j = > 1, jp - 2" st

Jm
= (j + 1)-te Spalte von G,,.
J1

(c)

GGy = AHED).

m

Beweis:
) ok.

(a
(b) Beweis mit Induktion: Klar.
(

c¢) Beweis mit Induktion nach m:

m=1: ()0 )= (0 1) =ap p )= aw)
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m— m + 1:

0
an
. 0 0---0/1---1
G:ﬂ-’-l ' Gm+l = 1 : ( Gm Gm )
e
1
0-0+G! -Gy | 0-1+Gt -Gy
1
| to+GLGa | | (1 1)+ Gt -G,
1
AHSY) | A(HSE
= 5 1---1 <
A(HE) (1 ”1) + A(HED)

= 4 H%w% Hé?)
st st
= AHSY  HEY)

Bemerkung 4.12 Drei Beschreibungen der H. (1),

1) Bemerkung 4.2 (v): Induktive Definition, Héff) = Hé‘%) ® Héif)_l.
2) Satz 4.11 (¢), G! -Gn = AHED),
mit A:{1,-1} - Fy,1—0,-1+ 1.

3) Satz 4.16 (b), HED = MW - ME) - M.

1) —  HSY Hadamard-Matrix, C(HSY) linearer Code (Satz 4.7
(c))-
2) —  schone Erzeugermatrix, schnelles Kodieren (Korollar 4.13).

3) —  schnelles Dekodieren (Lemma 4.14 und Satz 4.16): Ent-
scheidend fiir die Wahl von C (Hg(,;t)) bei den Mariner ‘69 Sonden.
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Korollar 4.13 (Kodieren des Codes C(HQ(ff)))

(a) Sei j € {0,1,2,...,2"" —1}). Die (j + 1)-te Zeile der Matriz
( A(H) >
A(=Hy)

. . o 1---1
(]m+17jm7-~-7j27]1)' Gm )
m—+1

bei j = > jp- 281 (Jmg1s - -+ J2,41) € FoHL
k=1

18t

Bemerkung: {Zeilen dieser Matrix} = C(Héff)).
(b) Eine FErzeugermatriz (nicht in Standardform (1, P), aber trotzdem
schin) des Codes C(HEY) ist

1---1
GoF = ( o > € M((m+1) x2™Ty).

c odierun e Kodierungsabbildun — m ) 1st daher ein-
(c¢) (Kodierung) Die Kodierungsabbildung 7' — C(HSY) ist dah
fach die Abbildung

Umt1s o5 d1) = (Gmegr 1) - Go7

Bemerkung:  Fir  die  Realisterung  der  Bindrdarstellung
(Gmgts s J2,51) € FZY einer Zahl j € {0,1,...,2m+ — 1})
braucht man blofi einen Digitalzdhler. Er durchliuft dann die Spalten
von G-

Beweis: (a)+(b) Fir 0 < j < 2™ — 1 folgt (a) aus Satz 4.11 (b)+(c), fiir
2m < j < 2™+ 1 ist es dann auch klar.

Daher erzeugen die Zeilen von Gf'* den linearen Code C (HQ(ff))

G&'* ist eine Erzeugermatrix, denn

{Zeilen von G5 *} =m+ 1= dim C(HS).
(c) klar. O
Lemma 4.14 (Dekodieren der Codes C(Hg(frf))
(a) (Definition) Fir x = (xy,...,x,) € FY sei
AN x) = (A (21),..., A (z,)) € M(1 x n, {1,—1})

mit A1 Fy — {1,-1},0— 1,1 — —1.
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(b) (Dekodieren) Wird ein Wort x € C(HSY) gesendet und ein Wort y =
x+c € FZ" empfangen mit

ceFs" w(c)<2m?—1 (= %-2m =1 der Linge von x),

so ist x durch die Figenschaft eindeutig bestimmt, dass es das einzige

Wort in C(HSY) mit A=Y (z) - A= (y)" > 2m=1 4 2 ist. Genauer gilt:
Al (x) - ATy = 2mh 2

AN eta) - AT y)" = (mAT(2) AT ()" <277+ 2),
A7) - A7) < 27— 2 fiiralle 2z € C(HSD) — {z,e+z}.

Die Zuordnung y — x ist die maximum likelihood-Dekodierung, falls
w(c) <2™72 —1, d.h. falls die Anzahl der Fehler < 2™7% — 1 war.

Beweis: (a) Definition.

(b) Im fehlerfreien Fall z = y ist A~!(z)A~(y)"" = 2™. Jeder Fehler ernied-
rigt die Summe um 2, also

Al z) - Ao+ =2" -2 w(c) > 2™ 2 + 2.
Wegen A7l (z +¢e) = —A7Y(z) ist
e 240" = A A0 202

Fiir z € C(H, ) ist

daher ist

A7 (2)- A" (x +¢)] = |Eine Summe mit w Summanden, jeder € {42}
< 2-w(e) <2m -2

O

Bemerkung 4.15 Zur Dekodierung in Lemma 4.14 (b) muss man die Pro-
dukte aller Zeilen von H. Q(ff) mit A~ (y)"" testen, also muss man die Abbildung

ATy — HED AT )T, M(27 x 1 {1,—1}) — M(2" x 1,7)

durchfiihren. Sie heiit Hadamard-Transformation.

Satz 4.16 zeigt, wie man sie schnell ausfithren kann. Satz 4.16 wurde von
Green (Mitarbeiter am JPL = Jet Propulsion Laboratory) gefunden und
in der “Green machine” zum Dekodieren der Signale von den Mariner '69-
Sonden implementiert.

Ein allgemeineres Rezept, ausgehend von einer “schnellen Fourier-
Transformation fiir endliche abelsche Gruppen” wurde von Welsh (un-
abhéngig) entwickelt.
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Satz 4.16 (Schnelle Hadamard-Transformation)
(a) (Definition) Firm >1 undi=1,2,...,m sei
M) = Tgms @ HSY @ i1 € M(27 x 2, {0,1, —1}),

wobei 1y, die k X k-Einheitsmatrixz ist. Zum Beispiel ist

MQ(Z}) _ ( ]]_2an1 ‘ ]]_2m71 ) :

]12m—1 ‘ —]12m—1

]12m—2 ]12m—2

]12m—2 —]12m—2

(m=1)
M2m o ]12m—2 12m—2 ’

S P
Hést)
M) =
H2(st)

Bei jedem MQ(Q sind pro Spalte zwei Eintrige in {1,—1} und alle an-
deren Eintrdge gleich 0.

(b)
HED = M5 - MY

(c) Multipliziert man A=(y)" € M(2™ x 1,{1,—1}) von rechts direkt an

HQ(ff), so muss man sehr oft 2 Zahlen addieren, ndmlich (2™—1)-2" mal
(2™ — 1 = Anzahl der Additionen pro Zeile, 2™ = Anzahl der Zeilen).

Nutzt man (b), so geht es viel schneller, wegen der vielen Nullen. Man
muss nur m - 2™ mal 2 Zahlen addieren (m = Anzahl der Matrizen,
2™ = Anzahl der Zeilen).

[Die Multiplikationen werden hier ignoriert.]

Beweis: (a) Definition.

(b) Beweis via Induktion.

m=1: M =H".

m—om+1:Esist 1,,=1,®1,. Firl <i:<mist

M2(2+1 = Tom1- ® HQ(St) ® Tgi-1
®§SS. ]12 ® (]l?m—i ® HéSt) ® ]121'71)
1, @ MY,

MQ(ZL:ZU = HQ(St) @ Lgm,
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Mit der Regel (A® B)(C® D) = (A-C)® (B - D) von 4.2 (iii) m mal
angewandt erhéilt man
MO MUY = My 1y HEY @ (MG MY g
= H @ M- )

(c) Klar. O

Bemerkung 4.17 Der Vorteil an Schnelligkeit % beim Dekodieren
wéchst schnell mit m. Aber die Informationsrate
dimC(HS))  m+1

2m 2m

fallt schnell mit m. Bei der Mariner ’69 Mission war offenbar m = 5 der beste
Kompromis.
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5 Reed-Muller-Codes

Bemerkung 5.1 Die Reed-Muller-Codes sind Verallgemeinerungen der Co-
des C (Héf,f)) Auch die Dekodierungsmethode in Lemma 4.14 (b) verallgemei-
nert sich.

Es gibt (mindestens) zwei Beschreibungen der Reed-Muller-Codes: Eine kon-
krete kommt gleich. Eine andere kommt am Ende von Kapitel 5 als Nachtrag.
Sie ist scheinbar elegant, aber sie gibt wenig Kontrolle und Einsicht in die

Reed-Muller-Codes.

Lemma 5.2 Seim € IN.

(a) Die Menge Abb(FL, IFy) ist ein Fy- Vektorraum und als solcher kanonisch
isomorph zu W2 : zuerst beachte man die Bijektion

(0,1,..,2" —1} — Fm
j:Z]ka_l — (jmw“ajl)a
k=1

es ist die Bindrdarstellung der Zahlen 0,1, ...,2™ — 1.
Daraus erhdlt man die folgenden Bijektionen,

Abb(FE, Fy)  — Abb({0,1,...,2" =1}, Fy) — F3"
(FiFg —Fy) — (f:{0,1,2" =1} = Fy) — (F(0), f(L)..... f(2" — 1))

mit f(]) = f((]?m 731))

Sie sind - Vektorraumisomorphismen.
Daher hat der Fy-Vektorraum Abb(F5, IFy) die Dimension 2.

(b) (Definition) Fir k € {1,2,...,m} ist z;, € Abb(F3, Fy) die k-te Koordi-
natenfunktion

zi By = Foy o (s s J1) 2 Jmti—ke
(Lemma,)

(c)

Abb(F3, Fy) = {Polynome in z1, ..., 2, }.
Vorsicht: Hier sind zi,..., 2, keine Variablen, sondern die oben gewdhlten
Funktionen, mit der Relation 2§ = z.
Eine Fy-Vektorraumbasis bilden die 2™ Monome z;, - ... - 2;

und i; < ... <1 (im Falll =0 ist das Monom :=1).

mit 0 <l <m

l

Beweis: (a) Dass die genannten Abbildungen bijektiv sind, ist klar.

Erinnerung an die Vektorraumstruktur auf Abb(X, K') mit X = eine belie-
bige Menge und K = ein Korper:
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fir A€ K, f € Abb(X,K), z € X ist (A- f)(z) := X+ f(x),

fir f1, fo € Abb(X, K), x € X ist (f1 + f2)(z) := fi(x) + fo(2),

also werden skalare Multiplikation und Addition iiber die Werte defi-
niert.

Auch bei 2" werden skalare Multiplikation und Addition iiber die Werte
definiert. Also ist die zweite Abbildung ein Vektorraumisomorphismus.
Die erste ist es sowieso.

(b) 2% = 2, gilt, denn die Werte sind in Fy, und 02 = 0,1? = 1.

(c) Der Beweis hat sieben Schritte, zuerst eine Definition, dann lauter ele-
mentare Beobachtungen.

(i) Definition: Fiir s € F* ist f; € Abb(F7*, IFy) definiert durch

m

fs = H(zk + s+ 1).
k=1
. . ] 1 fiirt =s,
(ii) fs erfiillt fy(t) = { 0 fiir t € I — {s}.

(iii) Jede Funktion f € Abb(F%', Fy) lidsst sich als Linearkombination der
fs schreiben, namlich

f: Zf(5>fs

seFy

(iv) (Nicht relevant fiir das Folgende) Die f;, s € IF}", sind ein Erzeugenden-
system des IFo-Vektorraums Abb(IF5', IFy). IThre Anzahl ist gleich seiner
Dimension, gleich 2™. Also sind sie eine Basis.

(v) Die f, sind schreibbar als Polynome in den z;. Daher sind alle Elemente
von Abb(IF5*, F5) schreibbar als Polynome in den z.

(vi) Vorsicht: Hier werden nicht Polynome in abstrakten Variablen betrach-
tet, sondern in den Funktionen zy, ..., 2,,. Wegen (b) 27 = z, konnen
verschiedene Polynome die gleiche Abbildung in Abb(FF%*, F5) geben.

Insbesondere lisst sich wegen (b) 27 = z;, jedes Monom auf ein Monom
der Gestalt

Zi mit0<lI<mundi <..<7

1 .2

l

reduzieren. Daher bilden diese Monome ein Erzeugendensystem des Fa-
Vektorraums Abb(F5, Fy).
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(vii) Wegen

[{diese Monome}| = [{{i1,....,0}|0<I<m,i3 <..<i}
|Potenzmenge von {1, ..., m}|
— 9™ = dim Abb(F7", F,)

bilden sie eine Basis.

Definition 5.3 Sei m € N und r € {—1,0,1,...,m}.
Der Reed-Muller-Code R(r,m) C F2" ist definiert durch

{Polynome in z, ..., z,, vom Grad <r} C Abb(F5, Fy)
induzierte | Bijektion Bijektion | von 5.2 (a)
R(r,m) C 2"

Im Folgenden werden mit Hilfe der Bijektion von Lemma 5.2 (a) die Mengen
Abb(F7, Fy) und 2™ identifiziert.

Satz 5.4

R(1,m) = C(HS).
Also “sind” 1, z, ..., z,, eine Fy-Basis von C(Héfp), insbesondere sind sie in
C(Héif)). Tatsdchlich “ist” z, die k-te Zeile der Matriz G,,.
Erinnnerung: Nach 4.13 (b) ist G&% = (1Gml) eine Erzeugermatriz von
C(Héf,f)). Seine Zeilen “sind” also genau die Elemente 1,z ..., 2z, (in die-
ser Reihenfolge).
Beweis: Das Polynom 1 gibt bei der Identifikation von Abb(F7*, Fy) und
2™ die Zeile (1,...,1).
Es reicht daher zu zeigen, dass z; die k-te Zeile von G,, ist.
Erinnerung an 4.11 (a):

1

m

G (01) , Gour = < oé..o

1..

G
00 111 0000 | 1111
also zum Beispiel Gy = ( 01 101 ) , G3= 0011|0011
0101 | 0101

Erinnerung an 4.11 (b) und 5.2 (b): Sei j € {0,1,...,2" =1}, j = > 1" Jk -

281 also ist (jim, ..., j1) die Binirdarstellung von j.
Jm

Die (j + 1)-te Spalte von G, ist
J1
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Unter den kanonischen Bijektionen hat man daher

k-te Zeile von G,, ~ die Abbildung in Abb({0,1,...,2™ — 1}, Fy) mit
j = jm+1fk

~ die Abbildung z

Satz 5.5 a)

R(—1,m) = {(0,...,0)}*="{0} = {Polynom 0},
R(O,m) = {(0,...,0),(1,...,1)}*="{Polynome 0 und 1},
R(m,m) = T3 “=" Abb(Fy', Fy) = {alle Polynome}.

b) R(r,m) ist ein linearer Code, ein 2™, (7)+(7)+- -+ ("), 2™ "]- Code.

(Erinnerung: [Wortlinge, Dimension, minimaler Hamming-Abstand].)

Beweis:
(a) R(—1,m) = {0} : Das einzige Polynom vom Grad < —1 ist das Nullpo-
lynom.

R(0,m) = {0,1} : Die einzigen Polynome vom Grad < 0 sind die konstanten
Polynome 0 und 1.

R(m,m) = Abb(F7*, Fy) : Jede Abbildung ist Linearkombination der Mono-
me z;, - ...z; mit 0 <1 <m.

(b) Linearitét des Codes: ok.

Wortlédnge = 2™: ok.

Dimension = ( ) (T) ( ):
Fiir ein festes [ mit 0 < § gllt

[{Monome z;, - ... - z;, mit i3 < ... < i;}|

l

|{ Teilmengen von{1, ..., m} mit [ Elementen }| = (7)

Die z;, + ... - z;, mit 0 <1 <7 und i; < ... < 4 sind eine Basis von R(r,m).

d(R(r,m)) =2m"":
d(R(r,m)) fineer min(w(f) | f Polynom vom Grad <r).

Betrachte f = z;, - ... - 2z, mit i3 < ... <.

T

w(f) = o € FY' | f(x) = 1} = [ € By |y = o = 2, = 1} = 27

also ist d(R(r,m)) < 2™,
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1. Beweis von d(R(r,m)) > 2™ ": In den Bemerkungen 5.6 (iv)—(vii), trick-
reich. Dieselben Tricks werden auch fiir die Dekodierung in Satz 5.7 ge-
braucht.

2. Beweis von d(R(r,m)) > 2™7": Am Ende von Kapitel 5 in Bemerkung
5.12, eleganter. O

Notationen/Bemerkungen 5.6 Sei m € IN.

(i)—(iii) sind Notationen,

(iv)—(vii) ist der 1. Beweis von d(R(r,m)) > 2™,
(viii)—(x) sind Vorbereitungen fiir Satz 5.7 (=Dekodierung).
(

i) Sei f € Abb(F75', IF). Der Trager = Support von f ist

supp(f) :={z € Fy" | f(z) = 1}.

Wegen

1 x € supp(f)
flo) = { 0 x ¢ supp(f)

bestimmt supp(f) die Abbildung f. Es ist

w(f) = |supp(f)|.

(ii) M = {1,...,m}.
Sei I ¢ M, 1I°:= M — I (¢~ complementary set).
Sei s € I8, s = (s1,. .. Sm). Definiere das Polynom

Pro =[] (zi + si +1) € Abb(F5, Fy).

iel

PI,(l ..... 1) = HZZ

el

Es ist

ein Monom. Es ist

supp P, = {z € Iy | Pr(x) =1}
{reFy |Vielx =s}

{die z € ', die auf I so aussehen wie s}.

(ii)
Sri=suppPro={z el |Vielx =0}

ist ein Untervektorraum der Dimension m — |I| von FJ'. Es ist

supp Prs =Sr+s={z+s |z € S},
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also ist supp Py, ein affiner Unterraum der Dimension m — |I| von F3.
Es ist

Prs=Pry <= supp Pps =supp Pr,
— S;+s=857+t
<= s und t sehen auf I gleich aus ,

dh. Viels; =t
= s—tesSs
<— teSr+s.
* S
: SI.{.g = §I+ t = cupp ]?_E,s

0]

Es gilt: Bei I und s wie oben gibt es ein eindeutiges ¢t € Sye mit Py, = Pry,
néamlich

- S; firiel
10 firig I

Es gilt '
Fo = Utes,c(sf +1).

(iv) Seien I, J C M und s,t € FJ.
supp(Prs- Pyy) = {x € FY | Prs(x) - Pry(z) =1}
= {z ey | Prs(x) =1= Pj(z)}
= supp Prs Nsupp Py
= (S;+s)N(S;+1).
1. Fall, = (): Das gilt dann, wenn 37 € I N J mit s; # t;.

2. Fall, # (): Das gilt dann, wenn Vi € I N J s; = t;. Dann gibt es ein
re (Sr+s)N(Sy;+1t), und dann ist

supp(Prs- Pyy) =S N Sy+r =Sy +r.

Es ist
0 im 1. Fall,
| supp(Prs - Pry)| = { 9m=T0J| i 2. Fall.

(v) Behauptung: Seien I, J C M mit |I| < |J| und s,t € F}'. Dann gilt
=1 falls I = J,

gerade sonst.

|(Sf+s)m(SJc+t)|{
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Beweis: Fall [ = J:

(S;+s)N(Spe+1)={t} mit ¢ =s firiel,
t; =t; fiiri ¢ I.

Fall I # J und (S;+ s) N (Sye +¢) = 0: Dann ist |...| = 0 gerade.
Fall I # J und (S; + s) N (Sye +t) # 0: Dann ist nach (iv)

(Sr+8) N (Sye + )] = 271127,
Wegen I 7 J und |I] < |J] ist TUJ G M und [TU J?| < m. Also ist dann
2m= 1197 gerade. n

(vi) Seien fi, ..., fi € Abb(F5", Fy), sei T C F7.
Behauptung:

!
|supp(fi + ...+ fi) N T EZlSupp(fi)ﬂﬂ mod 2.
i—1

Beweis: 1. Reduktion: Es reicht, [ = 2 zu betrachten, denn dann folgt der
allgemeine Fall induktiv.
2. Reduktion: Es reicht, eine Menge T' = {t} zu betrachten.

|supp(f1 + f2) N {t}| =1 mod 2

t € supp(f1 + f2)

(fi+f)t)=1

(fi(t) =0und fo(t) = 1) oder (fi(t) =1 und fo(t) = 0)

Z |supp(fi) N{t}| =1 mod 2.

i=1

(R

(vii) Sei J C M, r:=|J| > 0. Dann ist

ein Monom (im Fall J = ) ist es gleich 1) mit

supp Pra,..1y = S;+(1,...,1),
alsow(Pra..1y) = [S;+ (1., 1))=2m".

Betrachte nun ein “gestortes” Polynom

f=Pra,..1)+ Z mr - Pra,..n

ICM, |I|<r, I#J



mit beliebigen m; € {0,1}. Das Polynom f hat Grad r (
weil es das Monom Py, 1) enthilt.

1111

Behauptung 1:

w(f) 2| supp(f)| > 2"

Bewelis:

I UtesJ(S e+ 1),

UtesJ supp(f) N (Sye +1).

supp(f)

Mit der Behauptung 2 unten folgt nun
|supp(f)| > Y 1=[S,|=2"""

teSy
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nicht Grad < r),

O

Behauptung 2: Fiir alle t € S ist supp(f) N (Sye +t) # 0, und es ist sogar

| supp(f) N (Sye + t)] ungerade (aber oben wird nur |...| >

;L‘: —bt
Sl
R
o
0

Beweis: Wegen (vi) und (v) ist modulo 2

|supp(f) N (Sse +1)] (1)) N (Syeqt)]

2.

IcM, |I|§7‘7 I#J, mr=1

1+ >

ICM, |I|<r, I£J, mi=1
mod 2.

1

Jedes Polynom f € R(r,m) — {0} kann man als ein gestor
deg(f) statt r) interpretieren. Aus der Behauptung 1 folgt

w(f) = [supp(f)| > 27~ 14Dl > 2m-r.

1 gebraucht).

(L)) N (Syeqe)]

O

tes Polynom (mit
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Also ist d(R(r,m)) > 2™"". Der 1. Beweis von Satz 5.5 (b) ist fertig.

(viii) Definiere eine Paarung

<= i ADB(FD,F,) x Abb(F2, Fy) — T,
< fg= = Y f(z)-glz) €Ty

zelFY
Beobachtung;: = (|supp(f - ¢)| mod 2) € Fs.

Daraus und aus (iv) und (v) folgt die néichste Behauptung.

Behauptung: Seien I, J C M mit |I| < |J]|, und seien s,t € FJ'. Dann ist

1 fir I = J,

P Pc =
= s Lot = {0 sonst.

(ix) Sei r € {0,1,...,m} und

f= Y m; Pra.y€R(r,m)  (mit m; € Fy beliebig).

IcM, |1|<r
Dann gilt fiir J C M mit |J| = r und fiir beliebiges ¢ € F’

(viid)
< f, Pyey == Z mr < Pra,..1), Pres = ="my.
ICM, |I|<r

So kann man den Koeffizienten m; von f berechnen.

(x) Behauptung: Sei f € Abb(F%", F5) und sei J C M. Dann ist

w(f) L |supp(f)] = [{t € Sy | < f, Py == 1},

Beweis:
| supp(f) N (Sye +t)] mod 2 (vitd) < fyPjeg =1
= Jdaz esupp(f)N(Sye +1).

Es folgt sogar: |...| ungerade <= < f, Pjc; == 1.
Man erhélt eine injektive Abbildung

{te S| <fPrer=1}1 — J,_ (swp(f) 1 (Sse +1)) = supp(/)

t —— solch ein =
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4
IL#
‘|::‘i=i= S&E{--f;,
{
R np g
e g
Y S

Satz 5.7 (Dekodierung von Reed-Muller-Codes)
Seim € N und r € {0,1,...,m},

f = Z miPra,.1) € R(r,m) ein gesendetes Wort,
IcM, |I|I<r
g = f+ee Abb (F]', Fy) das empfangene Wort (e fiir “error”)

mit w(e) < 2™

Dann bestimmt man, ausgehend von g, einen Koeffizienten my von f fir ein
I 'mit |I| =r folgendermaflen:

Man berechnet alle < g, Prey =€ ¥y fiirt € Sy = supp(Pro) [Untervektor-
raum, |St| = 2™7"]. Mehr als die Hilfte hat den Wert my. “Mehrheitsent-
scheid” liefert my.

Wenn alle my fir I mit |I| = r berechnet sind, macht man folgendermafen
weiter: Man arbeitet mit

f:z f — Z mlpl,(L...,l) = Z mIPI,(l,---,l)

IcM, |I|=r IcM|I|<r

(ohne es zu kennen) statt f, als neuem gesendeten Wort, und mit

gi=9—>_ miPry

IcM
statt g als neuem empfangenen Wort (das man kennt) und mit r — 1 statt r.

Beweis:

Nach Bemerkung 5.6 (ix) ist < f, Prey == m; V t € S (sogar V t € F7").
Nach Bemerkung 5.6 (x) ist < e, Pre; >== 1 fiir hochstens w(e) Werte von
te S

Daher sind mindestens |S;|—w(e) > 2" " —2m"""1 = 2m="=1 der 2™~ " Werte
< g, Prey === f +e, Prey = gleich zu my. O
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Bemerkung 5.8 Vergleich mit der Dekodierung von C (HQ(ff)) Lemma 4.14:

Bei R(r,m) muss man in Satz 5.7 2"~" Produkte von Zeilenvektoren der
Lange 2™ berechnen, bei C(Héff)) 2™ Produkte.

Aber in Lemma 4.14 sind die Koeffizienten in {—1, 1} und die Werte in Z, und
am Ende ist das gesendete Wort bekannt. In Satz 5.7 sind die Koeffizienten
und Werte in I, und am Ende ist nur ein Koeffizient m; bestimmt.

In Satz 5.7 braucht man fiir das ganze gesendeten Wort

<m> .2m—r.(2m—1)+< " )2”"(7“‘”-(2’”—1)+---+ (73)2"“0-(?—1)

r r—1

Additionen (hier ist (") = Anzahl der I C M mit|I| =r,

Qm—r _— |Sl|a

2™ — 1 = Anzahl der Additionen bei einem Skalarprodukt < g, Pre; >).
[Wahrscheinlich kann man das verbessern, aber so etwas elegantes wie Satz
4.16 sehe ich nicht.]

Jetzt als Nachtrag ein anderer Zugang zu den Reed-Muller-Codes:

Definition 5.9 Es seien Cy,Cy C Iy zwei Codes (nicht notwendig linear).
Ein Code (Cy | Cy) C 2" ist definiert durch

(Cl | Cz) = {(u,u—i—v) ’ u € Cl,’U S CQ} C ]an

Diese Konstruktion heifit (u, u + v)-Konstruktion.
[Vorsicht: i.a. (Cy | C) # (Cy | Cy)]

Satz 5.10 Es seien C1,Cy C Iy

(a)

(Cy | Cy) C FFY, [(C1 | C)| = |Cy] - [Cy)
d((Cy | Cy)) = min(2d(CY),d(Cs))

also ist (Cy | Cy) ein (2n, |Cy] - |Cy, min(2d(C), d(Cs)) - Code.
(b) Cy und Cy seien lineare Codes.

(i) Dann ist (Cy,Cs) ein linearer 2n, dim Cy + dim Cs,
min (2d(C4),d(C3))] - Code.

(i1) Sind Gy und Gy Erzeugermatrizen von Cy und Csy, so ist

G, Gy
0 Gy

eine Erzeugermatriz von (Cy | Cy).
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Beweis:
(a) Nur d((C} | C2)) = min(2d(C}),d(Cy)) ist nicht trivial.

7 <7 Seien ug,ug € C, v1,v9 € Cs.

di((ur,uy +v1), (U2, u2s +v1)) = 2dg(uq,us)

dp(uy,uy +v1), (ur,up +v2)) = dp(vi,ve)
7 >7 1 Seien uy,us € Cp, v1,v9 € Cy

dp ((uy, uy + v1), (ug, us + v2))

QdH(Ul, UQ) falls V1 = Uy
dp(ur,u2) + dp(uy + vy, ug +v9)  falls vy # vy

Im zweiten Fall schédtzt man mit der Dreiecksungleichung ab

dp(uy + v, u1 +ve) < dg(uy + vy, us + va) + dp(uy + va, ug + vg)

und erhalt
dp((uy,uy + v1), (uz, ug + v9))
= dH ul,uQ) + dH(u1 + V1, U2 + U2)
> d Uy + vy, Uy + ve) — di(uy + v, us + vg)

(
(

dp(ur,uz) +dpy

dy U1,U2)-

U17U2) - dH(UhuQ)

(
(
m(u1,ug) +dy
(
(

(b)
(i) Linear ist klar, der Rest folgt aus a).

(ii) aus der Definition von (C; | Cs); weil beide Codes linear sind, ist u =
0eCiundv=0e¢€C,.

O

Satz 5.11 Die Reed-Muller-Codes R(r,m) fir m € N,r € {—1,0,...,m}
erfillen:

(@) R(~1,m) = {0} C IF5"
(8) R(m,m) = F3"
(v) R(r,m)=(R(r,m—1) | R(r—1,m—1)) fir 0<r<m-—1.

Dadurch sind sie eindeutig bestimmt. Also kann man sie durch diese Eigen-
schaften definieren. Das ist der zweite elegantere Zugang zu den Reed-Muller-

Codes.
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Beweis:
() und (5) folgen aus Satz 5.5a)

(7) Wegen der (u, u+ v)-Konstruktion ist es interessant, wie sich die Einbet-
tungen

X1 ]Fgm_1 — TF2" und
u —  (u,u)

xo B3 = FY
v — (0,v)

tibersetzen, wenn man mit den Bijektionen von Lemma 5.2 (a) von den
Réaumen F2" und FZ" zu den Réumen Abb(FT~! FF,) und Abb(F7, IF,)
iibergeht.

Behauptung: y; geht iiber in ¢, und yo geht iiber in o, mit
¢1: Abb(F3" 1 Fy) —  Abb(F5, )

f(Zl,.. Zm— 1) — f(ZQ,.. Zm)
@9 : Abb(F7" 1 Fy) —  Abb(F7, Fy)
)

f(z1y o 2me1) = 21 f(22, 000 2m) = 21 01(f)-

Beweis: Die Funktion zx.; € Abb(F5", Fo) bildet (jm, jm—1, -, 1) auf jom oy
ab, und die Funktion z; € Abb(F}' Fy) bildet (jn_1,-..,J1) auf j,_o.x ab.
Daraus folgt die Behauptung fiir ¢; und x;.

Die Funktion z; € Abb(F3', ) bildet (jm, jm-1, .., J1) auf j,, ab. Daher ent-
spricht sie unter der Bijektion von Lemma 5.2 (a) dem Tupel (0, ...,0,1, ..., 1)
(mit 27! mal 0 und 2™! mal 1). Und ecine Abbildung z - f(z1, ..., Zm)
entspricht dem Tupel (0, ...,0, f(2™71), ..., f(2™ — 1)). Daraus folgt die Be-
hauptung fiir o und yo». (O)

Ein Polynom in R(r,m) ldsst sich nun auf eindeutige Weise schreiben als
o1(f) + 21 ¢1(g) mit f € R(r,m—1),9g € R(r—1,m —1).

Abb(FP-1 Fy) — FZ
f = u
g — v
Abb(FP Fy) — 2"
p1(f) — (uu)
ei1(9) — (0,v)
so(f)+21 1g) — (wu+tv)
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Bemerkung 5.12 Aus Satz 5.10 und Satz 5.11 folgt d(R(r,m)) = 2™ " fur
re{0,1,...,m}.

Beweis: Fir R(m,m) ist d(R(m,m)) =1 = 2" Klar.

Fiir R(0,m) ist R(0,m) = {{(0,...,0),(1,...,1)} und d(R(0,m)) = 2m°,
Induktion nach m fiir 1 < r < m — 1: Im Induktionsschritt gehen die oben
behandelten Werte d(R(m — 1,m — 1)) und d(R(0, m — 1) ein.

Induktionsschritt m — 1 — m :
d(R(r,m)) = min(2d(R(r,m —1)),d(R(r —1,m — 1))
min (2 X 2(m71)77", 2(m71)7(r71))

= min (2777, 2777) = 2,
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6 Endliche Koérper, Polynome

Dieses Kapitel ist ein Schnellkurs iiber endliche Korper und Polynome. Es ist
Algebra, nicht Kodierungstheorie. Ich werde es in der Vorlesung sehr schnell
abhandeln.

Der Inhalt dieses Kapitels wird nicht fiir sich abgefragt im Rahmen von
Priifungen zur Kodierungstheorie. Insbesondere muss man die Beweise nicht
lesen. Wer die Aussagen schon aus einer Algebra-Vorlesung kennt, muss das
ganze Kapitel nicht lesen.

Aber viele der Aussagen werden implizit ab Kapitel 7 gebraucht. Und in
dieser impliziten Form, ndmlich bei Anwendungen, kénnen sie auch gepriift
werden.

Satz 6.1 Zu jeder Primzahlpotenz q = p"™ (mit p Primzahl und n € IN) gibt
es genau einen Kdorper mit ¢ Elementen.

(Definition:) Er heifst F,.

Es gibt keine anderen endlichen Kérper.

Hauptziel von Kapitel 6: diesen Satz beweisen und die IF, konstruieren.

Definition 6.2 (=Erinnerung)
Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung

o:GxG—G, (ab)—aob
mit den Eigenschaften:
(a) Assoziativitit: (aob)oc=ao (boc).
(b) Einselement: es gibt ein Element e € G mit aoe =eoa = a.

(c) Inverses: Fiir alle a € G gibt es ein “Inverses” b € G mit aob =
boa=e.

Eine Gruppe heifit abelsch (oder kommutativ), falls gilt:
(d) Kommutativitit: aob=boa.

Bemerkungen 6.3 (i) Das Einselement e ist eindeutig, e = eoe’ = ¢’

Das Inverse von a € G auch; es heifit a=!, falls o = - = Multiplikation,
und —a, falls o = + = Addition.

(ii) Bei o = - = Multiplikation 148t man das Produktzeichen oft ganz weg.

Bei o = + = Addition ist die Gruppe abelsch (nach Konvention). Dann
wird e mit 0 bezeichnet und Nullelement genannt.
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(iii) Beispiele abelsche Gruppen sind (Z",+), (Q", +), (R",+), (C", +) (fur
n < IN) und (Q+> ')7 (Q - {0}7 ')7 <R+> ')7 (R - {0}7 ')7 (C - {0}7 )

Nicht abelsche Gruppen sind die symmetrischen Gruppen (S, o) (fiir
n > 3) und die Gruppen (GL(n,R),-) (fur n > 2).

(iv) Fast immer spricht man von der Gruppe G und meint die Gruppe
(G, o).
Definition 6.4 (=FErinnerung)

(a) Ein Ring ist eine abelsche Gruppe (R, +) zusammen mit einer Multi-
plikation - : R X R — R mit den Eigenschaften:

(A) Assoziativitat: (ab)c = a(be).
(B) Distributivgesetze: (a + b)c = ac + be und a(b+ ¢) = ab + ac.
n kommutativer Ring 1st ein Ring (R, +, -) mit
b) Ein k wer Ring ist cin Rine (R :
(C) Kommutativitit: ab = ba.
(c) Ein Ring mit Fins ist ein Ring (R, +, -) mit einem Einselement 15 mit
(D) 1g-a=a-1g=a.

(d) Ein Kdrperist ein kommutativer Ring mit Eins, so dal (R— {0}, -) eine
(natiirlich abelsche) Gruppe ist.

Bemerkungen 6.5 (i) Man spricht vom Ring R und meint (R, +,-).

(ii) Beispiele fiir nicht kommutative Ringe mit Eins sind die Mengen M (n x
n,R) (fir n > 2) von n x n-Matrizen mit reellen Eintragen.

Beispiele fiir kommutative Ringe ohne Eins sind die Mengen
mZ :={m-k|ke€Z}
fir m € N, m > 2.

Ein Beispiel eines kommutativen Ringes mit Eins ist Z.
Beispiele fiir Korper sind @, R, C.

(iii) Ist R ein (kommutativer) Ring [mit Eins|, so ist auch der Polynomring

Rlt] :=A{ap + a1t + ... + a,t" | n € N, ay, ..., a, € R}

ein (kommutativer) Ring [mit Eins], mit der “offensichtlichen” Addition
und Multiplikation.
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(iv) In einem Ring ist 0-a =0 =a -0, denn
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a, etc..
(v) In einem Ring mit Eins ist 15 # 0, falls R # {0}, denn fiir a # 0 ist

lp-ra=a#0=0-a.
(vi) In einem Korper ist a-b # 0, falls a # 0 und b # 0, denn

a'(ab) = (ata)b=1p-b=b#0=a""'-0.

Definition 6.6 (=Erinnerung)
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

(a) Ein Idealin R ist eine Teilmenge I C R mit I # R mit den Eigenschaf-
ten:

() I ist abgeschlossen unter der Addition, d.h. I ist eine Untergruppe
von (R, +).

(B) I ist abgeschlossen unter der Multiplikation mit Elementen von
R, d.h.

aeR bel=a-bel.

(b) Ein Ideal I heifit Hauptideal, falls es ein b € I gibt mit I = {a-b|a € R}.
Notation: I = (b).

(c) Die Summe zweier Ideale I} und I ist die Menge
L+L:={a+b|lac,be L}
Lemma: sie ist auch ein Ideal oder sie ist R.
(d) Ein Ideal I heifit mazimal, falls gilt:
Vae R—1I ist (a)+1=R.
Satz 6.7 (=Erinnerung, ohne Beweis)

(a) Alle Ideale im Ring 7. sind Hauptideale, d.h. sie sind von der Gestalt
mZ=(m)={k-m|keZ}, meN, m>2.
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(b) Ein Ideal mZ, = (m) ist genau dann ein mazimales Ideal, wenn m eine
Primzahl ist.

Definition/Satz 6.8 (=Erinnerung, Beweis leicht, hier nur Beweis von e))

(a) (Definition) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und I ein Ideal.
Die Nebenklassen von I sind die Mengen

la] =a+1:={a+b|bel}.
(b) (Satz) Entweder ist [a] = [b] oder [a] N [b] = 0;
und es st
la] =[b] <= a—-bel.

(c) (Satz/Definition) Die Relation ~ mit

an~b EL [a] =)

ist eine Aquivalenzrelation.
Die Aquivalenzklassen sind die Nebenklassen.

Die Menge der Nebenklassen heifit R/I = Quotient von R nach I.

(d) (Satz) R/I ist ein kommutativer Ring mit Eins

mit der Addition [a] + [b] := [a + b]

und mit der Multiplikation la] - [b] :==[a - b].

[Zu zeigen ist hier, daf$ diese Verkniipfungen nicht von der Wahl der
Reprdsentanten abhdngen, d.h.

[a1] = [az] und [by] = [bo] = [a1+b1] = [ag+bs] und [ay-b1] = [ag-bo].]

(e) (Satz) R/I ist ein Korper <= I ist ein mazimales Ideal.

Beweis von (e):

“=":Sei a € R — I. Insbesondere ist a # 0.

Also existiert a1, Alsoist 1lp =a™'-a € (a) + 1.
Also ist (a) + I = R. Also ist I maximal.
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“<":Seia € R— 1. Also ist (a) + I = R. Also existieren ein b € R und ein
celmitlg=0b-a+c

Also ist [b] - [a] = [1g] in R/I. Also hat [a] € R/I ein Inverses beziiglich der
Multiplikation.

Also ist R/I ein Korper.

Beispiele 6.9 (i) R=7,1=5Z, R/I =7/57Z = {[0],[1], 2], [3], [4]},

+ (0] (1] [2] [3] [4] [0 1) 2] [3] 4]
oo 1 2 3 4 O[[0 0 0 0 o0
M1 2 3 4 0 Mo 1 2 3 4
212 3 4 0 1 20 2 4 1 3
B3 4 0 1 2 Bllo 3 1 4 2
44 0o 1 2 3 40 4 3 2 1

(Die Klammern im Inneren der Tabellen sind nur weggelassen, um die
Tabellen tibersichtlicher zu machen).

(ii) Aus Satz 6.7 (b) und Satz 6.8 (e) folgt:
Z./mZ. ist ein Korper <= m ist eine Primzahl.

(Definition) Sei p eine Primzahl. Der Korper Z/pZ wird auch F, ge-
nannt.

Definition/Satz 6.10 (=Erinnerung)
Sei K ein Korper.

(a) (Definition) Der Grad eines Polynoms f(t) € K|[t] ist

| —oo falls f(t)=0
deg f(t) == { neNU{0} falls f(t) = ag + a1t + ... + a,t" mit a, # 0.

(b) Er erfullt

deg(f(t) - g(t)) = deg f(t) + deg g(t).

Insbesondere folgt:

f(t) #0und g(t) # 0 = f(t)g(t) # 0.
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(¢) (Polynomdivision mit Rest)

YV f(t),g(t) € K[t] mit degg(t) >1 3! q(t),r(t) € K[t] mit
degr(t) < degg(t) und f(t) = q(t)g(t) + r(t).

(d) Ist f(t) € K[t] mit deg f(t) > 1 und ist c € K mit f(c) =0, so existiert
ein eindeutiges g(t) € K[t] mit f(t) = (t —¢) - g(t).

(e) Ein Polynom f(t) € K[t] mit deg f(t) = n > 0 hat héchstens n ver-
schiedene Nullstellen.

(f) Alle Ideale in K[t] sind Hauptideale, d.h. sie sind von der Gestalt
(f(1)) = {g(®)f(t) | 9(t) € K[t]}

mit f(t) € K[t], deg f(t) > 1 oder f(t) = 0.
[Bei deg f(t) =0 ist f(t) € K —{0} und (f(t)) = K|[t].]

(9) (Definition) Ein Polynom f(t) mit deg f(t) > 1 heifit irreduzibel (in
K[t]), wenn gilt:
g(t) teilt f(t) < g(t) € K — {0} oder g(t) = c¢- f(t) mit c € K — {0}.

(h) Ein Ideal I = (f(t)) ist genau dann ein mazximales Ideal, wenn f(t)
irreduzibel ist.

(i) Sei f(t) € K|t] irreduzibel. Es gilt

f@) [ a(®)b(t) = f(t) | a(t) oder f(Z) | b(t)
(d.h. f(t) ist ein Primelement).
(j) Jedes Polynom f(t) € K|[t] — {0} besitzt eine eindeutige Zerlegung

fy=c- 1150

J=1

mit c € K —{0}, f;(t) unitar (d.h. der Leitkoeffizient ist 1) und irredu-
zibel in K|t].
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Beweis(skizze) nach den Bemerkungen 6.11.

Bemerkungen 6.11 (i) Das Polynom t* — 2 € Q[t] C RJ[t] ist irreduzibel
in Q[t], aber reduzibel in R[t], denn t* — 2 = (t — V/2)(¢t + v/2) und
V2eR-Q.

Das Polynom ¢? 4 2 ist irreduzibel in R[t], aber reduzibel in C[¢].

Die Polynome t* + ¢ + 1 und > + ¢ + 1 sind irreduzibel in F5[t] (Beweis
in Beispiel 6.15).

(i) Ist f(t) € K[t] mit deg f(t) =n > 1, so ist K[t|/(f(t)) wegen Satz 6.8
(d) ein kommutativer Ring mit Eins.

K[t]/(f(t)) ist auch ein K-Vektorraum der Dimension n. Eine Basis
des K-Vektorraums besteht aus den Klassen [1], [t], ..., ["71] = [t]* 1.

Die Multiplikation ergibt sich aus den Distributivgesetzen und aus

ant]” = —an 1[t]" ' — ... — a1[t] — ao

bei

f(t) = ant™ + ... + a1t + ao,

d.h. aus [f(t)] = 0.

(i) Aus Satz 6.8 (e) und Satz 6.10 (h) folgt:
K[t]/(f(t)) ist ein Korper, falls f(¢) irreduzibel in K[t] ist.

(iv) Ist K = F,, p eine Primzahl, und ist f(¢) € F,[t] irreduzibel mit
deg f(t) =n > 1, so ist der Korper F,[t]/(f(t)) ein F,-Vektorraum der
Dimension n und hat p™ Elemente.

(v) Zum Beweis von Satz 6.1 bleibt zu zeigen:

(o) Zu einem endlichen Korper K gibt es eine Primzahl p und ein
n € N mit |K| = p".

(B) Fiir alle n € N gibt es ein irreduzibles Polynom f(t) € F,t]
mit deg f(t) = n. (Dann gibt es wegen (iv) einen Korper mit p™
Elementen.)

(7) Es gibt nur einen Korper mit p” Elementen.
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(vi) Sobald (v) () und die letzte Aussage in (i) gezeigt sind, sieht man zum
Beispiel

I, 1 und Fs = 5t

Fo=—— 22 2
TR +t+1) (B +t+1)

(vii) Es ist zum Beispiel

—(t?ﬂ) = QV2]=Q+Q-v2CR

] — V2
Hier ist — ein Korperisomorphismus.

Beweisskizze von Satz 6.10:

(a) Definition.

(b) Leicht: Leitterme der Polynome ....
(c) Schulstoff (7), induktiv ....

(d) Anwendung von (c) mit g(t) =t — c.

(e) Man iteriert (d) solange wie moglich und erhélt

fO)=(t—c1) oo (t=c) - qult)
mit g;(c) # 0 fiir alle ¢ € K.

Dann ist | < n und f(c) # 0 fiir alle ¢ € K — {¢1,...,¢}, wegen
Bemerkung 6.5 (vi): a #0,b #0=a-b# 0 fir a,b € K.

(f) Sei I C K|[t] ein Ideal und I # {0}; sei
f(t) € I — {0} mit minimalem Grad deg f(¢)
(so eines existiert).
Behauptung: I = (f(t)).

Beweis: Sei g(t) € I. Nach (c) existieren ¢(¢) und r(¢) mit degr(t) <
deg f(t) und g(t) = q(t) f(t) + r(t). Daher ist r(t) € I.
Wiire r(t) # 0, so wére deg f(¢) nicht minimal, ein Widerspruch.

Also ist r(t) = 0 und g(t) = q(t) f(t) € (f(¢)).
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(2)
(h)

6 ENDLICHE KORPER, POLYNOME

Definition.

“=7: Sei (f(t)) C K[t] ein maximales Ideal und ¢(t) € K|[t] ein Teiler
von f(t).

1. Fall, deg g(t) > deg f(t): dann ist g(t) = ¢ f(t), c € K — {0}.

2. Fall, deg g(t) < deg f(t): dann ist g(t) ¢ I, also (wegen I maximal)

(9() + I = KTt],

also

1 = aft) -gt)+5()- f(t) fir geeignete a(t), 5(t) € K[t]
O (0
— glt)a) + 50 L)
also
g(t) € K —{0}.

“<": Sei f(t) irreduzibel. Sei g(t) € K[t] — (f(1)).
Nach (f) gibt es ein A(t) € K[t] mit

Aus f(t) € (h(t)) folgt, daB h(t) f(t) teilt. Aus g(t) € (h(t)) folgt
h(t) & (f(2))-

Mit f(t) irreduzibel folgt h(t) = ¢ fiir ein ¢ € K — {0}, also (g(¢)) +
(f(t)) = K[t]. Also ist (f(¢)) ein maximales Ideal.

Annahme: f(t) teilt nicht a(t).

Dann gilt a(t) ¢ (f(t)). Also ist K[t] = (a(t)) + (f(t)); also existieren
a(t) und ((t) mit

Also ist

Dabher ist b(t) durch f(¢) teilbar.
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(j) Annahme:

mit f;(t), Fi(t) irreduzibel und unitdr-.
Wegen (i) gilt: f; teilt H;c%:g fr oder f,.
Induktiv folgt: fi teilt (mindestens) eines der Polynome ]?1, ]72, ey fm

OBdA teile f; ]71 Weil ]71 irreduzibel (und unitér) ist, ist f; = fl Daher
ist

(H fit) = wa)) h(t) = 0.

j=2 k=2
Mit (b) folgt

[1;%s () = ITizs fu(t) = 0.

Induktiv folgt die Behauptung. O

Definition/Lemma 6.12 (=FErinnerung)

(a) (Definition) Die Charakteristik char(K) € NU{0} eines Korpers K ist

char(K) ;:{ 0 falls n-1x(=1xg + ...+ 1g) #0VneN

min(n € N | n-1x =0) sonst
(b) (Lemma) char(K) = 0 oder char(K) ist eine Primzahl.

Beweis von (b):
Sei char(K) = a-b mit a,b € IN. Dann ist

Mit Bemerkung 6.5 (vi) folgt: a- 1x =0 oder b- 1x = 0.
Daher ist char(K) < a oder char(K) < b. Also ist b =1 oder a = 1. 0.

Lemma 6.13 Sei K ein endlicher Korper.
Dann ist char(K) eine Primzahl, char(K) = p. Es ist ', C K, und K ist ein
IF,- Vektorraum von endlicher Dimension n. Der Kérper K hat p" Elemente.
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Beweis:
K endlich = Z ¢ K = char(K) ist endlich, also eine Primzahl.
Es ist

F,={l-1x |l €{0,1,....,p—1}} C K.

Also ist K ein IF)-Vektorraum.
Wire dimp, K = oo, so wére K nicht endlich.
Also ist dimp, K = n € N. Als IF)-Vektorraum ist K dann isomorph zu F.
Daher hat K p" Elemente.
(]

Satz 6.14 Sei p eine Primzahl, n € IN.

(a) Fir jedes r € N ist die Menge

Jep i={f(t) € Fplt] | degf(t) =r, f(t) unitér und irreduzibel}

nicht leer.

(b)
pt = Z T | Jrp)-

r teilt n

(c) (Verfeinerung von (b))

" —t= 1] I f@® nEl.

r teilt n f(t)edrp

(d) Es gibt genau einen Korper Fyn mit p™ Elementen. Er ist isomorph zu
F,[t]/(f(t)) mit f(t) € J,, beliebig.

In ihm zerfallt t*" —t so:

Beweis nach den Beispielen 6.15.

Beispiele 6.15 p=2 (also —1 =1, also z.B. t =1 =t +1).
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Jio = {t,t—1}, 2'=1-|J15]=1-2,
2 —t=t(t —1);
Jog = {P+t+1}, 22=1-|Jio|+2 |Joo|=1-2+2-1,
Pt =ttt St D[P+t ) =P — 1) =t — t;
Jsg = {B+t+ 1,83 +2+1}, 22=1-|J1o| +3:|J32/=1-2+3-2,

nachrechnen

2t =t PEN G DBt + DE 2+ 1),

Alle Polynome f € Jy2UJ3 5 sind tatséchlich irreduzibel: denn sie erfiillen alle
f(0) =1 = f(1) und haben daher keinen linearen Faktor; wegen deg f(t) < 3
haben sie gar keinen nichttrivialen Faktor. (Das gibt die letzte Aussage in
Bemerkung 6.11 (i).)

Es ist auch leicht zu sehen: alle anderen unitéren Polynome vom Grad 2 oder
3 haben Linearfaktoren und sind daher nicht irreduzibel.

Beweis von Satz 6.14:

Zuerst (b): Mit erzeugenden Funktionen (eine Methode der analytischen
Zahlentheorie).

Die Menge

{unitdre Polynome in I, [¢{] vom Grad m}
ist via

t™ + am,ltmfl + ...+ alt + ag — (CL(), Aty ..ny (lmfl)

kanonisch bijektiv zu I und hat daher p™ Elemente. Die erzeugende Funk-
tion der Ordnungen dieser Mengen fiir alle m € IN U {0} ist definiert als

Zp 1—pz

Nach Satz 6.10 (j) ist jedes unitdre Polynom auf eindeutige Weise als Pro-
dukt irreduzibler unitérer Polynome schreibbar. Daher erhélt man fiir die
erzeugende Funktion oben folgende Produktformel.

ipmzm = ﬁ IT @+ +27+2+ )
m=0

=1 f(t)eJrp

_ ﬁ <1 ! Zr)lerl

r=1

Also ist
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(1—p2) ' =[x =2l
also
(—1)log(1 —pz) = > (= |Jpl) - log(1 = 27).

Ableiten und mit z multiplizieren gibt

Pz > z"
= Nl - .
1—pz Tzlr sl 1—2r

Der Koeffizient von 2" (n > 1) ist links p™ und rechts >
also ist

rteiltnr ’ ‘Jﬁp’?

Pt = Z |yl fir n > 1.

r teilt n

Als zweites (a): Mit einer Funktion und einer Formel der Zahlentheorie
und mit b).
(Definition:) Die Mdbiusfunktion p: IN — {1, —1,0} ist definiert durch

1 falls n =1,

(—1)* falls n = pips...pr, wobei die p;
pln) = verschiedene Primzahlen sind,

0 sonst.

Ein Satz der Zahlentheorie ( “Mobius-Inversion”, hier ohne Beweis): Sind
F,.G:IN — C Funktionen mat

Fm)= 3 G,

r teilt m
$0 18t
m
Gm) = 3 u()F(T)
s teilt m

Anwendung hier mit F'(m) = p™, G(m) =m - |J,,,| und Teil (b). Es folgt
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1 m
sl = 3 wls) "
s teilt m
1 m
> — " pe
m
stelltms>1
1 [m/2]
> —
m
B 1 (m pm/2]+1 1)
= —\Pp
m
- firm=1,2
%(p — plm/2+1) > 0 fiir m > 3.

Wegen |Jp, | > 0 ist Jp,, # 0.

Teil (c) wird nach Satz 6.16 bewiesen mit Hilfe von Satz 6.16 (a).

Nun (d): Mit Hilfe von (a) und (c).

Sei fo(t) € Jnyp (# 0 nach a)). Nach Bemerkung 6.11 (iv) ist F,[t]/(fo(t)) ein
Korper mit p™ Elementen.

Es soll gezeigt werden, dafl jeder Korper mit p” Elementen zu diesem Koérper
isomorph ist.

Sei nun K ein beliebiger Korper mit p” Elementen.

Nach Lemma 6.13 ist char(K') = p, und K ist ein IF,-Vektorraum der Dimen-

sion n.
Die Ordnung der multiplikativen Gruppe (K — {0}, -) ist p” — 1.

Ein Satz der Gruppentheorie (hier ohne Beweis): Die Ordnung eines
Elementes einer endlichen Gruppe teilt die Gruppenordnung.

Also ist

a?" "' =1 fiir alle a € K — {0};

also ist

a?" = a fiir alle a € K.
Also sind alle @ € K Nullstellen von t*" — ¢ € F,[t]. Wegen Satz 6.10 (e) ist
" —t=J]t-a).
acK

Wegen (c) ist fo € J,., ein Teiler von " — t.
Also existiert ein ag € K mit fy(ag) = 0.
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Behauptung: Die Elemente 1,aq,...,al”" sind linear unabhdingig in K als
I,- Vektorraum.

Das folgt daraus, dafl fy irreduzibel in IF,[t] ist, und aus folgendem Argument:
Gébe es ein g(t) € Fp[t] mit deg g(t) < n und g(ap) = 0, so wére ao Nullstelle
von jedem Polynom in (g(t)) + (f(t)); aber weil f(¢) irreduzibel ist, ist diese
Summe gleich IF,[t], ein Widerspruch.

Also ist 1,ag, ...,ay” " eine Basis von K als IF,-Vektorraum.

Aus fy(ag) = 0 folgt dann, dafl die Abbildung

K — F,t/(fo(t)

/<90+/£1-a0+...+/£n,1-a8_1 — Ko + K1 - [t]++/€n,1 [t]nil

(mit Ko, ..., kp—1 € IFp) ein Isomorphismus von IF,-Vektorrdumen und von
Korpern ist.
Also gibt es (bis auf Isomorphie) nur einen Kérper mit p” Elementen. O

Satz 6.16 (a) Sind L C K endliche Kérper mit |L| = p” und | K| = p®, so
ist v ein Teiler von s (Verfeinerung in Satz 6.17 (a)).

(b) Die multiplikative Gruppe (K — {0},-) eines endlichen Korpers K ist
zyklisch.

Beweis:
(a) (L —{0},-) ist eine Untergruppe von (K — {0}, -).
Daher gilt: p" — 1 = |L — {0}] teilt p* — 1 = |K — {0}
Sei

s=p-r+¥ mitp,peZ, 0<iPp<r.
Es ist

pPP—1=(p)p'—1=p’—1 mod (p' —1).

Daher ist p* —1 =0 mod (p” — 1) genau dann, wenn ¢ = 0 ist, d.h.
wenn 7 ein Teiler von s ist.

(b) Gruppentheorie = (K —{0},-) ist isomorph zu einer additiven Gruppe
der Gestalt

(Z/ (0" 2)) x (2/(W22)) x .. x (Z/ (7))

.<..Z/ (pL’“Z)> X (Z/ (pifQZ)> X X <Z/ <p§“WZ)> |
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wobei

1, ..., p lauter verschiedene Primzahlen sind und

i > L > ... >,

N
-
=
v

lep > ... >y,
ist. Sei

l11 k1

ri=piteprt

Dann ist

a"=1 fir alle a € K — {0}.

Das Polynom ¢" — 1 hat also alle a € K — {0} als Nullstellen.
Andererseits hat es hochstens r Nullstellen (Satz 6.10 (e)).

Alsoist Ay = ... = Ay = 1, und (K — {0}, -) ist isomorph zur zyklischen
Gruppe

(Z/ (0" 2)) x (25 2)) x .. x (Z/(0}'2))

Beweis von Satz 6.14 (c):
Aus Satz 6.10 (j) folgt: das Polynom #*" —t hat eine eindeutige Zerlegung

v =t =150 €l

in unitére Polynome f;(¢) in F,[t], die in F,[t] irreduzibel sind.

Sei K irgendein Korper mit p” Elementen

Iy 1]
(fo(t))

Nach dem Beweis von (d) ist (ohne Anwendung von c)!)

(zum Beispiel K = mit fo(t) € Jn,p) :
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" —t=J]t-a).

aeK

WEeil hier alle Nullstellen einfach sind, sind die Polynome f;(t) alle
verschieden.

Sei a; € K mit f;(a;) = 0.

Wie im Beweis von d) folgt (ohne Anwendung von (c)!):
2 ..., a%8fi®)=1 gind linear unabhingig in K.

— 2 deg f;(t)—1
e L :=spany (1,a;,0a;,..,a;

pdeg(fj ®) Elementen.

e la,a

) ist ein Unterkorper von K mit

Mit Satz 6.16 (a) folgt: deg f;(t) teilt n.
Also gibt es fiir 7 mit r | n Teilmengen J,., C J,., mit der Eigenschaft

" —t=1] TI ro®-

rlin fed,,
Wegen Satz 6.14 (b) ist J,, = Jy,. O

Satz 6.17 Sei g = p™ (p eine Primzahl, n € IN).

a) Die Unterkéorper von I, sind genau die ¥, mit r | n.
q g P

(b) (Frobenius-Automorphismus) Sei l € IN. Die Abbildung

. q
Frob, : Fp —Fy,, ar—a

erfullt

a? + b= (a+b)?,  d.h. Frob,(a) 4 Frob,(b) = Frob,(a + b).

Sie ist ein Korperautomorphismus. Ihre Fizpunktmenge

{a € Fy | a? = a} ist der Unterkorper Fy von F .

Beweis: Erst (b), dann (a).
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(b) Es ist

: Py _ p!
denn p teilt (z) = T

fir

weil p eine Primzahl ist; daher ist (ZZ ) =0in I .

Induktiv folgt

(a+b)? = [(a+bP]"  =[a? + W] = .. =al+1

Trivialerweise ist

Frob,(a-b) = a? - b? = (a - b)? = Frob,(a - b).

Daher ist Frob, ein Kérperhomomorphismus. Sein Kern muf ein Ideal
in IF; sein; weil das aber ein Korper ist, ist der Kern Null. Daher ist
Frob, injektiv. Weil I endlich ist, ist Frob, auch surjektiv, also ein
Koérperisomorphismus.

Die Fixpunktmenge {a € F,; | a? = a} ist abgeschlossen beziiglich der
Addition und Multiplikation. Daher ist sie ein Unterkorper.

Weil (F,; — {0},-) eine zyklische Gruppe ist (Satz 6.16 (b)) und weil
g — 1 ihre Ordnung ¢' — 1 teilt, hat das Polynom t?~! — 1 in Fpqg—1
Nullstellen.

Die Fixpunktmenge besteht aus diesen Nullstellen und der Null. Also
hat sie ¢ Elemente. Also ist sie als Kérper isomorph zu F, (Satz 6.14

(d))-

(a) Aus Satz 6.16 (a) folgt, daBl r | n eine notwendige Bedingung ist.

Aus Satz 6.17 (b) folgt, daB8 IF; ein Unterkérper von F ist. Daher ist
sie auch hinreichend. O

Satz 6.18 Sei g =p" (p eine Primzahl, n € N), [ € N.



64

(a)

(b)

(¢)

(d)

(¢)

6 ENDLICHE KORPER, POLYNOME

Sei f(t) € Fy[t] und sei o € Iy eine Nullstelle von f, d.h. f(a) =0.
Dann ist auch f(a?) = 0.

Sei {on,...,aq} CFyu mit a; # o  fiiri # j.
Sei

Frob,({a, ...,aq}) = {aq, ..., aq}.

Dann st das Polynom

d

F@&) :=]]t - ) (€ Fyult] apriori)

i=1

in I, [t].

Sei v € Fy — {0} und sei o(av) die Ordnung von o in der Gruppe
(F,y —{0},+), d-h. o(a) =min(k e N | &% =1).

Sei

r(a,q):=min(r e N | ¢"=1 mod o(«)).
Das Polynom

T(av(I) -1

Mag(t) = [ t—a”)

=0

ist in I [t], es ist irreduzibel in I, [t] und unitir. Seine Nullstellenmenge
ist “zyklisch unter Frob,”, d.h.

r(a,q)—1
a,al ... af

Frob, q Frob, Frob, grlea)—1 Froby
a — @ — ... — —

Es heiffit Minimalpolynom von « in I [¢].

Sei f(t) € F,[t] unitir. Es gibt ein m € N, so daff f(t) in Fm[t] in
Linearfaktoren zerfillt.

Jedes in ¥ [t] irreduzible und unitire Polynomf(t) € F,[t] ist von der
Gestalt wie in (c). Genauer:

Ist v € Fym|t] (m geeignet) irgendeine Nullstelle von f(t), so ist f(t) =
Maq(t).
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Beweis nach Bemerkung 6.19.

Bemerkung 6.19 Vorsicht, van Lint hat aus (b) und (d) eine Schlufifolge-
rung gezogen, die so nicht stimmt: (van Lint (1999) (1.1.20) Theorem (ii);
van Lint & van der Geer (1.9)):

“Sei K D F, ein Erweiterungskéorper. Sei g(t) € K|[t] mit der Eigenschaft

g(a) =0=g(a") =0
(a in irgendeinem Erweiterungskorper von K ). Dann ist g(t) € F,[t].”

Der Fehler ist aber leicht zu korrigieren. Man mufl die Eigenschaft
verschirfen: a? muf als Nullstelle von g¢(¢) die gleiche Vielfachheit haben
wie a.

Beweis von Satz 6.18:
(a) Sei f(t) = 30870 4, .4, Es st a; € Fy, also a? = a.

Aus (a+0)? = a? + V9 fiir a,b € Fp (Satz 6.17 (b)) folgt ® i

deg f(t) deg f(t)
0=07=(f@)"2 Y al- ()= Y a-(a?) = f(a")

(b) Die Koeffizienten von f sind (bis aufs Vorzeichen) die elementarsym-
metrischen Polynome in den ay, ..., ag. Da Frob, die o, ..., aq blof per-
mutiert, 1&8t Frob, die Koeffizienten von f invariant. Daher sind sie in
F,, wegen Satz 6.17 (b).

r(a,q)—1

(c) Die Aussage, daf die Menge «, a4, ..., a4 “zyklisch unter Frob,”

ist, ist klar nach Konstruktion.
Daher und wegen (b) ist m, ,(t) in F,[¢].

Wegen (a) hat jedes Polynom in F,[t], das « als Nullstelle hat,
a, 0, ...,af """ als Nullstellen. Daher ist M q(t) irreduzibel in F,[¢].

(d) 1. Fall, f(¢t) ist irreduzibel in F,[t]:

Dann ist F,[t]/(f(t)) ein Korper mit ¢4¢/) Elementen. Das Element
a:=[t] € F,[t]/(f(t)) ist eine Nullstelle von f(t) in diesem Korper.

Nach (c) ist in diesem Korper

F(t) = maq(t).
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Also zerfillt f(t) in diesem Korper in Linearfaktoren.
2. Fall, f(t) ist nicht irreduzibel in F[¢]:
Sei f(t) =[1~, f;(t) mit f;(¢) irreduzibel in F,[t] und unitér.

Nach Satz 6.17 (a) sind all die Korper I [t]/(f;(t)) Unterkorper des
Kérpers Fx mit & := kgV (deg fi(t), ..., deg fi(t)).

In ihm zerfillt f(¢) in Linearfaktoren.

(e) Das folgt nun aus (c). 0

Definition 6.20 Sei ¢ = p" (p eine Primzahl, n € IN), [ € IN.

(a) Man nennt alle a € F—{0} Einheitswurzeln, denn a1 = 1. Genauer:

« ist eine primitive Einheitswurzel der Ordnung o(a) = min(k | of =
1).

(b) Ist @ € Fu — {0} mit o(a) = ¢" — 1, so heifit das Minimalpolynom
Maq(t) € F,[t] auch primitives Polynom. (Nicht alle Minimalpolynome
sind primitiv, siehe Beispiel 6.21.)

(Anscheinend ist es eine gute Wahl, endliche Kérper mit ¢! Elementen
in der Form F,[t]/(f(t)) zu schreiben, wo f(¢) ein primitives Polynom
vom Grad [ in F,[t] ist.)

Beispiel 6.21 ¢ = p = 2, ¢' = 2%, vgl. Beispiel 6.15.

Jip={t"+t+1, *+ 2+ 1, t*+ B3+ 2+t + 1),

Wegen (t4+t3+1?+t+1)(t—1) = t5—1 sind die Nullstellen von t*+#3+#>+¢+1
primitive Einheitswurzeln der Ordnung 5. Also ist t* + ¢ 4+ t2 + ¢ + 1 kein
primitives Polynom.

Die zyklische Gruppe

(Z/15Z7 +) = (F24 - {O}’ )

hat 8 Elemente der Ordnung 15, die Klassen (von Zahlen modulo 15)
(1, (2], (4], 7], 8], (11], [13], [14].

Die zugehérigen Elemente von Fos — {0} sind genau die Nullstellen von ¢* +
t+ 1 und t* + 3 + 1. Diese Polynome sind daher primitive Polynome. Sei
a € Fyu — {0} eine beliebige der Nullstellen von #* + ¢ + 1.

Nullstellen von t* 4+t 4+ 1:  «,a?, a*, ab.
Nullstellen von t* + 3 +1: o’ a', a?® = o', a0 = o'l

Nullstellen von t* + 3 +t2+t+1: o2, a® a'? a0 = a°.
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7 Zyklische Codes

Die zyklischen Codes sind die wichtigsten und die am besten untersuchten
linearen Codes.

2yhtielie Coder { Kop #)

BCH - Codes ( Kap 3)

H.ﬁwyﬂilﬂg ~ {yelis (Bnp .4} Rad- Sodomon - {oelty (HﬁP 14)

Definition 7.1 Ein linearer Code C' C Iy ist zyklisch, falls gilt:
(Cg, Ci,y ... ,Cnfl) ceC = (Cnfl, Co,C1y - - - ,CH,Q) eC

Wir machen die Zusatzvoraussetzung (wie alle Quellen, die ich angesehen

habe):
ggT(n,q) = 1.

Satz 7.2 (a) Bei f(t) € F,[t] bezeichnet [f(t)] die Klasse von f(t) in
Bl Die Abbildung

-1
RS
(CO, Cly... ,Cnfl) — [Coto —+ Cltl —+ e 4 Cnfltnil]

ist ein Isomorphismus von I - Vektorrdumen. Mit ihr werden die beiden
I - Vektorrdume identifiziert.

(b) FEin linearer Code C' C (gq_[q) 1st genau dann zyklisch, wenn er ein Ideal
Fyt]

1) 18t oder wenn er der ganze Ring ist.

im Ring

(¢) Zu einem Ideal C C (E{’f[ﬂ) (inklusive C' = {0}, was wegen |C| < 2 und

Definition 1.3 (a) kein Code ist) und auch im Fall C = (Eﬂq) gibt es

genau ein unitdres Polynom g(t) € F,[t] mit den zwei Eigenschaften:
e g(t) teilt t" — 1 und

« 0= (lg) = @l - [b0)] € @y

Das Polynom heifit Erzeugerpolynom von C'.
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(d) Es seit" —1= fi(t)----- fr(t) mit fi(t),..., fr(t) € F[t] irreduzibel.
Aus ggT(n,q) = 1 (das ist die Zusatzvoraussetzung in Definition 7.1)

folgt fit) # [;(t) firi # j.

(e) Inklusive {0} und (g‘ﬂ) gibt es 2" zyklische Codes in (g‘{q). Ihre Er-
zeugerpolynome sind alle maéglichen Produkte von fi(t),. .., f.(t).
Das Produkt fi(t)... f.(t) =t" — 1 gibt die Menge {0}, und das “leere

Produkt” 1 gibt die Menge (gqitl).

Beweis: (a) ok.
Fyt]

(b) Sei pr: Fy[t] — (Ef_[q) die Projektion auf den Quotienten. Sei €' C 7t

ein linearer Code. Damit ist pr~!(C) C F,[t] ein Untervektorraum.
Sei f(t) =co+at+-+c1t" ' € pr(C). Dann ist

Cn—1 + Cot + Clt2 + -+ Cn72tn_1 =1- f(t) — Cp—1 " (tn — 1),
also
Cno1+cot +et? + - d ey ot" € prH(O) = t- f(t) € pr H(O).

Nun argumentiert man so:
Iy [t]
(" —1)
pr(C) ist ein Ideal in IF,[t]
(0 em™(C) = t- () € pr71(C))

((Co, ceey Cn—l) = [CO + .+ Cn_ltn_l] e C

C ist ein Ideal in

117

= (Cn1,C0y o Cn2) = [Cn1 + Gl + 6] + -+ cnat" ] € C)
<= (' ist ein zyklischer Code.
(c) Die Menge pr~!(C') C F,[t] ist ein Ideal nach (b), also ein Hauptideal
(siehe 6.10 f)), oder sie ist gleich F,[t]. In jedem Fall gibt es ein eindeutiges
unitires Polynom g(¢) mit pr—(C) = (g(t)).
Wegen t" — 1 € pr'(C) (denn ¢" — 1 ist ein Urbild von 0 unter pr) gilt
g(t) | t" — 1. Offenbar ist C' = ([g(?)]).

(d)
ggT(n,g) =1 = n#0in[,
= fl(t)=n-t""1#0in F,[t]
= Die einzige Nullstelle von f'() ist 0
= 1" — 1 hat keine doppelte Nullstelle
(in irgendeinem Erweiterungskérper von F,)

= alle f, sind verschieden.
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(e) Klar. O
Beispiel 7.3 g =p =2, n =3,
P —1=0t—-1DE+t+1)= fi(t)- fa(t)

mit fi(t), fo(t) irreduzibel in Fy[t] (siehe Beispiel 6.15). Daher gibt es 4 zy-
klische Codes in F3 ~ 22 inklusive {0}, némlich:

EEE
{0} — 0=t*—-1=f;-f, : 1EL, dim0,
(Ef—i]) < 1= leeres Produkt : 8 El., dim 3,
das Ideal ([t — 1]) — fi=t—1 : 4 EL, dim 2,
das Ideal ([t? +t+1]) < fo=t*+t+1 : 2 El, dim 1.

Die letzten beiden konkreter:

(-1 = {t—1 [ —4,[f* -] =[1-#],0} C <t]f?_[ﬂ1>
~ {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(0,0,0)} C F3,
(P+t+1) = {#2+t+1,0}c (t{f?_[ﬂl)

I

{(1,1,1),(0,0,0)} C F3.

Bemerkung: Jedes der 7 Elemente v von 3 —{0} erzeugt einen linearen Code
{v,0} = Fy-v der Dimension 1 in 3, aber nur der zu v = (1, 1, 1) ist zyklisch.

Satz 7.4 Sei C C (gq_[q) ein zyklischer Code mit Erzeugerpolynom ¢(t) =

go+ git + -+ guit™* (natiirlich 0 < k < n) mit g, = 1.

(a) Dann ist dim (C) = k. (Im Fall k =0 ist C = {0} wegen |C| =1 < 2
eigentlich kein Code, siehe die (korrigierte) Definition 1.3 (a)).

(b) Die k x n-Matriz

gO gl gnfk O O

G = . . , = (gj—i)ij
: .. .. . 0
O ... 0 g g ... Jn—k

(mit g, := 0 fira € Z —{0,...,n — k}) ist eine Erzeugermatriz von C.
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(c) Seit™ —1=g(t)-h(t) mit h(t) = hg + hit + -+ - + hyt"
Esist hy =1 (denn hy - gn— =1 und g, = 1).
Die (n — k) x n-Matriz

0 hy hp_1 ... ho
. . .
= (hn+1—zej)ij
hy hg_1 ... hg O 0

(mit hy :== 0 fir a € Z —{0,...,k}) ist eine Kontrollmatriz von C.

(d) Erinnerung an Definition/Lemma 2.7: Der duale Code C* hat Erzeu-

germatriz H und Kontrollmatriz G.

Eristviao € S,, o :i— n+1—i, dquivalent (im Sinne von Definition

2.1 (f)) zum zyklischen Code mit Erzeugerpolynom h(t).

Beweis:

(a) und (b) Die Zeilen von G “sind” die Elemente

Diese sind offensichtlich linear unabhéngig. Sie bilden eine IF,- Basis von C,

denn

C

9@ [t g@)],-...[t" " - ()] €

1]
" —1)

{lf®] 1 f(t) e pr(O)}
{FO ] f(t) € ™ H(C), deg f(t) <n—1}
{{f ()] | g(t) teilt f(t), deg f(t) <n—1}
{la(®) - g()] [ a(t) € Fy[t], dega(t) <k —1}
k—1

I, [t g(t)]

(c) Zuerst ist zu zeigen: H - G =0

Fira € Z—{0,1,..

Dann ist

,n—k}seig,:=0,fiiraeZ—-{0,1,...,k} sei h, :=0.

(j-te Zeile von H) - (i-te Zeile von G)
Z hn+1—j—a “Ga—i

Koeffizient von "7/ in t" — 1(= g(t) - h(t))

denn1<n+1—-1—73<n-—1.
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Also ist H - G = 0 Wegen hy, = 1 ist rang H = n — k. Mit Lemma 2.3 folgt:
H ist Kontrollmatrix von C.

(d) klar. O

Satz 7.5 [Notig fir die BCH-Codes in Kapitel 8]

Sei C' C (f;{[q) ein zyklischer Code mit Erzeugerpolynom g(t).

Sei g(t) = qi(t)...gs5(t) die eindeutige Zerleqgung von g(t) in unitdre irre-
duzible Polynome in F,[t], und seien fir ein geeignetes | € IN (so eines
existiert nach Satz 6.18 d)) B1,...,Bs € Fu Nullstellen von gi(t),. .., gs(t),

d.h. gi(B;) = 0.

(a) Dann ist

[Co+61t+...,cn_1tn_l]€o < ViCo—FClﬁi—l-""i‘Cn_lﬁ?_l:0.

(b) [Von (a) zu einer Kontrollmatriz/

Seivy,...,v € ]Ff] emne beliebige Basis von I, als - Vektorraum, und
set Wi, — M(l x 1,F,) der Isomorphismus von F,- Vektorrumen

M
l
D Vil =
"

Die Matrix

U(1) w(h) W) ... (BT
i ) : : .

V(1) UG WE) ... ()

ist eine (s-1) xn-Matriz mit Eintrdgen in F,. Lafit man linear abhingige
Zeilen weg, so erhdlt man eine Kontrollmatriz.

Beweis: (a) Sei c(t) := ¢g + c1t + -+ + ¢,_1t" ! € F[t]. Die Behauptung
folgt aus

c(t)] € C <= c(t) € (g(t)) <5 Vie{1,.., s} ist c(B) = 0.

:>) Klar.

(1)
&, g:(t) ist das Minimalpolynom von f; in IF,[t] (Satz 6.18 (e)). Es gilt:
Vic(fi)=0 = (mit Satz 6.18) Vi g;(t) teilt C(¢)
= g(t) teilt c(t)
= [c(t)] € C.
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[cot+cat+-+c,at" el

1 8 ... pr! 20
L s =0
n—1 :
1 B ... [ o
Co
~ C1
— H- . =0
Cn—1

Also erhilt man aus H eine Kontrollmatrix, wenn man linear abhéngige
Zeilen weglaft. O

Beispiel 7.6 (a) Erinnerung an bindre Hamming-Codes (Beispiel 2.4):
relN, n:=2"—-1= | F; — {0},
H := die r x n- Matrix, deren Spalten die Elemente von
M(r x 1,F3) — {0} sind,
Hamming-Code C := {x € Fy | H - 2" = 0},

also ist C' der Code in F) mit Kontrollmatrix H. Lemma 2.5: Es ist ein [n,n—
r, 3]- Code. Verschiedene Anordnungen der Spalten von H geben dquivalente
Codes (im Sinne von Definition 2.1 (f)).

(b) Sei 8 € Fyr — {0} ein erzeugendes Element der zyklischen Gruppe (Fyr —
{0},-) (Satz 6.16 (b)).

Sei U : Fyr — M(r x 1,F5) ein Isomorphismus von Fs-Vektorrdumen wie im
Satz 7.5 (b). Die Matrix

H=((1) »(B) v(B*) ... »(B") [bein=2"—1]

ist eine r x n-Matrix mit rang H = r (da sie alle Elemente von M (rx 1, Fy) —
{0} enthilt, enthélt sie eine Basis von M (r x 1,Fy)).

Nach Satz 7.5 (b) ist sie eine Kontrollmatrix des zyklischen Codes, dessen
Erzeugerpolynom das Minimalpolynom von [ in Fy[t] ist.

Wegen (a) ist dieser zyklische Code einer der Hamming-Codes in (a).

(c) Ein Rezept, einen zyklischen Code herzustellen, ist, Forderungen an die
irreduziblen Faktoren seines Erzeugerpolynoms zu stellen.

In (b) war es: (3 ist ein erzeugendes Element der zyklischen Gruppe (Far —
{0}, ), und ¢(¢) ist sein Minimalpolynom iiber 5, d.h. g(¢) ist ein primitives
Polynom zur Korpererweiterung Fyr D IFy (Definition 6.21).

In Kapitel 8 wird das verallgemeinert.
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8 BCH-Codes

Von grofler praktischer und theoretischer Bedeutung sind die BCH-Codes
von R.C. Bose & D.K. Ray-Chaudhury (1960) und A. Hocquenghem (1959)
(unabhéngig).

Sie sind zyklische Codes. Sie verallgemeinern die Hamming-Codes.

Definition 8.1 Ein zyklischer Code C' C EL"_@ mit Erzeugerpolynom g(t)
ist ein BCH-Code mit designiertem Abstand ¢ < n, falls gilt:
Es gibt ein b € IN und es gibt ein a € F,m — {0} (m geeignet) mit o(a) = n

[dann gilt: n teilt ¢™ — 1], so dass gilt:

g(t) = kgV(Minimalpolynome in IF,[t] von o, a*™ ... a’™02).
Im Fall b =1 heifit C' BCH-Code im engeren Sinn.
Im Fall n = ¢"™ — 1 heifit C' primitiver BCH-Code.
[Die Reed-Solomon-Codes in Kapitel 10 sind Spezialfille von primitiven
BCH-Codes.]

Satz 8.2 Ist C' C (Elq_[tl) ein BCH-Code mit designiertem Abstand 6, so ist
d(C) > 6.

Bewelis:

1 ab a2 N
~ 1 ab+1 &2(b+1) e C((Tl—l)(b-i-l)
H:: . . . . 6M((5_1> Xn,]qu),

i 'Oéb+5—2 .042(17—&—5—2) o ;X(n—l)(b+5—2)

Co
=~ c
lco+cit+-tenat"™eCesH-| . | =0 (%
Cpn—1

Sei [co+ it + -+ cpqt™ ] € C mit w([co + 1t + -+ ¢y t™ ) <6 — 1.
Za zeigen ist: co = -+ =¢,_1 = 0.

Seien 0 < 43 < -+ < 453 < n—1mite¢ =0 fir j € {0,1,...,n—1}-
{il,...,’i(;_l}.

(x) gibt

aib ai2b ... qie-rd

o (0+6=2) iz (b+6-2)  is—1(b+0-2)
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Es ist
1 . 1
. . alt . Qo1
det(diese Matrix) = ot oafrt L det . ) £ 0,
ail'(.(S—l) o aié—ll'(5—1)

denn die Matrix rechts ist eine (transponierte) Vandermonde-Matrix. Also
1st

CZ‘1

Cis_1

also sind alle ¢; = 0. O

Beispiel 8.3 Bindre Hamming-Codes, Beispiel 7.6: Dort wurde ein zykli-

scher Code C' C (%ﬂ) mit n = 2" — 1 und Erzeugerpolynom

g(t) = Minimalpolynom von 3

betrachtet, wobei § € Fyr — {0} die Ordnung o(f5) = 2" — 1 hat. Es war
gezeigt worden, dal C' ein bindrer Hamming-Code ist.

Satz 6.18 (¢) = g(8%) = 0 = g(B3). Also ist C' ein BCH-Code im engeren
Sinne (b=1 in Definition 8.1) zu 3 und 3?, d.h. mit designiertem Abstand
5 =3.

Satz 8.2 gibt d(c) > 3. Allerdings wissen wir schon d(c) = 3.

Beispiel 8.4 ¢q=p=2,n=2—-1=063,a € Fys — {0} mit o(a) = 63, d.h.
« ist Erzeuger der endlichen Gruppe (Fas — {0}, -).

Sei C' C (f:,i[q) der zyklische Code mit Erzeugerpolynom

g(t) = (Minimalpolynom von «) - (Minimalpolynom von o)
= ml(t) : mg(t)

Satz 6.18 =
my(t) hat die Nullstellen o mit i = 1, 2,4, 8, 16, 32,
ms(t) hat die Nullstellen ' mit i = 3,6, 12, 24, 48, 33,
my(t) = [ @-ao) e,

i=1,2,4,8,16,32

ms(t) = [[ @¢-a)em,

i=3,6,12,24,48,33

also deg my(t) = 6 = ms(t), deg g(t) = 12.
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g(t) hat die Nullstellen a, a?, a3, at, (af a® a'? a'% a? a3 o33, at®)

also ist g(t) = kgV (Minimalpolynome zu o, a?, o, a?).

Der zyklische Code C ist ein primitiver BCH-Code im engeren Sinne (ndmlich
b = 1) mit designiertem Abstand ¢ = 5. Also ist d(C') > 5.

Ohne Beweis: d(C') = 5. Also ist C ein [63, 51, 5]-Code.

Y

Bemerkungen 8.5 (a) Die BCH-Codes sind viel studiert worden. Es gibt
viele Abschétzungen und prézise Aussagen in Spezialfillen zu

dimC =n —deg ¢g(t) undzu d(c) (>9).

(b) Sehr lange BCH-Codes sind schlecht.
Mac-Williams-Sloane (1977) Seite 269:

Es gibt keine Folge von (C,,,) von BCH-Codes, C,,, € Paltl it n; —

i @i —1)
. dim C, .
00, SO dass die Informationsrate —— und der relative Hamming-
(3

Abstand 2 ) fiir ¢ — oo von Null weg beschréankt sind.

[Dagegen tun es die Goppa-Codes: Kapitel 12.]

(¢) Aber fiir klein n (bis zu mehrere hundert) sind die BCH-Codes gut zu
benutzen.

(d) Sie sind einfach zu kodieren und dekodieren.

Dekodieren von BCH-Codes

Bemerkung 8.6 (a) Situation: Gegeben ist ein BCH-Code C' C (tnq[tl) im
engeren Sinne (b = 1) mit designiertem Abstand § = 2¢ 4+ 1 und mit
Erzeugerpolynom

g(t) = kgV(Minimalpolynome in F,[t] von o, a? a?,..., o),

bei o € Fm —{0} mit Ordnung o(«) = n (natiirlich teilt n dann ¢™—1).

(b) Wegen d(C') > 0 = 2t+ 1 ist C t-fehlerkorrigierend (Definition 1.3 (c)).
Das heifit: Sind ¢ € C'und R € Ef[q) mit dy (e, R) < t, so ist ¢ dadurch
eindeutig bestimmt, d. h. A¢ € C mit ¢ # C und dy(c, R) < t.

(c) Ziel ist es, Objekte und einen Algorithmus anzugeben, mit denen man
in dieser Situation ¢ finden kann.
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Definition 8.7 Gegeben sind: die Situation in Bemerkung 8.6 (a) und
Woérter ¢ und R wie in Bemerkung 8.6 (b),

c=lc(t)] € C ist das gesuchte Wort,
ct) = cotett- e, at"

R=[R(t) € (tf‘I—_[t]l)

R(t) == RO + th + ... 5 Rnfltnil.

ist das empfangene Wort,

Annahme: Die Anzahl der Fehler in R ist < ¢. Dann ist

E:=R—-c = [R(t)—c(t)] =[E(t)] der Fehlervektor,
E(t)=R(t) —c(t) = (Ro—Co)+ (Ri—c)t+ ++ (Roy — cun)t"
= Ey+Et+ -+ E,_t" .

Man definiert

M = {ie{0,1,...,n—1}| E; # 0},

e := |M| (<t nach Annahme),
o(z) = H (1—aF-2) € Fymlz],
keM
w(z) = ZEk-ak- H (1—a?-2) € Fynlz].
keM jEM—{k}

Bemerkungen 8.8 Bemerkung 8.6 gab die Situation, in der man dekodie-
ren will. Definition 8.7 gab die nétigen Objekte, vor allem o(z) und w(z).
Lemma 8.9 sagt, warum und wie sie ausreichen, um ¢ zu finden.

Satz 8.10 gibt 3 Eigenschaften und eine darauf fuBlende Charakterisierung
von o(z) und w(z).

Satz 8.11 ist der Euklidische Algorithmus mit Zusatzinformation. Bemerkung
8.12 sagt, wie man mit 8.10 und 8.11 und R (und natiirlich dem Code C)
0(z) und w(z) berechnet.

Lemma 8.9 In der Situation von 8.6 und 8.7 gilt:

(a) Fehler in Positioni € {0,...,n—1} <= i€ M <= o(a™") =0.
[Deshalb nennt man o(z) “error locater”.]

(b) Beii€ M ist

E; = M

o'(a™)

[Deshalb nennt man w(z) “error evaluator”.]



7

(¢) Wenn man o(z) und w(z) kennt, kann man die Fehler im empfangenen
Wort R korrigieren und das gesendete Wort c bestimmen.

Beweis: (a) ok.

(b)
o(z) = H(l—akz),
7 = Y(-ah) [ o)
keM jeM—{k}
o) = (=a’)- [ a-a)#0,
jeM—{i}
w(z) = ZEkak H (1—alz),
keM jeM—{k}
w@™ = Eqa H (1—a’™).
jeM—{i}

(c) Das folgt aus (a) und (b): o(z) gibt die Fehlerpositionen, o(z) und w(z)
geben die Fehlerwerte. O

Satz 8.10 Situation wie in 8.6 + 8.7 + 8.9. Sei

2t—1

pz) = 3R € Pyl

die zweite Gleichung gilt, denn E(t) = R(t) — c(t) und c(a**t) = 0 fiir
1 <k+1<2t, wegen ¢ € C und der Definition von C.

(d) Erfillen o(z), W(z) € Fm|z] die Eigenschaften

(i) dego(z) <t, degw(z) < t,
(i3) B(2) = 5(2) - p(z) mod 22,
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S0 18t
= o(z) und  w(z) = o(z)
S wteae) M Y9 e

Hier ist ggT(..) a priori nur eindeutig bis auf ein skalares Vielfaches,
und dieses kann und mufl geeignet gewdhlt werden.

o(2)

Beweis:
(a) ok.

(b) Die Nullstellen von () sind genau die Elemente der Menge {a™ | i €
M} C Fym. Fiir i € M ist

w(a™) = B H (1—a?™) #0.
jeM—{i}
Also haben o(z) und w(z) keine Nullstelle gemeinsam. Also ist

geT(o(2),w(z)) = 1.

(c) Man kann in dem formalen Potenzreihenring I m[[z]] rechnen. Wegen
0(0) = 1 ist o(z) darin eine Einheit, also invertierbar. Daher ist die
Behauptung in (c) dquivalent zur Behauptung

~—

w(z
o(2)

Die wird durch folgende Rechnung bewiesen.

=p(z) mod z*.

o0

w(z) E;a . _—
o = 2Tsan 2B )
ieM ieM k=1

_ szfl . Z El(ak)z

ieM
= Z 71 B(ab)
k=1

2t
Z 21 E(a*) mod 2%
k=1

= AR = p(e)

Die vorletzte Gleichung benutzt c(a®) = 0, also E(a*) = R(a*), fiir
1<k <2t
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(d) Das wird in zwei Schritten gezeigt. Im 1. Schritt wird gezeigt, dafl o(z)
ein Teiler von o(z) ist. Dann gibt es ein y(z) € F m[z] mit

a(z) =(2) -o(2).

Im 2. Schritt wird @(z) = v(2) - w(z) gezeigt. Daher und wegen (b) ist
ggT(a(2),w(z)) = v(z) (bis auf ein beliebiges skalares Vielfaches) und

o(z) und  w(z) = o)

o(z) = -~ geT(5(2),0(2))

— ggT(0(z),w(2))

1. Schritt: Es reicht zu zeigen: o(a~%) = 0 fiir i € M.

Dazu wird benutzt, dass wegen (ii) (@0(z) = &(2) - p(z)) mod 2%)
und wegen degw(z) < t — 1 (Teil von (i)) die Koeffizienten von
2t 2 227 in 6(2) - p(z) verschwinden.

Fiir ¢ < k < 2t — 1 ist der Koeffizient von z* in 5(2) - p(2)

0 = > & -R) mit0<i<t, 0<j<k<2—1)
it+j=k
bei 6(2) =09 +01- 2+ 4o, 2

= Z o - Bt (wegen 1 < j+ 1< 2t)

it+j=k
SIS R
i+j=Fk leM
— ZEl.a(kH)l. Z 5 (a7l
leM i+i=k
= Y B,
leM

Das kann man als Matrixgleichung schreiben,

leM O

der mittlere Spaltenvektor hat Lange e = |M]|, der rechte hat Lénge t.

Ein Teil der linken Matrix ist eine Vandermonde-Matrix und hat daher
Determinante # 0,

det (oz(k+1)l> # 0.
k=tt+1,.. t+e—1

.....
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= der Spaltenvektor (E; - 5(04_1))161\4 =0,
—VieM E- -5l =0,
=VieM o&la!)=0.

2. Schritt: Nach dem 1. Schritt existiert ein y(z) € Fym|[z] mit o(2) =
v(2) - 0(2). Es soll gezeigt werden, dass w(z) = vy(z) - w(z) gilt.

Aus (ii) und (c¢) und dem 1. Schritt folgt

G(z) =(2) - w(z) = d(2)p(z) =(2) - 0(2) - p(z) mod 2*
= (0(2) =7(2) - 0(2)) - p(2)
= 0-p(z) =0.

Die folgenden Gradabschétzungen zeigen aber auch
deg(w(z) —v(z) - w(z)) <2t — 1.
Zusammen mit der Kongruenz zu 0 modulo 2% gibt das wie gewiinscht
w(z) —y(z) - w(z) = 0.

Gradabschitzungen: degw(z) <t — 1 nach Eigenschaft (i),

deg(v(z) -w(2)) = degv(z)+ degw(z)
dego(z) + degw(z)
t+(t—1)=2t— 1.

Wegen Satz 8.10 (c) ist w(z) ein Vielfaches des ggT(p(z), 2*"). Tatséchlich
stofft man bei der Berechnung dieses gg'T' mit dem euklidischen Algorithmus
auf solche o(z) und @(z). Das wird in Bemerkung 8.12 ausgefiihrt.

Satz 8.11 (Euklidischer Algorithmus mit Zusatzinformation)
Sei K ein Korper, ap(t),a1(t) € K[t] — {0} mit degao(t) > degas(t).

(a) Dann 3t m € N und 3! a;, (t), ¢:(t), € K[t]\{0} firi=1,...,m+1 mit

a;—1 = qi-ai+ai+1 fl'irizl,...,m,
und A = Gm+1 " G4l
und dega;y1 < dega; firi=1,...,m.

Dann st
Am41 = ggT(aO, al)'
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(b) (Zusatzinformation) Man definiert rekursiv

Jfor=1, fi:=0, fi-‘rl = fisi—qfi firi=1,...,m,
go 1= 07 g1 = 1’ giv1 ‘= Gi—1 — qig; fir « = 1, .o, M.
Dann gilt:

([) ai:fi'ao—ng'al fﬁri:O,l,...,m—i—l,
(II)  deggir1 < degay—dega; firi=0,1,...,m.

Beweis: (a) wohlbekannt, Polynomdivision iterieren.
(b)Beweis mit Induktion.
(I) ist klar fiir i = 0, 1.

(IT) ist klar fiir ¢ = 0.
Induktionsschritt:

(I) Fiir ¢ > 1 ist

Qir1 = Qi—1 — G044
(fic1-ao+ gim1-a1) — qi(fi - a0+ gi - 1)

= fit1- a0+ giy1 - a1

(1) Fiir i > 1 ist

deggit1 < max(degg;—1,deg(g:g:)),
deg g1, { < degag —dega;_» < degay —"de.g a; fiir ¢ > 2,
‘ = —o0 < degag — degay fiir i =1,
deg(qigi) = deggq; +degg; = (dega;_1 — dega;) + degg;
< (dega;—; —dega;) + degag — dega;_,
= degag — dega,.

Bemerkung 8.12 Anwendung von 8.11 in der Situation von 8.6-8.10:

ag(z) = 2", a1(2) = p(2),
3Alé mit dega;—1(z) >t > dega;(z).

Es ist
a;i(2) = fi(2) - 2" + 6i(2) - p(2)
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und
deg gi(z) < degap(z) —dega;_1(z) <2t —t = 1.
gi(z) und @;(z) erfiillen die Eigenschaften (i) und (ii) von 7(z) und @(2) in

Satz 8.10 (d). Man erhélt

. gi(z)
olz) = 28T (gi(2), ai(2))

und  w(z2)
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9 MDS-Codes

Satz 9.1 (Singleton-Schranke)
(a) Ein (nicht notwendig linearer) (n, |C|,d)-Code C C ¥, erfillt

|C‘ S qTZfCH’l.

(b) Ein linearer [n, k,d]-Code C C I erfiillt
k<n-—d+1,
dquivalent: k4+d<n+1 bzw. d<n—k+1.

Beweis:

(b) folgt aus (a).

(a) Fiir 1 <4y <y < -+ < gy < nund i = (ig,...,404-1) sei pry :
Fy — ]FZ_(d_l) die Projektion, die man durch Streichen der Eintrdge an den
Positionen iy, iy, . .., i4-1 erhélt. Wegen d(C) = d ist (pr;)ic: C — ]F‘Zf(dfl)
injektiv. Also ist |CO] < [Fr—(d-1] = gn—d+1, O

Definition 9.2 Ein (nicht notwendig linearer) (n, |C|, d)-Code C' C I}y heifit
MDS-Code (“maximum distance separable”), falls |C| = ¢" 4! ist.

Bemerkungen 9.3 (a) Das ist dquivalent zu log, |C| = n —d + 1 bzw.
d+log,|C|=n+1bzw. d=n—log, |C| + 1.

(b) Ein (linearer) [n, k, d]-Code ist ein MDS-Code <= k+d=n+ 1.

Satz 9.4 (Existenz von linearen MDS-Codes)

Sei ¢ = p! mit p Primzahl, | € N. Sein < ¢ — 1,1 < k < n. Dann g¢ibt
es einen linearen MDS-Code C' C Iy mit dim C = k. Das ist also ein
[n, k,n — k + 1]-Code.

Beweis: Im Fall n = ¢ — 1 hat man die Reed-Solomon-Codes von Lemma
10.2 (d). Im Fall n < ¢ — 1 wendet man Lemma 9.8 (c) auf diese Reed-
Solomon-Codes an. O

Lemma 9.5 Sei C C I} ein linearer [n, k, d]-Code und H eine Kontrollma-
triz (H ist eine (n — k) X n-Matriz). Dann ist

d= min(cﬂ 3 d linear abhéngige Spalten in H).

Beweis: Erinnerung 1: C' = {z € I} | H - 2" = 0}.
Erinnerung 2: Bei einem linearen Code ist d = min(w(z) | z € C' — {0}).
Damit ist das Lemma klar. O
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Satz 9.6 Sei C' C I} ein (linearer) [n, k, d]-Code.
Aquivalent sind:

(a) C ist ein MDS-Code, d.h. k+d=mn+1.

(B) Fiir jedes i = (i1, ... 0n—g) mit 1 < iy <ig < ...,< in_ < n ist die
Einschrdnkung der Projektion

prg; : Fy — IF';, (@1, @0) = () je{t,n)—{ir,min_x}
auf C' eine Bijektion (pr)ic: C — ]F’C
(v) Je k Spalten einer Erzeugermatriz von C' sind linear unabhdngig.
(0) Je n — k Spalten einer Kontrollmatriz von C' sind linear unabhdngig.
(¢) Der duale Code C*+ C F} (Definition 2.7 (a)) ist ein MDS-Code.
(C) Zu je d Indices {iy,...,iq} C {1,...,n} gibt es ein x € C' mit

r, #0 <— iE{il,...,id}.

Beweis:

(a) = (B) : d=mn—Fk+1. Daher ist (pry)c : C — F} injektiv.

Wegen |C| = ¢" = |F%| ist es auch surjektiv, also bijektiv.

(B) = (a) : Fiir jedes i ist (pr(;))c injektiv = d > n — k + 1. Wegen Satz 9.1 ist

d=n—-k+ 1.

(ﬁ)@("}/) Seii:(il,...,in_k)mit1§i1<i2<---<in_k§n.

(B) fir dieses i

(pr(;))jc ist eine Bijektion

(pr l)) ¢ ist ein VR-Isomorphismus
(pr

ri)ic: C — IFZ bildet eine Basis von C

auf eine Basis von ]F'; ab

IHIII

<= Streicht man in einer Erzeugermatrix von C'

(eine (k x m)-Matrix, deren Zeilen eine Basis von C' bilden)
die n — k Spalten mit den Indices 4, ..., %, g,

so sind die k Zeilen der neuen Matrix eine Basis von ]F/;
die neue (k x k)-Matrix hat det # 0

die k£ Spalten der neuen Matrix sind linear unabhéngig.

117
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(a) = (0): Mit d =n — k + 1 und Lemma 9.5.

(0) = (o) : ((5)&Lemma9.5:>d2n—k+1satzz>9‘1d:n—k+1.

(0) < (€) : Das folgt aus (9) & (a) < (7) und Lemma 2.7 (c),
(Kontrollmatrix von C') = (Erzeugermatrix von C).
(a)&(B) = (¢) : Seien d verschiedene Indices iy, ...,iq € {1,...,n} gegeben.
Sei i’ == (i1,...,14-1), es ist d — 1 = n — k nach («),

und pry 1 € — ]F'; ist eine Bijektion nach (3).

Das Urbild x unter pr(; von

) 0, falls j # iq4
(Yi)iem)—{ir miany ML Y; :{ 1, falls j =iq

erfiillt die Behauptung in (¢), denn
r,=1l=>2r#0=wx)>d=x,#0fir 1 <1 <d-1

€)= (a): Zu (i1,...,0q1) :=(1,...,d—1)und ig =: 1 € {d,d+1,...,n} gibt es
nach (¢) ein Wort z) € €' mit x;l) £0<j5e{l,...,d—1}yU{i}.

Die Worte 2@ (@D 2 sind offenbar linear unabhingig:

(7).

Also ist dimC > n —d + 1 und |C] > ¢"¢*!. Nach Satz 9.1 und
Definition 9.2 ist C ein MDS - Code. O

Bemerkung 9.7 () sagt, dass man k beliebige Eintrége als Informations-
symbole und die anderen n — k£ Eintrédge als Kontrollsymbole benutzen kann
(Definition in Lemma 2.3 (c)).

Definition/Lemma 9.8 Sei C' C I} ein [n,k,d]-Code. Sei 1 <1 < k-1
und1§21 <lp < - < g <mn, Z:(Zl,,ll)

(a) (Definition) Dann ist

C(Z) = {(‘rj)je{l...,n}f{h i} ’ x € C, Ty = 0 flll"] € {il, Ce ,Z.l}} C IFZ_Z

.....

= Bild (pr: CN{z € F} | z; =0 fiir j € {iy,..,0,}} = F,; 7).
Man sagt, dass man den Code C® aus C durch Verkiirzen erhilt.

(b) (Lemma) C® ist ein [n — I, k', d']-Code mit k — 1 < k' <k und d' > d.
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(c) (Lemma) Ist C ein MDS-Code, so auch C®. Dann ist C® ein [n —
I,k —1,d]-Code.

Beweis: (a) Definition.
(b) Durch Ergéinzen von Nullen werden aus Wértern in C® Warter in C.
Daraus folgt &' < k und d’ > d.

Jede der Bedingungen x; = 0 erniedrigt die Dimension hochstens um 1.
Daraus folgt k — 1 < k'.

() +d>k—-1)+d=k+d—1l=n+1—-1=(n—1)+ 1. Mit Satz 9.1
folgt Gleichheit, k' 4+ d’ = (n — 1) + 1. Daher ist C) ein MDS-Code, und es
stk —k—Ld =d 0

Beispiele 9.9 Kapitel 10 wird zeigen: Es gibt einen [255, 251, 5]-MDS-Code,
ein Reed-Solomon-Code.

Durch Verkiirzen erhélt man einen [32, 28, 5]-MDS-Code und einen [28, 24, 5]-
MDS-Code. Diese beiden werden im CD-Spieler benutzt.
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10 Reed-Solomon-Codes

Bemerkung 10.1  a) Reed-Solomon-Codes (RS-Codes) sind Spezialfille
von BCH-Codes. Aber man kann die Reed-Solomon-Codes im engeren
Sinn auch anders beschreiben (Satz 10.4), in einer Weise, die zu Goppa-
Codes (Kapitel 12) und zu algebraisch-geometrischen Codes (nicht in
dieser Vorlesung) fiihrt.

b) Reed-Solomon-Codes sind MDS-Codes, siche unten.

Definition/Lemma 10.2 (a) (Definition) Ein BCH-Code C' C (]fﬁﬂtl}) mit
designiertem Abstand 6 und mit Erzeugerpolynom

g(t) = kgV (Minimalpolynome in F,[t] von a’, ™ ... of=2)
mit b € N, a € Fm — {0}, ola) = n (also n|(¢™ — 1) ist ein
Reed-Solomon-Code, falls er primitiv ist, d.h. n = ¢"™ — 1, und falls
m =1 gilt.

Er heifit Reed-Solomon-Code im engeren Sinn, falls zusdtzlich b = 1
15t.

(b) (Lemma) Dann ist offenbar n = q — 1,
(Minimalpolynom von o) = (t — o),

b+5—-2

gty = JJ t-o).

j=b
(c) (Lemma) Es ist t" — 1 = g(t) - h(t) mit
n+b—1
hy=J[ @t—a),
j=bts—1
dim C =degh(t) =n—3d+ 1.
(d) (Lemma) C ist ein [n,n — 6+ 1,d] - MDS-Code.

(e) (Lemma) Satz 7.5 gibt die Kontrollmatrix

H— (a(b+i)j>

Fine andere Kontrollmatriz erhdlt man mit Satz 7.4 (c).

Bewelis:
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(a) Definition.
(b) Klar.

(c) Wegen o(a) = n = ¢™ — 1ist Fym — {0} = {1,a,0?,...,a" !}, daher

ist t" — 1 = H?;ll (t — a?), und h(t) ist wie beschrieben.

dim C' = deg h(t) folgt aus 7.4 (a) + (c).
(d) Nach Satz 8.2 ist d(C) > . Es ist
dC)+(n—=0+1)>d+(n—-350+1)=n+1.
Wegen Satz 9.1 ist daher d(C') = 6, und C ist ein MDS-Code.

(e) Die Abbildung ¥ : F, — M (1 x 1,F;) und die Matrix H sind ¥ = id

und H = (a(b“)j ) . Die Teilmatrix (a(b“)j ) ist eine
i=0,1,...,0—2 i=0,1,...,0—2
j=0,1,...,n—1 _ i=01,0-2

Vandermonde-Matrix und hat det # 0. Daher hat H linear unabhéngige

Zeilen, und H ist selber eine Kontrollmatrix. O

Definition/Satz 10.3  (a) (Erinnerung an Definition/Lemma 2.11) Ein
erweiterter RS-Code C entsteht aus einem RS-Code C' C Iy = (ﬁq_[t%)

folgendermajen:

n+1

C={(x1,...,2pn,x011) | (1,...,2,) € C, inzom F,} CcFpH.

i=1
C st ein [n+1,n — 6+ 1,d(C)]- Code mit
§+1>d(C)>8=d(C).
(b) (Satz) Sei C' ein RS-Code im engeren Sinn, dann ist d(C)=6+1 und
Cisteinn+1,n—90+1,0+1]-MDS - Code.
Beweis: (a) Siehe Definition/Lemma 2.11.

(b) Es reicht d(C) =6 + 1 zu zeigen, d.h. w(z) > 6 +1V z € C - {0}.

1. Fall, z € C mit .1 # 0 : (z1,...,2,) € C — {0} hat Gewicht > § also
ist w(zy, ... xp1) >0+ 1

2. Fall, z € C — {0} mit z,,,; = 0 : Dann ist z; +--- + 2, = 0. Also ist 1
eine Nullstelle von 1 + ot + z3t% + -+ - + 2, t" 1 =: £(t) € F[t].
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Nach Definition von C sind auch «,a?,...,a°! Nullstellen von £(¢) (denn
betrachtet wird ein RS-Code im engeren Sinn, also b = 1). Nun verlduft das
Argument wie im Beweis von Satz 8.2. Es ist

1 1 1 o 1 i
1 « a? e an! Ty
1 o ot . a2 s | =o0.
A Ty B

Je ¢ Spalten geben eine Vandermonde-Matrix, sind also linear unabhéngig.
Daher ist w(zy,...,z,) >0 + 1. O

Satz 10.4 Sei « € F, — {0} mit o) = ¢ — 1, also F, — {0} =
{L,a,a? ...,9?}. Sein:=q—1und 1 <1l <n. Sei

Fyltl<r == {f(t) € Fyt] | deg f(t) <1}
Es ist dim F[t]<; =1+ 1. Seien
C =A@, fla), . fa™ ) | ] € By},
und C = {(f(a”), f(a)),..., f(a" "), f(0)) | f€F,[tl<}.

(a) Dann ist C'" der RS-Code im engeren Sinn zun = q— 1, zu a und zu
d=n—1I.

(b) Esist C = C der erweiterte RS-Code aus Satz 10.3.

Beweis: (a)

F#0 = w((f(@®), fle)),.... fle" 1)) = n -1,

denn ein Polynom vom Grad < [ kann hochstens [ Nullstellen haben.

Daher ist auch die natiirliche Abbildung F,[t|<; — C injektiv, und dim C =
diqu[t]Sl = l —I— 1

Nun hat man d(C) > n — [. Mit Satz 9.1 folgt d(C) = n — . Also ist C' ein
[n,l +1,n — {]-MDS-Code.

Es reicht nun zu zeigen

—_

n—

fla)- () =0firj=1,...,(n—1)— 1.

Il
)

7

Dann ist C' im Reed-Solomon-Code im engeren Sinn (zun =qg—1, «a, 6 =
n — ) enthalten, und wegen gleicher Dimension sind sie gleich.
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Sei f(t) = Yjg fi - 1"

n—1 l n—1
S fla) (@) = Y fie > (@F)
=0 k=0 =0
n—1
denn Z(ak”)i = 0,
i=0
denn 1 <k+j<l+(n—-I01—-1)=n-—1, also 1 — %9 £ 0
n—1
und (1 — ak+j)<2(ak+j)i) — 1— (") =0
=0

[analog zu 37" L eXmind = 0 bei £ = & 7).
(b) Es reicht zu zeigen

n—1
fla') + £(0) = 0.
=0
Es ist
n—1 A l n—1 ‘
>SS+ 0) = 3 g (Yt o)
=0 k=0 =0
mit 0° = 1, 0% = 0 fiir & > 0)
l n—1
= ka'Z(ak)i‘f‘fo “(n+1)
k=1 =0

l
= ka'0+f0'OZOEFq.

k=1

O

Beispiel 10.5 ¢ = 28 = 256, n = ¢ — 1 und § = 5 geben fiir jedes b €
{1,...,256} einen Reed-Solomon-Code, der ein [255, 251, 5]-MDS-Code ist.
Vergleiche Beispiel 9.9: Durch Verkiirzen gewinnt man aus einem dieser Codes
(ich weif leider nicht, aus welchem) zwei MDS-Codes, einen [32, 28, 5]-Code
und einen [28, 24, 5]-Code, die im CD-Spieler benutzt werden.

M(ny x ng, ) — P72 gibt dann einen Code M (ny x ng, IFy)
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11 Schranken fiir Codes

Definition 11.1 Sei q eine Primzahlpotenz, seien n,d € IN mit n > d.

(a) Die Sphére vom Radius d um 0 in I} beziiglich Hamming-Metrik ist
die Menge {z € I} : w(r) = d}. Die Anzahl ihrer Elemente ist

5,(n.d) = € By | w(e) =) = () (4= 1)"

Der Ball vom Radius d um 0 in I} beziiglich der Hamming-Metrik ist
die Menge {z € I} | w(r) < d}. Die Anzahl seiner Elemente ist

7
=0

Vil d) = o € Lol < a)l = 3 (1) (o - 1

(b) Die Entropiefunktion H, : [0,1] — R ist definiert durch

HQ<O) = 0, Hq(l) = logq(q - 1) G}O’ 1[7
Hy(x) = wxlog,(¢—1)—xlog,v — (1 —x)log,(1 —x) fiir z €]0,1][.

Satz 11.2 (a) H, ist stetig auf [0, 1] und differenzierbar auf |0, 1[ mit

m0) = 0, H(L"1) =1 H,(1)=log,(q 1) €l0.1]

>0 fir 0 <o < &=,

11—z .. -1
Hy(z) = log, ((q —1) = ) =0 furj: =1L
<0 fiir qT <x<l,

lim i (x) = 400, lim H,(z) = —oo,

z—0 r—1
Hy(r) = 1Og1q-(—é—1im><0 fir 0 <z < 1.
Hald)
i A
fog 5—,511 r
0 : >
0 w



92 11 SCHRANKEN FUR CODES
(b) Seid € [0, q%ql] fest. Dann ist

lim (% log, Vi (n, [(5n])> ~ lim (% log, 5,(n, [m])) — H,(5).

n—oo n—oo

Also wachsen fir grofe n V,(n,[dn]) und S,(n,[on]) ungefihr so wie
qn'HQ(‘;).

Beweis: (a) Man rechnet aus

lim H,(z) = 0-— lirr(l)(xlogq x)—0=0= H,0),

x—0

x>0 x>0
qg—1 q—1 q—1
Hy( ) = . log,(q —1) — (log,(q — 1) —log, q)
qg—1 qg—1
—(1———)log, (1 — ——
( . ) log,( . )
-1 1
— g—————+ — ::17
q q

lirri Hy(x) = log,(¢q—1)—0— lirri(l —x)log,(1 —x) =log,(q—1) = Hy(1).

<l <1

Bemerkung: fiir a > 0 und b > 0 ist

log, b
log, b = —*,
log, a
denn
plogeb _ p — gloga b _ ( elogea)l(’gab _ plogcalog, b
Mit dieser Bemerkung kann man log o = %82 ynd log (1 — z) = 2gU=2)
q log, q q log, q

schreiben. Damit rechnet man fiir 0 < 2 < 1 aus

1 1

Hiw) = log(q—1) ~logz —a- -
Tlog,(1—2) — (1 —a) —— . —
S YT g

= log,(¢—1)—log, v +log,(1—x)

= log, ((q—l)- 1;37)

— X

> 1
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Genauso rechnet man fiir 0 < z < 1 aus

1 1 1
(__ —

_logeq. r l1l—=x

H!(z) =

q

(b) Zuerst eine
Behauptung: (Vergleich der Summanden in V,(n, [0n]))

Jeder Summand < letzter Summand = S,(n, [0n]) = ({; ]) (g — 1)l
n

[Anschaulich: Mit wachsendem Radius sollten Sphéren mehr Punkte erhal-
ten. Aber Vorsicht: man konnte sich vorstellen, dafl manche Sphéren so
ungliicklich liegen, dafl sie wenige Punkte enthalten.]

Beweis: Fiir 1 <7 < 7 ist (/_11) < (7;) (das Pascalsche Dreieck ist spiegel-
symmetrisch entlang der senkrechten Achse), und daher ist dann

(Z. N 1) (g—-1)7" < (?) (g - 1)"

Aber fiir ”TH < i < [dn] ist (:1) > (T;) Man mufl dann vorsichtiger

abschétzen. Folgende vorsichtigere Abschéitzung funktioniert fiir alle 7 mit
1 <i<[on]:

(%) i!(:ii)! n—i+1 n+1
n p—t n! p—t " p—y " _— 1
() =D (n=it1)! g ¢
LU S (e s S S S B D
[on] d(n+1) ) qg—1 qg—1
Daraus folgt die Behauptung. (O)
Damit ist

([52]) (q = 1) = Sy(n, [6n]) < Vy(n, [on]) < (1+ [dn]) - Sy(n, [5n]).

Es ist
. log,(1+ [on])
lim ———% =
n—oo n

%% _ (). Daher und wegen lim,, [(sn—n] = ist

wegen lim,_,

lim (%logq Sy(n, [m])) = lim (%log Va(n, [5n])),

n—o0 n—oo

. 1 n
= 0-log,(¢ = 1)+ lim <ﬁlogq ([M)) ’
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falls dieser letzte Limes existiert!
Wegen der Bemerkung im Beweis von (a) ist

(1) - o ()

und man muf} nur %log ([ 5 ]) diskutieren.

Zitat: (Eine grobe Version der Stirlingschen Formel)

logn! =n-logn —n+ O(logn) fiir n — oo.

Anwendung der Stirlingschen Formel gibt das zweite Gleichheitszeichen in
den folgenden Umformungen,

%log ([52]) = %(log n! — log[on]! — log(n — [dn])!)
" gl %(n -logn —n+ O(logn) — [dn]log[on] + [dn] + O(log[dn])
—(n —[0n])log(n — [on]) + (n — [on]) + O(log(n — [on]))
(fiir groBes n ist [on] ~ dn, also)

1
~  logn —dlog(on) — (1 —6)log((1 —d)n) + EO(log n)
= logn—dlogd —dlogn — (1 —4)log(l— )
1
—(1—6)logn + EO(logn)

= —dlogd— (1 —10)log(l—9)+ lO(logn).
n

Also ist

n

i (1og, (1)) = (alogs— (1= 8)log(1 - ) - log. )
= —dlog, 6 — (1 —0)log,(1—9).

Bei beiden Gleichheitszeichen wird die Bemerkung im Beweis von (a) benutzt.
Nun erhélt man

n—oo n—oo

lim (% log, Vy(n, [5n])) ~ lim (% log, S,(n, [m])) — H,(5).

Definition 11.3 Sei ¢ eine Primzahlpotenz, seien n,d € IN mit n > d.

(a) Ag(n,d) :=max(M € IN | es existiert ein (n, M, d)-Code in Ty).
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(b) Sei 0 < 4§ < 1.

1 (8) = lim sup <% log, A,(7, [w)) |

n— 00

[07]

n

Bemerkungen 11.4 (i)
stand”.

~ 0 in (b) ist ein “relativer Hammingab-

(ii) Die GroBe ag(d) steht in Beziehung zum Channel coding theorem von
Shannon (Satz 1.7). Sie sagt, eine wie gute Informationsrate (= «,(9))
man mit sehr langen Codes (7 — o0) erreichen kann, wenn man rela-
tiven Hamming-Abstand ¢ fordert.

(iii) Die genauen Werte von A,(n,d) und ay,(d) sind unbekannt. Satz 11.5
(b) gibt eine berithmte alte (1952/1957) untere Schranke fiir oy(6),
die erst 1982 mit Ideen der algebraischen Geometrie (Satz 11.6, ohne
Beweis) verbessert wurde.

(iv) Die Sétze 11.7, 11.8 und 11.9 geben obere Schranken. Die Skizze in
Bemerkung 11.10 zeigt alle Schranken zugleich.

Satz 11.5 (Gilbert-Varshamov-Schranke, 1952/57)
Sei q eine Primzahlpotenz, seien n,d € N mit n > d.

(a)

Ay(n,d) > V;I(nq—cj—l)'
(b)

ag(8) >1— Hy(6) fiir0<d< %1.

(Fiir § = “4 ist 1 — Hy(6) =1 —-1=0.)
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(c) (Verfeinerung von (a) mit linearen Codes) Sei

k:min(/;:G]l\I|qk> 4

— Vy(n,d— 1))

Dann gibt es einen linearen [n, k, d]-Code.

[Aus (¢) folgt (a). Der unabhingige Beweis von (a) ist eigentlich
iberfliissig, aber er ist instruktiv.]

Beweis: (a) Sei C' C I} ein Code mit d(C') = d, zu dem man kein Wort
hinzufiigen kann, ohne dafl der minimale Hamming-Abstand f&llt. Dann ist

F! = U (Ball um x mit Radius d — 1).

q
zeC

(nicht notwendig disjunkte Vereinigung) und
q" = |]FZ| < |C| ’ ‘/;l(n’d - 1)7

also
n

q

— < < A .

log, Ag(n, [0n log, V,(n,[on] — 1
ag(d) = limsup Y qE . 7] > limsup | 1 — %84 q(n:[ A=)
I n—00 n n— 00 n
log, V,(n,[on] — 1
n—00 n

(c) Behauptung: Sei ky € IN mit ¢ < Vq(s’—:l_l), und es gebe einen (linearen)
[n, ko, d]-Code. Dann gibt es einen (linearen) [n, ko + 1, d]- Code.

Wiederholte Anwendung der Behauptung liefert (c).
Beweis der Behauptung: Sei C' ein [n, kg, d]-Code. Aus

|C| ’ %(nvd_ 1) = qko ’ ‘/Q(nad_ 1) < qn = ‘]FZL|

folgt, dass es ein Wort x € I} — C' mit dy(z,y) > d ¥V y € C gibt.

Behauptung: Der Code C := C + I, - z erfiillt d(C) = d(C) = d.
Beweis: Denn fiir a € F,\{0},y € C ist w(y) > d (schon bekannt) und

wlaz +y) = w(z +a”'y) = du(z, —a"y) > d,

also ist V i € C w(y) > d. O
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Satz 11.6 (Tsfasman/Viadut/Zink, 1982)

Sei g eine Primzahlpotenz, seien n,d € N mit n > d.

(a) (Hauptresultat) Fiir ¢ = p* mit p Primzahl und 0 < § < 1 ist

1
Vi1~

a,(0) >1—-6—

(b) (Zusatz) Fir gewisse q und 0 ist diese Schranke besser als die Gilbert-
Varshamov-Schranke. Die Kurve § — 1 — H,(d) hat Steigung —1 genau
bei g = 2‘1(1_—_11. Die Gerade 6 — 1 —§ — ﬁ (= neue Schranke) liegt

bei 6y oberhalb der Kurve 6 — 1 — H,(9), falls

1

1—151(,(50)<1—50—ﬁ_1

qgilt.
4 L,
L] A
A-d- 3
ot 4 >
0 ’Lq"-l q_"lﬁ

Das ist erfiillt fiir ¢ > 43, insbesondere fiir p > 7,q = p*. Fiir p >
7.9 = p? und & nahe &y ist die Tsfasman - Viadut - Zink Schranke
daher besser als die Gilbert-Varshamov-Schranke.

Beweis: (a) Schwer, hier nicht. Mit Methoden der algebraischen Geometrie.
Siehe

M.A. Tsfasman, S.G. Vladut, Th. Zink: On Goppa Codes wich are better
than the Gilbert-Varshamov bound. Math. Nachrichten 109 (1982), 21-28.

Sie konstruieren “gute” Folgen (von Verallgemeinerungen?) von Goppa-
Codes. Thr Ergebnis wurde als spektakulédr gewertet. Stichtenoth hat spéter
vergleichbar starke elementarere Konstruktionen gefunden.
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1
— 2q—1=(q—1)—
do
q—1
5 —
07 2g—1

Die genannte Ungleichung ist dquivalent zu

\/6—1 <1—50+Hq(50)

und die rechte Seite ist
= 1 -6+ dglog,(q—1) — dolog, do — (1 — do)log, (1 — do)
= 1—dg+dglog,(q —1) — do(log,(q — 1) —log,(2¢g — 1))

—(1 —do)(log, ¢ —log,(2g — 1))
= log,(2¢ — 1)

Ubung: Die Ungleichung ist fiir ¢ > 43 erfiillt. O
In den Sétzen 11.7, 11.8 und 11.9 kommen nun drei obere Schranken.

Satz 11.7 (= Satz 9.1, Singleton-Schranke)
Sei q eine Primzahlpotenz, seien n,d € N mit n > d.

(a) Es ist
Ay(n,d) < g4t

(b) Fir0 <o <1 ist
ay(d) <1-—0.

Beweis:

(a) Satz 9.1.
(b)

log, Ag(i, [57) _

T Ao n

ay(0) =pet lim sup

n—00
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Satz 11.8 (Hamming-Schranke (Liitkebohmert), Kugelpackungsschranke
(van Lint))

Sei g eine Primzahlpotenz, seien n,d € N mit n > d.

(a) Beid=2e+1 ist

q
A <
Q<n7d) — ‘/(I(n,e)
(b) Fir0<o <1 ist
)
FOESEN:A

Bewelis:

(a) Sei C C Iy ein (n, M,d)-Code mit d = 2e + 1. Es ist
Iy D UmeC(Ball um = vom Radius e),
das ist eine disjunkte Vereinigung wegen d(C') = 2e + 1. Daher ist
q" = |C[- Vy(n,e).

(b) Nach Definition ist

log, A,(n, |07
ay(0) = limsup 08y A4l | n])

n— 00 n
1. Fall, [0n] ungerade: 2e + 1 = [07], dann ist

o -1 Pn] L AR, [67) <

n

q
Vo(i,e)’

2 2
2. Fall, [6n] gerade: Definiere e durch 2e + 1 = [dn] — 1, dann ist

e _ L En] —1, AR, [67]) < Ay(n, [67] — 1) <

n

In beiden Fallen ist daher

. 1 q" 11.2 (b)
0= (5o ) 21

Schwerer ist der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 11.9 (Plotkin-Schranke)
Sei q eine Primzahlpotenz, seien n,d € N mit n > d.
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(a) Sei n% < d <n. Dann ist

Ag(n,d) < ———
n

(b) Fiir T4 <5 <1 ist
a,(0) =0.

(c) Seid < n%, definiere (hier ist [.| die Gaufsklammer)

, q q q
=l d-1D| < —2(d-1)< —2—.d<n.
" Ll—l( )}_q—l( )<q—1 ="

Dannistd—n'-%>0und

(d) Fir0 <6< Tl st
! g
) <1———"4.
ag(0) < g—1
Beweis: (a) Sei €' C I} ein (n, M, d)-Code und n% <d<n. FiraekF,
und i = 1,2,...,n sei

miq = {x € C |z =a}l

Z miq = M.

aclry

Es ist

Nun schatzt man ab:

MM-1d < Y duley) =Y dulz,y)

z,y€eC, z#y z,yeC

= Z Z (1 — 04,4, (0., ist das Kroneckersymbol)

i=1 z,yeC
n n
= ZZ Z Z 1:ZZmi,a'<M—mi,a)
1=1 a€lFy z€C: x;=a yeC: y;7#a i=1 a€lFy
= Xn: M-M-> " m,
i=1 aclry
2
S.U. " 1 1
< MQ__ Zmi,a =n q— M27
i=1 q aclFy, q
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hier folgt die Abschatzung S%' mit der folgenden Anwendung der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung:

2

me-l < mea . 212 :q-Zmia.

aclFy acly, aclFy aclFy

Also ist
qg—1

q

(M—1)-d<mn- - M,
und das ist dquivalent zu

—dg(—d+n-%1)-M.

Im Fall d — nq;ql > ( ist das dquivalent zu

<t
~d—nit
q

(b) Fiir =% < § <1 ist

a,(8) = limsup (%loquq(n, [5n]))

n—oo

(2) li ! lo [9n]
11m — —_——

(c) Sei C ein (n, M,d)-Code mit M = Ay(n,d). Sei y € F*~"". Definiere
Cy={zeC| (1., Tpn_n) =Yy}

Dann ist

¢= Uyean, Cy (disjunkte Vereinigung).
Sei yo € F"™ mit |C,,| maximal unter allen |C,|. Man schitzt ab
yelFn—n/

Nach Weglassen der Eintrdge (z1,...,7,-») = y in allen Wortern in C,
wird aus Cy, eine Menge C,, C ]FZ’. Diese Menge ist offensichtlich ein
(n',|Cy, |, d(Cyy))-Code mit d(Cy,) > d = d(C).
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Die Voraussetzung von (a) ist erfiillt:

qg—1

d(Cy) >d>n' - +— nach Definition von n'.

q

(a) gibt
~ d
|Cyol = 1Cyo| < R

Daraus folgt

e d

M<q PR

a,(8) = limsup (%loquq(n, [5n])>

n—oo

. 1 n—n' [6’)1]
e (ﬁk’gq (q o] —))

) n 1 )
= (“5*51%—5_71_«&)

n

/
© im (1—3) S T S
n—o0 n qg—1

IN

Die Gleichung (*x) folgt aus

n q n n|qg—1 q
1 1 q qg—1
> —lom|——-———(on]—1) - ——
> o] - e -
1 1 1 1
= —[on]——=[on]+ —=—
n n n o n
und
1 0 1 )
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Bemerkung 11.10 Die folgende Skizze zeigt alle Schranken zusammen.
GV = Gilbert-Varshamov-Schranke (untere),

TVZ = Tsfasman-Vladut-Zink-Schranke (untere),

S = Singleton-Schranke (obere),

H = Hamming-Schranke (obere),

P = Plotkin-Schranke (obere).

a,(9) liegt im schraffierten Bereich.

4 %

TV
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12

12 GOPPA-CODES

Goppa-Codes

Bemerkungen 12.1 (i) Man kann relativ leicht zeigen, dass es Folgen

(i)

(i)

von Goppa-Codes gibt, die sich von unten der Gilbert-Varshamov-
Schranke anndhern (Satz 12.5).

Tsfasman/Vladut/Zink (1982) und Stichtenoth (spéter) haben mit Hil-
fe von Techniken der algebraischen Geometrie Folgen (von Verallgemei-
nerungen?) von Goppa-Codes konstruiert, die oberhalb der Gilbert-
Varshamov-Schranke liegen.

Goppa-Codes (Definition 12.2) sind Verallgemeinerungen von BCH-
Codes im engeren Sinn (Definition 8.1). Man betrachtet die BCH-Codes
im engeren Sinn von einem neuen Blickwinkel.

Zuerst ihre alte Definition:

F,|t
¢ C 0 ol 0’ mit designiertem Abstand § und mit
a € Fm mit o(a) =n (natiirlich gilt n|(¢™ — 1)),
C = ([g(t)]) mit Erzeugerpolynom
g(t) = kgV (Minimalpolynome in F,[t] von a,a?, ... ,aé_l) )
Es ist

[co+eit+-+ e t" ] =[c(t) €C
— c(dd)=0 firj=12,....,0—-1 (x).

Nun eine Zwischenrechnung: Beachte

e A e L

— EZ —znlkz

Daher ist fiir ein beliebiges Polynom c(t) = ¢ + ¢1t + ¢, _1t"! € T[]

n—1

3
,_.

z—l

M
I
™
Ay
N'N
|| =
ol
l}_‘

z— o™t
1=0 1=0
n—1 n—1
k —i\n—1—k
— ECZE (o)
i=0 k=0
n—1
— E :Zk . E ¢ - k+1
k=0
n—1

k=0
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Nun der neue Blickwinkel = eine neue Charakterisierung:

Aus der Zwischenrechnung und der Charakterisierung (*) der Elemente
[c(t)] von C' folgt

n—1

[c(t)] € C — (z”_l)_z G — 0 mod 2

z—a !
=0

n—1
klar & _ 6—1
— - =(0 mod 2° .
ZZ; zZ—at
Definition 12.2 (Goppa-Codes)
Gegeben seien: ¢ eine Primzahlpotenz, m,t,n € IN,

f(z2) € Fgm[z] ein Polynom vom Grad t,
L = (9,7, V-1) € Fym  ein Vektor mit
vi # v fir i # 7 und
f) #0Vi=0,1,...n— 1,

Der Goppa-Code I'(L, f) C Iy ist

C;

=0 mod f(2)}.

n—1
T(L, f) == {(co, 1, cor) €T | Y p—
i=0 t

Bemerkungen 12.3 (i) Er ist ein linearer Code.
(ii) Ein BCH-Code im engeren Sinn ist ein Goppa-Code I'(L, f) mit

L= a Y. . ,a ™ )und f(z) =2 t =6 —1.

(iii) Eine Bedingung

ist nur sinnvoll, wenn gilt

Vi egT(f(2),b;(2)) =1,

denn nur dann ist die Klasse [b;(z)] im Quotientenring Fym[2]/(f(2))
invertierbar und 1/[b;(z)] darin wohldefiniert. In dem Fall sagt die Be-
dingung (**) gerade, dafl die Summe links in diesem Quotientenring
das Nullelement ist,

0], o Epld
2 mEo =0 ™ ey

Jj=1
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Die Bedingung (#x) 148t sich aber auch ohne den Quotientenring schrei-
ben, sie ist dquivalent zur Bedingung

f(2) | Z (aj(Z)'Hbj(Z)> i Fyn[2].

1#]
In Definition 12.2 ist ggT(f(z),z — ;) = 1 wegen f(~;) # 0.

(iv) Der Spezialfall in Definition 12.2 der Bedingung () ldsst sich mit den
Formeln (I) und (II) anders schreiben:

L _ -1 fE-f0) g
z—v  f(v) z—7 471() @)

t
und bei f(z) = Z fi- 2" st
i=0

i
z—7 z—

f(Z) — f(’y) Z fz z :;l _ Z fi(zi_l + Zi_Q’Y 4+ -4 ’Yi_l)
i=1 =1

= Z foripn - 28 (L1)

k,l mit k+1<t—1

ein Polynom vom Grad ¢t — 1 in z.

Satz 12.4 Seien L und f(z) wie in Definition 12.2 und sei C' =T'(L, f) der
zugehorige Goppa-Code.

(a) Sei h; = ﬁ, und sei

ho hi ... ha
h h cov 1Y
g | O Tl e M X, Fyn).
ho’}/é_l hl’}/i_l e hn—llyfl__ll

Mit einem T, - Vektorraum-Isomorphismus
U:Fm— Mmx1,TF)
erhdlt man aus H eine Matrix
H e M((mt) x n,F,).

Nach Weglassen linear abhdngiger Zeilen wird daraus eine Kontrollma-

triz des Goppa-Codes C =T'(L, f).
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(b) dimC >n—m-t.
(c) d(C) >t+ 1.
Beweis: (a) Es gelten folgende Aquivalenzen

C0,C1s -+ Cno1) € (L, f)

n—1

= =0 mod f(z) (Definition des Goppa-Codes)

= 2_: fci S ZTO) o od £(z) (Bem. 12.3(i0)(1)

— f(%) Z =
n—1
= Y chi- Y frsiz1 259t =0 mod f(z) (Bem. 12.3(iv)(I1))
i=0 kl mit k+HI<t—1
n—1
— Zci'hi' Z Jrtit Zk"%l‘:o
i=0 k0 mit k+HI<t—1

(da deg(linke Seite) <t —1 <t =deg f(2))

n—1
<~ VkE{O,...,t—l} th< Z fk+l+ﬂf>-ci:0
=0

I mit k+I<t—1

Das sind t lineare Bedingungen. Sie lassen sich in folgender Matrizengleichung
zusammenstellen (oberste Zeile < k =t — 1, unterste Zeile < k = 0),

hoft hn—lft Co
0— ho(fi—1 + fivo) e ho—1(fe—1 + fiyn—1) Co
ho(f1+f2’70+"‘+ft’7(t)71) hnfl(fl+f2’}/n71+"‘+ft77t1:11) Cn—1

Wegen deg f(z) =t ist f; # 0.

Zeilenumformungen geben die dquivalente Bedingung

Der Rest von (a) ist klar.
(b) dim C' = n — rang H, und natiirlich rang H < m - t.
(c) Sei (¢, 1y ..y cn1) € C— {0} und w := w((co, 1y ..., Cn-1)).
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Es reicht zu zeigen, dafl w >t 4 1 ist. Schreibe

. S II G-
Z Ci _ Z C; _ i mit ¢; 0 J mit ¢;#0,i#j _. CL(Z)
<=7 ' [1 bGz)

=0 imiciz0” ! i mit ¢;7£0 (=)
Wegen f(v;) # 0V i ist ggT(f(2),b(2)) = 1.
Nach Definition des Goppa-Codes gilt

(007617 s 7Cn71) €l f(Z) ’ CZ(Z)
Daher ist f(z) | a(z) und (wegen (co,c1,...,cn—1) # 0 ist a(z) # 0)
dega(z) > deg f(z) = t.
Anderseits ist
dega(z) <w —1.
Also ist w >t + 1. O
Satz 12.5 (Goppa-Codes und die Gilbert-Varshamouv-Schranke)

Sei q eine Primzahlpotenz, 0 < 6 < 1, >0, N € IN.
Es existieren Goppa-Codes C = T(L,f) C Fy mit n > N, relativem

Hamming-Abstand @ > 6 und Informationsrate
dim(C
rey =) Sy g )~

n =

Deutung dieses Resultats: Die asymptotische Gilbert-Varshamouv-Schranke
a,(0) > 1 — H,(9) zeigte die Existenz von Codes C' mit d(n—c) > und

R(C) = dimT(C) > 1— H,(0) — €. Das Resultat hier gibt einen zweiten viel
komplizierteren, aber konstruktiven Beweis dieser Existenzaussage.

Beweis: Man wahlt erstmal die Zahlen m und ¢ grof}, spidter werden beide
nach oo laufen. Dann setzt man

n = q",
L = (707717"'7771—1) mit {’707’7/17"'7771—1} :]qu
(die Reihenfolge der Korperelemente ~; von Fym ist egal),
Jygm = {irreduzible Polynome vom Grad t in Fm[2]}

(vgl. Satz 6.14 (a) fiir den Spezialfall ¢™ = Primzahl).

Spater wird dann mit grofler Sorgfalt ein gutes f(z) € J;m|z] ausgewihlt.
Aus f(z) irreduzibel folgt natiirlich V i f(v;) # 0. Der Goppa-Code I'(L, f)
wird am Ende den Satz 12.5 erfiillen.
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Ansatz: Man sucht ein méglichst grofies d € N, so dafs die Teilmenge

{f(2) € Jogm | d(T(L, f)) < d}

eine echte Teilmenge von Jygm ist. Dazu muf man diese Teilmenge
abschdtzen. Danach wird f(z) in der Komplementirmenge gewdhlt werden.

Gegeben seien (irgendein) d € IN und irgendein Wort (cg,¢1,...,¢n1) €
— {0} mit w((cg,c1,...,¢n1)) = w < d.
Wie im Beweis von Satz 12.4 (c) ist der Z#hler a(z) in

o > ooa I (G-
Z C; _ Z C; _ i mit ¢; 720 J mit ¢;#0,i#£j _. CL(Z)
Z = i I1 ' b(2)

T Yi P Z =% (Z—’Y@)
i=0 4 mit ¢;7#0 1 mit ¢;#0

ein Polynom in Fym[z] mit Grad < w — 1. Und wie dort folgt fiir jedes
f(z) € Jygm aus der Definition des Goppa-Codes I'(L, f)

(CosC1yeeyCno1) € (L, f) <= f(2) | a(2).

Wegen deg a(z) < w—1 wird der Zahler a(z) von héchstens [“’T_l} Polynomen
in J;,m geteilt. Fiir jeden dieser Teiler freje, € Jigm ist I'(L, freier) ein
Goppa-Code mit (co, ..., ¢y—1) € T'(L, freiter) und daher mit d(T'(L, freier)) <
w < d.

Diese freier miissen alle vermieden werden, wenn man ein f € J; m mit
d(I'(L, f)) > d wahlen mochte.

Man durchlauft alle Worte (co, ..., c,—1) € F}l mit Gewicht < d und schétzt

ab. Man erhalt

{f(z) € Jigm | d(T(L, [)) < dj

|
d

< i[“’_ll {(Cor o ent) € T | w((Cy o o)) = w}]

d
< T V;](’I”L,d— 1).

Fazit: Fir d mit

d—2
— Vy(n,d —1) < |Jpgm] (% * %)

gibt es Polynome f(z) € Jygm mit d(I'(L, f)) > d
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Es wird gleich gezeigt werden, dafl diese Ungleichung fiir folgende Tupel
(g, m,t,n,d) erfiillt ist: ¢ eine feste Primzahlpotenz, m geniigend groff und
dann beliebig, t sorgfiltig gewahlt und automatisch auch grof,

Beim Beweis sind folgende Resultate niitzlich:

(I) Satz 11.2 (b):

i Y00

—00 n

(IT) Zitat: Fiir groBes ¢™ ist

gl = (@) (14 0(1)

Hier ohne Beweis. Blo3 der Spezialfall ¢™ =Primzahl wird im Be-
weis von Satz 6.14 (a) behandelt. Ein vollstandiger Beweis steht in
Liitkebohmert, Korollar A.2.6 (allerdings muf§ die dort stehende Un-
gleichung 2 - cardl; > qt—t(l — ¢%?) durch die Ungleichung 2 - cardl, >
T(1—t-q*?) ersetzt werden),

Mit ihnen erhilt man

d—?2 1
S Vi d = 1) < Vign| = g™ (1 + (1)

([on] = 1) - Vi(n, [on]) < g™ (1 + o(1))

(6) + —log([éz] - %t +0(1)

(s * )

Hy

[

mww&?+dn

Ansatz: Nun seien wie im Satz 12.50 < § < 1 und € > 0 (klein) und N € N
(groB) gegeben. Man kann wihlen und w#hlt m so groB, dass
n=q¢" >N und ﬁ:@<5
g™ n
ist. Dann kann man wéahlen und wahlt ¢ € IN so, daf
mt

0<7—Hq(5)<5

ist. Dann ist ¢ automatisch auch gro$, falls ¢ deutlich kleiner als H,(9) ist.
Dann ist (* * ) erfiillt, und man kann ein f(z) € J; ;m wihlen mit

d(T(L, f)) > d = [on] + 1.
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Es erfiillt auch

Bemerkung: Das 2 in den Umformungen von (x % %) kam von [J; gm|, aber

es tritt auch in der Abschétzung in Satz 11.4 (b) von R(I'(L, f)) auf. Diese
Ubereinstimmung ist a priori Zufall. Wenn man Satz 11.4 (b) verbessern
kénnte zu einer Ungleichung

RO(L ) 2 1= " 42y

mit einem e&; > 0, wiirde der Ansatz oben Goppa-Codes liefern, die die
Gilbert-Varshamov-Schranke brechen. O



