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Harmonische Bündel

Harmonische Bündel sind komplexe Vektorbündel mit einer flachen Struktur
und einer Higgs-Bündel-Struktur, zu denen es eine hermitesche Metrik gibt,
die mit beiden Strukturen nichttriviale Kompatibilitätsbedingungen erfüllt
(Details in den Hinweisen zum 1. und 2. Vortrag unten). Harmonische
Bündel stellen ein Bindeglied zwischen flachen Bündeln und Higgs-Bündeln
dar. Es gibt zwei Korrespondenzen im Fall, wenn die Basis eine kompakte
Kählermannigfaltigkeit ist,

halbeinfache
flache
Vektorbündel

1:1
←→ harmonische

Bündel

1:1
←→

polystabile
Higgs-Bündel
mit c1 = c2 = 0

Die linke ist von Corlette [Co, §4] (aufbauend auf [ES], [Do3], die rechte von
Simpson [Si1, §§3–7] (aufbauend auf [NS], [Do1], [UY], [Do2], [Hi]).
Harmonische Bündel sind Verallgemeinerungen von Vektorbündeln mit einer
Variation von Hodge-Strukturen. Simpson hat sie angewandt, um Aussagen
über die Fundamentalgruppen von kompakten Kählermannigfaltigkeiten zu
machen ([Si2] gibt einen ersten Eindruck).
Es gibt verschiedene Weiterentwicklungen ([JZ], [Li], [He], [Sab], [Mo1], [Mo2],
[Mo3], [Mo4]).

In der AG werden diese Korrespondenzen behandelt. Hier ist eine Liste der

Vortragsvorschläge

1. Hermitesche Vektorbündel und Higgs-Bündel
2. Definition harmonischer Bündel und Formulierung des Hauptresultats
3. Harmonische und pluriharmonische Abbildungen im allgemeinen
4. Harmonische Bündel und (pluri)harmonische Abbildungen
5. Geschichte der Hermite-Einstein-Bündel

6.+7. Halbeinfache und harmonische Bündel nach Corlette
8.-10. Higgs-Bündel und harmonische Bündel nach Simpson

11. Anwendungen auf Fundamentalgruppen von Kählermannigfaltigkeiten
12.+13. Harmonische Bündel im nichtkompakten Fall

14. Polarisierbare Twistor-D-Moduln
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Hinter der Literaturliste stehen ausführliche Vorschläge und Hinweise zu den
ersten fünf Vorträgen. Die ersten fünf Vorträge sollen eine gute Idee von den
Strukturen, den Ergebnissen, der Literatur und einem Teil der involvierten
Geometrie geben. Die Vorträge 1 – 3 kann jeder halten. Bei 4 ist Erfahrung
mit der Differentialgeometrie symmetrischer Räume gut, bei 5 (Bericht zur
Literatur) ist allgemeine Erfahrung gut.
Die ersten fünf Vorträge sind die wichtigsten.

Die Vorträge 6+7 sollen eine Idee des Beweises von Corlette [Co, §4] geben,
die Vorträge 8 – 10 eine Idee des Beweises von Simpson [Si1, §§3–7]. Ob es
wirklich 2 bzw. 3 Vorträge werden oder weniger oder mehr, hängt von der
Energie und der Detailfreude der Vortragenden ab.

Die Vorträge 11 – 14 sind nur Vorschläge. Keiner von ihnen muß realisiert
werden. Es sind auch Vorträge über andere Anwendungen von harmonischen
Bündeln oder über Querverbindungen zu anderen Gebieten denkbar.

Wer einen Vortrag halten möchte (bitte reißen Sie sich um die ersten fünf
Vorträge), wendet sich bitte an R. Weissauer oder C. Hertling, am besten per
email.

Für jeden empfehlenswert zu lesen sind
[Si2], vor allem die ersten 3 Seiten,
[Si3] die Seiten 13–19,
[Mo3] die Seiten 14–16,
[CMSP] Kapitel 14, vor allem die Seiten 359–368,
die Einleitungen von [Si1], [Si3], [Mo4].
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unter: www.iecn.u-nancy.fr/Preprint).
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Hinweise zu den Vortragsvorschlägen

Zu 1.: Der erste Vortrag soll an die Standardfakten zu hermiteschen Vek-
torbündeln erinnern, Notationen vergleichen und etablieren und Higgs-Bündel
definieren.
Stichworte: M komplexe Mannigfaltigkeit,
E →M komplexes C∞ Vektorbündel, Ak(E) := Ak

M ⊗ C∞(E), wobei
Ak

M = {C∞ k-Formen auf M}, C∞(E) = {C∞-Schnitte von E},
Ap,q(E),

Zusammenhang D : A0(E) → A1(E), ...

seine äußeren Ableitungen d
(k)
D : Ak(E) → Ak+1(E),

ω ⊗ a 7→ dω ⊗ a + (−1)kω ∧Da.

(1, 0)-Zusammenhang D′ : A0(E)→ A1,0(E), d
(k)
D′ , (0, 1)-Zusammenhang D′′,

C∞(M)-lineare Abbildung θ : A0(E)→ A1,0(E), ebenso θ : A0(E)→ A0,1(E).

Vergleich von Notationen: häufig alle d
(k)
D =: D, insbesondere ist die

Krümmung

d
(1)
D ◦D = D2 : A0(E)→ A2(E);

sie ist C∞(M)-linear, also ein Tensor. Analog

θ2 = θ ∧ θ =
1

2
[θ, θ] = d

(1)
θ ◦ θ : A0(E)→ A2(E),

D(θ) = d
(1)
D ◦ θ + d

(1)
θ ◦D = D ◦ θ + θ ◦D : A0(E)→ A2(E)

(kovariante Ableitung des Tensors θ).

Nun sei eine hermitesche Metrik K auf E gegeben. Definition unitärer Zusam-
menhang ...
Lemma 1:

(i) Zu jedem (0, 1)-Zusammenhang D′′ gibt es genau einen (1, 0)-
Zusammenhang D′ , so daß D′ + D′′ ein unitärer Zusammenhang ist.

(ii) D′′2 = 0 ⇐⇒ D′2 = 0; dann ist D′ +D′′ der Chern-Zusammenhang zu
D′′. Seine Krümmung ist eine Endomorphismen-wertige (1, 1)-Form.

Satz 2: (Newlander-Nirenberg, Koszul-Malgrange (?)) (nur zitieren)

D′′2 = 0 ⇐⇒ D′′ definiert eine holomorphe Struktur auf E.

Definition 3: Ein Higgs-Bündel (mit Higgs-Feld θ) ist ein Vektorbündel (E →
M, D′′, θ) mit (D′′ + θ)2 = 0,
also D′′2 = 0, ⇒ holomorphe Struktur auf E,
D′′(θ) = 0, ⇒ θ ist eine holomorphe Endomorphismen-wertige 1-Form,
θ2 = 0, ⇒ θX ◦ θY = 0 für hol. Vektorfelder X, Y auf M .
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Literatur dazu: viele Quellen, z.B. Kobayashi, Griffiths–Harris, Donaldson–
Kronheimer, [CMSP].

Zu 2.: Der zweite Vortrag soll die “lineare Algebra” von harmonischen
Bündeln diskutieren und am Ende die Korrespondenzen präzise formulieren.
Literatur zur linearen Algebra: [Si3, Seite 13], [Mo3, 2.5.3 und 2.5.5];
Literatur zu den Korrespondenzen: [Si1][Si2][Si3], [Co].
Gegeben sei E → M wie oben. Um Simpsons Notationen zu folgen, wird das
Symbol ∂ nicht nur in d = ∂ +∂, sondern auch für einen (1, 0)-Zusammenhang
auf E benutzt [manchmal besteht Verwechslungsgefahr, z.B. in Proposition 6];
analog ∂.

Definition 4: Ein harmonisches Bündel besteht aus den Daten (E →M, D =
∂ + ∂ + θ + θ) mit den Eigenschaften:
θ : A0(E) → A0,1(E) ist C∞(M)-linear (wie θ), D2 = 0 (d.h D ist ein flacher
Zusammenhang), (∂ + θ)2 = 0 (d.h. (E →M, ∂, θ) ist ein Higgs-Bündel)
[Vorsicht: D′′ := ∂ + θ und ∂ definieren i.a. verschiedene holomorphe Struk-
turen auf E],
es gibt eine hermitesche Metrik K auf E, so daß ∂ + ∂ unitär ist und θ ad-
jungiert zu θ ist. Eine solche Metrik heißt dann harmonisch.
[Vorsicht: eine solche Metrik selber ist nicht Teil der Daten eines harmonischen
Bündels; aber meistens werden harmonische Bündel mit einer festen harmoni-
schen Metrik betrachtet.]

1. Zugang, von einem Higgs-Bündel aus: Sei (E → M, ∂, θ) ein Higgs-
Bündel und K irgendeine hermitesche Metrik auf E.
∃! θ, das adjungiert zu θ ist.
∃! ∂, so daß ∂ + ∂ unitär ist. Dann gelten

∂
2

= 0, ∂(θ) = 0, θ2 = 0, ∂2 = 0, ∂(θ) = 0, θ
2

= 0.

Für ein harmonisches Bündel bräuchte man zusätzlich

∂(θ) = 0, (äq.:) ∂(θ) = 0, ∂∂ + ∂∂ + [θ, θ] = 0.

2. Zugang, von einem flachen Bündel aus: Sei (E →M, K, D = D′+D′′)
ein flaches Bündel mit irgendeiner hermiteschen Metrik K.
Es gibt eindeutige δ′ und δ′′ ((1, 0)-Zushg. und (0, 1)-Zushg:), so daß δ′ + D′′

und D′ + δ′′ unitäre Zusammenhänge sind.

∂ :=
1

2
(D′ + δ′), ∂ :=

1

2
(D′′ + δ′′), θ :=

1

2
(D′ − δ′), θ :=

1

2
(D′′ − δ′′).



6

Lemma 5:([Mo3, 2.5.3], [Si3, Seite 13]

(a) ∂ + ∂ ist unitär, θ ist adjungiert zu θ.
(b) D = ∂ + ∂ + θ + θ flach impliziert

∂(θ) = 0, ∂(θ) = 0, ∂(θ) + ∂(θ) = 0,

∂2 + θ2 = 0, ∂
2
+ θ

2
= 0, ∂∂ + ∂∂ + [θ, θ] = 0.

(c) Für ein harmonisches Bündel bräuchte man noch

∂2 = 0, ∂
2

= 0, θ2 = 0, θ
2

= 0 (alle 4 sind äquivalent),

∂(θ) = 0, (äq.:) ∂(θ) = 0.

Beweis ausführen.

Proposition 6: ([Mo3, Lemma 2.30 in 2.5.5], [Co, Beweis von Theorem 5.1])

(a) ∂∂ < θ, θ >= ∂ < ∂(θ), θ >= −2 < θ2, θ2 > + < ∂(θ), ∂(θ) > .

(b) Also: ∂(θ) = 0⇒ θ2 = 0.

(Def. von < ., . > in [Mo3, 2.5.5], [Co, vor Thm 5.1])
Beweis ausführen.

Das Hauptresultat des Seminars, die beiden Korrespondenzen, soll formuliert
werden, und alle Begriffe sollen erklärt werden (außer degF für F ⊂ O(E)
eine kohärente Untergarbe; das erst im 8. Vortrag, [Si3, Seite 877]). Im
Hauptresultat ist wichtig, daß man die harmonische Metrik beim harmonischen
Bündel nicht fixiert hat.

Zu 3.: Literatur: Kapitel 14.1 und 14.2 in [CMSP].
Die am besten ganz behandeln.
Nur die Sätze von Eells–Sampson (Satz 14.1.5) und Sampson (Satz 14.2.4)
eher ohne Beweis-Andeutungen. Aber manches andere genauer hinschreiben
und besser begründen als in [CMSP].
[Vorsicht: auf Seite 360 ist ∇ : A0(f ∗(TN)) → A1(f ∗(TN )) der durch ∇N

induzierte Zusammenhang. In Problem 14.1.1 (ii) heisst es ∇N statt ∇M . Die
zweite Formel in Kapitel 14.2 ist nicht korrekt.]

Bemerkung 7: Für f : M → N harmonisch braucht man eine (reelle) Metrik
auf M . Für f : M → N pluriharmonisch mit M eine komplexe Mannig-
faltigkeit braucht man überhaupt keine Metrik auf M . Das spiegelt sich auch in
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den infinitesimalen Charakterisierungen wider: Bei ∇∗df = 0 geht die Metrik
via ∗ ein; bei ∇dcf = 0 ist keine Metrik nötig.

Zu 4.: Der vierte Vortrag gibt zwei schöne Sätze, die die Beziehung
zwischen harmonischen Bündeln (bzw. Kandidaten dafür) und gewissen
(pluri)harmonischen Abbildungen (bzw. Kandidaten dafür) aufzeigen.
Die Sätze 8 und 9 sind makellos und rund. Aber es gibt keine ideale Vorlage
für die Beweise. Am besten hält jemand den Vortrag, der mit der Differential-
geometrie von symmetrischen Räumen Erfahrung hat und sich selbst Beweise
zurechtlegen kann.
Literatur: [Co, die Seiten 375 unten und 376 oben] für Satz 8, aber viel zu
knapp; auch [Si3, die Seiten 15 und 16] für Satz 8, aber mit etwas anderen
Objekten; [Sch1][Sch2] für Satz 9, präzis, aber mit großem Umweg.

Herm(n) := {positiv definite hermitesche Matrizen}
∼= GL(n, C)/U(n) homogener und symmetrischer Raum,

g · g∗ ← g,

gl(n, C) = k + p = {schiefhermitesche M.} ⊕ {hermitesche M.},

Die Metrik auf p mit (A, B) 7→ tr(AB) ist U(n)-invariant und induziert eine
GL(n, C)-invariante Riemannsche Metrik auf Herm(n).

Situation: 2. Zugang im 2. Vortrag, (π : E → M, K, D) ein flaches Vek-
torbündel vom Rang n mit einer hermiteschen Metrik K.

M̃ := universelle Überlagerung von M ;

v = (v1, ..., vn) eine D-flache Basis von π∗E → M̃ ; für t ∈ M̃ sei

f : M̃ → Herm(n),

t 7→ (K(vi(t), vj(t))) ∈ Herm(n).

Für eigene Beweise von Satz 8 und Satz 9 ist es bestimmt nötig, eine genaue
Beziehung zwischen df (bzw f−1df , f−1∂f) und θ und θ herzustellen; eine
Version: [Mo3, 2.5.4].

Satz 8: ([Co, Seite 376 oben]) Sei zusätzlich M Kähler mit Kählermetrik ω
und Λ = (ω∧)∗.

f ist harmonisch ⇐⇒ Λ(∂(θ)) = 0 (d.h. ∂(θ) ist primitiv).

Kritik an [Co]: Die untersten 3 Zeilen auf Seite 375 sind eine viel zu kurze
kryptische Begründung für

f harmonisch ⇐⇒ (∂ + ∂)∗(θ + θ) = 0;
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denn die Ähnlichkeit mit [CMSP, Seite 360] ∇∗df = 0 ist a priori nur for-
mal. Dagegen ist die Rechnung auf Seite 376 oben eine viel zu umständliche
Begründung für

(∂ + ∂)∗(θ + θ) = 2∂∗(θ).

Denn das folgt sofort aus den Kähleridentitäten (Seite 375 unten, [Si3, Seite
15 oben], [Si1, Seite 876] mit Beweis) und aus ∂(θ) + ∂(θ) = 0 (Lemma 5 (b)).

Satz 9: ([Sch1][Sch2])

f ist pluriharmonisch

⇐⇒ (E →M, K, D) ist ein harmonisches Bündel mit Metrik

⇐⇒ ∂(θ) = 0 (mit Prop. 6(b) und Lemma 5(c)).

Bemerkung zu [Sch1][Sch2]: Der Beweis dort geht Umwege, denn:

(i) Er läuft über eine andere etwas reichere Struktur, metrisches tt∗-
Bündel.

(ii) Er benutzt eine totalgeodätische Einbettung (eine Cartan-Immersion)

GL(n, C)/U(n) ∼= Herm(n) ↪→ GL(n, C);

das ist allerdings instruktiv und präzise aufgeschrieben, mit guten Ref-
erenzen; bloß langwierig.

(iii) Proposition 6 (b) erlaubt ∂(θ) = 0 ⇒ θ2 = 0 zu schließen, ohne
dazu die Beziehung von θ mit f−1df und dann die Krümmung von
GL(n, C)/U(n) zu benutzen (wie es in [Sch2] und auch in [CMSP, Seite
366] gemacht wird).

Es sollte möglich sein, mit einem Mittelweg zwischen [Co] und [Sch1][Sch2]
direkt

f ist pluriharmonisch ⇐⇒ ∂(θ) = 0

herzuleiten.

Zu 5.: Die Konstruktion von harmonischen Metriken bei beiden Korrespon-
denzen vollzieht sich in zwei Schritten:

(1) Mit einer nichtlinearen Wärmeleitungsgleichung und viel Differential-
geometrie und (Funktional)Analysis wird eine Hermite-Einstein-Metrik
(= hermitesche Yang-Mills-Metrik) konstruiert ([Si1, §§3–7] und [Co,
§4]; Vorträge 6–10).

(2) Beim 1. Zugang (ausgehend von einem Higgs-Bündel) braucht man
dann die Zusatzannahme, daß c1(E) = 0 und c2(E) = 0 ist. Aus ihr
folgt dann, daß die konstruierte Metrik eine harmonische Metrik ist
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(erste Version des Arguments in [Lu]; vgl. [Si3, Seite 16], [Si1, Seite
878]).

Beim 2. Zugang folgt mit Proposition 6 (a) und einer Integra-
tion über die kompakte Kählermannigfaltigkeit M direkt, daß die kon-
struierte Metrik harmonisch ist (erste Version des Arguments = Sius
Bochner-Formel; vgl. auch [Sa]; Proposition 6 (a) = Corlettes Bochner-
Formel, vgl. für die Integration [Mo3, Seiten 15+16]).

Im fünften Vortrag soll der zweite Schritt erläutert werden. Danach soll
über die klassischen Arbeiten zu Hermite-Einstein-Metriken berichtet werden
(vielleicht gibt das zusammen auch 2 Vorträge): [ES], [NS], [Do1], [UY], [Do2],
[Hi], [Si1], [Do3], [Co]).

Zu 6.+7.: [Co, §4]. Natürlich kann man nicht alle Details erläutern. Es ist

auch einige Übersetzungsarbeit zu leisten.

Zu 8.-10.: [Si3, SS4–7]: Der Beweis ist allgemeiner als nötig, da er auch
nichtkompakte Fälle umfaßt. Technische Schwierigkeiten und Lösungen für
diese Fälle können wir ignorieren. Simpson bemerkt auf Seite 889, daß der
kompakte Fall genau wie in [Do1] abläuft. Vielleicht ist es gut, [Do1] her-
anzuziehen.
Eine Alternative zu 8.-10.: [DK, 6.1+6.2]; das gibt nur einen Spezialfall;
aber die Argumente sind im wesentlichen die gleichen, und die Quelle ist wohl
zugänglicher.

Zu 11.: Ein bißchen Material ist in [Si3], hauptsächlich spätere (hier nicht
zitierte) Arbeiten von Simpson; vgl. auch [CMSP, 14.3].

Zu 12.+13.: [Si4], [Bi], [Mo1], [Mo2], [Mo3], [Mo4].

Zu 14.: [Sab], [Mo2].


