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ẗu

rli
ch

en
Z

ah
le

n
1

� 2� 3

����

.
D

ie
fr

üh
e

gr
ie

ch
is

ch
e

P
hi

lo
so

ph
ie

de
rP

yt
ha

go
r̈ae

rb
ei

sp
ie

ls
w

ei
se

st
an

du
nt

er
de

m
M

ot
to

A
l-

le
s

is
t

Z
a

h
l.

S
ie

ko
nn

te
n

di
e

m
us

ik
al

is
ch

en
H

ar
m

on
ie

n
au

f
ei

nf
ac

he
V

er
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Ä

gy
pt

en
,u

m
m

eh
r

üb
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lä
ng

e
m

al
M

ax
im

um
de

s
In

te
gr

an
de

n,
er

ha
lte

nw
ir

da
he

rd
ie

U
ng

le
ic

hu
ng

0 '8
� &1 # !� 2'

(4

� )

'

un
d

se
he

n,
da

ß
0 ' für
#9
: geg

en
N

ul
lg

eh
t;

de
nn

# !wä
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üb

rig
bl

ei
bt

ei
ne

S
tr

ec
ke

de
rL

än
ge

c .
E

U
K

LI
D

s
K

on
st

ru
kt

io
nw

ird
da

nn
zu

fo
lg

en
de

m
A

lg
or

ith
m

us
:

G
eg

eb
en

se
ie

nz
w

ei
na

ẗu
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É

Z
IR

IA
C

(1
58

1-
16

38
)v

er
br

ac
ht

ed
en

gr
öß
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É
Z

O
U

T,
w

ei
l

di
es

er
ih

n
14

2
Ja

hr
es

p̈a
te

r,
im

Ja
hr

e1
76

6,
in

se
in

em
Le

hr
bu

ch
be

sc
hr

ie
b(

un
d

au
fP

ol
yn

om
ev

er
al

lg
em

ei
ne

rt
e)

.

K
ap

.1
:G

an
ze

Z
ah

le
n

un
d

ih
re

P
rim

ze
rle

gu
ng

ij
E

T
IE

N
N

E
B

É
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ck
fü
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fü
rd

ie
re

ku
rs

ive
B

er
ec

hn
un

gp
er

C
om

pu
te

r
tu

n
w

ür
de

)d
ie

D
efi

ni
tio

ns
gl

ei
ch

un
gd

er
FI

B
O

N
A

C
C

I-Z
ah

le
na

ls

6 r ' +
1 r '7 =

s6
r ' r ' + 1

7 m
it

s =

6 1
1

1
0

7

sc
hr

ei
be

n;
da

nn
is

t 6 r
' r ' + 1

7 =

s' + 1

6 r 1 r 0

7 =

s' + 1

6 1 0

7 .

D
as

ch
ar

ak
te

ris
tis

ch
eP

ol
yn

om
vo

n

s is
t

de
t(

s �
t u )

=
(1

�t )(

�t )

� 1=

t 2 �
t � 1

;

di
e

E
ig

en
w

er
te

vo
n

s si
nd

da
he

r

t 1

v 2
=

1 2

w 1 2

� 5.
B

ez
ei

ch
ne

t

x di
e

M
at

rix
,d

er
en

S
pa

lte
na

us
de

nz
ug

eḧ
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äß

t.
F ü
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kö
nn

en
ni

ch
tm

eh
rD

iv
is

io
ne

n
no

tw
en

di
g

se
in

al
s

f ü
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äc
hs

tg
r̈oß

er
en

FI
B

O
N

A
C

C
I-Z

ah
le

n,
al

-
so

gi
bt

ob
ig

e
Fo

rm
el

fü
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,ö
ffe

nt
lic

he
rV

er
w

al
tu

ng
un

d
ill

e
ga

le
m

S
al

zh
an

de
l.A

ls
Ju

ge
nd

li-
ch

er
st

ud
ie

rt
ee

r
an

de
rA

ka
de

m
ie

vo
n

H
an

g-
ch

ou
A

st
ro

no
m

ie
,s

p̈a
te

rb
ra

ch
te

ih
m

ei
n

un
be

ka
nn

te
rLe

hr
er

M
at

he
m

at
ik

be
i.

In
sb

es
on

de
res

tu
di

er
te

er
di

e
in

vo
rc

hr
is

tli
ch

er
Z

ei
t

en
ts

ta
nd

en
en

N
e

u
n

B
ü
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öß

er
is

ta
ls

17

& 19=
32

3,
is

ta
lle

rd
in

gs
ni

ch
t6

13
di

e
kl

ei
ns

te
po

si
tiv

e
L

ös
un

g,
so

nd
er

n6
13

� 323
=

29
0.

B
ei

m
eh

ra
ls

zw
ei

K
on

gr
ue

nz
en

ge
he

nw
ir

re
ku

rs
iv

vo
r:

W
ir

lö
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nä
ch

st
es

ge
na

ue
ru

nt
er

su
ch

en
:

K
ap

.1
:G

an
ze

Z
ah

le
n

un
d

ih
re

P
rim

ze
rle

gu
ng

 j
Le

m
m

a:
Z

u
zw

ei
ge

ge
be

ne
nn

aẗ
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fü
hr

un
g

de
s

m
et

ris
ch

en
S

ys
te

m
sb

et
ei

lig
tw

ar
.

S
ei

ne
A

rb
ei

te
n

um
sp

an
ne

nw
ei

te
Te

ile
de

rA
na

ly
si

s,
A

lg
eb

ra
un

d
G

eo
m

et
rie

.

K
or

ol
la

r:
Fü
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.Ü

bl
ic

he
rw

ei
se

w
äh

lt
m

an
zu

fä
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fü
r

di
e

m
ei

st
en

W
er

te
vo

n

� rec
ht

gu
ti

st
.D

er
Te

st
,o

b
di

e
O

rd
nu

ng
gl

ei
ch

� � 1
is

t,
lä
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lü

be
rP

rim
za

hl
en

w
er

de
nw

ir
ge

ei
gn

et
eT

es
ts

ke
nn

en
le

rn
en

.



K
ap

ite
l

2
A

nw
en

du
ng

en
in

de
r

K
ry

pt
og

ra
ph

ie

§
1:

N
ew

di
re

ct
io

ns
in

cr
yp

to
gr

ap
h

y

In
de

rk
la

ss
is

ch
en

K
ry

pt
og

ra
ph

ie
ve

rlä
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ög

lic
hk

ei
t,

so
lc

he
F

un
kt

io
ne

nz
u

fin
de

n.

Ta
ts̈

ac
hl

ic
h

ab
er

ga
b

es
da

m
al

sb
er

ei
ts

S
ys

te
m

e,
di

e
au

fs
ol

ch
en

F
un

k-
tio

ne
n

be
ru

ht
en

,a
uc

hw
en

n
si

e
ni

ch
ti

n
de

ro
ffe

ne
nL

ite
ra

tu
rd

ok
um

en
-

tie
rt

w
ar

en
:D

ie
br

iti
sc

he
C

o
m

m
u

n
ic

a
tio

n
s-

E
le

ct
ro
n

ic
s

S
e

cu
ri
ty

G
ro

u
p

(C
E

S
G

)h
at

te
be

re
its

E
nd

e
de

rs
ec

hz
ig

er
Ja

hr
ed

am
it

be
go

nn
en

,n
ac

h
en

ts
pr

ec
he

nd
enV

er
fa

hr
en

zu
su

ch
en

,u
m

di
e

P
ro

bl
em

ed
es

M
ili

tä
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rü
ck

,w
o

er
bi

s
he

ut
eP

ro
-

fe
ss

or
is

t.
A

uß
er

fü
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äq
ui

va
le

nt
zu

r
K

en
nt

ni
s

de
r

Fa
kt

or
is

ie
ru

ng
:K

en
nt

m
an

nä
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lö

ck
e,

di
e

du
rc

h
ga

nz
eZ

ah
le

nz
w

is
ch

en
0

un
d

} � 1
da

rg
es

te
llt

w
er

de
nk

ön
ne

n,
be

re
ch

-
ne

tf
ür

je
de

ns
o

da
rg

es
te

llt
en

B
lo

ck

� den
C

hi
ffr

et
ex

t� =

�� m
od

} un
d

sc
hi

ck
td

ie
se

na
nd

en
In

ha
be

rd
es

ge
he

im
en

S
ch

l̈u
ss

el
s.D

ie
se

rb
er

ec
hn

et

�Ô m
od

} =

��Ô m
od

} =

� ,und
da

er
da

zu
se

in
en

ge
he

im
en

S
ch

l̈u
ss

el
br

au
ch

t,k
an

n
di

es
ni

em
an

da
uß

er
ih

m
au

fd
ie

se
W

ei
se

be
re

ch
ne

n.

E
s

w
är

e
al

le
rd

in
gs

ve
rf

r ü
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lä

ß
ts

ic
h

da
be

ie
rr

ei
ch

en
,d

aß
1

8B
8 J
� 1is

t.
Fü
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äß

t,
di

e
be

id
ek

le
in

er
al

s
2

Ø (o
de

ra
ls

ei
ne

et
w

as
gr

öß
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r

de
n

eb
en

fal
ls

re
ch

tp
op

ul̈
ar

en
V

er
sc

hl̈u
ss

e-
lu

ng
se

xp
on

en
te

n

J =2
16

+
1

=
65

53
7

be
is

pi
el

sw
ei

se
br

au
ch

tm
an

nu
r

17
M

ul
tip

lik
at

io
ne

n,
ni

ch
t6

55
36

.

§
3:

W
ei

te
re

A
nw

en
du

ng
en

de
sR

S
A

-V
er

fa
hr

en
s

Im
G

eg
en

sa
tzz

u
sy

m
m

et
ris

ch
en

K
ry

pt
ov

er
fa

hr
en

en
de

td
ie

N
üt

zl
ic

hk
ei

t
de

sR
S

A
-V

er
fa

hr
en

sn
ic

ht
m

it
de

rb
lo

ß
en

M
ög
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rü
be

rp
r̈u

ft,
ob

��
� � m

od

} ;

fa
lls

ja
,a

kz
ep

tie
rte

rd
ie

s
al

s
un

te
rs

ch
rie

be
ne

N
ac

hr
ic

ht

� .Da
er

oh
ne

K
en

nt
ni

sd
es

ge
he

im
en

S
ch

l̈ u
ss

el
s

/ ni
ch

ti
n

de
rL

ag
e

is
t,

de
n

B
lo

ck
(

� �� )z
u

er
ze

ug
en

,ka
nn

er
au

ch
ge

ge
n̈ u

be
re

in
em

D
rit

te
n

be
w

ei
se

n,
da

ß
de

rA
bs

en
de

rs
el

bs
td

ie
N

ac
hr

ic
ht

� unte
rs

ch
rie

be
nh

at
.

Fü
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Ü

be
rt

ra
gu

ng
vo

n

� ver-
zi

ch
te

n
ka

nn
,i

st
da

sU
nt

er
sc

hr
ei

be
nje

de
se

in
ze

ln
en

B
lo

ck
s

se
hr

au
f-

w
en

di
g.

D
es

ha
lb

un
te

rs
ch

re
ib

tm
an

m
ei

st
ni

ch
t

di
e

N
ac

hr
ic

ht
se

lb
st

,
so

nd
er

ne
in

en
da

ra
us

ex
tr

ah
ie

rt
en

H
as

hw
er

t.D
ie

se
rW

er
tm

uß
na
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ög

lic
h

se
in

,z
w

ei
N

ac
hr

ic
ht

en
zu

er
ze

u-
ge

n,
di

e
zu

m
gl

ei
ch

en
H

as
hw

er
tfü
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rÜ
be

rt
ra

gb
ar

kei
t

ko
m

bi
ni

er
en

un
d

so
ei

n
an

on
ym

es
Z

ah
lu

ng
ss

y-
st

em
z.

B
.f

ür
da

sI
nt

er
ne

tb
ie

te
n.

E
s

w
ir

au
sg

eg
eb

en
vo

n
ei

ne
rB

an
k,

di
e

fü
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üb
er

ze
ug

en
,

da
ß

es
si

ch
um

ei
ne

nv
om

B
an

ke
nk

on
so

rt
iu

m
au

sg
eg

eb
en

en
C

hi
p

ha
n-

de
lt.

A
us

di
es

em
G

ru
nd

si
nd

di
e

K
on

te
nd

at
en

au
fd

em
C

hi
p

m
it

de
m

pr
i-

va
te

n
R

S
A

-S
ch

l̈us
se

ld
es

K
on

so
rt

iu
m

su
nt

er
sc

hr
ie

be
n.D

ie
Te

rm
in

al
s



I 

Z
ah

le
nt

he
or

ie

ke
nn

en
de

n
öf
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ḧa
ltl

ic
he

s)
Te

rm
in

al
un

d
un

te
rs

uc
ht

es
ow

oh
ld

ie
K

om
m

un
ik

at
io

n
zw

is
ch

en
C

hi
p

un
d

Te
rm

in
al

al
s

au
ch

di
e

V
or

gä
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ḧ o
rt

un
te

ra
nd

er
em

,d
aß

da
s

V
er

fa
hr

en
un

d
di

e
S

ch
l̈u

ss
el

l̈an
ge

ge
m

ei
ns

am
ei

ne
n

”ge
ei

gn
et

en
K

ry
pt

oa
lg

or
ih

m
us“

im
S

in
ne

de
r

je
w

ei
ls

gü
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öß

er
eS

ch
l̈u

ss
el

l̈an
ge

n
zu

n̈a
ch

st
vo

ra
lle

m
in

p
u

b
lic

d
o

m
a

in
S

of
tw

ar
ew

ie
P

G
P

zu
fin

de
nw

ar
en

.

K
ap

.2
:A

nw
en

du
ng

en
in

de
r

K
ry

pt
og

ra
ph

ie
IN

B
is

E
nd

e2
00

0g
al

te
n7

68
B

it
al

sa
us

re
ic

he
nd

eG
rö
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üb
er

ga
ng

sw
ei

se
zu

ge
la

ss
en

;lä
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fü

r2
00

6
un

d
20

07
nu

re
in

e
M

in
de

st
l̈a

ng
ev

on
20

48
B

it
w

irk
-

lic
h

si
ch

er
.E

in
sp

r̈u
ch

ef
üh

rt
en

im
S

ep
te

m
be

r20
02

zu
ei

ne
m

re
vi

di
er

te
n

E
nt

w
ur

f,
w

on
ac

h2
00

6
do

ch
no

ch
10

24
B

it
re

ic
he

n,
20

07
ab

er
m

in
de

-
st

en
s1

53
6

no
tw

en
di

gw
er

de
n.

D
ie

M
in

de
st

l̈a
ng

ev
on

20
48

B
it

w
ur

de
w

ie
de

rz
ur

”E
m

pf
eh

lu
ng

“
zu

rü
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üb
er

ei
ne

un
si

ch
er

eL
ei

tu
ng

ei
ne

n
S

ch
l̈ u

ss
el

,d
en

an
sc

hl
ie

ß
en

dn
ur

si
e

ke
nn

en
.

A
us

ga
ng

sp
un

kti
st

w
ie

de
rd

as
P

ot
en

zi
er

en
im

K
ör

pe
r

��� ;hi
er

be
tr

ac
ht

en
w

ir
ab

er
di

e
E

xp
on

en
tia

lfu
nk

tio
n

"�9
�Þ zu

ei
ne

rg
ee

ig
ne

te
nB

as
is

� .
Ih

re
U

m
ke

hr
fu

nk
tio

nb
ez

ei
ch

ne
tm

an
al

sI
n

d
ex

od
er

d
is

kr
e

te
nL

og
a

ri
th

-
m

u
sz

ur
B

as
is

� :
f =�
Þ =

y " =
lo

g

ßf .
T

ro
tz

di
es

er
fo

rm
al

en
Ü
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Fü
r

di
es

e
kl

ei
ne

U
nt

er
gr

up
pe

w
äh

lt
m

an
ei

ne
P

rim
za

hl

b ,die
im

ur
-

sp
r̈u

ng
lic

he
nS

ta
nd

ar
de

in
e

L
än

ge
vo

n
m

in
de

st
en

s1
60

B
it

ha
be

ns
ol

lte
.

La
ut

B
un

de
sn

et
za

ge
nt

urs
ol

lte
di

es
e

L
än

ge
au

ch
no

ch
bi

s
E

nd
e

20
09

au
sr

ei
ch

en
,bi

s
E

nd
e

20
12

si
nd

al
le

rd
in

gs
na

ch
de

m
E

nt
w

ur
ff

ür
20

07
m

in
de

st
en

s2
24

B
it

vo
rg

es
ch

rie
be

n,w
as

w
ah

rs
ch

ei
nl

ic
hm

eh
rm

it
de

n
ve

rw
en

de
te

nH
as

hf
un

kt
io

ne
na

ls
m

it
de

rS
ic

he
rh

ei
td

er
U

nt
er

sc
hr

ift
zu

tu
n

ha
t.

Z
u

di
es

er
P

rim
za

hl

b suc
ht

m
an

ei
ne

P
rim

za
hl

�� 1
m

od
b ,für

de
-

re
n

L
än

ge
di

e
B

un
de

sn
et

za
ge

nt
urb

is
E

nd
e

20
07

m
in

de
st

en
s1

02
4

B
it

vo
rs

ch
re

ib
t,b

is
E

nd
e2

00
8m

in
de

st
en

s1
28

0,
bi

s
E

nd
e2

00
9m

in
de

st
en

s
15

36
un

d
bi

s
E

nd
e2

01
2

m
in

de
st

en
s2

04
8.

”E
m

pf
oh

le
n“

si
nd

au
ch

hi
er

20
48

B
it.

K
ap

.2
:A

nw
en

du
ng

en
in

de
r

K
ry

pt
og

ra
ph

ie
N �

D
aß

di
es

eZ
ah

le
n

(b
is

au
fd

ie
un

w
es

en
tli

ch
eD

if
fe

re
nz

zw
is

ch
en

20
48

un
d1

97
6)

m
it

de
nR

S
A

-M
od

ul
l̈ a

ng
en

f ü
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kö

nn
en

au
ch

in
ei

ne
m

ga
nz

en
N

et
zw

er
k

gl
ob

al
ei

ng
es

et
zt

w
er

de
n.

G
eh

ei
m

er
S

ch
l̈u

ss
el

je
de

sT
ei

ln
eh

m
er

sis
te

in
e

Z
ah

l

" zwi
sc

he
ne

in
s

un
d

b � 1
;

de
rz

ug
eḧ
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üb

lic
h,

k ö
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ḧa
tz

en
k ö
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hr

ts
ch

lie
ß

lic
hn

ur
zu

ei
ne

m
Fa

kt
or

vo
m

B
et

ra
ge

in
s.

R
IE

M
A

N
N

s
w

es
en

tli
ch

eE
rk

en
nt

ni
s

w
ar

,
da

ß
si

ch

å (

� )for
ts

et
ze

nl
äß
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fü

rl
og

# !ein
,e

rh
al

te
nw

ir
na

ch
al

le
n

bi
sl

an
gb

ew
ie

se
ne

nA
bs

cḧ
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r

hi
nr

ei
ch

en
dk

le
in

e
W

er
te

vo
n

S und

"2
h� S f

ür
ir

ge
nd

ei
n

h2 2
be

is
pi

el
sw

ei
se

= þÞó �ç
Þlo

g

� �
2 10

,

un
d

fü
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ŠĒ
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rj

ed
es

�Gî

lim Þ; <
"� lo

g

"
"� (lo

g

" �
� )=

lim Þ; <

lo
g

" �
�

lo
g

"=
1

� lim Þ; <
�

lo
g

"=1
,

un
d

es
is

ta
uc

hn
ic

ht
sc

hw
er

zu
ze

ig
en

,d
aß

lim Þ; <
"� lo

g

"

Li
(

" )=
1

is
t.

N
ac

h
de

m
P

rim
za

hl
sa

tzi
st

da
he

ra
uc

hf
ür

je
de

s

�Gî

� (" )�
"

lo
g

" �
�un

d

� (" )�

Li
(

" ).
W

ie
D

E
LA

V
A

LL
É
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ẗu

rli
ch

au
ch

du
rc

h
ei

ne
ec

ht
kl

ei
ne

re
P

rim
za

hl
te

ilb
ar

.

W
ie

la
ng

em
üs

se
nw

ir
di

es
es

V
er

fa
hr

en
du

rc
hf̈

uh
re

n?
W

en
ne

in
eZ

ah
l

"

P
ro

du
kt

zw
ei

er
ec

ht
kl

ei
ne

re
rF

ak
to

re
n

Û �p is
t,

kö
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cḧ
ul

er
n

de
sS

to
ik

er
sZ

E
N

O
au

sg
eb

ild
etw

ur
de

.D
a-

na
ch

st
ud

ie
rt

ee
rn

oc
he

in
ig

eJ
ah

re
in

A
th

en
,b

is
ih

n
24

5
de

rP
ha

ra
oP

T
O

LE
M

A
IO

S
III

al
sT

ut
or

se
in

es
S

oh
ns

na
ch

A
le

xa
nd

rie
nh

ol
te

.2
40

w
ur

de
er

do
rt

B
ib

lio
th

ek
ar

de
r

be
r̈u

hm
te

nB
ib

lio
th

ek
im

M
us

ei
on

.
H

eu
te

is
te

ra
uß

er
du

rc
h

se
in

S
ie

b
vo

r
al

le
m

du
rc

h
se

i-
ne

B
es

tim
m

un
gd

es
E

rd
um

fa
ng

s
be

ka
nn

t.E
r

be
re

ch
-

ne
te

ab
er

au
ch

di
e

A
bs

ẗa
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kö
nn

en
,s

ob
al

dd
ie

er
st

en
ic

ht
du

rc
h-

ge
st

ric
he

ne
Z

ah
l

� ein
Q

ua
dr

at

� 22
} ha

t;
da

nn
k ö
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rö
ß

en
or

dn
un

gd
er

In
te

rv
al

lä
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rli

ch
au

ch

�' + 1
du

rc
h

� teilb
ar

,
ka

nn
al

so
ni

ch
tk

on
gr

ue
nt

ei
ns

m
od

ul
o

de
s

V
ie

lfa
ch

en

# von

� sein
.

Z
um

in
de

st
f ü

r
di

e

� mit
gg

T(

� �# )
2 1

ka
nn

di
e

G
le

ic
hu

ng
al

so
ni

ch
t

er
fü
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be

rq
ua

dr
at

is
ch

eR
es

te
se

he
nw

er
de

n,
ko

nn
te

n
si

ch
di

e
A

ut
or

en
vo

r
B

eg
in

n
ih

re
r

R
ec

hn
un

g
le

ic
ht

da
vo

n
üb
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öf

fe
nt

lic
hu

ng
,v

on
SE

LF
R

ID
G

E
ve

rw
en

de
t;d

ah
er

si
eh

t
m

an
ge

leg
en

tli
ch

au
ch

di
e

ko
rr

ek
te

re
B

ez
ei

ch
nu

ng
Te

st
vo

n
M

IL
LE

R
,

R
A

B
IN

u
n

d
SE

LF
R

ID
G

E.

D
er

am
er

ik
an

is
ch

eM
at

he
m

at
ike

r
JO

H
N

L.
SE

LF
R

ID
G

E

pr
om

ov
ie

rt
e

19
58

an
de

rU
ni

ve
rs

ity
of

C
al

ifo
rn

ia
in

Lo
s

A
ng

el
os

.B
is

zu
se

in
er

E
m

er
iti

er
un

g
le

hr
te

er
an

de
r

N
or

th
er

n
Ill

in
oi

s
U

ni
ve

rs
ity

.
S

ei
ne

A
rb

ei
te

n
be

fa
ss

en
si

ch
vo

ra
lle

m
m

it
de

ra
na

ly
tis

ch
en

so
w

ie
de

rk
on

st
ru

k-
tiv

en
Z

ah
le

nt
he

or
ie

.V
ie

rz
eh

nd
av

on
sc

hr
ie

be
rm

it
PA

U
L

E
R

D
} O

S.

��� 	�
� � 	��
�� ´ �
�² � �� � �
� � � 	°
� °� �
�� �

� �� � ²
�� � �
��

§
5:

D
er

T
es

tv
on

A
gr

aw
al

,K
ay

al
un

d
S

ax
en

a

Im
A

ug
us

t2
00

2
st

el
lte

n
M

A
N

IN
D

R
A

A
G

R
AW

A
L
,

N
E

E
R

A
J

K
A

Y
A

L
un

d
N

IT
IN

SA
X

E
N

A
,

zw
ei

B
ac

he
lo

r-S
tu

de
nt

en
am

In
di

an
In

st
itu

te
of

Te
ch

-
no

lo
gy

in
K

an
pu

ru
nd

ih
rP

ro
fe

ss
or,

ei
ne

nP
rim

za
hl

te
stv

or
,d

er
eb

en
fal

ls
au

fd
em

kl
ei

ne
n

S
at

zv
on

FE
R

M
AT

be
ru

ht
,a

be
r(

na
ẗu
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ẗa

nd
lic

h
w

ar
di

es
ni

ch
td

er
er

st
e

P
rim

za
hl

te
st

,d
er

de
ut

lic
h

sc
hn

el
le

ra
ls

P
ro

be
div

is
io

ne
nz

ei
gt

,o
b

ei
ne

ge
ge

be
ne

Z
ah

lp
rim

is
to

de
r

ni
ch

t;
es

is
ta

uc
hb

ei
w

ei
te

m
ni

ch
td

er
sc

hn
el

ls
tes

ol
ch

eT
es

t.E
rh

at
ab

er
ge

ge
n̈u

be
ra

nd
er

en
so

lc
he

nT
es

ts
zw

ei
B

es
on

de
rh

ei
te

n:
1.

Z
u

se
in

em
V

er
sẗa
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üb

lic
he

rw
ei

-
se

zu
tu

n
ha

be
n,

de
ut

lic
h

kl
ei

ne
r.

In
de

r
P

ra
xi

s
si

nd
di

e
al

te
rn

at
ive

n
A

lg
or

ith
m

en
de

ut
lic

h
sc

hn
el

le
r.

(2
25

6
lie

gt
kn

ap
p

üb
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öß

er
eO

rd
nu

ng
al

s
4

× (

# )2
ha

t.

D
ie

s
ge

sc
hi

eh
te

in
fa

ch
da

du
rc

h,
da

ß
m

an
di

e
Z

ah
le

n

c =2

� 3���
� all

e-
sa

m
td

ur
ch

pr
ob

ie
rt

,b
is

zu
m

er
st

en
m

al
ei

ne
de

rb
ei

de
n

B
ed

in
gu

ng
en

er
fü
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nä
m

lic
h

# eine
P

rim
za

hl
is

t,
st

im
m

en
(

� +

� )

' un
d

�' +

� al
s

P
ol

yn
om

em
it

K
oe

ffi
zi

en
te

n
au

s

o� # n
ac

h
ob

ig
em

S
at

z
üb
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fü

nf
te

n
S

ch
rit

ts
ch

ei
te

rt
,d

aß
es

al
so

ei
ne

na
ẗu
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ẗ u
rli

ch
ni

ch
tm

it
so

lc
he

n
Te

ch
ni

ke
n

ar
be

ite
n.

In
di

es
em

K
ap

ite
ls

ol
le

su
m

V
er

fa
hr

en
ge

he
n,

m
it

de
ne

nm
an

ei
ne

zu
f ä
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ẗa

rk
en

.A
uc

h
V

or
w

is
se

n ü
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fü
r

di
e

Fa
kt

or
si

er
un

g1
50

-s
te

lli
ge

rR
S

A
-M

od
ul

n
he

ut
e

op
tim

al
e

V
er

fa
hr

en
,d

as
Z

ah
lk

ör
pe

rs
ie

b,
w

ird
be

im
V

er
su

ch
ei

-
ne

se
ch

ss
te

lli
ge

Z
ah

lz
u

fa
kt

or
is

ie
re

n,
of

t
ni

ch
t

in
de

r
La

ge
se

in
di

e
Fa

kt
or

en
zu

tr
en

ne
n,

un
d

se
lb

st
in

de
n

Fä
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fü
hr

en
.

Im
fo

lg
en

de
ns

ol
le

n
ei

ni
ge

de
re

in
fa

ch
st

en
ge

br̈
au

ch
lic

he
nV

er
fa

hr
en

vo
rg

es
te

llt
w

er
de

n.

§
1:

D
ie

er
st

en
S

ch
rit

te

a)
Te

st
au

fP
rim

za
hl

D
er

sc
hl

im
m

st
eF

al
l

fü
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kö
nn

en
.T

ro
tz

de
m

is
tA

bd
iv

id
ie

re
n

se
lb

st
fü
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öß
te

nt
ei

ls
au

fd
em

G
eb

ie
td

er
al

go
rit

hm
is

ch
en

Z
ah

le
nt

he
or

ie
.B

ek
an

nt
is

te
r

au
ch

fü
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nä
ch

st
en

Pa
ra

gr
ap

he
nv

or
ge

st
el

lte
nV

er
fa

h-
re

n
be

st
eh

td
as

Z
ie

li
m

m
er

da
rin

,i
rg

e
n

d
e

in
e

nF
ak

to
rz

u
fin

de
n;

so
ba

ld
di

es
er

re
ic

ht
is

t,
br

ic
ht

da
sV

er
fa

hr
en

ab
un

d
de

rg
ef

un
de

ne
Fa

kt
or

so
w

ie
se

in
K

of
ak

to
rw

er
de

nf
ür

si
ch

w
ei

te
ru

nt
er

su
ch

t–
w

ob
ei

na
ẗu
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fü

r,
da

ße
in

e
ge

ge
be

ne
Z

uf
al

ls
za

hl
du

rc
h

< teilb
ar

is
t,

lie
gt

zw
ar

nu
rb

ei
1

:

< ,abe
rd

ie
W

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hke
it,

da
ß

zw
ei

de
r

X Y mo
du

lo

< glei
ch

si
nd

,s
te

ig
tin

de
r

N
äh

e
vo

n
et

w
a

^ < Fo
lg

eg
lie

de
rn

zi
em

lic
h

st
ei

lv
on

na
he

nu
ll

zu
na

he
ei

ns
.W

en
nw

ir
al

so
an

st
el

le
de

rg
rö
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iẗa

tv
on

C
hi

ca
go

zu
st

ud
ie

re
n,w

o
er

m
it

17
ei

ne
nB

ac
he

lo
rin

lib
e

ra
la

rt
s

be
-

ka
m

.D
an

ac
hfi

na
nz

ie
rt

ee
rs

ic
h

du
rc

h
A

rb
ei

te
in

zw
ei

-
te

s
B

ac
he

lo
rs

tu
di

um
in

P
hy

si
k,

da
s

er
19

58
ab

sc
hl

oß
.

D
am

it
w

ar
se

in
e

ak
ad

em
is

ch
eA

us
bi

ld
un

g
be

en
de

t;e
r

ar
be

ite
te

al
sO

pe
ra

to
rin

ei
ne

m
R

ec
he

nz
en

tr
um

,br
ac

ht
e

si
ch

se
lb

st
P

ro
gr

am
m

ie
re

nb
ei

un
d

be
ga

nn
ei

ni
ge

Ja
hr

e
sp̈

at
er

m
it

de
rP

ub
lik

at
io

n
w

is
se

ns
ch

af
tli

ch
erA

rb
ei

te
n

au
fd

em
G

eb
ie

td
er

In
fo

rm
at

ik
.M

it
27

w
ur

de
er

A
s-

si
st

en
zp

ro
fe

ss
ori

n
C

ar
ne

gi
e

M
el

lo
n,

fü
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hö
ch

st
eA

us
ze

ic
hn

un
gd

er
In

fo
rm

at
ik

.S
ta

nf
or

ds
N

ac
hr

uf
au

fF
LO

Y
D

is
tz

u
fin

de
n

un
te

r

SO xQ y
QO z{
G IO KQ
F P S| J z
H KOH }
R SO xQ
R ~���
R SJ {
O D� O z
�R � J
�H J
�G F y��
� KU F D
N .

D
am

it
si

eh
td

er
G

ro
ba

bl
au

fd
er

M
on

te
-C

ar
lo

-Fa
kt

or
is

ie
ru

ng
ei

ne
rn

a-
tü
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ß

en
or

dn
un

g

:a
^ < vo

n
se

hr
un

w
ah

rs
ch

ei
nl

ic
hz

u
se

hr
w

ah
rs

ch
ei

nl
ic

h.

b)
D

ie
(

� –
1)

-M
et

ho
de

PO
LL

A
R

D
s

zw
ei

te
M

et
ho

de
be

ru
ht

au
fd

em
kl

ei
ne

n
S

at
zv

on
FE

R
M

AT
:

Fü
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öß
te

nE
xp

on
en

-
te

n

� der
ar

t,d
aß

au
ch

no
ch

�  ¡
� is

t,
d.

h.

� =[l
og

�= lo
g

� ].Er
se

tz
e

da
nn

de
n

ak
tu

el
le

nW
er

tv
on

� dur
ch

�£¤ m
od

W .

S
ch

rit
t

3:
B

er
ec

hn
eg

gT
(

� \ 1�
W ).

Fa
lls

ei
n

W
er

tu
ng

le
ic

he
in

so
de

r

W

ge
fu

nd
en

w
ird

,w
ar

da
sV

er
fa

hr
en

er
fo

lg
re

ic
h,

an
so

ns
te

nn
ic

ht
.

E
s

is
tk

la
r,

da
ß

de
rE

rf
ol

g
di

es
es

V
er

fa
hr

en
sw

es
en

tli
ch

da
vo

n
ab
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kö

nn
en

V
ar

ia
nt

en
de

r(

< \ 1
)-

M
et

ho
de

zu
m

E
rf

ol
g

fü
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üs
se

n.

A
ns

te
lle

de
rZ

ah
le

n

W +

r 2 ka
nn

m
an

au
ch

f ü
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fü
hr

ta
ls

om
it

ei
ne

rW
ah

rs
ch

ei
nl

ic
hke

it
vo

n
et

w
a

99
,9

%
m

in
de

st
en

se
in

e
da

vo
n

zu
ei

ne
rF

ak
to

ris
ie

ru
ng

.

D
a

¾ Y nu
rd

ie
W

er
te

0
un

d1
an

ni
m

m
t,s

te
he

nin
ob

ig
em

P
ro

du
kt

na
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lü
ck

m
ög
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ö

su
n

ge
n

Â 1� 2

ÃÂ 0� 4

ÃÂ 0� 5

ÃÂ

4� 11

ÃÂ 6� 9

ÃÂ

2� 8

ÃÂ 0� 20

Ã

< =
31

41
43

53
59

83
89

L
ö
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fü

ra
lle

fo
lg

en
de

nI
nd

iz
es

,u
nd

ab
de

m
In

de
x

: sind
al

le

j Yn

1.

D
ie

er
st

en
be

id
en

A
bs

ẗa
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Fü
r

sp̈
at

er
eA

nw
en

du
ng

en
w

ol
le

n
w

ir
no

ch
ei

ne
Fo

rm
el

he
rle

ite
n,

w
ie

si
ch

Ò aus

Ò � so
w

ie
de

n
K

on
ve

rg
en

te
n

< � � 1
= � � � 1

un
d

< � � 2

= � � � 2
be

re
ch

ne
tl ä
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nä
ch

st
es

be
tr

ac
ht

en
w

ir
zu

de
n

P
un

kt
en

� Y =
(

� Y �< Y
)

ih
re

P
ro

je
k-

tio
ne

n

iîY =
(

� Y �Ò
� Y )in

r -Ric
ht

un
g

au
fd

ie
G

er
ad

e
r =
ÒX un

d
di

e
D

re
ie

ck
e

ï ¯ � Y
i Y .N

ac
h

V
or

au
ss

et
zu

ng
is

td
ie

L
än

ge
de

rS
ei

te

� YiîY

fü
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lä
ch

en
,

di
e

kl
ei

ne
rs

in
d

al
s

1

= 4.

W
ir

w
ol

le
n

un
s

üb
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hä
ng

td
ab

ei
st

ar
k

da
vo

n
ab

,w
ie

di
e

P
un

kt
e

�

un
d

� � sow
oh

lz
ue

in
an

de
rw

ie
au

ch
in

B
ez

ug
au

fd
ie

G
er

ad
e

r =

ÒX

lie
ge

n.



8c w

Z
ah

le
nt

he
or

ie

ã

äð

ä åð å
ë =

ìí

B
et

ra
ch

te
nw

ir
al

s
er

st
es

de
n

Fa
ll,

da
ß

< �= � � z
w

is
ch

en

Ò un
d

<= �

lie
gt

.
D

an
n

lie
gt

de
r

P
un

kt

� � im
In

ne
rn

de
s

D
re

ie
ck

s

ï ¯ �
i ,

al
so

is
t

da
s

ge
sa

m
te

D
re

ie
ck

ï ¯ �
� �

im
D

re
ie

ck

ï ¯ �
i en

th
al

te
n.

D
a

er
st

er
es

m
in

de
st

en
sd

ie
F

lä
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rü

ch
e

8c�

ã

ä åð å

ä ð
ê

ë =

ìí

ec
ke

si
nd

äh
nl

ic
h,

un
d

da
�i ni

ch
t

kü
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ch

en
vo

n

ï ¯ �
i un

d

ï ¯ �
�i � ,

al
so

kl
ei

ne
r

al
s

1
= 4

+
1

= 4
=

1

= 2.
D

am
it

ha
be

n
w

ir
au

ch
hi

er
ei

ne
n

W
id

er
sp

ru
ch

,
d.

h.

<= � m
uß

gl
ei

ch

< �= � � s
ei

n.

§
4:

K
et

te
nb

rü
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ẗa

nd
lic

he
rT

ei
lu

ns
er

es
Le

-
be

ns
rhy

th
m

us
,d

aß
er

al
s

Z
ei

te
in

he
it

ni
e

zu
r

D
eb

at
te

st
an

d.
E

be
ns

o
se

lb
st

ve
rs

ẗa
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fü
hr

t.
U

m
di

es
zu

ko
rr

ig
ie

re
n,

se
tz

te
Pa

ps
tG

R
E

G
O

R
X

III
(U

G
O

B
O

N
C

O
M

PA
G

N
I,

15
02

–
15

85
,P

ap
st

ab
15

72
)e

in
e

K
om

m
is

si
on

ei
n,

au
fG

ru
nd

vo
n

de
re

nE
m

p-
fe

hl
un

ge
ni

n
de

nJ
ah

re
n,

di
e

du
rc

hh
un

de
rta

be
rn

ic
ht

du
rc

hv
ie

rh
un

de
rt

te
ilb

ar
si

nd
,a

uf
de

n
S

ch
al

tta
gv

er
zi

ch
te

tw
ird

.
D

ie
se

rG
re

g
o

ri
a

n
is

ch
e

K
a

le
n

d
e

rt
ra

ti
n

de
nk

at
ho

lis
ch

en
L

än
de

rn
am

F
re

ita
g,

de
m

15
.O

kt
ob

er
15

82
in

K
ra

ft;
um

di
e

bi
s

da
hi

n
ak

ku
m

ul
ie

rt
en

F
eh

le
rd

es
Ju

lia
ni

sc
he

n
K

al
en

de
rs

zu
ko

m
pe

ns
ie

re
n,f

ol
gt

e
di

es
er

Ta
g

au
fd

en
no

ch
Ju

lia
ni

sc
he

n
D

on
ne

rs
ta

g,
de

n
4.

O
kt

ob
er

15
82

.I
n

ni
ch

tk
at

ho
lis

ch
en

L
än

de
rn

ga
lt

de
rJ

ul
ia

ni
sc

he
K

al
en

de
rn

oc
h

lä
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üb

er
al

ld
ur

ch
de

n
G

re
go

ria
ni

sc
he

n
er

se
tz

t–
zu

le
tz

t1
92

7
in

de
rT

ür
ke

i.

U
m

di
e

N
eu

er
un

gd
es

G
re

go
ria

ni
sc

he
nK

al
en

de
rs

zu
ve

rs
te

he
n,b

et
ra

ch
-



8c ¢

Z
ah

le
nt

he
or

ie

te
n

w
ir

di
e

K
et

te
nb

ru
ch

en
tw

ic
kl

un
gvo

n
36

5,
24

22
;s

ie
is

t

[3
65

� 4� 7

� 1� 3

� 4� 1

� 1� 1

� 2]
un

d
ha

td
ie

K
on

ve
rg

en
te

n

36
5�

36
51 4

� 3
65

7 29

� 3
65

8 33

� 3
65

31 12
8� 3

65
13

2
54

5�
¥¥¥ .

D
er

Ju
lia

ni
sc

he
K

al
en

de
rv

er
w

en
de

td
ie

ei
nf

ac
h

zu
re

al
is

ie
re

nd
eK

on
-

ve
rg

en
te

36
51 4

.
U

nt
er

de
n

fo
lg

en
de

n
K

on
ve

rg
en

te
n

fin
de

n
w

ir
ke

in
e

m
it

ei
ne

m
N

en
ne

r,d
er

si
ch

gu
tf

ür
ei

ne
ei

nf
ac

he
K

al
en

de
rr

eg
el

ei
gn

en
w

ür
de

.A
m

eh
es

te
nk

om
m

tv
ie

lle
ic

ht
no

ch
de

rN
en

ne
r3

3
in

F
ra

ge
,d

a
er

un
ge

f̈a
hr

ei
n

D
rit

te
l

vo
n

hu
nd

er
tis

t.
A

rb
ei

te
tm

an
m

it
de

rA
pp

ro
-

xi
m

at
io

n
36

5
8 33

,
so

so
llt

en
un

te
r3

3
Ja

hr
en

ac
ht

S
ch

al
tja

hr
es

ei
n,

al
so

24
pr

o
99

Ja
hr

e.
N

im
m

t
m

an
st

at
td

es
se

n2
4

S
ch

al
tja

hr
ep

ro
Ja

hr
hu

n-
de

rt
,w

as
de

rR
eg

el
en

ts
pr

ic
ht

,d
aß

du
rc

h
hu

nd
er

tte
ilb

ar
en

Ja
hr

ek
e

in
e

S
ch

al
tja

hr
es

in
d,

so
so

rg
td

er
U

nt
er

sc
hi

ed
zw

is
ch

en
99

un
d

10
0

da
fü
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ḧo
rig

en
W

oc
he

nt
ag

zu
fin

de
n,

m
üs
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üs
se

nw
ir

na
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lä

ß
ts

ic
h

au
ch

un
se

rc
ha

ot
is

ch
es

M
on

at
ss

ys
te

mf
as

ta
uf

ei
ne

so
lc

he
Fo

rm
el

br
in

ge
n:

N
eh

m
en

w
ir

an
,w

ir
hä
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üb
er

ei
n,

un
d

ab
ge

se
he

nvo
m

F
eb

ru
ar,

de
rh

ie
rd

re
iß

ig
Ta

ge
ha

t,
ha

be
nw

ir
ge

na
ud

ie
Fo

lg
e

de
rM

on
at

sl̈ a
ng

en
.

(K
ur

io
se

rw
ei

se
ga

b
es

17
12

in
S

ch
w

ed
en

so
ga

re
in

Ja
hr

m
it

36
7

Ta
ge

n
un

d
ei

ne
m

30
.F

eb
ru

ar
:1

69
9

w
ur

de
be

sc
hl

os
se

n,l
an

gs
am

zu
m

G
re

-
go

ria
ni

sc
he

nK
al

en
de

rü
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äa
(b

ei
K

on
st

an
tin

op
el

),
da

ß
O

st
er

ns
te

ts
am

er
st

en
S

on
nt

ag
na

ch
de

m
er

st
en

V
ol

lm
on

d
am

od
er

na
ch

de
rF

rü
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rö

ß
en

or
dn

un
g

^ W .D
am

it
so

llt
e

s= h au
ch

ei
ne

gu
te

A
pp

ro
xi

m
at

io
nf

ür

�= W lie
fe

rn
,u

nd
in

de
rT

at
is

t

Ù�Ù�Ù�Ù� W\
s hÙ�Ù�Ù�Ù=Ù�Ù�Ù�Ù� W\

�

(

< \ 1
)(

� \ 1
)

+

�

(

< \ 1
)(

� \ 1
)\
s hÙ�Ù�Ù�Ù

¡Ù�Ù�Ù	Ù� (< \

1)
(

� \ 1
)\

�<�

W (

< \ 1
)(

� \ 1
)

Ù�Ù�Ù	Ù+
1

h (

< \ 1
)(

� \ 1
)

=

� (< +

� \ 1
)

W (

< \ 1
)(

� \ 1
)

+
1

h (

< \ 1
)(

� \ 1
)

.

Fa
lls

di
es

kl
ei

ne
ri

st
al

s
1

= 2

h 2 ,m
uß

s= h ei
ne

K
on

ve
rg

en
te

de
rK

et
te

n-
br

uc
he

nt
w

ic
kl

un
gv

on

�= W

se
in

;u
m

h zu
be

re
ch

ne
n,m

üs
se

nw
ir

al
so

nu
r

so
la

ng
e

K
on

ve
rg

en
te

n

< �= � � b
es

tim
m

en
,b

is
fü
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ẗ a
nd

lic
hz

um
in

de
ste

in
eA

d-
di

tio
n

un
d

ei
ne

M
ul

tip
lik

at
io

n,
d.

h.
ei

ne
n

de
rb

er
ei

ts
im

er
st

en
K

ap
ite

l
de

fin
ie

rt
en

R
in

ge
.W

en
n

w
ir

ei
nd

eu
tig

eQ
uo

tie
nt

en
w

ol
le

n,
m

üs
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ts
be

re
ic

h,s
o

au
ch

de
rP

ol
yn

om
rin

g

ß [

� ]
=

ù � ¿ Y =
0

� Y�Y
Ù�Ù:ª
Á 0

�� Yª
ß� .

S
ei

ne
E

in
he

ite
ns

in
d

ge
na

ud
ie

E
in

he
ite

nv
on

ß .

B
ew

e
is

:W
en

n
w

ir
A

dd
iti

on
un

d
M

ul
tip

lik
at

io
n

na
ch

de
n

üb
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ts

be
re

ic
h

ß he
iß

tf
a

kt
o

ri
e

ll
od

er
Z

P
E-

R
in

g,
w

en
n

gi
lt:

Je
de

sE
le

m
en

t

Xª
ß lä
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rö

ß
te

ng
em

ei
ns

am
en

Te
ile

r.

B
ew

e
is

:W
ir

w
äh

le
nz

un̈
ac

hs
ta

us
je

de
rK

la
ss

ea
ss

oz
iie

rt
er

irr
ed

uz
ib

le
r

E
le

m
en

te
ei

ne
nV

er
tr

et
er

;f ü
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nn

en
w

ir
ga

nz
eZ

ah
le

n

i	�� ª
¦ fin

de
n,

so
da

ß

® =

i 2� un
d

^ ® =

i^
�

is
tm

it
ei

ne
rq

ua
dr

at
fr

ei
en

Z
ah

l

� ,
d.

h.
ei

ne
rZ

ah
l

� ,
di

e
du

rc
h

ke
in

e
Q

ua
dr

at
za

hl
un

gl
ei

ch
ei

ns
te

ilb
ar

is
t.

S
om

it
lä
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nd

e
is

t
si

ch
er

lic
h,

da
ß

w
ir

in
ni

ch
tq

ua
dr

at
is

ch
en

Z
ah

l-
kö

rp
er

n
ke

in
e

au
sg

ez
ei

ch
ne

te
nE

le
m

en
te

w
ie

^ � ha
be

n,
un

d
se

lb
st

im
qu

ad
ra

tis
ch

en
Fa

ll
is

t

^ � ni
ch

ti
m

m
er

da
se

in
zi

ge
au

sg
ez

ei
ch

ne
te

E
le

m
en

t.I
m

Fa
lle

� =

\ 3
be

is
pi

el
sw

ei
se

is
t

� � 3=
1 2
(1

+

^ \ 3)
ei

ne
pr

im
iti

ve
se

ch
st

eE
in

he
its

w
ur

ze
l,u

nd
es

gi
bt

ke
in

en
G

ru
nd

,d
ie

se
al

s

”w
en

ig
er

ga
nz

“
od

er
”w

en
ig

er
au

sg
ez

ei
ch

ne
t

“
zu

be
tr

ac
ht

en
al

s

^ \ 3.
V

ie
lw

ic
ht

ig
er

is
ta

be
r,

da
ß

w
ir

nu
rb

ei
di

es
er

D
efi

ni
tio

n
de

rG
an

zh
ei

t
ei

ne
C

ha
nc

ea
uf

ei
nd

eu
tig

eP
rim

ze
rle

gu
ng

in
de

rH
au

pt
or

dn
un

gh
ab

en
:

D
efi

ni
tio

n:
a

)
S

in
d

ß ¡
@ In

te
gr

itä
ts

be
re

ic
he

,so
he

iß
te

in
E

le
m

en
t

Xª
@ ga

nz
üb
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kö

nn
en

w
ir

da
be

ia
nn

eh
m

en
,da

ß

< und

� teile
rf

re
m

d
si

nd
.

X istg
en

au
da

nn
ga

nz
üb
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fü
r

¦ ge
leg

en
tli

ch
da

du
rc

he
tw

as
be

sc
hl

eu
ni

ge
n,

da
ß

m
an

be
id

er
D

iv
is

io
n

m
it

R
es

ta
uc

hn
eg

at
iv

e
R

es
te

zu
lä
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fü
hr

td
ie

R
ec

hn
un

ga
uf

di
e

Im
ag

in̈
ar

te
ile

² 1 4
(

^ � \

1

=^
� ).

D
er

A
bs

ta
nd

di
es

er
P

un
kt

ev
om

N
ul

lp
un

kt
is

t

& � 1 2

� 2 +
(

^ � \

1

=^
� )2

16
=

1 4

' 4
+

� \ 2
+

1

�=
1 4

' 2
+

� +
1

�;

di
es

is
tg

en
au

da
nn

kl
ei

ne
ra

ls
ei

ns
,w

en
n

gi
lt

2
+

� +
1

�> 42
=

16
od

er

� +
1

�> 14
.



8� ¢

Z
ah

le
nt

he
or

ie

D
ie

ei
nz

ig
en

�
l 3

m
od

4,
di

e
di

es
er

fü
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r

�ª
� �

ga
nz

 2
is

t.
D

ur
ch

m
üh

sa
m

es
A

bh
ak

en
vi

el
er

E
in

ze
lf̈a

lle
fo

lg
ta

us
ei

ne
rg

an
ze

n
R

ei
he

vo
n

A
rb

ei
te

n,
da

ß
di

es
ge

na
ud

an
nd

er
Fa

ll
is

t,
w

en
n

� ª
Â 2� 3�

5� 6�

7� 11

� 13�

17

� 19�

21

� 29�

33

� 37�

41

� 57�

73

Ã .

D
ie

le
tz

te
n

of
fe

ne
n

Fä
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Fü
r

: =1
un

d
2

ha
be

nw
ir

na
ẗu
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llt
si

nd
,e

nt
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üb

er
O

pt
ik

,D
yn

am
ik

un
d

A
lg

eb
ra

.

Z
um

G
lü
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ẗu
rli

ch
ni

ch
t

üb
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üs
se

nw
ir

nu
r

di
e

un
ge

ra
de

nP
rim

za
hl

en
un

te
rs

uc
he

n,u
nd

hi
er

w
is

se
nw

ir
be

re
its

,d
aß

Z
ah

le
nk

on
gr

ue
nt

dr
ei

m
od

ul
o

vi
er

ni
ch

ta
ls

so
lc

he
S

um
m

en
au

ftr
et

en
.

S
at

z:
E

in
e

un
ge

ra
de

P
rim

za
hl

< istg
en

au
da

nn
da

rs
te

llb
ar

al
s

S
um

m
e

zw
ei

er
Q

ua
dr

at
e,

w
en

n

<l 1
m

od
4.

D
ie

se
D

ar
st

el
lu

ng
is

t
ei

nd
eu

tig
bi

s
au

fd
ie

R
ei

he
nf

ol
ge

de
rS

um
m

an
de

n.

B
ew

e
is

:A
us

K
ap

ite
lI

,

Ú 7
w

is
se

nw
ir

,d
aß

di
e

m
ul

tip
lik

at
iv

e
G

ru
pp

ed
es

K
ör

pe
r

« e vo
n

ei
ne

m
ei

nz
ig

en
E

le
m

en
t

á erz
eu

gt
w

ird
.F

ür

< =4

s +
1

is
td

an
n

á 4t =
1,

al
so

á 2t =

\ 1.
S

om
iti

st

\ 1
=

< \ 1
in

« e ein
Q

ua
dr

at
.

In

¦ gi
bt

es
da

he
rZ

ah
le

n

X ,für
di

e

X 2l
\ 1

m
od

< ist
od

er
,

an
de

rs
au

sg
ed

r̈uc
kt

,

X 2 +
1

=

v < für
ei

n

v ª
Á .D

a
je

de
R

es
tk

la
ss

em
od

ul
o

< eine
n

V
er

tr
et

er
m

it
B

et
ra

g
kl

ei
ne

r

<= 2
en

tḧ
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üß

te
so

m
it

�n 3
se

in
.W

ir
de

fi-
ni

er
en

da
nn

zw
ei

ne
ue

Z
ah

le
n

� ��ª
¦ du

rc
h

di
e

B
ed

in
gu

ng
en

q �q >
�

2

�q
�q >

�

2

�
�
l X m

od

� un
d

�
l r m

od

� .
O

ffe
ns

ic
ht

lic
h

kö
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ẗu

rli
ch

e
Z

ah
l

: läß
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Fü
re

in
e

zu
s̈a

tz
lic

he
D

ez
im

al
st

el
le

m
uß

al
so

de
rR

ec
he

na
uf

wa
nd

zi
em

-
lic

h
ge

na
uv

er
ze

hn
fac

ht
w

er
de

n.
A

ng
es

ic
ht

sd
er

Ta
ts

ac
he

,d
aß

he
ut

e
m

eh
re

re
B

ill
io

ne
n

Z
if

fe
rn

vo
n

p bek
an

nt
si

nd
is

t
kl

ar
,

da
ß

es
be

ss
er

e
W

eg
e

zu
rB

er
ec

hn
un

gv
on

p geb
en

m
uß

.

E
in

er
da

vo
n

be
nu

tz
tZ

ah
le

nm
it

ei
ne

rg
ro

ß
en

A
nz

ah
lv

er
sc

hi
ed

en
erD

ar
-

st
el

lu
ng

en
al

s
S

um
m

en
zw

ei
er

Q
ua

dr
at

e.
D

ie
R

ei
he

fü
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ẗa
rw

in
ke

lz
u

Ò =

4
;�i ,a

ls
o

is
t

Ò =2

� ,w
ie

be
ha

up
te

t.

i
�

@

ñ

;

D
er

al
lg

em
ei

ne
Fa

ll
ka

nn
au

f
di

es
en

S
pe

zi
al

fal
l

zu
rü

ck
ge

f̈u
hr

t
w

er
-

de
n:

Li
eg

en

� un
d

i au
fv

er
sc

hi
ed

en
en

S
ei

te
nd

es
D

ur
ch

m
es

se
rsd

ur
ch

@ ,d
es

-
se

na
nd

er
er

E
nd

pu
nk

t

ñ se
i,s

o
er

fü
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r

di
es

e
be

id
en

F ä
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tä
hn

lic
h

zu
de

m
de

s
Z

w
ei

qu
ad

ra
te

sa
tz

esa
us

Ú 1;
st

at
tm

it
de

m
R

in
g

¦ [

` ]
de

rG
A

U
S

Ss
ch

en
Z

ah
le

na
rb

ei
te

nw
ir

ab
er

m
it

de
m

R
in

g

¦ ±
¦ i

±¦ j
+

±¦ k

de
rg

an
ze

nQ
ua

te
rn

io
ne

n.
A

uc
h

hi
er

ha
be

nw
ir

ei
ne

N
or

m
ab

bi
ld

un
g,

un
d

ei
ne

ga
nz

e
Z

ah
l

: ist
of

fe
ns

ic
ht

lic
h

ge
na

ud
an

n
al

s
S

um
m

ev
on

vi
er

Q
ua

dr
at

en
da

rs
te

llb
ar,

w
en

n
si

e
N

or
m

ei
ne

rg
an

ze
nQ

ua
te

rn
io

ni
st

.
W

eg
en

de
rM

ul
tip

lik
at

iv
itä
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hö
ch

st
en

sv
ie

rQ
ua

dr
at

en
sc

hr
ei

be
n.

B
ew

e
is

:W
ie

w
ir

in
K

ap
ite

l6
,

Ú 7
ge

se
he

nh
ab

en
,l ä
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ḧ a
fti

ge
n.

In
de

nn
äc
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üs
se

n

� und

j das
se

lb
eV

or
ze

ic
he

nh
ab

en
;d

a
au

ch

� +j

gl
ei

ch
de

rS
pu

rd
er

M
at

rix
is

t,
fo

lg
t

Le
m

m
a:

a
)

E
in

e
sy

m
m

et
ris

ch
e2

Ñ 2-
M

at
rix

is
t

ge
na

ud
an

n
po

si
tiv

od
er

ne
ga

tiv
de

fin
it,

w
en

n
ih

re
D

et
er

m
in

an
te

po
si

tiv
is

t.
S

ie
is

tp
os

iti
v

de
fin

it,
w

en
nd

er
E

in
tr

ag
lin

ks
ob

en
po

si
tiv

is
t,

an
de

rn
fal

ls
is

ts
ie

ne
ga

tiv
de

fin
it.

b
)D

ie
qu

ad
ra

tis
ch

eF
or

m

	 X 2 +

� Xr +

 r 2 is

tg
en

au
da

nn
de

fin
it,

w
en

n
ih

re
D

is
kr

im
in

an
te

� 2 \

4

	 


ne
ga

tiv
is

t.
Im

Fa
lle

	
A 0

is
ts

ie
da

nn
po

si
tiv

,s
on

st
ne

ga
tiv

de
fin

it.

S
o

nü
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fü

r
di

e
Z

ah
le

n

Ò �

au
sd

em
A

lg
or

ith
m

us
zu

rK
et

te
nb

ru
ch

en
tw

ic
kl

un
gd

ie
G

le
ic

hu
ng

Ò =

Ò �< � �

2
+

< � � 1

Ò �� � �

2
+

� � � 1
,

K
ap

.7
:Q

ua
dr

at
is

ch
e

F
or

m
en

B9
�

w
ob

ei

< � un
d

� � Zä
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ß

er
al

s
ei

ns
is

t,
ge

n̈u
gt

es
,w

en
n

w
ir

ze
ig

en
,d

aß
di

es
eG

le
ic

hu
ng

im
In

te
rv

al
l(

\ 1�

0)
ei

ne
N

ul
ls

te
lle

ha
t.D

as
w

ie
de

ru
m

fo
lg

t
au

s
de

m
Z

w
is

ch
en

w
er

ts
at

z,w
en

n
w

ir
ze

ig
en

kö
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fü

hr
t.

U
m

hi
er

m
eh

rz
u

er
fa

hr
en

,m
üs
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rg

er
ad

es

s si
nd

di
es

al
le

sE
in

se
in

he
ite

n,f
ür

un
ge

-
ra

de
s

s be
ko

m
m

en
w

ir
fü
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ög

lic
h,

w
en

n

�
l 5

m
od

8,
je

do
ch

ni
ch

tf
ür

al
le

so
l-

ch
e

� .
W

en
n

es
ei

ne
G

ru
nd

ei
nh

ei
td

ie
se

rF
or

m
gi

bt
,

lie
gt

ih
re

dr
itt

e
P

ot
en

zin

¦ ±
¦^
� ,d

er
K

et
te

nb
ru

ch
al

go
rit

hm
usg

ib
td

an
na

ls
on

ur
di

e
dr

itt
e

P
ot

en
zd

er
G

ru
nd

ei
nh

ei
t.E

in
ze

lh
ei

te
nfi

nd
et

m
an

be
is

pi
el

sw
ei

se
in

Ú 16
,5

D
de

sB
uc

hs

H
E

LM
U

T
H

A
S

S
E:

V
or

le
su

ng
en̈

ub
er

Z
ah

le
nt

he
or

ie
,S

p
ri
n

ge
r,

2
19

64
.



K
ap

ite
l

8
Q

ua
dr

at
is

ch
e

R
es

te

§
1:

D
as

Le
ge

nd
re

-S
ym

bo
l

D
efi

ni
tio

n:
Fü
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r

`k =

b zw
ei

ve
rs

ch
ie

de
ne

Z
ah

le
n,

ge
na

us
o

au
ch

© Y un
d

© _ .Au
ß

er
de

m
ka

nn
au

ch
ni

e

q � Yq =

Ù�Ù© _Ù�Ù s
ei

n,
de

nn
so

ns
tw

är
e

ei
ne

rs
ei

ts

� Y +

© _ =
0,

an
de

re
rs

ei
tsg

äb
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kö
nn

en
ve

rs
uc

he
n,e

s
zu

er
w

ei
te

rn
,in

de
m

w
ir

da
ss

el
be

au
ch

fü
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Fü

r

� =5
is

t(

� \ 1
)

= 2
=

2
ge

ra
de

,a
ls

o

� 5 <� =

� < 5

� =

÷ +
1

fa
lls

< mo
d

5ª
Â 1� 4

Ã

\ 1
fa

lls

< mo
d

5ª
Â 2� 3

Ã ,
§

4:
B

er
ec

hn
un

g
de

r
m

od
ul

ar
en

Q
ua

dr
at

w
ur

ze
l

D
as

qu
ad

ra
tis

ch
eR

ez
ip

ro
zi
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äß

t.

� =á
o is

tg
en

au
da

nn
ei

n
qu

ad
ra

tis
ch

erR
es

t,w
en

n

m eine
ge

ra
de

Z
ah

lis
t;

di
e

be
id

en
Q

ua
dr

at
w

ur
ze

lns
in

d
da

nn

² áo� 2
.F

al
ls

w
ir

nu
r

� ken
ne

n,
is

t
di

es
al

le
rd

in
gs

ni
ch

ts
on

de
rli

ch
nü
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kö

nn
en

w
ir

un
sv

er
sc

ha
ffe

n,
w

en
nw

ir
ir

ge
nd

ei
ne

nq
ua

dr
at

is
ch

en
N

ic
ht

-
re

st
m

od
ul

o

< ken
ne

n:
D

a

� ung
er

ad
eis

t,
is

td
an

na
uc

hd
es

se
n

� -teP
o-

te
nz

qu
ad

ra
tis

ch
erN

ic
ht

re
st

,u
nd

w
eg

en

< \ 1
=

2

  � m
uß

di
es

eP
ot

en
z

Z
w

ei
po

te
nz

or
dn

un
gh

ab
en

.U
m

� zu
fin

de
n,

re
ic

ht
es

al
so

,ir
ge

n
d

e
in

e
n

qu
ad

ra
tis

ch
en

N
ic

ht
re

st
m

od
ul

o

< zufi
nd

en
.

Le
tz

te
re

sis
ti

m
Fa

ll

<l 5
m

od
8

ei
nf

ac
h:

H
ie

ri
st

zw
ei

na
ch

de
m

qu
a-

dr
at

is
ch

en
R

ez
ip

ro
zi
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ẗu

rli
ch

ef
fiz

ie
nt

er
,d

ie
ob

ig
en

V
er

fa
hr

en
zu

be
nu

tz
en

.

< seie
in

eb
el

ie
bi

ge
un

ge
ra

de
P

rim
za

hl
,u

nd

�ª
«§ e se

ie
in

qu
ad

ra
tis

ch
er

R
es

t;d
er

A
lg

or
ith

m
us

be
st

im
m

tu
nt

er
di

es
er

V
or

au
ss

et
zu

nge
in

E
le

m
en

t

Xª
«§ e m

it
de

rE
ig

en
sc

ha
ft,d

aß

X und

\X

Q
ua

dr
at

� hab
en

.

In
de

m
w

ir

< \ 1
so

la
ng

e
w

ie
m

ög
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äß

ts
ic

h
de

rM
ün

zw
ur

fs
o

si
m

u-
lie

re
n,

da
ß

b
e

id
e

de
n

A
us

ga
ng

üb
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rä
um

lic
he

w
ie

au
ch

ze
itl

ic
he

P
er

io
di

zi
ẗa
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ög
lic

hk
ei

td
az

us
in

d
da

s,
w

as
P

hy
si

ke
ra

ls
R

e
fle

kt
io

n
s-

P
h

a
se

n
g

it-
te

r
be

ze
ic

hn
en

:D
ie

D
ec

ke
be

st
eh

ta
us

ei
ne

m
M

at
er

ia
lm

it
ko

ns
ta

nt
em

,
m

ög
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ü

r
ge

fu
n

d
e

n
,a

b
e

r
d

e
r

R
a

n
d

is
t

zu
sc

h
m

a
l,

u
m

ih
n

zu
fa

ss
e

n
.

be
ka

nn
tli

ch
um

16
37

an
de

n
R

an
d

se
in

er
A

rit
hm

et
ik

de
sD

IO
P

H
A

N
TO

S

vo
n

A
le

xa
nd

rie
n,

da
ß

di
e

G
le

ic
hu

ng X� +

r� =

��

fü
r

:n 3
ke

in
eL

ös
un

gi
n

ga
nz

en
Z

ah
le

nh
ab

e–
au

ß
er

na
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üb
er

n̈a
ch

st
en

Pa
ra

gr
ap

he
n(z

um
in

de
stf

ür
de

nK
ör

pe
rd

er
ko

m
pl

ex
en

Z
ah

le
n)

au
ch

be
w

ei
se

n.
Z

un
äc
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rä
is

ch
eT

rip
el

B
et

ra
ch

te
nw

ir
zu

n̈ a
ch

st
de

n
Fa

ll
de

r
P

ol
yn

om
e,

w
ob

ei
w

ir
un

s
de

r
E

in
fa

ch
he

ith
al

be
rg

le
ic

h
au

fP
ol

yn
om

em
it

ko
m

pl
ex

en
K

oe
ffi

zi
en

te
n

be
sc

hr̈a
nk

en
w

ol
le

n.
Is

t

³ 2 +

á 2 =

û 2 ,s
o

is
t

³ 2 =

û 2 \
á 2 =

(

û +

á )(û \
á ).

W
en

n
w

ir

³ un
d

á als
te

ile
rf

re
m

d
vo

ra
us

se
tz

en
,si

nd
au

ch

á und

û

te
ile

rf
re

m
d

un
d

so
m

it
au

ch

û +

á und

û \
á ,de

nn
je

de
rg

em
ei

ns
am

e
Te

ile
r

di
es

er
be

id
en

P
ol

yn
om

ew
är

e
au

ch
ei

n
Te

ile
r

ih
re

r
S

um
m

e2

û

so
w

ie
ih

re
rD

if
fe

re
nz

2

á .
W

en
n

w
ir

di
e

Z
er

le
gu

ng
vo

n

³ 2 in
irr

ed
uz

ib
le

Fa
kt

or
en

ve
rg

le
ic

he
nm

it
de

rv
on

û +

á und

û \
á folg

ts
om

it,
da

ß
je

de
ri

rr
ed

uz
ib

le
Fa

kt
or

vo
n

³
en

tw
ed

er
in

û +

á ode
ri

n

û \
á ing

er
ad

er
P

ot
en

za
uf

tr
et

en
m

uß
.D

a
je

de
ko

m
pl

ex
e

Z
ah

le
in

Q
ua

dr
at

is
t,

kö
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Fü
r

ei
ne

pr
im

iti
ve

L
ös

un
g(

X�r�
� )m

üs
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fü

r
Z

ah
le

n
un

d
fü
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ẗu

rli
ch

e
Z

ah
le

nw
ed

er
G

ra
de

no
ch

N
ul

ls
te

lle
n

ha
be

n,
m

üs
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Fü
r

: =

o � Y =
1

<  » Y

se
tz

en
w

ir

W 0
(

: )= de
f

o � Y =
1

< Y .
M

it
H

ilf
e

de
rP

ol
yn

om
e

W 0
(

³ )l
äß
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kö

nn
en

w
ir

,w
en

n
w

ir
be

re
its

na
ẗu
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üs

se
ne

in
fa

ch
di

e
dr

ei
Z

ah
-

le
n

du
rc

hi
hr

en
gr

öß
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iẗa
tE

ss
en

un
d

be
sc

ḧa
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fü

r
P

ol
yn

om
e

Bw
�

ei
ne

L
ös

un
g,

un
d

au
ch

� �© �
j sind

te
ile

rf
re

m
d.

A
uc

h
fü
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r

: =2
ke

in
W

id
er

sp
ru

ch
zu

r
FE

R
M

AT
-V

er
m

ut
un

gi
st

un
d

f ü
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hö
he

re
Z

w
ei

er
po

te
nz

na
ch

FE
R

M
AT

s
B

ew
ei

s
au

sg
es

ch
lo

ss
enis

t.
Fü
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üb
er

de
n

re
el

le
n

od
er

ko
m

pl
ex

en
Z

ah
le

n
be

-
tr

ac
ht

et
,s

on
de

rn
au

ch
üb
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