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at

sn
ac

hw
ei

s.
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
46

b
)

E
le

kt
ro

ni
sc

he
U

nt
er

sc
hr

ift
en

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
47

c)
B

lin
de

U
nt

er
sc

hr
ift

en
un

d
el

ek
tr

on
is

ch
es

B
ar

ge
ld

..
..

..
..

..
..

..
49

d
)

B
an

kk
ar

te
nm

it
C

hi
p

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
52

� 4:
W

ie
gr

oß
so

llt
en

di
e

P
rim

za
hl

en
se

in
?

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.
54

� 5:
V

er
fa

hr
en

m
it

di
sk

re
te

nL
og

ar
ith

m
en

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
58

� 6:
D

S
A

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
61

� 7:
A

nw
en

du
ng

en
be

iS
S

L/
T

LS
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.
63

� 8:
A

us
bl

ic
k

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
64

K
A

P
IT

E
L

III
:

PR
IM

Z
A

H
LE

N
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

67

� 1:
D

ie
V

er
te

ilu
ng

de
rP

rim
za

hl
en

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.
67

� 2:
D

as
S

ie
b

de
sE

R
AT

O
S

T
H

E
N

E
S

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
82

� 3:
FE

R
M

AT
-T

es
tu

nd
FE

R
M

AT
-Z

ah
le

n
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.

85

� 4:
D

er
Te

st
vo

n
M

IL
LE

R
un

d
R

A
B

IN
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

93

� 5:
D

er
Te

st
vo

n
A

G
R

AW
A

L
,K

A
Y

A
L

un
d

SA
X

E
N

A
..

..
..

..
..

..
..

..
..

95

K
A

P
IT

E
L

IV
:F

A
K

T
O

R
IS

IE
RU

N
G

S
V

E
R

FA
H

R
E

N
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

10
7

� 1:
D

ie
er

st
en

S
ch

rit
te

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

10
9

a
)

Te
st

au
fP

rim
za

hl
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
.1

09
b

)
A

bd
iv

id
ie

re
n

kl
ei

ne
rP

rim
te

ile
r.

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
11

0

� 2:
D

ie
V

er
fa

hr
en

vo
n

PO
LL

A
R

D
un

d
ih

re
V

ar
ia

nt
en

..
..

..
..

..
..

..
.1

12
a

)
D

ie
M

on
te

-C
ar

lo
-M

et
ho

de
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.1
13

b
)

D
ie

(

� � 1
)-

M
et

ho
de

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.1
18

c)
V

ar
ia

nt
en

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

..
..

.1
20

� 3:
D

as
V

er
fa

hr
en

vo
n

FE
R

M
AT

un
d

se
in

eV
ar

ia
nt

en
..

..
..

..
..

..
..

12
2

K
A

P
IT

E
L

V
:K

E
T

T
E

N
B

R Ü
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ḧa

fti
gt

–
au

ch
w

en
n

be
is

pi
el

sw
ei

se
im

ne
un

b̈a
nd

ig
en

A
na

-
ly

si
sl

eh
rb

uc
h

vo
n

JE
A

N
D

IE
U

D
O

N
N

É
ab

ge
se

he
nvo

n
de

nd
re

ite
ili

ge
nA

b-
sc

hn
itt

sn
um

m
er

np
ra

kt
is

ch
ke

in
e

Z
ah

le
na

uß
er

0,
1

un
d

2
vo

rk
om

m
en

.

D
ie

Z
ah

le
nt

he
or

ie
un

te
rs

ch
ei

de
tsi

ch
da

du
rc

hv
on

an
de

re
nT

ei
le

n
de

r
M

at
he

m
at

ik
,d

aß
es

do
rt

vo
r

al
le

m
um

g
a

n
ze

Z
ah

le
n

ge
ht

,o
ft

so
ga

r
ei

nf
ac

h
um

di
e

na
ẗu
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sẗ

ar
ke

r
al

s
je

de
P

ot
en

ze
in

er
re

el
le

nZ
ah

l.
S

om
it

is
t

lim '; <
0 ' =0

.

A
nd

er
er

se
its

is
ta

be
r

0 ' =

$ (0
)+

$ (

� ),wa
s

in
di

es
em

Fa
ll

w
eg

en
de

r
S

ym
m

et
rie

vo
n

! ei
nf

ac
h

2

$ (0
)

is
t.

W
ir

w
ol

le
n

un
s

üb
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öß

er

LM ka
nn

LM m
es

se
n.

W
en

n

LM ab
er

A
B

ni
ch

tm
iß

t,
un

d
m

an
ni

m
m

tb
ei

A
B

,
LM ab

w
ec

hs
el

nd
im

m
er

da
s

kl
ei

ne
re

vo
m

gr
öß
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lü

br
ig

bl
ei

be
n,

di
e

di
e

vo
ra

ng
eh

en
de

m
iß

t.

LM la
ss

e,
in

de
m

es
B

E
m

iß
t,

E
A

,k
le

in
er

al
s

si
ch

se
lb

st
üb
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üß
te

al
so

au
ch

de
n

R
es

t

L Z
m

es
se

n,a
ls

gr
öß
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gä

ng
er

nü
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ch
st

en
s

kl Pu
nk

te
ns

ch
ne

id
en

k ö
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r

de
n

R
ec

he
na

uf
wa

nd
zu

r
B

er
ec

hn
un

gv
on

gg
T

(

� �� ):
W

ir
m

üs
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ḧat
zu

ng
,k

ön
nt

en
w

ir
an

ei
-

ne
A

nw
en

du
ng

de
sE

U
K

LI
D

is
ch

en
A

lg
or

ith
m

us
au

f6
00

-s
te

lli
ge

Z
ah

le
n

ni
ch

te
in

m
al

de
nk

en
.

Ta
ts̈

ac
hl

ic
hi

st
10

60
0
ab

er
na

ẗu
rli

ch
nu

re
in

eo
be

re
S

ch
ra

nk
e,

vo
n

de
rw

ir
bi

sl
an

gn
oc

hn
ic

ht
w

is
se

n,
w

ie
re

al
is

tis
ch

si
ei

st
.U

m
di

es
zu

en
ts

ch
ei

de
n,

su
ch

en
w

ir
di

e
kl

ei
ns

te
nn

aẗ
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llt
.)

U
m

di
e

Z
ah

le
n

r ' du
rc

he
in

eg
es

ch
lo

ss
en

eFo
rm

el
da

rz
us

te
lle

n,k
ön

ne
n

w
ir

(g
en

au
w

ie
m

an
es

au
ch

fü
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eḧ
or

ig
en

E
ig

en
ve

kt
or

en
be

st
eh

t,s
o

is
t

al
so

s =

x + 1

6 t 1
0

0

t 2

7 x un
d

6 r
' r ' + 1

7 =

s' + 1

6 1 0

7 =

x + 1

6 t' +

1
1

0
0

t' + 1 2

7 x
6 1 0

7 .



iR

Z
ah

le
nt

he
or

ie

A
uc

h
oh

ne
di

e
M

at
rix

x zu
be

re
ch

ne
n,w

is
se

nw
ir

so
m

it,
da

ß
si

ch

r '

in
de

rF
or

m

r ' =

�t' +

1
1

+

�t' +

1
2

da
rs

te
lle

nl
äß
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ẗu
rli

ch
er

Z
ah

le
n

te
ilt

,t
ei

lt
si

e
m

in
de

st
en

se
in

en
de

rF
ak

to
re

n.

B
ew

e
is

:A
ng

en
om

m
en

,di
e

P
rim

za
hl

� seik
ei

n
Te

ile
rv

on

� ,teil
e

ab
er

�� .
D

a
de

rg
gT

vo
n

� und

� Teil
er

vo
n

� und
un

gl
ei

ch

� ist,
m

uß
er

no
tg

e-
dr

un
ge

ng
le

ic
h

ei
ns

se
in

;e
sg

ib
ta

ls
o

ei
ne

D
ar

st
el

lu
ng

1
=

S� +

m � m
it

S �m
Go .

D
an

n
is

t� =

S�� +

m �� du
rc

h

� teilb
ar

,
de

nn
so

w
oh

l

�� al
so

au
ch

��

si
nd

V
ie

lfa
ch

ev
on

� .
D

ar
au

sf
ol

gt
in

du
kt

iv



ie

Z
ah

le
nt

he
or

ie

S
at

z:
Je

de
na

ẗu
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ẗu

rli
ch

e
Z

ah
lt

ei
lb

ar
;w

en
n

" �
f dur

ch

q teilb
ar

is
t,

so
au

ch

f �
" =

� ("
�f ),

un
d

is
t

sc
hl

ie
ß

lic
h

"�
f mo

d

q und

f�
g mod

q ,sos
in

d

" �
f und

f �
g dur

ch

q teilb
ar

,a
ls

o
au

ch
ih

re
S

um
m

e

" �
g ,und

da
m

it
is

ta
uc

h

"�
g mo

d

q .



�i

Z
ah

le
nt

he
or

ie

Z
w

ei
Z

ah
le

n

" �f
Go lie

ge
ng

en
au

da
nn

in
de

rs
el

be
n̈A

qu
iv

al
en

zk
la

ss
e,

w
en

n
si

e
be

id
er

D
iv

is
io

n
du

rc
h

q den
se

lb
en

D
iv

is
io

ns
re

st
ha

be
n;

es
gi

bt
so

m
it

q Äqu
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ü

ch
e

r
d

e
r
R

e
ch

e
n

ku
n

st
,n

ac
h

de
re

nV
or

bi
ld

er
12

47
se

in
ed

eu
tli

ch
an

sp
ru

ch
svo

lle
re

n
M

a
th

e
m

a
tis

ch
e

n
A

b
h

a
n

d
lu

n
ge

n
in

n
e

u
nB

ä
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fü
r

al
le

E
le

m
en

te
vo

n

o� q ,
er

st
re

ch
ta

ls
o

fü
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ḧa

ltn
is

zw
is

ch
en

de
n

be
id

en
dr

am
at

is
ch

ve
rs

ch
le

ch
te

rth
at

te
,k

eh
rt

ee
r1

76
6n

ac
hS

t.
P

et
er

sbu
rg

zu
rü
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äq

ui
va

le
nt

zu
rF

or
m

el
� (q )

=

q � 1
,u

nd
di

e
gi

lt
na

ch
de

m
Le

m
m

ag
en

au
da

nn
,w

en
n

q prim
is

t.

K
ap

.1
:G

an
ze

Z
ah

le
n

un
d

ih
re

P
rim

ze
rle

gu
ng

 �
D

er
K

ör
pe

r

o� � m
it

� Elem
en

te
nw

ird
üb
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Ä
qu

iv
al

en
zr

el
at

io
ne

in
du

rc
h

di
e

V
or

-
sc

hr
ift

¢ �
£ ,f

al
ls

¢£ + 1
in

� lie
gt

.O
ffe

ns
ic

ht
lic

hb
es

te
ht

di
e

Ä
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äu

ch
te

un
d

de
n-

no
ch

si
ch

er
se

in
k ö
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iẗ a
t;

f ü
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fü

rd
en

le
gi

tim
en

E
m

pf̈
an

ge
rn

ic
ht

m
ög
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rö

ffe
nt

lic
ht

en
di

e
G

ov
e

rn
m

e
n

tC
o

m
m

u
n

ic
a

tio
n

s
H

e
a

d
q

u
a

rt
e

rs
(G

C
H

Q
),

zu
de

ne
n

C
E

S
G

ge
ḧo
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tä

tig
is

t.
20

02
er

hi
el

te
nR

IV
E

S
T,

SH
A

M
IR

un
d

A
D

LE
M

A
N

fü
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ẗ u
rli

ch
zu

n̈ a
ch

st
ei

nm
al

in
je

kt
iv

se
in

.D
a

di
e

O
rd

nu
ng

ei
ne

sE
le

m
en

ts
vo

n
(

o� }
o )

� Te
ile

rv
on

� (} )
is

t,
m

uß
in

sb
es

on
de

re



1 i

Z
ah

le
nt

he
or

ie

J teile
rf

re
m

d
zu

� (} )
se

in
.D

an
n

la
ss

en
si

ch
m

it
de

m
er

w
ei

te
rt

en
E

U
-

K
LI

D
is

ch
en

A
lg

or
ith

m
us

Z
ah

le
n

/ �B
GH fin

de
n,

so
da

ß

/ J �
B � (

} )
=

1
is

t,
d.

h.
fü
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äq
ui

va
le

nt
zu

r
K

en
nt

ni
s

de
r

Fa
kt

or
is

ie
ru

ng
:K

en
nt

m
an

nä
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lü
be

rK
et

te
nb

r̈uc
he

w
er

de
nw

ir
se

he
n,

da
ß

} le
ic

ht
fa

kt
or

is
ie

rt
w

er
de

nk
an

n,
w

en
n

/ zu
kl

ei
n

is
t.

B
ei

de
rB

er
ec

hn
un

gv
on

"Ô m
od

} un
d

"� m
od

} da
rf

m
an

na
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iẗ a
tb

ew
ei

se
n,

ab
er

se
in

G
eg

en̈
ub

er
ka

nn
sp̈

at
er

ni
ch

tb
ei

sp
ie

ls
w

ei
se

vo
rG

er
ic

ht
be

w
ei

se
n,

da
ße

rd
ie

s(
zu

m
B

ei
sp

ie
lb

ei
ei

ne
rG

el
da

bh
ebu

ng
od

er
B

es
te

llu
ng

)g
et

an
ha

t.
Fa

lls
di

es
ev

en
tu

el
ln

öt
ig

w
er

de
nk

ön
nt

e,
is

td
as

hi
er

vo
rg

es
te

llt
eV

er
fa

hr
en

al
so

un
ge

ei
gn

et
;e

s
fu

nk
tio

ni
er

tn
ur

zw
is

ch
en

P
er

so
ne

n,
di

e
ei

na
nd

er
ve

r-
tr

au
en

k ö
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ẗu

rli
ch

ge
ge

nM
an

ip
ul

at
io

ne
ng

es
ic

he
rts

ei
n,

be
is

pi
el

sw
ei

-
se

in
de

m
si

e
vo

n
de

rn
äc
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fä
lli

g
w

ird
,a

be
rt

ro
tz

de
m

ni
ch

ta
us

ge
sc

hl
os

se
n

w
er

de
nk

an
n.

D
a

di
gi

ta
le

s
B

ar
ge

ld
nu

r
in

kl
ei

ne
n

S
tü

ck
el

un
ge

ns
in

nv
ol

l
is

t
(G

el
d-

sc
he

in
en

im
M

ill
io

ne
nw

er
tw

är
en

au
fG

ru
nd

ih
re

rS
el

te
nh

ei
tn

ic
ht

w
irk

-
lic

h
an

on
ym

un
d

w
ür

de
nw

eg
en

de
rd

am
it

ve
rb

un
de

ne
nM

ög
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ḧo

rt
e

be
i-

sp
ie

ls
w

ei
se

au
ch

di
e

D
eu

ts
ch

eB
an

k,
di

e
al

le
rd

in
gs

nu
r

27
K

un
de

n
fa

nd
,d

ie
Z

ah
lu

ng
en

da
m

it
ak

ze
pt

ie
rt

en
.D

ig
iC

as
h

w
ur

de
19

98
za

h-
lu

ng
su

nf̈a
hi

g;
de

rz
ei

tg
ib

te
sm

ei
ne

sW
is

se
ns

ke
in

e ä
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ng

er
fr

is
tig

,d
.h

.
be

iG
ül

tig
ke

it
üb
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äu

fig
w

ec
hs

el
t,d

ür
fte

si
ch

di
es

er
A

uf
w

an
df

ür
ka

um
ei

ne
nG

eg
ne

rl
oh

ne
n.

D
a

K
ör

pe
rv

on
P

rim
za

hl
or

dn
un

ga
uc

h
ei

nf
ac

he
rs

in
d

al
s

so
lc

he
vo

n
P

rim
za

hl
po

te
nz

or
dn

un
g,w

ol
le

n
w

ir
un

s
zu

n̈a
ch

st
au

fd
ie

se
be

sc
hr̈a

n-
ke

n;
di

e
sp̈

at
er

eÜ
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ög
lic

hs
tv

ie
le

W
er

te
an

ni
m

m
t.

A
ls

nä
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ḧa

lt
da

fü
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ch

st
es

m
uß

ei
n

E
le

m
en

t

¢ gefu
nd

en
w

er
de

n,
de

ss
en

P
ot

en
ze

nim
K

ör
pe

r

� � ein
eG

ru
pp

ed
er

O
rd

nu
ng

b bild
en

.D
as

is
te

in
fa

ch
:M

an
st

ar
te

m
it

ir
ge

nd
ei

ne
mE

le
m

en
t

¢ 0
G� �
¡� 0

� un
d

be
re

ch
ne

se
in

e(

� � 1
)

� b -
te

P
ot

en
z.

Fa
lls

di
es

e
un

gl
ei

ch
ei

ns
is

t,
m

uß
si

e
w

eg
en

¢� + 1 0
=

1
di

e
O

rd
nu

ng

b hab
en

;a
nd

er
nfa

lls
m

uß
ei

n
ne

ue
s

¢ 0
be

tr
ac

ht
et

w
er

de
n.

D
ie

so
be

st
im

m
te

nZ
ah

le
n

b �� u
nd

¢ wer
de

nv
er

öf
fe

nt
lic

ht
un

d
kö
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fü
r

je
de

N
ac

hr
ic

ht
ei

ne
Z

uf
al

ls
za

hl

B m
it

0C
B C
b

un
d

be
re

ch
ne

t

c =(

¢E m
od

� )mo
d

b .
D

a

b eine
P

rim
za

hl
is

t,
ha

t

B ei
n

m
ul

tip
lik

at
iv

es
In

ve
rs

es
m

od
ul

o

b ;ma
n

ka
nn

al
so

du
rc

h

B di
vi

di
er

en
un

d
er
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r

ei
n

so
l-

ch
es

V
er

fa
hr

en
w

äh
lt

un
d

da
nn

di
es

en
m

it
de

m
R

S
A

-S
ch

l̈us
se

ld
es

S
er

-
ve

rs
ve

rs
ch

l̈us
se

lta
n

di
es

en
sc

hi
ck

t–
vo

ra
us

ge
se

tz
t,e

r
ke

nn
td

ie
se

n
R

S
A

-S
ch

l̈us
se

l.L
et

zt
er

es
is

ti
m

al
lg

em
ei

ne
nn

ic
ht

de
rF

al
l;

da
he

rm
uß

zu
n̈a

ch
st

de
rS

er
ve

rd
em

C
lie

nt
se

in
en

S
ch

l̈u
ss

el
m

itt
ei

le
n.

D
a

de
rC

lie
nt

ni
ch

ts
ic

he
rs

ei
nk

an
n,

m
it

de
m

ric
ht

ig
en

S
er

ve
rv

er
bu

nd
en

zu
se

in
,s

ch
ic

kt
er

di
es

en
S

ch
l̈u

ss
el

m
ei

st
zu

sa
m

m
en

m
it

ei
ne

m
Z

er
tifi

ka
t,

da
ss

ow
oh

ls
ei

ne
Id

en
tiẗ
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at

sf
es

ts
te

llu
ng

be
nu

tz
t.

§
8:

A
us

bl
ic

k

D
ie

se
sk

ur
ze

K
ap

ite
lk

on
nt

es
el

bs
tve

rs
ẗa
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lü

be
rK

et
te

nb
r̈uc

he
ke

nn
en

le
r-

ne
n,

un
d

au
ch

so
ns

tw
er

de
ni

m
w

ei
te

re
nV

er
la

uf
de

rV
or

le
su

ng
en

no
ch

ge
leg

en
tli

ch
T

he
m

en
au

sd
er

K
ry

pt
ol

og
ie

an
ge

sc
hn

itt
en

w
er

de
n.

M
it

A
us

na
hm

ev
on

V
er

fa
hr

en
w

ie
de

m
so

ge
na

nn
te

non
et

im
e

p
a

d
gi

bt
es

fü
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fü
re

in
e

re
el

le
Z

ah
l

�2 1
di

e
un

en
dl

ic
he

R
ei

he

å (

� )=

< = ' =11 #�.
A

ls
er

st
es

m
üs
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rö
ß

er

} ha
be

n.
D

ie
se

S
um

m
ei

st
na

ẗu
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fü
r

da
s

S
tu

di
um

de
r

T
he

ol
og

ie
ei

n.
S

ch
on

ba
ld

w
ec

hs
el

te
an

di
e

P
hi

lo
so

ph
is

ch
eF

ak
ul
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hö

re
n.

N
ac

h
P

ro
m

ot
io

n1
85

1
un

d
H

ab
ili

ta
tio

n
18

54
er

-
hi

el
te

rd
or

t1
85

7
ei

ne
n

Le
hr

st
uh

l.T
ro

tz
se

in
es

fr
üh

en
To

de
si

ni
tii

er
te

er
gr

un
dl

eg
en

de
au

ch
no

ch
he

ut
ef

un
da

-
m

en
ta

le
E

nt
w

ic
kl

un
ge

ni
n

de
rG

eo
m

et
rie

,d
er

Z
ah

le
n-

th
eo

rie
un

d
üb
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ẗu

rli
ch

er
Z

ah
le

n,
di

e
se

lb
st

-
ve

rs
ẗa
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kö
nn

en
w

ir
ve

rg
le

ic
he

nm
it

de
rS

T
IR

LI
N

G
sc

he
nF

or
m

el

lo
g

# !=

# log
# �
# +
ô (lo

g

# ),
de

re
nB

ew
ei

s
f ü
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üb

er
di

e
F

un
kt

io
n

� (" )b
ek

an
nt

is
t.

Z
um

A
bs

ch
lu

ßd
es

K
ap

ite
ls

se
ie

nk
ur

z
ei

ni
-

ge
de

rw
ic

ht
ig

st
en

be
ka

nn
te

nu
nd

ve
rm

ut
et

en
E

ig
en

sc
ha

fte
nv

on
� (" )

zu
sa

m
m

en
ge

st
el

lt.D
ie

se
kn

ap
pe

Ü
be

rs
ic

ht
fo

lg
t

im
w

es
en

tli
ch

en
de

m
A

rt
ik

el
P

ri
m

za
h

ls
a

tza
us

D
A

V
ID

W
E

LL
S
:P

rim
e

N
um

be
rs

–
T

he
M

os
tM

ys
te

rio
us

F
ig

ur
es

in
M

at
h,

W
ile

y,
20

05
,

ei
ne

rZ
us

am
m

en
st

el
lu

ngi
m

Le
xi

ko
nf

or
m

at
vo

n
in

te
re

ss
an

te
nTa

ts
ac

he
n

un
d

au
ch

bl
oß

en
K

ur
io

sa
au

sd
em

U
m

kr
ei

sd
er

P
rim

za
hl

en
.

K
ap

.3
:P

rim
za

hl
en

Rd
G

A
U

S
S

ka
m

17
92

,im
A

lte
rv

on
15

Ja
hr

en
al

so
,d

ur
ch

se
in

eE
xp

er
im

en
te

zu
rV

er
m

ut
un

g,
da

ß

� (" )u
ng

ef̈
ah

rg
le

ic
h

de
m

so
ge

na
nn

te
nIn

te
g

ra
llo

-
g

a
ri
th

m
u

sv
on

" sein
so

llt
e: � (" )

z Li(

" )= de
f

Þ - 2
/ÿ

lo
g

ÿ .
A

uc
h

L
E

G
E

N
D

R
E

ve
rs

uc
ht

e,

� (" )
an

ha
nd

ex
pe

rim
en

te
lle

rD
at

en
an

-
zu

n̈a
he

rn
.E

r
st

el
lte

da
zu

ei
ne

Li
st

e
al

le
r

P
rim

za
hl

en
bi

s
40

00
00

zu
-

sa
m

m
en

,da
ss

in
d

im
m

er
hi

n3
3

86
0

S
t ü
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rd
er

en
L

ös
un

gd
as

C
LA

Y
M

at
he

m
at

ic
sIn

st
itu

te
in

C
am

br
id

ge
,M

as
s.

20
00

ei
ne

n
P

re
is

vo
n

je
w

ei
ls

ei
ne

rM
ill

io
n

D
ol

la
r

au
sg

es
et

zth
at

;f
ür

E
in

ze
lh

ei
te

n
si

eh
e

¶ ·· ¸ ¹
ºº »»
» ¼¾
� � �
��·¶ ¼
Â�Á
º �� �
� ¿��
� Ä�
º .

A
nh

an
g:

D
ie

E
ul

er
sc

he
S

um
m

en
fo

rm
el

un
d

di
e

S
tir

lin
gs

ch
e

F
or

m
el

D
ie

E
U

LE
R
sc

he
S

um
m

en
fo

rm
ele

rla
ub

te
s,

ei
ne

en
dl

ic
he

S
um

m
ea

uf
ei

n
In

te
gr

al
zu

rü
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fü

llt
se

in
.

B
ei

gr
oß

en
Z

ah
le

n

# mit
nu

rw
en

ig
en

P
rim

fa
kt

or
en

is
td

ie
C

ha
nc

e,
ei

n
so

lc
he

s

� zue
rw

is
ch

en
,re

ch
tk

le
in

;w
en

n
di

es
di

e
ei

nz
ig

en
G

eg
en

be
i-

sp
ie

le
si

nd
,w

ird
un

sd
er

FE
R

M
AT

-T
es

ta
ls

of
as

tim
m

er
in

di
e

Ir
re

fü
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rü
be

rd
ie

R
el

at
ivi

tä
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Fü
r

J ?2

1
ka

nn
di

es
ab

er
ni

ch
tf

ür
al

le
zu

� ? pri
m

en

� der
Fa

ll
se

in
,

de
nn

be
is

pi
el

sw
ei

se
is

t(

� ? +1
)� �

� 1m
od

� 2 ? ,so
da

ß
ni

ch
tg

le
ic

hz
ei

tig
(

� ? +1
)� � + 1

� 1m
od

� 2 ? se
in

ka
nn

,d
en

n
di

e
be

id
en

P
ot

en
ze

nu
nt

er
-

sc
he

id
en

si
ch

um
de

nF
ak

to
r

� ? +1

n � 1
m

od

� 2 ? .Da
he

rm
uß

J ? =1
se

in
,



d R

Z
ah

le
nt

he
or

ie

un
d

da
es

in
(

o� � ?
o )

� E
le

m
en

te
de

rO
rd

nu
ng

� ?� 1
gi

bt
,i

st

� ?� 1
ei

n
Te

ile
rv

on

# � 1
.

S
ch

lie
ß

lic
hm

üs
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r

â =
1

od
er

29
44

09
=

37

~ 73

~ 10
9

fü
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Fü
r

r 0
=

3
�r 1

=
5

�r 2
=

17
si

eh
tm

an
da

s
m

it
bl

oß
em

A
ug

e
un

d
m

it
au

ch

r 3
=

12
9

gi
bt

es
ke

in
e

ne
nn

en
sw

er
te

nS
ch

w
ie

rig
ke

ite
n.

Fü
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ß

er
en

A
uf

w
an

ds
)im

m
er

di
e

ric
ht

ig
e

A
nt

w
or

tl
ie

fe
rt

;
er

is
ti

nz
w

is
ch

en
er

sc
hi

en
en

in

M
A

N
IN

D
R

A
A

G
R

AW
A

L
,

N
E

E
R

A
J
K

A
Y

A
L
,

N
IT

IN
SA

X
E

N
A

:
P

R
IM

E
S

is
in

! ,A
n

n
a

ls
o

fM
a

th
e

m
a

tic
s1

60
(2

00
4)

,7
81

-7
93

.

S
el

bs
tve

rs
ẗa
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tv

on
S

ch
al

tu
ng

en
un

d
vo

n
A

lg
or

ith
m

en
.F

ür
di

e
A

rb
ei

tm
it

K
A

Y
A

L
un

d
SA

X
E

-
N

A
er

hi
el

te
rg

em
ei

ns
am

m
it

di
es

en
un

te
ra

nd
er

em
de

n
G

Ö
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ẗu
rli

ch
e

Z
ah

lu
nd

× (

# )=[
lo

g 2

# ]+1
di

e
A

nz
ah

l
ih

re
rB

in
är

zi
ffe

rn
.

1
.S

ch
ri
tt
:

S
te

lle
si

ch
er

,
da

ß

# kein
e

P
ot

en
ze

in
er

an
de

re
nn

aẗ
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nä
m

lic
h

# eine
P

rim
za

hl
is

t,
st

im
m

en
(

� +

� )

' un
d

�' +

� al
s

P
ol

yn
om

em
it

K
oe

ffi
zi

en
te

n
au

s

o� # n
ac

h
ob

ig
em

S
at

z
üb
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hä
tte

de
rA

lg
or

ith
m

us
be

re
its

m
it

de
m

vi
er

te
n

S
ch

rit
ts

p̈a
te

st
en

sb
ei

c =�

ge
en

de
t.

Je
de

K
on

gr
ue

nz
m

od
ul

o

# iste
rs

tr
ec

ht
ei

ne
K

on
gr

ue
nz

m
od

ul
o

� ;wir
kö
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fü

ra
lle

� m
it

1

8�
8× gi

lt

(

� +

� )

' �
�' +

� m
od

(

�� �

1)
in

� � [� ].

W
en

nw
ir

zu
m

Fa
kt

or
rin

g

� =

� � [� ]

� (

�� � 1
)ü
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tḧ
al

t
er

au
fj

ed
en

Fa
ll

�� �

1
un

d
al

le
se

in
eV

ie
lfa

ch
en

,d
en

n

� Y E (�� �

1)
=

(

�E �
� 1)m

od
(

�� �

1)
=

1

E � 1
=

0
,

da

�� �

1
m

od
(

�� �

1)
.

U
m

ge
ke

hr
ts

ei

¢ irge
nd

ei
nP

ol
yn

om
au

s
de

m
K

er
n

vo
n

� Y E .D
an

n
is

t
da

sP
ol

yn
om

£ (

� )
=

¢ (�E )
m

od
ul

o

�� �

1
gl

ei
ch

de
m

N
ul

lp
ol

yn
om

,
is

t
al

so
ei

n
V

ie
lfa

ch
es

vo
n

�� �

1.
K

on
kr

et
se

i

£ =
(

�� �

1)

5 .
Im

Fa
kt

or
rin

g

� is
td

an
n

¢ (� )
=

¢ (�EE� )
=

£ (

�E� )
=

(

�E� �
� 1)5

(

�E� )
=

0
,

de
nn

w
eg

en

�� =
1

in

� is
td

or
t

�E� �
� 1=

0.

In

� � [� ]
m

uß

¢ (� )
da

he
re

in
V

ie
lfa

ch
es

vo
n

�� �

1
se

in
,u

nd
ge

na
u

da
sw

ar
di

e
B

eh
au

pt
un

g̈u
be

rd
en

K
er

n
vo

n

� Y E .
D

a
al

le
V

ie
lfa

ch
en

vo
n

�� � 1
im

K
er

n
vo

n

� Y E lie
ge

n,
de

fin
ie

rt

� Y E ein
e

A
bb

ild
un

g

Y E vo
n

� na
ch

� ,d
ie

je
de

m
P

ol
yn

om

¢ mod
(

�� � 1
)a

us
�

da
sE

le
m

en
t

� Y E (¢ )
zu

or
dn

et
;n

ac
hd

em
ge

ra
de

be
w

ie
se

ne
nL

em
m

ah
än

gt
di

es
es

w
irk

lic
h

nu
rv

on
de

rR
es

tk
la

ss
e

¢ mod
(

�� �

1)
ab

.A
uß

er
de

m
ze

ig
td

as
Le

m
m

a,
da

ß

Y E sow
oh

ls
ur

je
kt

iv
al

sa
uc

hi
nj

ek
tiv

is
t,

de
nn

de
r

K
er

n
vo

n

� Y E ist
gl

ei
ch

de
m

K
er

n
de

rR
es

tk
la

ss
en

ab
bi

ld
un

gvo
n

� � [� ]
na

ch

� .
D

am
it

is
t

Y E ein
bi

je
kt

iv
er

H
om

om
or

ph
is

m
us

vo
n

� na
ch

� ,
ei

n
so

ge
na

nn
te

rA
u

to
m

o
rp

h
is

m
u

sv
on

� .W
ir

ha
be

nd
am

it
fü
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aẗ

ur
lic

he
Z

ah
le

n
si

nd
,g

en̈
ug

td
az

u
w

ie
de

ru
m

,
da

ß
m

in
(

â �× )

2 2

× (

# )[� â ]
is

t,
de

nn
w

en
n

si
ch

di
e

E
xp

on
en

te
nu

m
m

in
de

st
en

se
in

su
nt

er
sc

he
id

en
,is
td

ie
D

if
fe

re
nz

zw
is

ch
en

de
nP

ot
en

ze
n

m
in

de
st

en
sz

w
ei

.W
ir

m
üs
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tü
be

rG
le

ic
hu

ng
en

se
ch

st
en

G
ra

de
sw

ur
de

er
18

86
in

H
ar

va
rd

pr
om

ov
ie

rt
.

N
ac

h
ve

rs
ch

ie
de

ne
nP

o-
si

tio
ne

n
in

H
ar

va
rd

un
d

M
ic

hi
ga

n
be

ka
m

er
18

95
ei

ne
P

ro
fe

ss
or

an
de

rC
ol

um
bi

aU
ni

ve
rs

ity
in

N
ew

Y
or

k,
w

o
er

bi
s

zu
se

in
em

To
d

le
hr

te
.S

ei
ne

A
rb

ei
te

n
be

fa
ss

en
si

ch
ha

up
ts̈ a

ch
lic

h
m

it
P

rim
za

hl
en

un
d

m
it

de
rG

ru
p-

pe
nt

he
or

ie
.

D
er

A
uf

tr
itt

vo
n

C
O

LE
sc

hl
ug

se
lb

st
au

ß
er

ha
lbd

er
M

at
he

m
at

ik
so

gr
oß

e
W

el
le

n,
da

ß
se

in
eF

ak
to

ris
ie

ru
ng

no
ch

fa
st

ei
n

Ja
hr

hu
nd

er
tsp̈

at
er

vo
r-

ko
m

m
ti

n
ei

ne
rN

ew
Y

or
ke

r(
of

f-
B

ro
ad

wa
y)

S
ho

w
vo

n
R

IN
N

E
G

R
O

F
F

m
it

de
m

T
ite

l
T

h
e

fiv
e

h
ys

te
ri
ca

lg
ir
ls

th
e

o
re

m
.D

or
t

br
in

gt
si

ch
ei

n
ju

ng
er

M
at

he
m

at
ike

r
um

,w
ei

l
er

in
ei

ne
m

B
ew

ei
s

vo
n

de
rP

ri
m

za
h

l
267

� 1au
sg

eh
tun

d
di

e
To

ch
te

rd
es

P
ro

fe
ss

or
sd

ie
ob

ig
eF

ak
to

ris
ie

ru
ng

an
di

e
Ta

fe
ls

ch
re

ib
t.E

in
ze

lh
ei

te
nk

an
nm

an
,s

o
m

an
un

be
di

ng
tm

öc
ht

e,
un

te
r

¶ ·· ¸ ¹
ºº
»»
» ¼¸
� � �À
¾�� ¸· À ¼
¾Â�
º ¸�
� � ¼¸
¶ ¸-4 ¸
� � �� 5
677*

na
ch

-
le

se
n.

(D
ie

S
ho

w
ve

rs
ch

wa
nd

na
ch

zw
ei

M
on

at
en

E
nd

eM
ai

20
00

in
de

r
V

er
se

nk
un

g;s
ie

w
ur

de
se

ith
er

nu
rn

oc
h

zw
ei

m
al

vo
n

A
m

at
eu

rg
ru

pp
en

au
fg

ef̈
uh

rt
.)



ije

Z
ah

le
nt

he
or

ie

C
O

LE
ko

nn
te

f ü
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Fä
lle

n,
in

de
ne

ne
s

er
fo

lg
re

ic
h

is
t,

br
au

ch
te

s
er

he
bl

ic
h

lä
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kö

nn
en

w
ir

du
rc

h

< divi
di

er
en

;w
ir

no
tie

re
na

ls
od

ie
Z

w
ei

al
sF

ak
to

ru
nd

er
se

tz
en

;

du
rc

h

;= 2
=

61
72

83
94

5.
D

ie
se

Z
ah

li
st

un
ge

ra
de

;al
so

ge
ht

es
w

ei
te

r



888

Z
ah

le
nt

he
or

ie

zu
m

dr
itt

en
S

ch
rit

t,w
o

of
fe

ns
ic

ht
lic

hk
ei

ne
sd

er
A

bb
ru

ch
kr

ite
rie

ne
rfü

llt
is

t.
S

om
it

w
ird

< =3
un

d
es

ge
ht

zu
r ü
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r

� =
99

9

= 10
00

en
t-

sp
re

ch
en

d

:a 0� 04
47

^ < .D
ie

W
ah

rs
ch

ei
nl

ic
hke

it
da

fü
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äß

ts
ic

h
im

V
or

au
sn

ic
ht

sa
ge

n;
di

e
(

< \ 1
)-

M
et

ho
de

lie
fe

rt
da

he
rg

el
eg

en
tli

ch
zi

em
lic

h
sc

hn
el

l
so

ga
r2

0-
od

er
30

-s
te

lli
ge

Fa
kt

or
en

,w
äh

re
nd

si
e

an
de

re
rs

ei
tsd

eu
tli

ch
kl

ei
ne

re
Fa

kt
or

en
of

tn
ic

ht
fin

de
t.

A
ls

B
ei

sp
ie

lb
et

ra
ch

te
nw

ir
no

ch
ei

nm
al

; 67
=

267

\ 1.
W

en
nw

ir
m

it
de

r
B

as
is

� =1
7

un
d

de
rS

ch
ra

nk
e

� =
3

00
0

ar
be

ite
n,

w
ird

� mo
du

lo

; 67
po

te
nz

ie
rtz

um
ne

ue
n

� =1
11

15
36

65
93

29
02

14
63

48
m

it
gg

T(

� \ 1

�; 67
)

=
19

37
07

72
1

¥
D

am
it

is
t(

in
S

ek
un

de
nb

ru
ch

te
ile

nau
fe

in
em

S
ta

nd
ar

d-
P

C
)ei

ne
ni

ch
t-

tr
iv

ia
le

Fa
kt

or
is

ie
ru

ng
ge

fu
nd

en
,u

nd
ei

n
P

rim
za

hl
te

stz
ei

gt
,d

aß
so

w
oh

l
de

rg
ef

un
de

ne
Fa

kt
or

al
s

au
ch

se
in

K
om

pl
em

en
tp

rim
si

nd
.

W
ar

um
di

e
M

et
ho

de
E

rf
ol

g
ha

tte
,s

eh
en

w
ir

an
de

rF
ak

to
ris

ie
ru

ng
de

r
um

ei
ns

ve
rm

in
de

rt
en

Fa
kt

or
en

:

19
37

07
72

0
=

23

? 33

? 5? 6
7

? 267
7

un
d

76
18

38
25

72
86

=
2

? 32

? 29

? 67
? 255

1
? 853

9
.

Fü
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lü
ck

kö
nn

en
w

ir

<

al
s

gg
T

vo
n

: und

© Y\
� Y be

st
im

m
en

.

B
le

ib
t

nu
r

no
ch

da
s

P
ro

bl
em

,g
ee

ig
ne

te
G

ru
pp

en
zu

fin
de

n.
B

ei
de

r
(

< \ 1
)-

M
et

ho
de

is
t

¨ � =
(

¦= : )

§ un
d

W (

< )=

< \ 1
.

Fü
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rö
ß

en
or

dn
un

gv
er

w
en

-

de
tw

er
de

n;
es

ko
m

m
tn

ur
da

ra
uf

an
,d

aß
ih

rQ
ua

dr
at

in
de

rN
äh

ev
on

W

lie
gt

.

U
m

ge
ei

gn
et

e
X Y zu

fin
de

n,
be

tr
ac

ht
en

w
ir

ei
ne

M
en

ge

¸ vo
n

P
rim

-
za

hl
en

,d
ie

so
ge

na
nn

teF
ak

to
rb

as
is

.T
yp

is
ch

er
w

ei
se

en
tḧ
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fü

r
m

in
de

-
st

en
se

tw
a

vi
er

zi
gs

te
lli

ge
Z

ah
le

n
an

ge
w

an
dt

w
ird

,
ab

er
zu

m
in

de
st

en
s

da
sP

rin
zi

p
so

llt
e

au
ch

da
m

it
kl

ar
w

er
de

n.

A
ls

Fa
kt

or
ba

si
sv

er
w

en
de

nw
ir

di
e

M
en

ge

¸ =

Â 2� 3�

7� 11
Ã ;

K
ap

.4
:F

ak
to

ris
ie

ru
ng

sv
er

fa
hr

en
8B�

di
e

P
rim

za
hl

f ü
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fü

nf
ze

hn
te

ilb
ar

is
t.

B
ei

re
al

is
tis

ch
en

A
nw

en
du

ng
en

m
uß

m
an

au
fs

ol
ch

eÜ
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öß

er
al

s
di

e
P

rim
za

hl
en

au
s

de
r

Fa
kt

or
ba

si
s;

au
ß

er
de

m
lie

ge
n

di
e

vo
lls

tä
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kö
nn

en
,m

uß
au

ch
da

s
be

r̈u
ck

si
ch

tig
t

w
er

de
n,

in
de

m
m

an
be

id
er

Fa
kt

or
is

ie
ru

ng
de

rn
ac

h
de

m
S

ie
be

nü
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Ü
be

re
in

st
im

m
un

ge
n,u

nd
im

üb
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rü

ch
e

8V�
A

ls
zw

ei
te

sB
ei

sp
ie

lb
et

ra
ch

te
nw

ir

Ò =

p ;hie
re

rh
al

te
nw

ir
zu

n̈a
ch

st

j 0
=

3
un

d

Ò 1
=

p \ 3

a 0� 14
15

9,
so

da
nn

j 1
=

Ö 1 p \ 3

× =
7

un
d

Ò 2a 0� 06
25

13
28

5.

Im
nä
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rö

ß
en

or
dn

un
gd

es
N

en
ne

rsb
es

tm̈
og

lic
he

ra
tio

na
le

A
pp

ro
xi

m
at

io
nd

ie
-

se
rZ

ah
ll

ie
fe

rn
.

D
az

u
be

tr
ac

ht
en

w
ir

(im
w

es
en

tli
ch

en
na

ch
de

m
A

ns
at

zv
on

H
A

R
O

LD

ST
A

R
K

in
se

in
em

B
uc

h
A

n
In

tr
o

d
u

ct
io

n
to

N
u

m
b

e
rT

h
e

o
ry,

M
IT

P
re

ss
,

19
78

)d
as

P
ro

bl
em

de
rr

at
io

na
le

nA
pp

ro
xi

m
at

io
nv

on
de

rg
eo

m
et

ris
ch

en
S

ei
te

:Z
ur

re
el

le
n

Z
ah

l

ÒA

0
ha

be
nw

ir
di

e
G

er
ad

e

r =

ÒX du
rc

h
de

n
N

ul
lp

un
kt

,u
nd

of
fe

ns
ic

ht
lic

h
is

t

Ò gen
au

da
nn

ra
tio

na
l,w

en
n

au
f

di
es

er
G

er
ad

en
au

ß
er

de
m

N
ul

lp
un

kt
no

ch
ei

n
w

ei
te

re
rP

un
kt

(

� �< )m
it

ga
nz

za
hl

ig
en

K
oo

rd
in

at
en

lie
gt

.
R

at
io

na
le

A
pp

ro
xi

m
at

io
ne

ne
rh

al
te

n
w

ir
du

rc
h

P
un

kt
e(

� �< )ª
¦ Ñ
¦ ,d

ie
in

de
rN

äh
ed

er
G

er
ad

en
lie

ge
n.



8V�

Z
ah

le
nt

he
or

ie

(D
ie

R
ei

he
nf

ol
ge

de
rK

oo
rd

in
at

en
m

ag
au

fd
en

er
st

en
B

lic
k

ve
rw

un
-

de
rn

;w
ir

in
te

re
ss

ie
re

nu
ns

je
do

ch
in

er
st

er
Li

ni
e

fü
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öß

er
al

s

� � .D
er

P
un

kt

s � � �

1
lie

gt
un

te
rh

al
bd

er
G

er
ad

en

r =
ÒX un

dd
ie

G
er

ad
e

á näh
er

t
si

ch
di

es
er

m
it

st
ei

ge
nd

er
A

bs
zi

ss
ei

m
m

er
m

eh
ra

n.
D

a
de

rP
un

kt

ß

en
tw

ed
er

di
es

el
be

A
bs

zi
ss

ew
ie

s � � �

1
ha

to
de

re
in

e
kl

ei
ne

re
,is

ts
ei

n

K
ap

.5
:K

et
te

nb
rü
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üb
er

leg
en

,w
an

n
gu

te
A

pp
ro

xi
m

at
io

ne
n

K
on

ve
rg

en
te

n
de

r
K

et
te

nb
ru

ch
en

tw
ic

kl
un

gs
ei

n
m

üs
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lä

ch
e

de
s

da
vo

n
au

fg
es

pa
nn

te
nP

ar
al

le
lo

gr
am

m
s;

da
s

D
re

ie
ck

m
it

E
ck

en

¯ �� � �

1
un

d

� � ist
ha

lb
so

gr
oß

.W
eg

en
de

r
B

ez
ie

hu
ng

< �� � �

1

\
� �< � �

1
=

(\ 1
)

� � 1 is
t

di
e

F
lä
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hä
tte

es
da

vo
n

[(

ò \ 1
)

= 4]
ge

ge
be

n,
im

G
re

go
ria

ni
sc

he
ns

in
d

ab
er

di
e

du
rc

h
10

0,
ni

ch
ta

be
rd

ur
ch

40
0

te
ilb

ar
en

Ja
hr

ek
ei

ne
S

ch
al

tja
hr

e,
al

so
m

üs
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rü

hl
in

g.
Le

tz
te

re
is

t,
da

de
r

G
re

go
ria

ni
sc

he
K

al
en

de
rd

as
tr

op
is

ch
eJ

ah
rr

ec
ht

ge
na

ua
pp

ro
xi

m
ie

rt
,

no
ch

re
ch

tl
an

ge
ko

ns
ta

nt
am

21
.M

är
z

je
de

sJ
ah

re
s;

be
id

er
be

id
er

B
er

ec
hn

un
gd

es
O

st
er

da
tu

m
sg

eh
tm

an
da

he
rs

te
ts

vo
n

di
es

em
Ta

g
au

s.
W

ie
m

an
W

oc
he

nt
ag

eb
es

tim
m

t,h
ab

en
w

ir
un

s
ge

ra
de

üb
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kö

nn
en

.D
ie

vo
r

de
r

G
re

go
ria

ni
sc

he
nR

ef
or

m
ge

br̈
au

ch
lic

he
Fo

rm
el

be
re

ch
ne

tih
n

fü
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ḧo
ht

.D
er

(b
er

ec
hn

et
e)V

ol
lm

on
d

is
t

da
nn

ú Ta
ge

vo
r

de
m

19
.A

pr
il,

un
d

O
st

er
nw

ird
w

ei
te

rh
in

am
da

ra
uf

fo
lg

en
de

nS
on

nt
ag

ge
fe

ie
rt

.

K
ap

.5
:K

et
te

nb
rü
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kö
nn

en
w

ir
um

sc
hr

ei
be

na
ls

� ü (

W )\
s h =

1 h ü (

W )
.

Fa
lls

h se
hr

vi
el

kl
ei

ne
ri

st
al

s

ü (

W )
ha

be
nw

ir
hi

er
ei

ne
n

B
ru

ch
m

it
de

m
gr

oß
en

N
en

ne
rü (

W )
se

hr
gu

ta
ng

en̈
ah

er
td

ur
ch

ei
ne

n
B

ru
ch

m
it

de
m

se
hr

vi
el

kl
ei

ne
re

nN
en

ne
r

h .F
ür

hi
nr

ei
ch

en
dk

le
in

es

h is
td

as
nu

r
m

ög
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ög
lic

he
rw

ei
se

so
ga

ra
lle

h >
^ W un

si
ch

er
si

nd
.

P
riv

at
e

E
xp

on
en

te
nm

üs
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öf
fe

nt
lic

he
n

E
xp

on
en

te
n

� aus
ge

he
nm

uß
,u

nd
er

st
da

ra
us

ei
ne

np
riv

at
en

E
xp

on
en

te
nb

er
ec

hn
et

.



K
ap

ite
l

6
Q

ua
dr

at
is

ch
e

Z
ah

lk
ör

pe
r

E
in

Z
ah

lk
ör

pe
ris

te
in

K
ör

pe
r

ÿ ,d
er

de
nK

ör
pe

r

� de
rr

at
io

na
le

nZ
ah

le
n

en
tḧ
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üs
se

nw
ir

ab
er

no
ch

zu
s̈ a

tz
lic

h
vo

ra
us

se
tz

en
,da

ß
es

ke
in

e
so

ge
na

nn
te

nN
u

llt
e

i-
le

r
gi

bt
,d

.h
.v

on
nu

ll
ve

rs
ch

ie
de

ne
E

le
m

en
te

m �Ý ,d
er

en
P

ro
du

kt
gl

ei
ch

nu
ll

is
t.

Is
t

nä
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at
vo

n

Ò mu
ß

au
ch

^ ® irr
at

io
na

ls
ei

n,
d.

h.

® is
t

ke
in

Q
ua

dr
at

.W
eg

en
de

rE
in

de
ut

ig
ke

it
de

rP
rim

ze
rle

gu
ng

in

¦ kö
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üs
se

nw
ir

zu
n̈a

ch
st

w
is

se
n,

ob
m

ög
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nä
ch

st
en

be
id

ie
se

rZ
ah

l.
D

ie
N

or
m

vo
n

19 13
+

87 13

` \ (1
+

7

` )
=

6 13

\4 13

`
is

t(
62

+
42

)

= 13
2

=
52

= 16
9

un
d

da
m

it
de

ut
lic

h
kl

ei
ne

ra
ls

ei
ns

.S
om

iti
st

(2
3

+
9

` )
:(

2

\ 3

` )
=

(1
+

7

` )
R

es
t\

2

`

K
ap

.6
:Q

ua
dr

at
is

ch
e

Z
ah

lk
ör

pe
r

8��
ei

n
m

ög
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fü
hr

td
ie

R
ec

hn
un

ga
uf

di
e

Im
ag

in̈
ar

te
ile

² 1 4
(

^ � \

1

=^
� ).

D
er

A
bs

ta
nd

di
es

er
P

un
kt

ev
om

N
ul

lp
un

kt
is

t

& � 1 2

� 2 +
(

^ � \

1

=^
� )2

16
=

1 4

' 4
+

� \ 2
+

1

�=
1 4

' 2
+

� +
1

�;

di
es

is
tg

en
au

da
nn

kl
ei

ne
ra

ls
ei

ns
,w

en
n

gi
lt

2
+

� +
1

�> 42
=

16
od

er

� +
1

�> 14
.



8� ¢

Z
ah

le
nt

he
or

ie

D
ie

ei
nz

ig
en

�
l 3

m
od

4,
di

e
di

es
er

fü
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nä

ch
st

en
K

ap
ite

l
w

er
de

n
w

ir
se

he
n,

da
ß

je
de

r
re

el
lq

ua
dr

at
is

ch
e

Z
ah

lk
ör

pe
re

in
es

ol
ch

e ”G
ru

nd
ei

nh
ei

t“
Ò hat;

di
e

E
in

he
ite

ng
ru

pp
ee

in
es

re
el

lq
ua

dr
at

is
ch

enZ
ah

lk
ör

pe
rs

be
st

eh
ta

ls
os

te
ts

ge
na

ua
us

de
nE

le
m

en
-

te
de

rF
or

m

² Ò� m
it

:ª
¦ un

d
Òª
�§ � .

B
ev

or
w

ir
da

s
im

ei
nz

el
ne

nu
nt

er
su

ch
en

,w
ol

le
n

w
ir

zu
m

A
bs

ch
lu

ß
di

es
es

K
ap

ite
ls

un
d

zu
rV

or
be

re
itu

ng
au

fd
as

nä
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üb
er

V
ek

to
rf

el
de

ra
uf

S
pḧ
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ög

lic
h

is
t:

S
el

bs
te

in
e

bi
lin

ea
re

A
bb

ild
un

g


� Ñ

�
â
�

ka
nn

nu
rd

an
ne

xi
st

ie
re

n,
w

en
n

:

ei
ne

Z
w

ei
er

po
te

nz
is

t,
un

d
19

58
ze

ig
te

nd
an

nu
na

bḧ
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kö
nn

en
w

ir
un

sa
uf

P
rim

za
h-

le
n

be
sc

hr̈a
nk

en
,d

en
n

w
ie

FI
B

O
N

A
C

C
I
be

re
its

im
dr

ei
ze

hn
te

nJ
ah

rh
un

-
de

rt
ze

ig
te

,g
ilt

:

Le
m

m
a:

S
in

d
zw

ei
Z

ah
le

n

: ��ª
Á da

rs
te

llb
ar

al
s

S
um

m
en

zw
ei

er
Q

ua
dr

at
e,s

o
gi

lt
da

ss
el

be
fü
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hl

en
w

ir
ei

n

p _ª
¦ [

` ]
de

ra
rt

,d
aß

p _?
p _ =

< _ ist
;d

an
n

is
t

: in

¦ [

` ]
as

so
zi

ie
rtz

u

(1
+

` )2

 o � _ =
1

p�.� _
o � _ =

1

p�.� _
� � t =

1

�2é - t .



8¢8

Z
ah

le
nt

he
or

ie

E
in

E
le

m
en

t

Òª
¦ [

` ],
fü
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ḧ a
lt

m
an

f ü
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ẗa
rw

in
ke

lz
u

Ò =

4
;�i ,a

ls
o

is
t

Ò =2

� ,w
ie

be
ha

up
te

t.

i
�

@

ñ

;

D
er

al
lg

em
ei

ne
Fa

ll
ka

nn
au

f
di

es
en

S
pe

zi
al

fal
l

zu
rü
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td
er

N
or

m
re

ic
ht

es
al

so
w

ie
de

r,
w

en
n

w
ir

P
rim

za
hl

en

< bet
ra

ch
te

n.

Z
ur

V
or

be
re

itu
ng

ze
ig

en
w

ir
zu

n̈a
ch

st

Le
m

m
a:

Z
u

je
de

rP
rim

za
hl

< gibt
es

ga
nz

eZ
ah

le
n

X­�r­�
�ª
¦ un

d
ei

ne
na

ẗu
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kö

nn
te

.

Ta
ts̈

ac
hl

ic
h

is
t

�i du
rc

h

s te
ilb

ar
,

un
d

da
s

si
eh

tm
an

am
sc

hn
el

ls
te

n
du

rc
h

br
ut

al
es

N
ac

hr
ec

hn
en

:In

�i =
(

Ä� +

X� +

r� +

�( )
+

(\
Ä� +

X� \
r( +

�� )i

+
(\

Ä� +

r� \
�� +

X( )j
+

(\
Ä( +

�
� \
X� +

r� )k

si
nd

al
le

vi
er

K
la

m
m

er
nd

ur
ch

s te
ilb

ar
,d

en
nm

od
ul

o

s si
nd

al
le

G
ro

ß
-

bu
ch

st
ab

en
gl

ei
ch

de
n

en
ts

pr
ec

he
nd

enK
le

in
bu

ch
st

ab
en

,so
da

ß
di

e
K

o-
ef

fiz
ie

nt
en

vo
n

i� j� k
tr

iv
ia

le
rw

ei
se

m
od

ul
o

s ve
rs

ch
w

in
de

n,u
nd

fü
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ẗ u

rli
ch

au
ch

),
fo

lg
t

di
e

B
eh

au
pt

un
ga

us
de

r
M

ul
tip

lik
at

iv
it ä
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hl

er
un

d
N

en
ne

rd
er

: -ten
K

on
ve

rg
en

te
si

nd
.M

it

; =

� < � �

2

< � � 1

� � � 2

� � � 1

� is
t

;� Ò � 1

� =

� Ò �
< � � 2

+

< � � 1
Ò �� � �

2
+

� � � 1

� ,

di
e

V
ek

to
re

n

� ì 1

� un
d

;� ì å 1

� si
nd

al
so

pr
op

or
tio

na
lz

ue
in

an
de

r.

A
ls

qu
ad

ra
tis

ch
eIr

ra
tio

na
liẗ
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Ü
be

rk
re

uz
m

ul
tip

lik
at

io
nm

ac
ht

da
ra

us
di

e
qu

ad
ra

tis
ch

eG
le

ic
hu

ng

� t � 1

Ò 2 +
(

� t � 2\
< t � 2)
Ò \
< t � 1

=
0

.

H
ie

r
ni

m
m

td
ie

qu
ad

ra
tis

ch
eF

un
kt

io
n

be
i0

de
n

W
er

t\
< t � 2> 0

an
,

un
d

an
de

rS
te

lle
-1

de
n

W
er

t

� t � 1\
� t � 2

+

< t � 2\
< t � 1

=
(

� t � 1\
� t � 2)

+
(

< t � 2\
< t � 1)

.

D
ie

se
ris

tp
os

iti
v,

da
so

w
oh

ld
ie

Fo
lg

e
de

rZ
äh

le
ra

ls
au

ch
di

e
de

rN
en

ne
r

de
rK

on
ve

rg
en

te
nv

on
Ò mo

no
to

ns
te

ig
t.

§
6:

D
ie

P
el

ls
ch

eG
le

ic
hu

ng

Im
le

tz
te

nK
ap

ite
lh

at
te

nw
ir

ge
se

he
n,d

aß
ei

ne
E

in
he

it

X +r
^ � vo

n

� �

di
e

G
le

ic
hu

ng

X 2 \
� r 2 =

² 1
er

fü
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fü

nf
.

D
am

it
lie

fe
rn

di
e

vi
er

te
,v

ie
rz

eh
nt

e,
vi

er
-

un
dz

wa
nz

ig
st

eK
on

ve
rg

en
te

de
rK

et
te

nb
ru

ch
en

tw
ic

kl
un

gL
ös

un
ge

nd
er

G
le

ic
hu

ng

X 2 \
� r 2 =

\ 1,
w

as
w

ir
fü
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r

�
k l 1

m
od

4:
D

an
n

is
t

� �

=
¦ ±
¦^
� ,

so
da

ß
di

e
E

in
he

ite
n

ge
na

ud
en

ga
nz

za
hl

ig
en

L
ös

un
ge

nd
er

be
id

en
G

le
ic

hu
ng

en

K
ap

.7
:Q

ua
dr

at
is

ch
e

F
or

m
en

B8
c

X 2 \
� r 2 =

² 1
en

ts
pr

ec
he

n.I
st

s di
e

P
er

io
de

de
rK

et
te

nb
ru

ch
en

tw
ic

k-
lu

ng
vo

n

^ � un
d

<= � d
ie

(

s \ 1
)-

te
K

on
ve

rg
en

te
,s

o
is

t
Ò =
< +�

^ �

di
e

G
ru

nd
ei

nh
ei

t,u
nd

je
de

an
de

re
E

in
he

it
l ä
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Fü

ru
ng

er
ad

es

< ist

� \ 1 <� =
(\ 1

)¼ ç 1 2
=

÷ +
1

fa
lls

<l 1
m

od
4

\ 1
fa

lls

<l 3
m

od
4

.

§
2:

D
as

qu
ad

ra
tis

ch
e

R
ez

ip
ro

zi
tä
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ög
lic

h
is

t,
de

nn

s +

v ¡ 2

û =

< \ 1
.D

am
it

si
nd

di
e

B
et

r̈ a
ge

de
r

� Y un
d

de
r

© _ ge
na

ud
ie

Z
ah

le
nv

on
1

bi
s

û ,d
.h

.

� 1

???�
Ó© 1

???©
� =(\

1)

Ó û !.

V
er

gl
ei

ch
m

it
de

ro
bi

ge
nK

on
gr

ue
nz

ze
ig

t,d
aß

da
nn

�/ l

(\ 1
)

Ó m
od

<

is
t,

al
so

na
ch

de
m

vo
rig

en
Le

m
m

a
� £ e� =

(\ 1
)

Ó .

2
.S

ch
ri
tt

(G
A

U
S

S)
:F

ür
zw

ei
un

ge
ra

de
P

rim
za

hl
en

<k =

� ist

� � <� =
(\ 1

)ô
m

it

; =

/ ¿ Y =
1

Ö ` � <× un
d

� 2 <� =
(\ 1

)¼ 2 ç 1 8
.

Im
B

ew
e

is
se

iz
un̈

ac
hs

ta
uc

hn
oc

h
de

rF
al

l

� =2
zu

ge
la

ss
en

.Fü
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ra

lle

` ¡
û ve

rs
ch

w
in

de
t.M

od
ul

o
zw

ei
w

ird
di

e
ob

ig
e

B
ez

ie
hu

ng
da

he
rz

u

< 2 \ 1 8

l �
<l
� mo
d

2
,

so
da

ß
di

e
B

eh
au

pt
un

ga
uc

hh
ie

ra
us

de
m

er
st

en
S

ch
rit

tf
ol

gt
.

3
.S

ch
ri
tt

(E
IS

E
N

S
T

E
IN

):

< und

� seie
nu

ng
er

ad
eP

rim
za

hl
en

,

û =

< \ 1 2

�
s =

� \ 1 2

�
; =

/ ¿ Y =
1

Ö ` � <× un
d

W =

t ¿ Y =
1

Ö ` < �× .

D
an

n
is

t

; +

W =

ûs .

B
ew

e
is

:I
m

In
ne

rn
de

s
R

ec
ht

ec
ks

m
it

E
ck

en
(0

� 0)�

(e 2

� 0)�

(0

�£ 2
)

un
d

(e 2

�£ 2
)

lie
ge

n

ûs G
itt

er
pu

nk
te

,n
äm

lic
h

di
e

P
un

kt
e(

`��b )
m

it
1

¡`
¡û

un
d

1

¡b
¡s .

D
ie

D
ia

go
na

le
de

sR
ec

ht
ec

ks
lie

gt
au

fd
er

G
er

ad
en

r =
£ eX u

nd
en

tḧ
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üb
er

lie
ge

n
µ Y e £¶ P

un
kt

em
it

O
rd

in
at

e

` ,i
ns

ge
sa

m
tal

so

W P
un

kt
e.

S
om

it
is

t
ûs =

; +

W .

K
ap

.8
:Q

ua
dr

at
is

ch
e

R
es

te

BB9
Z

um
B

ew
e

is
de

s
qu

ad
ra

tis
ch

en
R

ez
ip

ro
zi
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ẗ at
sg

es
et

zl ä
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fü
rd

en
”N

en
ne

r“
po

st
ul

ie
re

n:

D
efi

ni
tio

n:
Is

t

: =

o ¹ Y =
1

<  » Y ei
ne

un
ge

ra
de

Z
ah

lu
nd

� ein
e

zu

: teile
r-

K
ap

.8
:Q

ua
dr

at
is

ch
e

R
es

te
BBB

fr
em

de
Z

ah
l,

so
is

td
as

JA
C

O
B

I-S
ym

bo
ld

efi
ni

er
ta

ls

´ � :· =

o � Y =
1

� � < Y�  » .

Fa
lls

� und

: nich
tt

ei
le

rf
re

m
ds

in
d,

se
tz

en
w

ir
� Ó �� =

0.

C
A

R
L

G
U

S
TA

V
JA

C
O

B
JA

C
O

B
I

(1
80

4–
18

51
)w

ur
de

in
P

ot
sd

am
al

s
S

oh
n

ei
ne

s
j ü
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fü

rd
ie

”H
äl

fte
“

al
le

rP
rim

za
hl

en
ha

be
nw

ir
da

m
it

üb
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fü
r

ei
ne

nq
ua

dr
at

is
ch

en
R

es
t

� mu
ß

s =
0

se
in

.D
an

n
si

nd
so

w
oh

l

�t al
s

au
ch

�t� 2
gl

ei
ch

ei
ns

,
al

so
si

nd
di

e
be

id
en

W
ur

ze
ln

au
s

� einf
ac

h

X 1

� 2
=

² � (£ +1
)

� 2
=

² � (¼ ç

1
2

+
1)

� 2
=

² � (e +
1)

� 4
,

w
as

si
ch

le
ic

ht
be

re
ch

ne
nlä
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rd
ie

qu
ad

ra
tis

ch
eF

or
m

en

i (

X­�r )=
�X 2 +

2
© Xr +
jr 2 ;

im
G

eg
en

sa
tz

zu
un

se
re

rb
is

he
rig

en
(a

uf
L

A
G

R
A

N
G

E
zu

rü
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ẗ u
rli

ch
e

Z
ah

l

: als
S

um
m

ez
w

ei
er

te
ile

rf
re

m
de

rQ
ua

dr
at

ed
ar

st
el

le
nl

äß
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fü

r
un

ge
ra

de
s

< gen
au

da
nn

de
rF

al
l,

w
en

n

<l 1
m

od
4

is
t;

fü
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fü
r

< =2
3.

E
nt

sp
re

ch
en

deS
C

H
R

O
E

D
E

R-
R

efl
ek

to
re

nz
u

de
nv

er
sc

hi
e-

de
ns

te
nP

rim
za

hl
en

gi
bt

es
in

vi
el

en
K

on
ze

rt
s̈a

le
n

un
d

O
pe

rn
ḧa
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ö

g
lic

h
,

e
in

e
n

K
u

bu
s

in
zw

e
i

K
u

b
e

n
o

d
e

r
e

in
B

iq
u

a
d

ra
t

in
zw

e
iB

iq
u

a
d

ra
te

u
n

d
g

a
n

z
a

llg
e

-
m

e
in

ir
ge

n
d

e
in

e
d

e
r

u
n

e
n

d
lic

h
vi

e
le

n
Po

te
n

-
ze

n
je

n
se

its
d

e
s

Q
u

a
d

ra
ts

in
zw

e
ie

b
e

n
so

l-
ch

e
zu

te
ile

n
.

Ic
h

h
a

b
e

e
in

e
n

w
u

n
d

e
rb

a
re
n

B
ew

e
is

h
ie

rf
ü
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ẗ u

rli
ch

de
nt

ri-
vi

al
en

L
ös

un
ge

n,b
ei

de
ne

ne
in

ed
er

be
id

en
V

ar
ia

bl
en

ve
rs

ch
w

in
de

t.(D
ie

fr
an

z̈o
si

sc
he

Ü
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be
r

ei
ne

n
K

ör
pe

rd
er

C
ha

ra
kt

er
is

tik

< ist
sc

hl
ie

ß
lic

h

³e +

áe =
(

³ +

á )e

fü
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tä

nd
ig

eÜ
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td
es

W
IL

E
S
sc

he
nB

ew
ei

se
sf

äl
lt

es
sc

hw
er,

an
ei

ne
n

so
ei

nf
ac

he
nB

ew
ei

s
zu

gl
au

be
n,

un
d

in
de

rT
at

is
td

ie
ob

ig
e

A
us

sa
ge

in
di

es
er

Fo
rm

fa
ls

ch
:

B
et

ra
ch

te
nw

ir
et

w
a

di
e

G
le

ic
hu

ng
8

+
1

=
9.

O
ffe

ns
ic

ht
lic

h
si

nd
di

e
dr

ei
S

um
m

an
de

nte
ile

rf
re

m
dz

ue
in

an
de

r,a
be

rs
ow

oh
l8

al
s

au
ch

9
si

nd
gr

öß
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fü
ra

lle

: .
D

as
ka

nn
ab

er
un

m
ög
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fü

r
Z

ah
le

n
un

d
fü
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fü

r
P

ol
yn

om
e

Bw
�

ei
ne

L
ös

un
g,

un
d

au
ch

� �© �
j sind

te
ile

rf
re

m
d.

A
uc

h
fü
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rd

ie
FR

E
Y
-K

ur
ve

r 2 =

X (X \
�� )(

X +©� )i
st

di
e

D
is

kr
im

in
an

te

® =
(0

\
�� )(

0\
©� )

� �� \

(\© )

� � =

�� ©� (

�� +

©� )
=

�� ©�
j� =

(

�© j )�

st
et

sv
on

N
ul

lv
er

sc
hi

ed
en

;m
od

ul
o

< vers
ch

w
in

de
tsi

eg
en

au
da

nn
,w

en
n

< ein
Te

ile
rv

on

® is
t,

d.
h.

,w
en

n

< eine
de

rd
re

iZ
ah

le
n

� �© �
j teilt

.

D
a

di
e

D
is

kr
im

in
an

te
al

s

v -t
e

P
ot

en
zv

on

�© j ve
rg

lic
he

nm
it

� �© �
j ziem

-
lic

h
gr

oß
is

t,
he

iß
td

as
,d

aß
es

im
V

er
ḧa
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üb

er
se

in
eR

es
ul

ta
te

vo
rt

ru
g,

m
ei

nt
ee

r
no

ch
,e

rg
la

ub
en

ic
ht

,d
aß

di
e

FE
R

M
AT

-V
er

m
ut

un
gs

o
be

w
ie

se
nw

er
de

;
er

ve
rö
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tü
br

ig
en

s2
00

2d
en

er
st

en
de

rv
om

no
rw

eg
is

ch
en

Pa
rla

m
en

tg
es

tif
te

te
nA

B
E

L-
P

re
is

e,
di

e
se

ith
er

zu
rE

rin
ne

ru
ng

an
de

nn
or

w
eg

is
ch

en
M

at
he

m
at

ike
rN

IE
LS

H
E

N
R

IK
A

B
E

L

(1
80

2–
18

29
)je

de
sJ

ah
rin

gl
ei

ch
er

W
ei

se
un

d
gl

ei
ch

er
A

us
st

at
tu

ng
w

ie
di

e
N

ob
el

-P
re

is
e

fü
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