Kapitel 5
Kettenbriiche

81: Der Kettenbruchalgorithmus

Der BEUKLIDische Algorithmusaf3t sich auch verwenden, um eine Zahl
durch Biiche zu approximieren. Beginnen wir der Einfachheit halber
mit einer rationalen Zahh = > mit n,m € N. Der erste Schritt des
EukLIDischen Algorithmus dividiert durchm:
n r
‘m=gqy Restr,=>a=— =gy+ L.
n.m=qo r1 o m d m
Fallsr, # 0 ist, wird im zweiten Schrittn durchr, dividiert:

= . m_ T2 _ -
miry=q Restrz—-:>r——ql+r——:>a—qo+

—.
1 1 g+ -2

"1
Istauch nochr, von Null verschieden, wird sodampdurchr, dividiert:
T T3 1
7‘117‘2:(]2 ReSt’l"3::>—:q2+—::>Oé:q0+41,
K K @t

T3

+ =2
g2 r
und so weiter. Die Konstruktion muf3 nach endlich vielen B&hr
abbrechen, denn die Folge der Restieeim EUKLID ischen Algorithmus
ist monoton fallend und mufR3 daher schlie3lich Null errercheamit

ist o dargestellt als ein sogenannkettenbruch.

Wir konnen die Konstruktion auch so formulieren, daf3 sie nur vem d
Zahl a = * ablangt: Der Quotient bei der Division mit Rest ven

Kap. 5: Kettenbriiche 134

durchm ist go = [a], und der durchn dividierte Rest istx — ¢,. Dies
fuhrt zu folgender Formulierung des Algorithmus:

Setze zur Initialisierung, = [a] und schreibe
a=cy+ta; mit 0<a;<1.

Im i-ten Schritt; > 1, bricht der Algorithmus ab, falls; verschwindet;
andernfalls wirde; definiert als gbof3te ganze Zahl kleiner oder gleich
1/a; unda,,, SO, dai gilt

— =C T o,
Q;
Offensichtlich ist dann
=cqt+ =cqt+ =cot 1
a = CO ao - CO - CO
cptay o+ 1
1
cxtap
+ 1
0 R 1
c
1 1
02 +
+ 1
C,_
r—1 c, + a,

Da diese Darstellung sehr viel Platz verbraucht, verwendset daiir
oft auch die kompaktere Schreibweise

a=[cgC1y--- ¢,

Falls der Algorithmus mity, = O abbricht, steht im untersten Bruch
natirlich nurc, im Nenner, und wir schreiben den Kettenbruch kurz als

[eo,c1y---5c]

So, wie der Algorithmus formuliert ist,donen wir ihn aber auch auf
irrationale Zahlerx anwenden. Dann kann keir). verschwinden, denn
sonst katten wir ja eine Darstellung vanals rationale Zahl. Wir&nnen
aber nach dem-ten Schritt abbrechen und den Bruch betrachten, der
entsteht, wenn wie,,. = 0 setzen. Diesen Bruch bezeichnen wir als die
r-te Konvergenteder Kettenbruchentwicklung vam.
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Als Beispiel betrachten winn = /2. Hier istc, = [v2] = 1 und
a; =v/2— 1. Also ist

i: 1 = \/§+1
0 V2ol (V2o )2+l

dh.c; = [1+v2] =2unda, = 1+v2—2=+/2 -1 =q,. Damit
wiederholt sich ab jetzt alles, d.h.

V2=1+ !

1
2+ 1

1

:\[2+l,

2+
2+
2+

2+...

In Analogie zu periodischen Dezimailwhen schreibt man dies auch
kurz in der Form

V2=101,2,2,2,...1=[1,2].

Die ersten Partialliiche sind

1 1 7
Py=1 P =1+-=15 P,=1+ =-=14,
2 5 1 5
+ —
2
1 17 — 1 41
Pj=1+—————="-=1416 und Py=1+—F+— = —
2+ 1 12 2+41 29
1 1
2+§ 2+ 1
2+ =
2

was ungedihr gleich 14137931 ist. Die Fehley'2 — P, sind, gerundet
auf sechs Nachkommastellen, die Zahlen

0,414214 —0,085786 0,014214 —0,002453 und [©00420;

verglichen mit den kleinen Nenner, 2,5,12 und 29 haben wir also
erstaunlich gutéJbereinstimmungen, und iiitbrigen ist auch die Ket-

tenbruchentwicklung erheblich regedfiiger als die Dezimalbruchdar-
stellung vony/2.
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Als zweites Beispiel betrachten wir = 7; hier erhalten wir zuachst
cp =3 unda; =7 — 3~ 0,14159, sodann

1
ey = [ 3] =7 und a,~ 0,062513285 .

T —

o 1 .

Im nachsten Schritt ist, = {—] = 15 unday ~ 0,99659976. Weiter
2]

Muster ist weder erkennbar, noch ist eines bekannt.

Die Kettenbruchentwicklung vom ist somit
m=[3,7,151,2921,1,1,2,1,...].

Die ersten Partialliiche und ihre Differenzen vonsind
1 15 16 4687
3 37 3106 3113 333102
0,14 -00013 83-10° -27-107 58.10%°

Auch hier haben wir wieder, verglichen mit der @Be des Nenners,
exzellente Approximationseigenschaften.

§82: Geometrische Formulierung

Wir wollen uns zui@chstiiberlegen, dall die Konvergenten der Ket-
tenbruchentwicklung einer irrationalen Zahl stets diesegegebener
GroRRenordnung des Nenners bedgiiche rationale Approximation die-
ser Zahl liefern.

Dazu betrachten wir (im wesentlichen nach dem Ansatz vardtD
STARK in seinem BuchAn Introduction to Number TheoriIT Press,
1978) das Problem der rationalen Approximation von der ggosthen
Seite: Zur reellen Zahtv > 0 haben wir die Geradg = ax durch
den Nullpunkt, und offensichtlich ist genau dann rational, wenn auf
dieser Geraden aufer dem Nullpunkt noch ein weiterer Pynk} fnit
ganzzahligen Koordinaten liegt. Rationale Approximagiorerhalten
wir durch Punkted, p) € Z x Z, die in der Nahe der Geraden liegen.
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(Die Reihenfolge der Koordinaten mag auf den ersten Bliakvue-
dern; wir interessieren uns jedoch in erster Linie die Steigung des
Ortsvektors zum Punkg(p), und die ist der Brucly/q.)

Die folgende Konstruktion liefert solche Punk®;. Sie liegen iir ge-
raden stets unterhalb der Geradgr «x und fur ungerades dariiber.

Wir starten mitP_, = (1,0) undP_,; = (0, 1).

Zu zwei PunktenP = (g,p) und P’ = (¢',p’), die auf verschiedenen
Seiten der Geraden liegen, gibt es stets eine nichtneggdivee Zahl

¢ € Ny, so dalP + cP' entweder auf der Geraden liegt oder aber auf
derselben Seite wiB, wahrendP + (c+1)P' auf der anderen Seite liegt.

Liegt namlich beispielsweis® unterhalb der Geraden, so jstg < «,
alsop — ag < 0. Fir den oberhalb der Geraden liegenden Puikist
entsprecheng’ — a¢’ > 0. Damit ist klar, daR

p—oaq

C:
[p’—aQ’}

das Verlangte leistet. Mainberlegt sich leicht, daf3 diese Formel auch
gilt, wenn P oberhalb und?’ unterhalb der Geraden liegt.

Zahler und Nenner des obigen Bruchs lassen sich einfach gesche
interpretieren: 4, aq) hat dieselber-Koordinate wieP = (g, p) und
liegt auf der Geraden = ax; daher isip — aq der (gerichtete) vertikale
Abstand vonP zur Geraden ung’ — aq’ entsprechend der va'.

Ausgehend vorP = P_, = (1,0) undP’ = P_; = (0, 1) definieren wir
nun die Punkte®, fir n > 0 mit dem gerade konstruierterr c,, aus
ihren beiden Vorgngern rekursiv als

Pn:Pn72+cnPn71'

Dann liegtP, auf derselben Seite der Geraden Wjg ,, fir gerades

also unterhalb undif ungerades oberhalb — es sei denn, irgendwann
einmal liegt einP,, auf der Geraden. In diesem Fall istrational und

wir brechen die Konstruktion ab.UF irrationalesa erhalten wir eine
unendliche Folge von Punktd?),.
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Bezeichnen wir mit,, = p,, — aq,, den gerichteten vertikalen Abstand
des Punkte®, = (q,,, p,,) von der Geradep = ax, So ist nach obiger
Formel

dn72
dnfl :| ‘

Daher verschwindet, genau dann, wenfa,, _,| < |d,,_4| ist.

Istdagegend,,_,| < |d,_,|, soistc, > 1,unddaP, = P, _,+c,P,_;
auf derselben Seite der Geraden liegt Wje ,, ist auch
dn = dn72 + Cndnfl = dn72 + |:
dn72

d
n—2 :| dnfl
dn_2
=d + =
nt <|: dnfl :| dn1>

dn—l
betragsrafiig kleiner alsl,, ;. (Man beachte, daf, , undd,, , ver-
schiedene Vorzeichen haben!) Falls daltieeinen Index. der Abstand
von P, _, zur Geradery = ax kleiner ist als der voiP,, _,, gilt dasselbe
auch tir alle folgenden Indizes, und ab dem Indesind allec; > 1.

[

Die ersten beiden Abahde sindl_, = —a undd_; = 1; es fangt vono
ab, welche der beiden Zahlen dei®@eren Betrag hat.

Der rachste Punkt isB, = (1, ¢p) mit ¢y = [«], also istdy = [a] — a,
und der Betrag davon ist kleiner als ; = 1. Somit ist fir allen > 1
der Koeffizientc,, von Null verschieden unfil, | < |d,, ,|.

Aus den Beziehungep,, = p,,_> + ¢, p,,_1 Undgq,, = q,_» + ¢,q,_1
sehen wir daher, daf3 die Folge dgrwie auch dep,, fur n > 1 strikt
monoton ansteigt, ahrend die Folge der Differenzen

‘a_p_n A
qTL qn

strikt monoton &llt. Die Briiche p,,/q,, geben also immer bessere
Annaherungen an.

Wir kdnnen die obigen Rekursionsformeln zusammenfassen zuixMat

gleichung
Pn—1 4n-1 1 0 Pn—2 4n-—2 ,
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wenden wir darauf den MultiplikationssatzrrfDeterminanten an, erhal-
ten wir die Formel

Pnln-1— dnPn-1= 7(pnflqn72 o qnflpn72) '
Firn =0istp_ig_»—q_4p_» = 0-0—1.-1 = —1; daraus folgt induktiv
die Formelp,.q,, 1 — q,p,,_1 = (—1)" 1. Insbesondere sind die Zahlen
p,, undg,, stets teilerfremdp,, /q,, ist also ein gelédrzter Bruch.

Als nachstes wollen wir ungiberlegen, daf’ die Folge dieseriiBhe
gegena konvergiert. DaP, und P,,; auf verschiedenen Seiten der
Geradery = ax liegen, istfirn > 0

‘a _ Pn < Pn+1 Pn — Pn+19n — Qn+1Pn
qn - Qn+1 qn, 9n9n+1
1 1 1

= < 5.

4n9n+1 qn(qn—l + Cn+1qn) - q%

Da die Folge dep,, strikt monoton ansteigt, konvergiert die Folge der
p,,/4,, SOmit gegen, und dies sogar extrem gut: Istq eine rationale
Approximation einer irrationalen Zahl, so kann der Fehler im allge-
meinen bis zu 12q betragen; hier ist erdthstens 1g° und tatgchlich
wohl, da wir recht grob abgesétrt haben, meist deutlich kleiner. Wie
wir gleich sehen werden, muf3 umgekepyy eine Konvergente der
Kettenbruchentwicklung voa sein, wenria — p/q| < 1/2¢? ist.

Zuvor sollten wir uns aber noctiberlegen, daf die hier betrachteten
Briichep,, /q,, tatsachlich die Konvergenten der f1 definierten Ket-
tenbruchentwicklung sind und daf3 die hier betrachtetertenafy mit
deneniibereinstimmen, die der Kettenbruchalgorithmus liefert.

Dazu setzen wir
- dnfl _ dnfl .

dn72 - _dn72 ,

zumindest féir n > 1 ist danna,, < 1. Wegenc,,
ist dannc,, = [1/a,,]. Division der Beziehungi,,
durchd,,_, fuhrt auf

o, =

Hdn72/dn71‘]
dn72 + cnddfl

oder — a4 = ——+¢, oder — =c¢, + a1,

n aTL

d 1 d 1 "
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was zusammen mét, = [1/«,,] und dem Induktionsanfang = ¢, + a;
genau auf die zu Beginn des Abschnitts konstruierten Fottgre,,
unde,, fahrt.

Fur spatere Anwendungen wollen wir noch eine Formel herleiter, wi
sich a ausa, sowie den Konvergentep,,_;/q,,_1 undp,,_»/q,_»
berechnetd(3t: Nach Definition ist
o = _dnfl - _pnfl — G, 1
" dn72 Dp2—0Qq, >
Damitista,,(ag,,_» — Pp_2) = Pr_1 — @4, _1, Was durch Umordnung
der Terme aut(a,,q,,_» + @q,,_1) = &, Pp_o + p,,_1 fUhrt. Also ist
- ApPp_2 +pn—l
nQn-—2 + qn-1

§3: Optimale Approximation

Nach den Vorbereitungen im letzten Paragraplimlen wir nun bewei-
sen, dalR Kettenliche in der Tat bestagliche Approximationen geben:
Ist r/s irgendein Bruch, dessen Nenreewischen den Nennerg),
und q,, zweier Konvergenten der Kettenbruchentwicklung liegtjsio
D—1/ 4,1 €iNe bessere Approximation algs:

Lemma: p,/q, seien die Konvergenten der Kettenbruchentwicklung
einer reellen Zahk. Falls« irrational ist oder rational mit einem Nenner
echt gbRerg,,, n > 2, so ist fir jede rationale Zahl/s mit s < ¢,, und

T‘/S ¢ {pnfl/qnfbpn/qn}
Prn
qn_1

r
a——|>|a—
s

Beweis:Wir betrachten die Punkt®, 1 = (g,_1,P,,_1): P,, = (@, P,,)
undR = (s, ). Es getiigt zu zeigen, dal3 der vertikale Abstand n ,
zur Geraderny = ax einen kleineren Betrag hat als der vBn

Wir schreibenR als ganzzahlige Linearkombinatidgh= kP, _; + (P,
der PunkteP,_, und P,,. Das ist ndglich, denn die Determinante des
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linearen Gleichungssystems

(e ) (5)=()

ist, wie wir oben gesehen haben, gleich1{® !; wenn wir es nach

der (RAMERschen Regeldsen, erhalten wir also eine ganzzahlige

Losung &, 1).

Fur das Folgende wollen wir uns aufden Bgjl , /q,,_, < ¢ < p,,/4,
beschéanken; der Falp,, _1/q,,_1 > a > p,/q, geht\llig analog.

Wir betrachten die GeradendurchkP,,_; mit SteigungsvektoOP,,;
nach unserer Annahme ist ihre Steigung sonmif3gr als.

Im Fallk < Oliegtder Punkk P,
und damit die ganze Geradezu-
R mindest ab dem PunkiP,,_, ober-
9 P halb der Geradep = az, und we-
gen der gblReren Steigung vop
S steigt der Abstand zwischen den
Z beiden Geraden mit wachsendem
Wir kdnnen den Abstand vaR zur
Geradeny = ax daher nach unten
o absclatzen durch den Abstand des
& SchnittpunktsS von g mit der y-
Achse. Dessen Abstand wiederum
kB kénnen wir nach unten absatzen,
indem wirk = —1 setzen, denn in diesem Fall ist der Abstand yanr
Geradeny = ax am kleinsten. Der PunktP,_; hat (betragsrafig)
denselben Abstand von = ax wie P,_,, und da die Abszisse = 0
von S grof3er ist als die vor- P,,, hat somitS einen gbf3eren Abstand
vony = azalsP, ;. ImFallk < 0ist damit die Behauptung bewiesen.

Als nachstes betrachten wir den Falt> 0. Dann muf¥ < 0 sein, denn
sonst vare diez-Koordinates = kgq,,_; + £q,, von R grof3er alsy,,. Der
PunktkP,,_, liegtunterhalb der Gerader= az und die Geradg nahert
sich dieser mit steigender Abszisse immer mehr an. Da dektFRIn
entweder dieselbe Abszisse wi®’,_, hat oder eine kleinere, ist sein
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Abstand somit bchstens gleich dem vaeP,,_,, der wiederum das-
fache des Abstands vaR,_; ist. Flirk > 2 erhalten wir damit die
gewlnschte strikte UngleichungiiFk = 1 erhalten wir auch eine, denn
wegen der VoraussetzudgyZ P,,_; mufd danrf > 1 sein.

Bleibt noch der Falk = 0. Dann istR = ¢P,, wobeil{ Z1,daR Z P,,.
Anderseits kand auch nicht goRRer als eins sein, denn< ¢,,. Somit

kommt dieser Fall gar nicht vor.
]

Als nachstes wollen wir ungiberlegen, wann gute Approximationen
Konvergenten der Kettenbruchentwicklung seitissen. Wir wissen
bereits, dal3ifr die Konvergenten gilt

1

a— <=,

q’n, qTL
Dies charakterisiert die Konvergenten allerdings nochmiBetrachten
wir etwa die Kettenbruchentwicklung vam = /3. Der Algorithmus
liefert zurchste, = [v/3] = 1 undey = v/3 — 1. Der Kehrwert davon

by

Ist
! —\/§+l==> =1 und _v3-1
- Cq = Ay — .

\/é 1 2 1 2 2

Der Kehrwert davon ist
%:\/C_’:+1=——>02:2 und az=v3-1=q,.
Ab hier wiederholt sich also alles periodisch, d.h.
V3=1+ 1 I =1,1,2].
1+— =
1
2+
1+ =
2+...
Die ersten Konvergenten der Kettenbruchentwicklung sind
2 3 8 11

1L, 2, 13 17, 1z und Iz
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da die Folge der Nenner monoton steigt, gibt es also keined¢gente
mit Nenner sieben. Trotzdem ist

5 1 1 1
\/517‘ ~0,017765< 02 =25 < ;5= .

Dafur gilt aber

Satz: a) Eine irrationale Zaht erfullt fUr jedesn > 2 mindestens eine
der beiden Ungleichungen

1
o — Pn-t und a&<—2.
An-1 9n -1 an 2qn
. . . 1
b) Erfullen zwei ganze Zahlep, ¢ die Unglelchun%a P 202" SO
q q

ist 2 eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von
q

Beweis: a)Angenommen, beide Ungleichungen sind falsch. Nach Mul-
tiplikation mit g, _, bzw.g,, haben wir dann die beiden Relationen

‘anla - pnfl‘ Z ! und |qna - pn‘ Z Y
Wir nehmen @ir den Beweis wieder an, daf}_,/q,, 1 < @ < p,/4q,
ist; der umgekehrte Fall gehbilig analog.

Nach unserer Annahme liegt der Pudkt ; = (g,,_1,p,,_1) unterhalb
der Geradenw = az, undP, = (q,,, p,,) liegt daiiber.

Das Kreuzprodukt der Vektore®P,_ ; und O—Pn> hat als Betrag

die Flache des davon aufgespannten Parallelogramms; das Dreieck
mit EckenO, P,_; und P, ist halb so gro3. Wegen der Beziehung
Ppdy 1 — 40,1 = (—1)" "1 ist die Fache dieses Dreiecks daher
gleich 1/2.

Als nachstes betrachten wir zu den Punkien= (g;,p;) ihre Projek-
tionen @, = (g;,ag;) in y-Richtung auf die Geradg = az und die
Dreiecke AOP,Q;. Nach Voraussetzung ist dieahge der Seitd,Q),
furi = n—1undi = n mindestens 12¢,. Die darauf senkrecht stehende
Hohe isty;, also ist die Fhiche jedes der beiden Dreiecks mindesteds 1
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Ist S der Schnittpunkt der Gera-
p, deny = axz mit der Verbindungs-
strecke vonP,_; undP,, so ist das
Dreieck AOP, _,P, die Vereini-
s gung der Dreieck\OP, _,Q,,_1,
% AOP,Q, undAP,_,Q,_,S, mi-
nus dem DreieckASP,Q,,. Die
=aw Dreiecke beided\P,, _;@,,_1S und
By ASP,Q, sindahnlich, und da je-
9] de Konvergente eine bessere Appro-
ximation liefert als ihre Vorgnger,
ist das zweite dieser Dreiecke das kleinere. Daher ist diehel des
DreiecksAOP, P, groRRer als die Summe derdedhen der Dreiecke
AOP, ,Q,_,und AOP,Q,,, also gbRer als 14 + 1/4 = 1/2. Dies
ist ein Widerspruch zur obigen direkten Berechnung diekitte.

b) Wir konnen ndirlich voraussetzen, daf} der Brugfy gekiirzt ist,
denn fir jede nichtgelarzte Darstellung ist die Bedingung echt adier.

Da die Folge der Nenney, strikt monoton ansteigt, gibt es genau gin
so dallg, < ¢ < g, iSt; wir mussen zeigen, daf¥/q = p,,/q,, ist.
Andernfalls istpg,, — gp,, 7 O, also — da dies eine ganze Zahl ist —
|pg,, — qp,,| > 1. Setzen wirP = (g, p), so ist also die Eche des
DreiecksAOP P, mindestens gleich/R.

Seien wieder) = (g, aq) und @,, = (g,,, @g,,) die Projektionen der
betrachteten Punkte auf die Geragle= ax. Die Lange der Strecke
PQ ist |ag — p|, was nach Voraussetzung kleiner al&4 ist. Nach
dem Lemma zu Beginn dieses Paragraphen ist die Stiepige kirzer
als PQ, also ebenfalls kleiner als/2q und damit erst recht kleiner
als 1/2q,,. Somit haben beide DreieckeO PQ undAOP, Q,, Flachen,
die kleiner sind als 24.

Wir wollen uns tiberlegen, da? dann auch dieaéthe des Dreiecks
AOPP, kleiner als ¥2 sein muB3, im Widerspruch zur obigen Rech-
nung. Die Geometrie dngt dabei stark davon ab, wie die Punkte
und P,, sowohl zueinander wie auch in Bezug auf die Geradeax
liegen.
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Q
y=ax
Qn
P,
P
1)
Q
y=ar
Qn P
S,
P,
1)

Betrachten wir als erstes den Fall,
daB p,,/q,, zwischena und p/q
liegt. Dann liegt der PunkP, im
Innern des Dreieck®\OPQ, also
ist das gesamte DreiechkOPP,
im Dreieck AOP(Q enthalten. Da
ersteres mindestens dieaEhe 12
hat, letzteres aber weniger alg4l
kann dieser Fall offensichtlich nicht
vorkommen.

Als nachstes nehmen wir ap/q
liege zwischerx undp,, /q,,. Dann
schneiden sich die Streckdp),@,,
undOP in einem PunkiS, und das
Dreieck AOPP, ist die Vereini-
gung der beiden DreieckfOSP,
und ASPP,. Zur Flachenberech-
nung gehen wir aus von der gemein-
samen Kant& P, ; die darauf senk-
recht stehenden #hen haben die
Langeng, und ¢ — ¢,,. Somit ist

die verdoppelte Flche des gesamten Dreieck® PP, gleich
|SP,| 4, +[SP,| (¢ —4,)=|SP,|-a < |P,Q,| ¢ < |PQ|q,

denn dag zwischeng,, und g,,,, liegt, kannP, nach obigem Lemma
keinen gblReren Abstand von der Geradger ax haben alsP. Rechts
steht aber die verdoppelted€he des Dreieck& OPQ, von der wir
wissen, daf} siedthstens gleich 2 ist, so dal’ auch dieser Fall nicht

auftreten kann.

Bleibt noch der Fall, da zwischenp/q undp,, /q,, liegt, P und P,
also auf verschiedenen Seiten der Geragderuz liegen. Dann schnei-
det ihre Verbinungsstreck P, diese Gerade in einem Purfkt Damit
sind wir in einerahnlichen Situation wie beim Beweis va): Das
Dreieck AOPP, ist gleich dem DreieckAOP,Q,, plus dem Drei-
eck AOPQ plusASP,Q, minusASPQ. Die beiden letzteren Drei-
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ecke sindahnlich, und d&PQ nicht
p  kurzer sein kann al$,@,, ist das
subtrahierte Dreieck mindestens ge-
nauso groBwie\S P, @,,. Somit ist
“az die Flache vonAOPP,, hochstens
% S gleich der Summe der &hen von
AOPQundAOP,Q,,, alsokleiner
P, als /4 + 1/4 = 1/2. Damit haben
wir auch hier einen Widerspruch,
d.h.p/q muR gleichp,, /q,, sein. .

84: Kettenbriche und Kalender

Schon in deraltesten bekannten Kulturen richtete sich die Zeitrecgnun
nach astronomischen Gesetfdigkeiten: dem Umlauf der Erde um die
Sonne, dem Umlauf des Mondes um die Erde sowie der Drehung der
Erde um sich selbst.

Der Tag als Zeiteinheit ist ein so selbstvarsilicher Teil unseres Le-
bensrhythmus, daf er als Zeiteinheit nie zur Debatte stahdnso
selbstversindlich war, dal3 als Tag nicht die Dauer einer vollen Dre-
hung der Erde um ihre Achse genommen wurde, sondern der &wa v
Minuten angere Zeitraum, bis sie der Sonne wieder dieselbe Stelle
zuwendet.

Als nachstgolRere Einheitiihrten wahrscheinlich die Babylonier die
Woche ein; ob sie sich dabei vom ungkfen Abstand zwischen zwei
Mondphasen leiten lieR3en, ist unbekannt; vielleicht wulieédDauer von
sieben Tagen auch einfach deshalb glely weil die Sieben als heilige
Zahl galt.

Definitiv vom Mond abgeleitet ist der Monat. Dieser drehhdiekannt-
lich um die Erde; die Zeitifr einen vollsindigen Umlauf be#gt un-
gefahr 27,3 Tage. Dieser sogenansigerischevionat spielt allerdings
fur die Kalenderrechnung keine Rolléirfdie Zeitbestimmung wurden
seit Alters her die gut und einfach zu beobachtenden Morskheer-
wendet. Da der Mond nicht selbst leuchtet, sondern das $tohe
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reflektiert, fangen diese ab vom Winkelabstand zwischen Sonne und
Mond; fur den Kalender relevant ist daher der sogenasptedische
Monat von 29,53 Tagen, nach dem sich dieser Winkelabstaadew
holt. (Der tat&chliche Abstand zwischen zwei Neumonden istwegen der
komplizierten Mondbewegung keine Konstante; erst im Mkammt
man auf den synodischen Monat.)

Da 29,53 keine ganze Zahl ist, lassen sich Monate nichtahrdés eine
feste Anzahl von Tagen definieren sonderiassen in einem lunaren
Kalender mal 29, mal 30 Tage haben.

Einer der einfachsten und zugleich einer dergsten dieser Kalender ist
der islamische: Sobald mindestens zwei vertrauéndige Manner den
neuen Mond gesehen haben, beginnt ein neuer Monat, béillkiem
Himmel unablngig davon drei3ig Tage nach dem letzten Monatsan-
fang. Alle zwdlf Monate beginnt ein neues Jahr.

Es ist klar, daR bei einer solchen Festlegung diemde der Monate
sowohl innerhalb eines Jahres als auch von Jahr zu Jahr skthaa-
Rerdem sind die Jahre nicht synchron zum Umlauf der Erde em di
Sonne. Da der Kalender auf der arabischen Halbinsel edistanJah-
reszeiten keine Rolle spielen und auch die Landwirtscleefgainze Jahr
Uber konstante Bedingungen vorfindet, ist letzteres dantiKachteil.

Fur Regionen mit ausgegten Jahreszeiten odéhylich wiederkeh-
renden Ereignissen ist die Synchronisation des KalendiédemSonne
wichtiger als die mit dem Mond. Das woélteste Beispiel eines reinen
Sonnenjahrs bietet dégyptische Kalender. Da diéif die Landwirt-
schaft fundamentaler@fprlichen Niliberschwemmungen un@dfr mit
der ersten Sichtung des Sterns Sirillereinstimmten, wurde dieses
Ereignis als Beginn des neuen Jahrs genommen. Dies ist gessamte
siderischelahr mit einer Bnge von 365,256 Tagen. Obwohl digyp-
ter wu3ten, dal’ dieseabhge ungefhr 36% Tage betagt, legten Sie
doch fest, dal3 jedes Jahr genau 365 Tage haben sollte|taarfewolf
Monate zu jeweils dreiRig Tagen sowiaf Zusatztagen.

Ein Jahr, das wirklich synchron zu den Jahreszeiten idtesalerdings
nicht anhand des Fixsternhimmels definiert werden, soratérand jah-
reszeitlicher PAnomene wie beispielsweise der Tag- und Nachtgleiche
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oder dem Durchgang der Sonne durch deithkngspunkt. Das ist (im
Mittel) das sogenanntgopischeJahr mit einer &nge von 356,2422
Tagen. Der Unterschied zum siderischen Jahr ist zwar gexbeg — wie

wir gleich sehen werden — trotzdem relevant.

Viel bedeutender als dieser Unterschied war abebaehst einmal die
Tatsache, daf? ein Jahr mit exakt 365 Tageiintiah im Laufe der Jahr-
hunderte zu einem Verlust der Synchronisation des Kalsnaiérden
Jahreszeiterithrt. Aus diesem Grund beauftragteiGs JuLIus CAESAR
(100-44) den alexandrinischen Astronomes&ENESMIt einer Kalen-
derreform, die die damit verbundene Verschiebung des Sahfang (die
sich in nur 120 Jahren auf einen Monat summiert) kompernsiso#-
te. Das Ergebnis, delulianischer Kalendewurde offiziell eingefihrt
zum 1. Januar des Jahres A®urbe conditad.h. nach Gindung der
Stadt Rom. In unserer heutigen Zeitrechnung handelt edsisli um
das Jahr 45 v.Chr. Die Monatsnamen uréhgen des Julianischen Ka-
lenders sind die heute noch gabchlichen. Er unterscheidet sich vom
klassischeragyptischen Kalender durch die Zt®liche Regel, dafd in
jedem vierten Jahr ein Schalttag eingaft wird, der 29. Februar.

Dabei blieb es bis ins sechzehnte Jahrhundert. Bis dahim dad astro-
nomisch etwas zu lange Julianische Jahr zu einer Versaigdirispiels-
weise der Rihjahrssonnenwende um rund elf Tageidef. Um dies
zu korrigieren, setzte PapsR6GORXIII (U GO BONCOMPAGN|, 1502—
1585, Papst ab 1572) eine Kommission ein, auf Grund von demgmn
fehlungen in den Jahren, die durch hundert aber nicht duechwundert
teilbar sind, auf den Schalttag verzichtet wird. Die€gegorianische
Kalendertrat in den katholischendandern am Freitag, dem 15. Oktober
1582 in Kraft; um die bis dahin akkumulierten Fehler desahitichen
Kalenders zu kompensieren, folgte dieser Tag auf den ndiemiichen
Donnerstag, den 4. Oktober 1582. In nichtkatholischéndern galt
der Julianische Kalender nochriger, wurde aber schlieZlich (mit den
verschiedenstefybergangsregelnjiberall durch den Gregorianischen
ersetzt — zuletzt 1927 in defifkei.

Um die Neuerung des Gregorianischen Kalenders zu versteégach-
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ten wir die Kettenbruchentwicklung von 365,2422; sie ist
[365,4,7,1,3,4,1,1,1,2]

und hat die Konvergenten

1 7 8 31 132
365 365‘—1, SGSE, 365?3’ 365@, 365%,

Der Julianische Kalender verwendet die einfach zu readisge Kon-
vergente 365. Unter den folgenden Konvergenten finden wir keine
mit einem Nenner, der sich gutrfeine einfache Kalenderregel eignen
wirde. Am ehesten kommt vielleicht noch der Nenner 33 in Frdge

er ungedéhr ein Drittel von hundert ist. Arbeitet man mit der Appro-
ximation 365%, so sollten unter 33 Jahren acht Schaltjahre sein, also
24 pro 99 Jahre. Nimmt man stattdessen 24 Schaltjahre proulah
dert, was der Regel entspricht, dafl} durch hundert teilbzabrekeine
Schaltjahre sind, so sorgt der Unterschied zwischen 99 06ddafir,

dal3 nach jeweils 400 Jahren eine Vierjahresperiode febithAiese hat
Anspruch auf ein Schaltjahr, daher die Gregorianische RegB durch
hundert teilbare JahieineSchaltjahre sind, es sei denn, die Jahreszahl
sei sogar durch vierhundert teilbar. Innerhalb einer jelderiode von
400 Jahren gibt es also 1003 = 97 Schaltjahre; das Gregorianische
Jahr hat somit einednge von 365010 Tagen, eine praktikable Zahl in

der Nahe der Konvergente 3@;

Beginnen wir mit dem einfachsten Problem, den Wochentaged,
Uberlegen wir uns, auf welchen Wochentag dete Tag desM-ten
Monats im Jaht/ fallt.

Alle Wochen haben exakt sieben Tage, die Jahre haben naghrein
lativ klaren Regel 365 oder 366 Tage; es ist daher relatifaein den
Wochentag éir deni-ten Tag des Jahres zu berechnen, sofern man ihn
fur irgendeneinen anderen Tag dieses Jahres kenn&ngt mnerhalb
eines Jahres schlief3lich nur ab viomod 7.

Um auch die Abkngigkeit vom Jahr noch zu hieksichtigen, ist es am
einfachsten, die Tage nicht vom 1. Januar des jeweils bettm Jahres
aus zu ahlen, sondern ab irgendeinem festen Datum. Historisclraiin
ware hier beispielsweise das Datum der Eimfing des Gregorianischen
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Kalenders; da hier aber Jahr, Monat und Tagumme" Zahlen sind,
wirde dies zu unitig komplizierten mathematischen Formeln mit zu
vielen willkirlich erscheinenden Konstantdihfen.

Fur die Mathematik ist es unerheblich, ob zum fiktiven Anfagngskt
bereits der Gregorianische Kalender in Gebrauch war odat;nivir
kdnnen daher beispielsweise ausgehen von einem 1. Janesifikiiven
Jahres Null. (Die Zhlung der Jahre ab Christi Geburt wurde im sechsten
Jahrhundertinitiiert von DNYSIUS ExIGUUS, der allerdings ein falsches
Geburtsjahr 1 berechnete, auf das wir uns heute noch bezidakre
davor interessierten ihn nicht; der erste der auch Jahrer zm\Bezug
auf Christi Geburt datierte, war wohl der angalesische Theologe
und Historiker BDA VENERABILIS ( 673-735), der — da er keine Null
kannte — das Jahr vor dem Jahr ew@shChristus als eingor Christus
bezeichnete.)

Wenn wir dem fiktiven 1. Januar O die Nummer eins gebé&mnien
wir die Nummer des 31. Dezembers des Jabires1 folgendermafen
berechnen: Bis dahin sind — 1 Jahre verflossen, von denen jedes
mindestens 365 Tage hatte; damit kommen schon einmal36B(Tage
zusammen. Was noch fehlt sind die Schalttage: Im Juliaeisklalender
hatte es davon [{ — 1)/4] gegeben, im Gregorianischen sind aber die
durch 100, nicht aber durch 400 teilbaren Jahre keine $ahedt also
mussen wir [ — 1)/100]— [(J — 1)/400] subtrahieren. Derte Tag
des Jahred hat somit die Nummer

365(] — 1)+ [(J — 1)/4] — [(J — 1)/100] + [(J — 1)/400] +i .

Um den zugebirigen Wochentag zu finden,iresen wir nun nur noch
den Wochentag des Tags Nummer eins bestimmen. Daaoeh wir
von irgendeinem bekannten Datum ausgehen: Donnerstag, Aeril
2009 ist der (31 + 28 + 31 + 2) = 92-te Tag des Jahres 2009, tatigs
Nummer

365- 2009 +502- 20 + 5+ 92 = 733499.
Diese Zahl ist kongruent vier modulo sieben; somit war Tats &in

Montag. Geben wir den Wochentagen, wie es die DIN- und IS@¥i¢0
vorsehen, von Montag ausgehend die Nummern eins bis sisbdiilt
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der Tag mit Nummei also auf den Wochentag mit Numméemod 7,
wobei die Null dem normge#&f mit 7 bezeichneten Sonntag entspricht.

Um den Wochentag zu einem vorgegebene Datum bestimmen zu
koénnen, nlissen wir nun nur noch berechnen, der wievielte Tag des
Jahres def'-te Tag desV/-ten Monats ist. Eine sehr einfache Methode
besteht darin, daf? wighlen, wie viele Tage vor dem Ersten des jewei-
ligen Monats bereits vergangen sind. Dabéissen wir ndirlich zwi-
schen Schaltjahren und gétnlichen Jahren unterscheideiir ketztere
seien dies,, Tage, fir erstes,,. Dann haben wir folgende Tabelle:

M = 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12
tyy= 031 59 90 120 151 181 212 243 273 304 334
spy= 031 60 91 121 152 182 213 244 274 305 335

Dann fllt derT'-te Tag desV/-ten Monats des Jahgsauf den Wochen-
tag mit der Nummer

365(] — 1) +[(J — 1)/4] — [(J — 1)/100] + [(J — 1)/400] +t,, + T

modulo sieben fallg kein Schaltjahr ist; andernfalls mug, durchs,,
ersetzt werden. Da es uns nur auf Restklassen modulo siskemant,
kann der Faktor 365 auch weggelassen werden: 365-57521. Auch
geriigt es ndirlich, die Zahlert,, oders,, modulo 7 einzusetzen. Die
entsprechenden Zahlen sind

= 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
tymod7= 0 3 3 6 1 4 6 25 0 3 5
symod7= 1 4 4 0 2 503 6 1 4 6

Schbner ware es freilich, wenn wir eine Formehtien, die ohne Werteta-
belle auskommt. Um eine solche zu finden, ignorieren wigztst ein-
mal die historiscliilberkommenen Monatshgen und tun so, al®hknte
ein Mathematiker am ginen Tisch festlegen, wie er 365 Tage aub#fw
Monate verteilt.

Fur ihn ware die am wenigsten irredire Verteilung der Monatahgen
wohl die, bei der Tag eines Jahres mi¥ Tagen genau dann i-ten
Monat liegt, wenn gilt

(k—1)N . kN 12
A, < — -1<—<
7 <1712 oder k <N*k’
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d.h.k ist die kleinste ganze Zahl@Rer oder gleich %ZN. Fur ein Jahr
mit N = 365 Tagen wirde dies auf die Monaftshgen

30,30, 31, 30, 31, 30, 30, 31, 30, 31, 30, 31

fuhren, in einem Schaltjahr m = 366 Hatten alle ungeraden Monate
drei3ig und alle geraden Monate 31 Tage. Ein Februar mit 28 od
29 Tagen kann bei einer derartigen Strategiéhiah nie vorkommen.

Trotzdem &Rt sich auch unser chaotisches Monatssystem fast auf eine
solche Formel bringen: Nehmen wir an, wiatten ein Jahr mit 367
Tagen und zwif Monaten. Dann liefert uns die obige Vorgehensweise
Monate der Angen

30,31, 30, 31, 30,31, 31, 30, 31, 30,31, 31,

wir haben also wie im wirklichen Kalender an zwei Stelleneiodn-
derfolgende Monate mit 31 Tagen. Im Kalender sind dies Auglust
und Dezember/Januar, hier sind es die Monate 6 und 7 sowiedl12.
Wenn wir zyklisch um eine Position verschieben, so dal dieehe 31
an der ersten Stelle steht, stimmen die beiden Positiaberein, und
abgesehen vom Februar, der hier drei8ig Tage hat, haberenauglie
Folge der Monatgingen.

(Kurioserweise gab es 1712 in Schweden sogar ein Jahr mit&géh

und einem 30. Februar: 1699 wurde beschlossen, langsam zam G
gorianischen Kalenddiberzugehen und dazu als erstes den Schalttag
1700 zu streichen. Danach wurde der Beschlul3 aufgegebdnymn
wieder synchron zum Julianischen Kalender zu werden, gaty &2
einen 30. Februar als zweiten Schalttag. 1753 wurde dem@eggsche
Kalender dann enditig und abrupt eingédihrt.)

Die Anzahl der Tage vor dem Ersten desten Monats véire in unserem
hypothetischen Kalender einfach gleich [36712]; durch die zyklische
Verschiebung wird diese Formel freilich zdgt Sie kann aber gerettet
werden durch eine Verschiebung iraler: Wie explizites Nachrechnen
zeigt, sind in einem Jahr mit 367 Tagen, in dem der Febru#bidgréage
hat, vor dem Ersten déd -ten Monats gleich [(36¥/ — 362)/12] Tage
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vergangen. Somit istif unseren realen Kalender

[3o71 _362) fur M < 2
by = [BD362] 2 fur M >3 und
[3670 3621 fur M < 2

SM = [367M 362] 1 furM >3

Der Wochentag def-ten Tags im\M/-ten Monat des Jahtgist somit

(J1)+[J41} B {Jl}+{']1}+[367M362}+6M+T

100 400 12

modulo sieben mit
0 fallsM <2
O { —1 falls M > 3 undJ Schaltjahr
—2 fallsM > 3 undJ kein Schaltjahr

Diese Formel gilt selbstveétdlich nur tir Daten nach dem Grego-
rianischen Kalender; béilteren Daten muf3 man zachst wissen, auf
welchem Kalender und welchem Jahresanfang sie beruhen.

Als beispielsweise der amerikanische Naturwissensehafhilosoph
und Politiker BENJAMIN FRANKLIN geboren wurde, zeigten die Kalender
in seiner Heimatstadt Boston den 6. Januar 1705. Massathuse zu
der Zeit noch britische Kolonie, und da GroRRbritannien deegBria-
nischen Kalender erst 1752 diiirte, ist das ein Julianisches Datum.
Gregorianisch ist sein Geburtstag elf Tagétep, d.h. am 17. Januar.
Allerdings handelt es sich dabei nicht um den 17. Januar,lstd&lern
um den des Jahres 1706: In GroRbritannien begann das neuéajah
mals ramlich nicht am ersten Januar, sondern am 2&2avAuf den 31.
Dezember 1705 folgte also der 1. Januar 1705 und auf den 2d&z M
1705 der 25. Mrz 1706. Solche Besonderheiten bei der Interpretation
alter Datumsangaben gibt es viele; hier ist also Vorsichoten.

Mindestens genauso wichtig wie eine verbesserte Schatigdl war
fur Papst Gregor das Datum des Osterfests; auch darum sciiteeine
Kommission Kimmern. Damit kam nun ptzlich auch der Mond in den
Kalender, denn 325 beschlof’ das Konzil vonadi¢bei Konstantinopel),
dafd Ostern stets am ersten Sonntag nach dem ersten Vollnmodea
nach der Rihlings-Tag-und-Nacht-Gleiche zu feiern sei. (Man beacht
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dal das erste@achim Sinne eines >, das zweite im Sinne eines
definiert ist. Der Grundifr das > lag darin, daf3 so Ostern nur sehr selten
gleichzeitig mit demijdischen Pascha-Fest begangen wird.)

Der erste Vollmond am oder nach detlRlings-Tag-und-Nacht-Gleiche
nicht einfach nach einéthnlichen Regel wie der Monatsanfang im isla-
mischen Kalender bestimmt werden, also etwa dann, wenn ihn m
destens zwei vertrauenawdige Kardirdle gesehen haben, denn der
Osterliche Festkreis beginnt bereits siebzig Tage vorr@sieas Da-
tum mufte daher im Voraus berechnet werden. Der Mathematiice
Informatiker DONALD E. KNUTH sagt in Abschnitt 1.3.2, Aufgabe 14
seinerArt of Computer Programming: There are many indicationg tha
the sole important application of arithmetic in Europe dwgithe Middle
Ages was the calculation of the Easter date, and so suchigtgas are
historically significant.Schauen wir uns also an, wie Papst Gregor das
Osterdatum berechnen lief3.

Wir brauchen Informationeiiber die Wochentagéber die Mondpha-
sen undiber die Tag-Nacht-Gleiche im #hnling. Letztere ist, da der
Gregorianische Kalender das tropische Jahr recht genaoxapyert,
noch recht lange konstant am 21aM jedes Jahres; bei der bei der
Berechnung des Osterdatums geht man daher stets von diegesng.
Wie man Wochentage bestimmt, haben wir uns getdmelegt; bleibt
also noch das Problem mit den Mondphasen.

Die mittlere Zeitspanne zwischen zwei Neumonden, die sigcbé
Umlaufzeit des Mondes, béitgt etwa 29,5306 Tage; ein tropisches Jahr
mit seinen 3622422 Tagen besteht also aus
3652422 : 295306~ 12,3679

solchen Zykeln. Die Kettenbruchentwicklung dieses Qumér ist

[12,2,1,2,1,1,4,1,81]
mit Konvergenten

1 3 4 7 32 39
12 125, 125, 121—1, 12E, 128—7, 12H5,

Fur einen Kalender, der sowohl mit der Sonne als auch mit demdVo
synchronisiert ist, &nnte man also Jahre mit 12 und 13 Monaten kom-
binieren, wobei in erster &herung jedes dritte Jahr 13 Monatétth.
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Tatsachlich war man imiinften vorchristlichen Jahrhundert bereits er-
heblich weiter: Der um 440 v.Chr. lebende Athener Mathekeatiind
Astronomen METON verwendete die Konvergente mit Nenner 19. Ein
Metonischer Zyklus besteht besteht demnach aus 19 Jataemtdr
zwolf Gemeinjahreraus zvdlf Monaten und siebeschaltjahrenaus
13 Monaten. Die Monate hatten teils 29, teils 30 Tage. Deaufdra-
sierende Kalender wurde in Griechenland bis 46 v.Chr. vedst Die
Synchronisation zwischen Sonnen- und Mondzykeln ist fagfeft:

19- 3652422 = 693%6018 und 235295306 = 693%91,

der Fehler pro Zyklus liegt also bei nur etwa zwei Stunderit Se
Einflhrung des Gregorianischen Kalenders sind efites 22 Metoni-
sche Zykeln vergangen; der akkumulierte Fehler liegt atsthrunter
zwei Tagen.

Der Gregorianische Kalender geht deshalb bei der Bestirgnues
Osterdatums nicht von astronomischen Beobachtungen andem

von Metonischen Zykeln, allerdings mit einer Korrektir ien akku-
mulierten Fehler. Ebenfalls untigksichtigt bleiben die Irregulaéten

der realen Mondbewegung; gerechnet wird mit einer Appraxiom der
mittlerenMondbewegung. Auf den ersten Blick seltsam erscheinen mag
auch die Tatsache, dal bei der Fehlerkorrektur migdkainischerJah-
resknge von 365 Tagen gerechnet wird; der Grund lag wohl vor allem
darin, dal3 Papst Gregor bisherige Praktiken nicht mehrrddedingt
notwendigandern wollte.

Die wesentliche Gif3e, mit der die Mondphasen in unseren an der Son-
ne orientierten Kalender gebracht werden, ist der sogde&pakt.Mit
diesem Wort bezeichneten die Griechen die Anzahl der Tageard
Neujahr seit dem letzten Neumond des alten Jahres vergaveyem.
GemalR dem Metonischen Zyklus sollte diese Zahl sich alle 132)ata-
derholen; in der Kalenderrechnung wird daher die um einmgarte
Restklasse modulo 19 der Jahreszahl als,@ieldene Zahl* bezeich-
net. (Die Addition der Eins kommt niatlich daher, daf3 zur Zeit ihrer
Einfuhrung die Null in der euraischen Mathematik noch nicht vor-
kam.)

Wenn jedes Jahr genau 365 Tag#té, kdnnten wir einfach mit den
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12 x 29,5 = 354 Tagen eines Mondjahrs vergleichen uriddten dann,
daf sich die Mondphase an einem festen Datum jedes Jahr Tagelf
verschiebt. Alsvlondphasdezeichnen wir dabei die Anzahl von Tagen,
die seit dem letzten Neumond vergangen sind.

Eine der vielen Vereinfachungen in der Berechnung des @stiems
liegt darin, daf? man innerhalb des aktuellen MetonischeduByim
wesentlichen von dieser Formel ausgeht, die Schalttageégisriert.

Da die Schalttage Ende Februar einget werden, wir uns abeiif den
Vollmond am oder nach dem 21.avk interessieren, sollten wir nicht
mit dem klassischen Epakt, der Mondphase des 1. JanuangecBonst
gabe es schlieflich algorithmisch unangenehme Falluriteidiengen
fur die Schaltjahre. Aus Effizienzgnden bietet sich an, stattdessen mit
einemverschobeneipakt zu rechnen, d.h. mit der Mondphase eines
geeigneten Datums, daalmer bei Ostern liegt.

Die Lange eines lunaren Zyklus liegt bei unglef 29,5 Tagen; zum
einfacheren Rechnen sollten wir das zumindéstden einen Zyklus,

in den Osterndllt, auf den ganzzahligen Wert 30 runden. Der erste
Vollmond nach dem 21. Bz ist dann der letzte Vollmond vor dem
19. April, und sein Abstand zum 19. April ist, wenn wir den Mabnd

als Tag mit Mondphase 14 betrachten, gleich dem Abstandetigtemh
Neumonds vor dem 5. April zum 5. April, also die Mondphase des
5. Aprils. Somit bietet sich an, als verschobenen Epakt ciadiphase
des 5. Aprils zu nehmen. Géf8 unserer vereinfachenden Annahmen
sollte auch sie sich alle 19 Jahre wiederholen und solltezimindest
innerhalb eines Metonischen Zyklus von Jahr zu Jahr modulm3elf
verschieben.

Damit brauchen wir nur nochif ein Jahr des Metonischen Zyklus
den tat&chlichen Wert der Mondphase démften Aprils kennen, um
den verschobenen Epakt allgemein berechnendzundén. Die vor der
Gregorianischen Reform gehrchliche Formel berechnet ihiirfdas
JahrJ als

E = (14 +11- (J mod 19) mod 30.

Der erste Vollmond am oder nach dem 21af¥l lag somitE’ Tage vor
dem 19. April, und Ostern war der (echt) darauf folgende SmrSo
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wird Ostern noch heute in fast allen orthodoxen Kirchen ttamet; die
einzige Ausnahme ist die finnische.

Der Gregorianische Kalender modifiziert diese Formel ddrehzugtz-
liche Terme: ZuAchst beicksichtigt er, dal der Metonische Zyklus
nicht wirklich exakt ist, insbesondere dann nicht, wenn nmandem
Julianischen Jahr arbeitet:

19-36525 =6939750 und 235295306 = 693%91;

hier betagt die Differenz also 059 Tage pro Zyklus und

100
0,059 x — ~ 0,31
) X 19 3

Tage pro Jahrhundert. Die Gregorianische Osterformelcjrprert
dies durch 825 = 032, addiert allerdings ink-ten Jahrhundert nicht
[8R/25], sonderr|(5 + 8k)/25|. Diese Modifikation soll in erster Linie
dafur sorgen, daf3 Osterndyglichst selten mit demidischen Paschafest
zusammerd#llt. Fur das Jahrhundert wird dabei die gleiche Konvention

benutzt wie {ir die Feier des Jahrtausendanfangs am 1. Januar 2000: Das

h-te Jahrhundert beginnt mit dem Jahr 1#06(1), d.h.h = [.J/100] + 1.

Da der Gregorianische Kalender bei der Korrektur der Msiimén Zy-
klen mit Julianischen Jahren arbeitet, am Ende aber eindBeggsches
Datum braucht, riassen als achstes die unterschiedlichen Anzahlen
von Schalttagen bécksichtigt werden, d.h. digausfallenden* Schalt-
tage des Gregorianischen Kalender8ssen subtrahiert werden. Das
sind drei Siick pro 400 Jahre, also wird434] subtrahiert. Dies eépe
die neue Formel

E= <14+ 11- (J mod 19) + [%} - [37?]) mod 30.

Tatsachlich gibt es noch eine weitere Modifikation, die istagorgen
soll, daR die 19 Epakte eines Metonischen Zyklus alle vézdeim sind
und E = 0 nicht auftritt: FallsE = 0 ist oder fallsE = 1 ist und

J mod 19> 10, wird E um eins erbht. Der (berechnete) Vollmond ist
dannFE Tage vor dem 19. April, und Ostern wird weiterhin am darauf
folgenden Sonntag gefeiert.
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Das Jahy = 2009 liegtimh = 21. Jahrhundert und 20@9 14 mod 19.
Somit ist
173 63
= + - +|— - [—
E <14 11-14 [25] [4]> mod 30
=159 mod 30=9,

denn die letzte Regel findet hier offensichtlich keine Andumg. Der
rechnerische Vollmond ist also am 10. April. (Der &atkliche ist schon
am 9. April). Der 10. April 2009 ist ein Freitag; also ist Ost2009 am
12. April.

85: Eine kryptographische Anwendung

Beim RSA-Verfahren &hlt man denoffentlichen Exponenter oft
ziemlich klein, z.B.e = 3 odere = 2'® + 1. Dies hat den Vorteil,
dafl? zumindest die Versdldselung ziemlich schnell geht und man nur
zur Entschilisselung mit einem Exponenten in derdGenordnung des
Moduls arbeiten muf3.

Fur jemanden, der RSA hauptshlich fir elektronische Unterschriften
verwendet, wirde sich anbieten, stattdessen den privaten Exponénten
relativ klein zu wahlen. Dann &nnte er schnell viele Dokumente un-
terschreiben, und falls jeder Endgmfger nur eines davon bekomn#llf
dessen bherer Aufwand bei dddberpiifung nicht so sehr ins Gewicht.

Natiirlich kann man nichtl = 3 oderd = 2% + 1 wahlen: Der private
Exponent muf3 schlieRlich geheim sein und es darf nigiglich sein,
ihn durch Probieren zu erraten.

Andererseits geht man heute bei symmetrischen Kryptdvesfada-
von aus, dal3 ein Verfahren sicher ist, falls ein Gegner nsitghs
2128 Moglichkeiten durchprobieren muR, so dafhgige Verfahren wie
AES mit einer Scthilsselange von 128 Bit auskommen. Verglichen da-
mit erscheinen 2048 Bitif einen privaten Entsah$selungsexponenten
recht hoch.

Trotzdem &f3t sich hier nicht wesentlich sparen, denn ein Gegner kann
kurze private Exponenten nicht nur durch Ausprobierenitmesén,
sondern auch wesentlich schneller nach dem Kettenbrumfitdligus.



159 Zahlentheorie

Wir gehen aus von eineriffentlichen RSA-Sclilssel (V,e) sowie
dem zugebrigen privaten Exponenteh Dann gibt es bekanntlich ei-
ne natirliche Zahlk, so daRed — kp(IN) = 1 ist. Dies lbnnen wir

umschreiben als
e k 1

e(N) d  dp(N)
Falls d sehr viel kleiner ist algp(N) haben wir hier einen Bruch mit
dem grofRen Nennes(N) sehr gut angeihert durch einen Bruch mit
dem sehr viel kleineren Nennér Fur hinreichend kleineg ist das nur
moglich, wennk/d eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von
e/¢(N) ist.

Das mag zuachst harmlos erscheinen, denn die Sicherheit von RSA

beruht ja gerade darauf, dal3 niemand aul3er dem Inhaber idatepr
Schilsselsi die FaktorisierungV = pg und damit den Wert von

e(N)=(p-Dlg-1)=N—-(p+tg)+1
kennt. Dafir kennt aber jeder den Wert vaN, und wie die obige
Gleichung zeigt, liegt der recht nahe kgiV): Die Primzahlerp undg

sind schlieRlich nur von der 8Benordnung/N. Damit solltek /d auch
eine gute Approximationifr e/N liefern, und in der Tat ist

e k e e e k
N 4N p-De-D Go-De-D 4
< e(p—1)(qg—1) —epq . 1
ST Ne-De-1 | Tdp- D)

e(p+q—1) N 1

Np-1)@-1) dp-1@-1)
Falls dies kleiner ist als/2d?, muRk/d eine Konvergente der Ketten-
bruchentwicklung vore/N sein; umd zu berechnen, iissen wir also
nur so lange Konvergenten), /q,, bestimmen, bisifr einen der Nen-
ner g,, die Exponentiation mig,, modulo N invers ist zu der mit.
Falsche Kandidaten sollten dabei praktisch immer bereis kersten
Versuch erkannt werden.

Eine einfache Absditzung zeigt, dal3 die@rfp undq von etwa gleicher
GroRRe funktioniert, soferr hdchstens die Gfienordnung von etwa
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Vv/N hat; neuere, etwas aufwendigere Untersuchungen zeigBmmea

d auch nochiir d < N%2 rekonstruieren kann. Fachleute erwarten,
daf’ ndglicherweise sogar allé < v N unsicher sind.

Private Exponenten @issen also immer grol3 sein. Falls man von ei-
nem vorgegebenedffentlichen Exponenten ausgeht, ist das ffeali-
stischeV mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeitkt:f\or-
sicht ist nur geboten, wenn man mit dem privaten Exponerttates.
Daher verlangen auch die Vorschriften der Bundesnetzagetafl man
immer vomoffentlichen Exponenten ausgehen muf3, und erst daraus
einen privaten Exponenten berechnet.



