
Kapitel 5
Kettenbrüche

§1: Der Kettenbruchalgorithmus

Der EUKLID ische Algorithmus l̈aßt sich auch verwenden, um eine Zahl
durch Br̈uche zu approximieren. Beginnen wir der Einfachheit halber
mit einer rationalen Zahl� = nm mit n;m 2 N . Der erste Schritt des
EUKLID ischen Algorithmus dividiertn durchm:n : m = q0 Rest r1 =) � =

nm = q0 +

r1m .

Fallsr1 6= 0 ist, wird im zweiten Schrittm durchr1 dividiert:m : r1 = q1 Rest r2 =) mr1
= q1 +

r2r1
=) � = q0 +

1q1 +

r2r1

.

Ist auch nochr2 von Null verschieden, wird sodannr1 durchr2 dividiert:r1 : r2 = q2 Rest r3 =) r1r2
= q2 +

r3r2
=) � = q0 +

1q1 +
1q2 +

r3r2

,

und so weiter. Die Konstruktion muß nach endlich vielen Schritten
abbrechen, denn die Folge der Resteri beim EUKLID ischen Algorithmus
ist monoton fallend und muß daher schließlich Null erreichen. Damit
ist� dargestellt als ein sogenannterKettenbruch.

Wir können die Konstruktion auch so formulieren, daß sie nur von der
Zahl � = nm abḧangt: Der Quotient bei der Division mit Rest vonn
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durchm ist q0 = [�], und der durchm dividierte Rest ist� � q0. Dies
führt zu folgender Formulierung des Algorithmus:

Setze zur Initialisierung0 = [�] und schreibe� = 0 + �1 mit 0� �1 < 1 .

Im i-ten Schritt,i � 1, bricht der Algorithmus ab, falls�i verschwindet;
andernfalls wirdi definiert als gr̈oßte ganze Zahl kleiner oder gleich
1=�i und�i+1 so, daß gilt

1�i = i + �i+1 .

Offensichtlich ist dann� = 0 + �0 = 0 +
11 + �1

= 0 +
11 +

12 + �2

= � � � = 0 +
11 +

12 +
1

...r�1 +
1r + �r

.

Da diese Darstellung sehr viel Platz verbraucht, verwendetman daf̈ur
oft auch die kompaktere Schreibweise� = [0; 1; : : : ; r;�r] .

Falls der Algorithmus mit�r = 0 abbricht, steht im untersten Bruch
naẗurlich nurr im Nenner, und wir schreiben den Kettenbruch kurz als
[0; 1; : : : ; r].
So, wie der Algorithmus formuliert ist, k̈onnen wir ihn aber auch auf
irrationale Zahlen� anwenden. Dann kann kein�r verschwinden, denn
sonst ḧatten wir ja eine Darstellung von� als rationale Zahl. Wir k̈onnen
aber nach demr-ten Schritt abbrechen und den Bruch betrachten, der
entsteht, wenn wir�r = 0 setzen. Diesen Bruch bezeichnen wir als dier-teKonvergenteder Kettenbruchentwicklung von�.
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Als Beispiel betrachten wir� =

p

2. Hier ist 0 =

�p

2

�

= 1 und�1 =

p

2� 1. Also ist

1�1
=

1p

2� 1
=

p

2 + 1

(

p

2� 1)(

p

2 + 1)
=

p

2 + 1 ,

d.h. 1 =

�

1 +

p

2

�

= 2 und�2 = 1 +

p

2� 2 =

p

2� 1 = �1. Damit
wiederholt sich ab jetzt alles, d.h.p

2 = 1 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 + � � �

.

In Analogie zu periodischen Dezimalbrüchen schreibt man dies auch
kurz in der Form p

2 = [1; 2; 2; 2; : : : ] = [1; 2] .

Die ersten Partialbrüche sindP0 = 1; P1 = 1 +
1
2

= 1;5; P2 = 1 +
1

2 +
1
2

=
7
5

= 1;4 ,

P3 = 1+
1

2 +
1

2 +
1
2

=
17
12

= 1;416 und P4 = 1+
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1
2

=
41
29

,

was ungef̈ahr gleich 1;4137931 ist. Die Fehler

p

2� Pn sind, gerundet
auf sechs Nachkommastellen, die Zahlen

0;414214; �0;085786; 0;014214; �0;002453 und 0;000420 ;

verglichen mit den kleinen Nenner 1; 2; 5; 12 und 29 haben wir also
erstaunlich gutëUbereinstimmungen, und im̈ubrigen ist auch die Ket-
tenbruchentwicklung erheblich regelmäßiger als die Dezimalbruchdar-
stellung von

p

2.
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Als zweites Beispiel betrachten wir� = �; hier erhalten wir zun̈achst0 = 3 und�1 = � � 3� 0;14159, sodann1 =

�

1� � 3

�

= 7 und �2 � 0;062513285 .

Im nächsten Schritt ist2 =

�

1�2

�

= 15 und�3 � 0;99659976. Weiter

geht es mit3 = 1, 4 = 292,5 = 6 = 7 = 1, 8 = 2 und9 = 1. Ein
Muster ist weder erkennbar, noch ist eines bekannt.

Die Kettenbruchentwicklung von� ist somit� = [3; 7; 15; 1; 292; 1; 1; 1; 2; 1; : : : ] .

Die ersten Partialbrüche und ihre Differenzen von� sind

3 3
1
7

3
15
106

3
16
113

3
4687
33102

0;14 �0;0013 8;3 � 10�5 �2;7 � 10�7 5;8 � 10�10

Auch hier haben wir wieder, verglichen mit der Größe des Nenners,
exzellente Approximationseigenschaften.

§2: Geometrische Formulierung

Wir wollen uns zun̈achstüberlegen, daß die Konvergenten der Ket-
tenbruchentwicklung einer irrationalen Zahl stets die beivorgegebener
Größenordnung des Nenners bestmögliche rationale Approximation die-
ser Zahl liefern.

Dazu betrachten wir (im wesentlichen nach dem Ansatz von HAROLD

STARK in seinem BuchAn Introduction to Number Theory,MIT Press,
1978) das Problem der rationalen Approximation von der geometrischen
Seite: Zur reellen Zahl� > 0 haben wir die Geradey = �x durch
den Nullpunkt, und offensichtlich ist� genau dann rational, wenn auf
dieser Geraden außer dem Nullpunkt noch ein weiterer Punkt (q; p) mit
ganzzahligen Koordinaten liegt. Rationale Approximationen erhalten
wir durch Punkte (q; p) 2 Z � Z, die in der N̈ahe der Geraden liegen.
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(Die Reihenfolge der Koordinaten mag auf den ersten Blick verwun-
dern; wir interessieren uns jedoch in erster Linie für die Steigung des
Ortsvektors zum Punkt (q; p), und die ist der Bruchp=q.)
Die folgende Konstruktion liefert solche PunktePn. Sie liegen f̈ur ge-
raden stets unterhalb der Geradeny = �x und für ungeradesn dar̈uber.

Wir starten mitP�2 = (1; 0) undP�1 = (0; 1).

Zu zwei PunktenP = (q; p) undP 0 = (q0; p0), die auf verschiedenen
Seiten der Geraden liegen, gibt es stets eine nichtnegativeganze Zahl 2 N 0, so daßP + P 0 entweder auf der Geraden liegt oder aber auf
derselben Seite wieP , währendP +(+1)P 0 auf der anderen Seite liegt.

Liegt nämlich beispielsweiseP unterhalb der Geraden, so istp=q < �,
alsop� �q < 0. Für den oberhalb der Geraden liegenden PunktP 0 ist
entsprechendp0 � �q0 > 0. Damit ist klar, daß =

����� p� �qp0 � �q0 �����

das Verlangte leistet. Man̈uberlegt sich leicht, daß diese Formel auch
gilt, wennP oberhalb undP 0 unterhalb der Geraden liegt.

Zähler und Nenner des obigen Bruchs lassen sich einfach geometrisch
interpretieren: (q; �q) hat dieselbex-Koordinate wieP = (q; p) und
liegt auf der Geradeny = �x; daher istp��q der (gerichtete) vertikale
Abstand vonP zur Geraden undp0 � �q0 entsprechend der vonP 0.
Ausgehend vonP = P�2 = (1; 0) undP 0 = P�1 = (0; 1) definieren wir
nun die PunktePn für n � 0 mit dem gerade konstruierten = n aus
ihren beiden Vorg̈angern rekursiv alsPn = Pn�2 + nPn�1 .

Dann liegtPn auf derselben Seite der Geraden wiePn�2, für geradesn
also unterhalb und für ungerades oberhalb – es sei denn, irgendwann
einmal liegt einPn auf der Geraden. In diesem Fall ist� rational und
wir brechen die Konstruktion ab. Für irrationales� erhalten wir eine
unendliche Folge von PunktenPn.
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Bezeichnen wir mitdn = pn � �qn den gerichteten vertikalen Abstand
des PunktesPn = (qn; pn) von der Geradeny = �x, so ist nach obiger
Formel n =

�����dn�2dn�1

����� .

Daher verschwindetn genau dann, wenn

��dn�2

�� < ��dn�1
�� ist.

Ist dagegen

��dn�1

�� < ��dn�2

��, so istn � 1, und daPn = Pn�2+nPn�1
auf derselben Seite der Geraden liegt wiePn�2, ist auchdn = dn�2 + ndn�1 = dn�2 +

�����dn�2dn�1

����� dn�1

= dn�1

������dn�2dn�1

����� +
dn�2dn�1

�
betragsm̈aßig kleiner alsdn�1. (Man beachte, daßdn�1 unddn�2 ver-
schiedene Vorzeichen haben!) Falls daher für einen Indexn der Abstand
vonPn�1 zur Geradeny = �x kleiner ist als der vonPn�2, gilt dasselbe
auch f̈ur alle folgenden Indizes, und ab dem Indexn sind allei � 1.

Die ersten beiden Abstände sindd�2 = �� undd�1 = 1; es ḧangt von�

ab, welche der beiden Zahlen den größeren Betrag hat.

Der n̈achste Punkt istP0 = (1; 0) mit 0 = [�], also istd0 = [�] � �,
und der Betrag davon ist kleiner alsd�1 = 1. Somit ist f̈ur allen � 1
der Koeffizientn von Null verschieden undjdnj < ��dn�1

��.
Aus den Beziehungenpn = pn�2 + npn�1 und qn = qn�2 + nqn�1
sehen wir daher, daß die Folge derqn wie auch derpn für n � 1 strikt
monoton ansteigt, ẅahrend die Folge der Differenzen������ pnqn ���� =

jdnjqn

strikt monoton f̈allt. Die Brüche pn=qn geben also immer bessere
Annäherungen an�.

Wir können die obigen Rekursionsformeln zusammenfassen zur Matrix-
gleichung � pn qnpn�1 qn�1

�

=

� n 1
1 0

�� pn�1 qn�1pn�2 qn�2

�

;
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wenden wir darauf den Multiplikationssatz für Determinanten an, erhal-
ten wir die Formelpnqn�1 � qnpn�1 = �(pn�1qn�2 � qn�1pn�2) .

Fürn = 0 istp�1q�2�q�1p�2 = 0�0�1�1 =�1; daraus folgt induktiv
die Formelpnqn�1� qnpn�1 = (�1)n�1. Insbesondere sind die Zahlenpn undqn stets teilerfremd,pn=qn ist also ein gek̈urzter Bruch.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, daß die Folge dieser Brüche
gegen� konvergiert. DaPn und Pn+1 auf verschiedenen Seiten der
Geradeny = �x liegen, ist f̈ur n � 0������ pnqn ���� � ����pn+1qn+1

� pnqn ���� =

����pn+1qn � qn+1pnqnqn+1

����

=
1qnqn+1

=
1qn(qn�1 + n+1qn)

� 1q2n .

Da die Folge derqn strikt monoton ansteigt, konvergiert die Folge derpn=qn somit gegen�, und dies sogar extrem gut: Istp=q eine rationale
Approximation einer irrationalen Zahl�, so kann der Fehler im allge-
meinen bis zu 1=2q betragen; hier ist er ḧochstens 1=q2 und tats̈achlich
wohl, da wir recht grob abgeschätzt haben, meist deutlich kleiner. Wie
wir gleich sehen werden, muß umgekehrtp=q eine Konvergente der
Kettenbruchentwicklung von� sein, wennj�� p=qj < 1=2q2 ist.

Zuvor sollten wir uns aber nocḧuberlegen, daß die hier betrachteten
Brüchepn=qn tats̈achlich die Konvergenten der inx1 definierten Ket-
tenbruchentwicklung sind und daß die hier betrachteten Zahlen i mit
denenübereinstimmen, die der Kettenbruchalgorithmus liefert.

Dazu setzen wir �n =

����dn�1dn�2

���� = �dn�1dn�2
;

zumindest f̈ur n � 1 ist dann�n < 1. Wegenn =

���dn�2=dn�1

���
ist dannn = [1=�n]. Division der Beziehungdn = dn�2 + ndd�1
durchdn�1 führt aufdndn�1

=

dn�2dn�1
+ n oder ��n+1 = � 1�n + n oder

1�n = n +�n+1 ;
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was zusammen mitn = [1=�n] und dem Induktionsanfang� = 0 +�1
genau auf die zu Beginn des Abschnitts konstruierten Folgender n
und�n führt.

Für sp̈atere Anwendungen wollen wir noch eine Formel herleiten, wie
sich � aus�n sowie den Konvergentenpn�1=qn�1 und pn�2=qn�2
berechnet l̈aßt: Nach Definition ist�n = �dn�1dn�2

= �pn�1 � �qn�1pn�2 � �qn�2
.

Damit ist�n(�qn�2 � pn�2) = pn�1 � �qn�1, was durch Umordnung
der Terme auf�(�nqn�2 + �qn�1) = �npn�2 + pn�1 führt. Also ist� =

�npn�2 + pn�1�nqn�2 + qn�1
.

§3: Optimale Approximation

Nach den Vorbereitungen im letzten Paragraphen können wir nun bewei-
sen, daß Kettenbrüche in der Tat bestm̈ogliche Approximationen geben:
Ist r=s irgendein Bruch, dessen Nenners zwischen den Nennernqn�1
und qn zweier Konvergenten der Kettenbruchentwicklung liegt, soistpn�1=qn�1 eine bessere Approximation alsr=s:
Lemma: pn=qn seien die Konvergenten der Kettenbruchentwicklung
einer reellen Zahl�. Falls� irrational ist oder rational mit einem Nenner
echt gr̈oßerqn, n � 2, so ist f̈ur jede rationale Zahlr=s mit s � qn undr=s =2 fpn�1=qn�1; pn=qng����� rs ��� > ������ pn�1qn�1

���� .

Beweis:Wir betrachten die PunktePn�1 = (qn�1; pn�1), Pn = (qn; pn)
undR = (s; r). Es gen̈ugt zu zeigen, daß der vertikale Abstand vonPn�1
zur Geradeny = �x einen kleineren Betrag hat als der vonR.

Wir schreibenR als ganzzahlige LinearkombinationR = kPn�1 + `Pn

der PunktePn�1 undPn. Das ist m̈oglich, denn die Determinante des
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linearen Gleichungssystems� pn�1 pnqn�1 qn �� k` � =

� rs�

ist, wie wir oben gesehen haben, gleich (�1)n�1; wenn wir es nach
der CRAMERschen Regel lösen, erhalten wir also eine ganzzahlige
Lösung (k; l).
Für das Folgende wollen wir uns auf den Fallpn�1=qn�1 < � < pn=qn

beschr̈anken; der Fallpn�1=qn�1 > � > pn=qn geht v̈ollig analog.

Wir betrachten die Geradeng durchkPn�1 mit Steigungsvektor

��!OPn;
nach unserer Annahme ist ihre Steigung somit größer als�.

O Pn�1

PnR

�kPn�1

�Pn�1

gS y=�x

Im Fallk < 0 liegt der PunktkPn�1
und damit die ganze Geradeg zu-
mindest ab dem PunktkPn�1 ober-
halb der Geradeny = �x, und we-
gen der gr̈oßeren Steigung vong

steigt der Abstand zwischen den
beiden Geraden mit wachsendemx.
Wir können den Abstand vonR zur
Geradeny = �x daher nach unten
abscḧatzen durch den Abstand des
SchnittpunktsS von g mit der y-
Achse. Dessen Abstand wiederum
können wir nach unten abschätzen,

indem wirk = �1 setzen, denn in diesem Fall ist der Abstand vong zur
Geradeny = �x am kleinsten. Der Punkt�Pn�1 hat (betragsm̈aßig)
denselben Abstand vony = �x wie Pn�1, und da die Abszissex = 0
vonS größer ist als die von�Pn, hat somitS einen gr̈oßeren Abstand
vony = �x alsPn�1. Im Fallk < 0 ist damit die Behauptung bewiesen.

Als nächstes betrachten wir den Fallk > 0. Dann muß` � 0 sein, denn
sonst ẅare diex-Koordinates = kqn�1 + `qn vonR größer alsqn. Der
PunktkPn�1 liegt unterhalb der Geradeny = �xund die Geradeg nähert
sich dieser mit steigender Abszisse immer mehr an. Da der Punkt R
entweder dieselbe Abszisse wiekPn�1 hat oder eine kleinere, ist sein
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Abstand somit ḧochstens gleich dem vonkPn�1, der wiederum dask-
fache des Abstands vonPn�1 ist. Für k � 2 erhalten wir damit die
gewünschte strikte Ungleichung. Für k = 1 erhalten wir auch eine, denn
wegen der VoraussetzungR 6= Pn�1 muß dann` � 1 sein.

Bleibt noch der Fallk = 0. Dann istR = `Pn, wobei` 6= 1, daR 6= Pn.
Anderseits kann` auch nicht gr̈oßer als eins sein, denns � qn. Somit
kommt dieser Fall gar nicht vor.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, wann gute Approximationen
Konvergenten der Kettenbruchentwicklung sein müssen. Wir wissen
bereits, daß f̈ur die Konvergenten gilt������ pnqn ���� < 1q2n .

Dies charakterisiert die Konvergenten allerdings noch nicht: Betrachten
wir etwa die Kettenbruchentwicklung von� =

p

3. Der Algorithmus
liefert zun̈achst0 =

�p
3

�
= 1 und�1 =

p

3� 1. Der Kehrwert davon
ist

1p
3� 1

=

p
3 + 1
2

=) 1 = 1 und �2 =

p

3� 1
2

.

Der Kehrwert davon ist

2p
3� 1

=

p
3 + 1 =) 2 = 2 und �3 =

p

3� 1 = �1 .

Ab hier wiederholt sich also alles periodisch, d.h.p

3 = 1 +
1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

2 + � � �

= [1; 1; 2] .

Die ersten Konvergenten der Kettenbruchentwicklung sind

1; 2; 1
2
3

; 1
3
4

; 1
8
11

und 1
11
15

;
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da die Folge der Nenner monoton steigt, gibt es also keine Konvergente
mit Nenner sieben. Trotzdem ist����p3� 1

5
7

���� � 0;017765< 0;2 =
1
50

< 1
49

=
1
72

.

Dafür gilt aber

Satz: a) Eine irrationale Zahl� erfüllt f ür jedesn � 2 mindestens eine
der beiden Ungleichungen������ pn�1qn�1

���� < 1
2q2n�1

und

������ pnqn ���� < 1
2q2n .

b) Erfüllen zwei ganze Zahlenp; q die Ungleichung

������ pq ���� < 1
2q2

, so

ist

pq eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von�.

Beweis: a)Angenommen, beide Ungleichungen sind falsch. Nach Mul-
tiplikation mit qn�1 bzw.qn haben wir dann die beiden Relationen��qn�1�� pn�1

�� � 1
2qn�1

und jqn�� pnj � 1
2qn .

Wir nehmen f̈ur den Beweis wieder an, daßpn�1=qn�1 < � < pn=qn

ist; der umgekehrte Fall geht völlig analog.

Nach unserer Annahme liegt der PunktPn�1 = (qn�1; pn�1) unterhalb
der Geradeny = �x, undPn = (qn; pn) liegt dar̈uber.

Das Kreuzprodukt der Vektoren

����!OPn�1 und

��!OPn hat als Betrag
die Fl̈ache des davon aufgespannten Parallelogramms; das Dreieck
mit EckenO;Pn�1 und Pn ist halb so groß. Wegen der Beziehungpnqn�1 � qnpn�1 = (�1)n�1 ist die Fl̈ache dieses Dreiecks daher
gleich 1=2.

Als nächstes betrachten wir zu den PunktenPi = (qi; pi) ihre Projek-
tionenQi = (qi; �qi) in y-Richtung auf die Geradey = �x und die
Dreiecke4OPiQi. Nach Voraussetzung ist die Länge der SeitePiQi
für i = n�1 undi = nmindestens 1=2qi. Die darauf senkrecht stehende
Höhe istqi, also ist die Fl̈ache jedes der beiden Dreiecks mindestens 1=4.
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O Pn�1

Qn�1

PnQnS
y=�x

Ist S der Schnittpunkt der Gera-
den y = �x mit der Verbindungs-
strecke vonPn�1 undPn, so ist das
Dreieck 4OPn�1Pn die Vereini-
gung der Dreiecke4OPn�1Qn�1,4OPnQn und4Pn�1Qn�1S, mi-
nus dem Dreieck4SPnQn. Die
Dreiecke beiden4Pn�1Qn�1S und4SPnQn sind ähnlich, und da je-
de Konvergente eine bessere Appro-
ximation liefert als ihre Vorg̈anger,

ist das zweite dieser Dreiecke das kleinere. Daher ist die Fläche des
Dreiecks4OPn�1Pn größer als die Summe der Flächen der Dreiecke4OPn�1Qn�1 und4OPnQn, also gr̈oßer als 1=4 + 1=4 = 1=2. Dies
ist ein Widerspruch zur obigen direkten Berechnung dieser Fläche.

b) Wir können naẗurlich voraussetzen, daß der Bruchp=q gek̈urzt ist,
denn f̈ur jede nichtgek̈urzte Darstellung ist die Bedingung echt schärfer.

Da die Folge der Nennerqn strikt monoton ansteigt, gibt es genau einn,
so daßqn � q < qn+1 ist; wir müssen zeigen, daßp=q = pn=qn ist.
Andernfalls istpqn � qpn 6= 0, also – da dies eine ganze Zahl ist –jpqn � qpnj � 1. Setzen wirP = (q; p), so ist also die Fläche des
Dreiecks4OPPn mindestens gleich 1=2.

Seien wiederQ = (q; �q) und Qn = (qn; �qn) die Projektionen der
betrachteten Punkte auf die Geradey = �x. Die Länge der StreckePQ ist j�q � pj, was nach Voraussetzung kleiner als 1=2q ist. Nach
dem Lemma zu Beginn dieses Paragraphen ist die StreckePnQn kürzer
als PQ, also ebenfalls kleiner als 1=2q und damit erst recht kleiner
als 1=2qn. Somit haben beide Dreiecke4OPQ und4OPnQn Flächen,
die kleiner sind als 1=4.

Wir wollen uns überlegen, daß dann auch die Fläche des Dreiecks4OPPn kleiner als 1=2 sein muß, im Widerspruch zur obigen Rech-
nung. Die Geometrie ḧangt dabei stark davon ab, wie die PunkteP

undPn sowohl zueinander wie auch in Bezug auf die Geradey = �x

liegen.
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O

P
Q

PnQn
y=�x Betrachten wir als erstes den Fall,

daß pn=qn zwischen� und p=q

liegt. Dann liegt der PunktPn im
Innern des Dreiecks4OPQ, also
ist das gesamte Dreieck4OPPn

im Dreieck4OPQ enthalten. Da
ersteres mindestens die Fläche 1=2
hat, letzteres aber weniger als 1=4,
kann dieser Fall offensichtlich nicht
vorkommen.

O

P
Q

Pn
QnS

y=�x

Als nächstes nehmen wir an,p=q

liege zwischen� undpn=qn. Dann
schneiden sich die StreckenPnQn

undOP in einem PunktS, und das
Dreieck 4OPPn ist die Vereini-
gung der beiden Dreiecke4OSPn

und 4SPPn. Zur Flächenberech-
nung gehen wir aus von der gemein-
samen KanteSPn; die darauf senk-
recht stehenden Ḧohen haben die
Längenqn und q � qn. Somit ist

die verdoppelte Fläche des gesamten Dreiecks4OPPn gleich��SPn�� � qn +

��SPn�� � (q � qn) =

��SPn�� � q � ��PnQn�� � q � ��PQ�� � q ,

denn daq zwischenqn und qn+1 liegt, kannPn nach obigem Lemma
keinen gr̈oßeren Abstand von der Geradeny = �x haben alsP . Rechts
steht aber die verdoppelte Fläche des Dreiecks4OPQ, von der wir
wissen, daß sie ḧochstens gleich 1=2 ist, so daß auch dieser Fall nicht
auftreten kann.

Bleibt noch der Fall, daß� zwischenp=q undpn=qn liegt, P undPn
also auf verschiedenen Seiten der Geradeny = �x liegen. Dann schnei-
det ihre VerbinungsstreckePPn diese Gerade in einem PunktS. Damit
sind wir in einerähnlichen Situation wie beim Beweis vona): Das
Dreieck4OPPn ist gleich dem Dreieck4OPnQn plus dem Drei-
eck4OPQ plus4SPnQn minus4SPQ. Die beiden letzteren Drei-
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O PnQn
PQS y=�x

ecke sind̈ahnlich, und daPQ nicht
kürzer sein kann alsPnQn ist das
subtrahierte Dreieck mindestens ge-
nauso groß wie4SPnQn. Somit ist
die Fl̈ache von4OPPn höchstens
gleich der Summe der Flächen von4OPQund4OPnQn, also kleiner
als 1=4 + 1=4 = 1=2. Damit haben
wir auch hier einen Widerspruch,
d.h.p=q muß gleichpn=qn sein.

§4: Kettenbrüche und Kalender

Schon in den̈altesten bekannten Kulturen richtete sich die Zeitrechnung
nach astronomischen Gesetzmäßigkeiten: dem Umlauf der Erde um die
Sonne, dem Umlauf des Mondes um die Erde sowie der Drehung der
Erde um sich selbst.

Der Tag als Zeiteinheit ist ein so selbstverständlicher Teil unseres Le-
bensrhythmus, daß er als Zeiteinheit nie zur Debatte stand.Ebenso
selbstversẗandlich war, daß als Tag nicht die Dauer einer vollen Dre-
hung der Erde um ihre Achse genommen wurde, sondern der etwa vier
Minuten l̈angere Zeitraum, bis sie der Sonne wieder dieselbe Stelle
zuwendet.

Als nächstgr̈oßere Einheit f̈uhrten wahrscheinlich die Babylonier die
Woche ein; ob sie sich dabei vom ungefähren Abstand zwischen zwei
Mondphasen leiten ließen, ist unbekannt; vielleicht wurdedie Dauer von
sieben Tagen auch einfach deshalb gewählt, weil die Sieben als heilige
Zahl galt.

Definitiv vom Mond abgeleitet ist der Monat. Dieser dreht sich bekannt-
lich um die Erde; die Zeit f̈ur einen vollsẗandigen Umlauf beträgt un-
gef̈ahr 27,3 Tage. Dieser sogenanntesiderischeMonat spielt allerdings
für die Kalenderrechnung keine Rolle; für die Zeitbestimmung wurden
seit Alters her die gut und einfach zu beobachtenden Mondphasen ver-
wendet. Da der Mond nicht selbst leuchtet, sondern das Sonnenlicht
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reflektiert, ḧangen diese ab vom Winkelabstand zwischen Sonne und
Mond; für den Kalender relevant ist daher der sogenanntesynodische
Monat von 29,53 Tagen, nach dem sich dieser Winkelabstand wieder-
holt. (Der tats̈achliche Abstand zwischen zwei Neumonden ist wegen der
komplizierten Mondbewegung keine Konstante; erst im Mittel kommt
man auf den synodischen Monat.)

Da 29,53 keine ganze Zahl ist, lassen sich Monate nicht einfach als eine
feste Anzahl von Tagen definieren sondern müssen in einem lunaren
Kalender mal 29, mal 30 Tage haben.

Einer der einfachsten und zugleich einer der jüngsten dieser Kalender ist
der islamische: Sobald mindestens zwei vertrauenswürdige Männer den
neuen Mond gesehen haben, beginnt ein neuer Monat, bei bewölktem
Himmel unabḧangig davon dreißig Tage nach dem letzten Monatsan-
fang. Alle zẅolf Monate beginnt ein neues Jahr.

Es ist klar, daß bei einer solchen Festlegung die Länge der Monate
sowohl innerhalb eines Jahres als auch von Jahr zu Jahr schwankt, au-
ßerdem sind die Jahre nicht synchron zum Umlauf der Erde um die
Sonne. Da der Kalender auf der arabischen Halbinsel entstand, wo Jah-
reszeiten keine Rolle spielen und auch die Landwirtschaft das ganze Jahr
über konstante Bedingungen vorfindet, ist letzteres dort kein Nachteil.

Für Regionen mit ausgeprägten Jahreszeiten oder jährlich wiederkeh-
renden Ereignissen ist die Synchronisation des Kalenders mit der Sonne
wichtiger als die mit dem Mond. Das wohlälteste Beispiel eines reinen
Sonnenjahrs bietet derägyptische Kalender. Da die für die Landwirt-
schaft fundamentalen jährlichen Nil̈uberschwemmungen ungefähr mit
der ersten Sichtung des Sterns Siriusübereinstimmten, wurde dieses
Ereignis als Beginn des neuen Jahrs genommen. Dies ist das sogenannte
siderischeJahr mit einer L̈ange von 365,256 Tagen. Obwohl dieÄgyp-
ter wußten, daß diese Länge ungef̈ahr 3651

4 Tage betr̈agt, legten Sie
doch fest, daß jedes Jahr genau 365 Tage haben sollte, verteilt auf zwölf
Monate zu jeweils dreißig Tagen sowie fünf Zusatztagen.

Ein Jahr, das wirklich synchron zu den Jahreszeiten ist, sollte allerdings
nicht anhand des Fixsternhimmels definiert werden, sondernanhand jah-
reszeitlicher Pḧanomene wie beispielsweise der Tag- und Nachtgleiche
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oder dem Durchgang der Sonne durch den Frühlingspunkt. Das ist (im
Mittel) das sogenanntetropischeJahr mit einer L̈ange von 356,2422
Tagen. Der Unterschied zum siderischen Jahr ist zwar gering, aber – wie
wir gleich sehen werden – trotzdem relevant.

Viel bedeutender als dieser Unterschied war aber zunächst einmal die
Tatsache, daß ein Jahr mit exakt 365 Tagen natürlich im Laufe der Jahr-
hunderte zu einem Verlust der Synchronisation des Kalenders mit den
Jahreszeiten führt. Aus diesem Grund beauftragte GAIUS JULIUS CAESAR

(100–44) den alexandrinischen Astronomen SOSIGENESmit einer Kalen-
derreform, die die damit verbundene Verschiebung des Jahresanfang (die
sich in nur 120 Jahren auf einen Monat summiert) kompensieren soll-
te. Das Ergebnis, derJulianischer Kalenderwurde offiziell eingef̈uhrt
zum 1. Januar des Jahres 709ab urbe condita,d.h. nach Gr̈undung der
Stadt Rom. In unserer heutigen Zeitrechnung handelt es sichdabei um
das Jahr 45 v.Chr. Die Monatsnamen und -längen des Julianischen Ka-
lenders sind die heute noch gebräuchlichen. Er unterscheidet sich vom
klassischen̈agyptischen Kalender durch die zusätzliche Regel, daß in
jedem vierten Jahr ein Schalttag eingeführt wird, der 29. Februar.

Dabei blieb es bis ins sechzehnte Jahrhundert. Bis dahin hatte das astro-
nomisch etwas zu lange Julianische Jahr zu einer Verschiebung beispiels-
weise der Fr̈uhjahrssonnenwende um rund elf Tage geführt. Um dies
zu korrigieren, setzte Papst GREGORXIII (U GO BONCOMPAGNI, 1502–
1585, Papst ab 1572) eine Kommission ein, auf Grund von derenEmp-
fehlungen in den Jahren, die durch hundert aber nicht durch vierhundert
teilbar sind, auf den Schalttag verzichtet wird. DieserGregorianische
Kalendertrat in den katholischen L̈andern am Freitag, dem 15. Oktober
1582 in Kraft; um die bis dahin akkumulierten Fehler des Julianischen
Kalenders zu kompensieren, folgte dieser Tag auf den noch Julianischen
Donnerstag, den 4. Oktober 1582. In nichtkatholischen Ländern galt
der Julianische Kalender noch länger, wurde aber schließlich (mit den
verschiedensten̈Ubergangsregeln)̈uberall durch den Gregorianischen
ersetzt – zuletzt 1927 in der Türkei.

Um die Neuerung des Gregorianischen Kalenders zu verstehen, betrach-
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ten wir die Kettenbruchentwicklung von 365,2422; sie ist

[365; 4; 7; 1; 3; 4; 1; 1; 1; 2]

und hat die Konvergenten

365; 365
1
4

; 365
7
29

; 365
8
33

; 365
31
128

; 365
132
545

; : : : .

Der Julianische Kalender verwendet die einfach zu realisierende Kon-
vergente 36514 . Unter den folgenden Konvergenten finden wir keine
mit einem Nenner, der sich gut für eine einfache Kalenderregel eignen
würde. Am ehesten kommt vielleicht noch der Nenner 33 in Frage, da
er ungef̈ahr ein Drittel von hundert ist. Arbeitet man mit der Appro-
ximation 3658

33, so sollten unter 33 Jahren acht Schaltjahre sein, also
24 pro 99 Jahre. Nimmt man stattdessen 24 Schaltjahre pro Jahrhun-
dert, was der Regel entspricht, daß durch hundert teilbarenJahrekeine
Schaltjahre sind, so sorgt der Unterschied zwischen 99 und 100 daf̈ur,
daß nach jeweils 400 Jahren eine Vierjahresperiode fehlt. Auch diese hat
Anspruch auf ein Schaltjahr, daher die Gregorianische Regel, daß durch
hundert teilbare JahrekeineSchaltjahre sind, es sei denn, die Jahreszahl
sei sogar durch vierhundert teilbar. Innerhalb einer jedenPeriode von
400 Jahren gibt es also 100� 3 = 97 Schaltjahre; das Gregorianische
Jahr hat somit eine L̈ange von 36597

400 Tagen, eine praktikable Zahl in
der N̈ahe der Konvergente 365833.

Beginnen wir mit dem einfachsten Problem, den Wochentagen,und
überlegen wir uns, auf welchen Wochentag derT -te Tag desM -ten
Monats im JahrJ fällt.

Alle Wochen haben exakt sieben Tage, die Jahre haben nach einer re-
lativ klaren Regel 365 oder 366 Tage; es ist daher relativ einfach, den
Wochentag f̈ur deni-ten Tag des Jahres zu berechnen, sofern man ihn
für irgendeneinen anderen Tag dieses Jahres kennt: er hängt innerhalb
eines Jahres schließlich nur ab voni mod 7.

Um auch die Abḧangigkeit vom Jahr noch zu berücksichtigen, ist es am
einfachsten, die Tage nicht vom 1. Januar des jeweils betrachteten Jahres
aus zu z̈ahlen, sondern ab irgendeinem festen Datum. Historisch sinnvoll
wäre hier beispielsweise das Datum der Einführung des Gregorianischen
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Kalenders; da hier aber Jahr, Monat und Tag

”
krumme“ Zahlen sind,

würde dies zu unn̈otig komplizierten mathematischen Formeln mit zu
vielen willkürlich erscheinenden Konstanten führen.

Für die Mathematik ist es unerheblich, ob zum fiktiven Anfangspunkt
bereits der Gregorianische Kalender in Gebrauch war oder nicht; wir
können daher beispielsweise ausgehen von einem 1. Januar eines fiktiven
Jahres Null. (Die Z̈ahlung der Jahre ab Christi Geburt wurde im sechsten
Jahrhundert initiiert von DIONYSIUSEXIGUUS, der allerdings ein falsches
Geburtsjahr 1 berechnete, auf das wir uns heute noch beziehen. Jahre
davor interessierten ihn nicht; der erste der auch Jahre zuvor in Bezug
auf Christi Geburt datierte, war wohl der angelsächsische Theologe
und Historiker BEDA VENERABILIS ( 673–735), der – da er keine Null
kannte – das Jahr vor dem Jahr einsnachChristus als einsvor Christus
bezeichnete.)

Wenn wir dem fiktiven 1. Januar 0 die Nummer eins geben, können
wir die Nummer des 31. Dezembers des JahresJ � 1 folgendermaßen
berechnen: Bis dahin sindJ � 1 Jahre verflossen, von denen jedes
mindestens 365 Tage hatte; damit kommen schon einmal 365(J�1) Tage
zusammen. Was noch fehlt sind die Schalttage: Im Julianischen Kalender
hätte es davon [(J � 1)=4] gegeben, im Gregorianischen sind aber die
durch 100, nicht aber durch 400 teilbaren Jahre keine Schaltjahre, also
müssen wir [(J � 1)=100]� [(J � 1)=400] subtrahieren. Deri-te Tag
des JahresJ hat somit die Nummer

365(J � 1) + [(J � 1)=4]� [(J � 1)=100] + [(J � 1)=400] +i .

Um den zugeḧorigen Wochentag zu finden, müssen wir nun nur noch
den Wochentag des Tags Nummer eins bestimmen. Dazu können wir
von irgendeinem bekannten Datum ausgehen: Donnerstag, der2. April
2009 ist der (31 + 28 + 31 + 2) = 92-te Tag des Jahres 2009, hat also die
Nummer

365� 2009 + 502� 20 + 5 + 92 = 733 499 .

Diese Zahl ist kongruent vier modulo sieben; somit war Tag eins ein
Montag. Geben wir den Wochentagen, wie es die DIN- und ISO-Normen
vorsehen, von Montag ausgehend die Nummern eins bis sieben,so f̈allt
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der Tag mit Nummeri also auf den Wochentag mit Nummeri mod 7,
wobei die Null dem normgem̈aß mit 7 bezeichneten Sonntag entspricht.

Um den Wochentag zu einem vorgegebene Datum bestimmen zu
können, m̈ussen wir nun nur noch berechnen, der wievielte Tag des
Jahres derT -te Tag desM -ten Monats ist. Eine sehr einfache Methode
besteht darin, daß wir zählen, wie viele Tage vor dem Ersten des jewei-
ligen Monats bereits vergangen sind. Dabei müssen wir naẗurlich zwi-
schen Schaltjahren und gewöhnlichen Jahren unterscheiden: Für letztere
seien diestM Tage, f̈ur erstesM . Dann haben wir folgende Tabelle:M = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12tM = 0 31 59 90 120 151 181 212 243 273 304 334sM = 0 31 60 91 121 152 182 213 244 274 305 335

Dann f̈allt derT -te Tag desM -ten Monats des JahrsJ auf den Wochen-
tag mit der Nummer

365(J � 1) + [(J � 1)=4]� [(J � 1)=100] + [(J � 1)=400] +tM + T

modulo sieben fallsJ kein Schaltjahr ist; andernfalls mußtM durchsM

ersetzt werden. Da es uns nur auf Restklassen modulo sieben ankommt,
kann der Faktor 365 auch weggelassen werden: 365 = 52� 7 + 1. Auch
gen̈ugt es naẗurlich, die ZahlentM odersM modulo 7 einzusetzen. Die
entsprechenden Zahlen sindM = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12tM mod 7 = 0 3 3 6 1 4 6 2 5 0 3 5sM mod 7 = 1 4 4 0 2 5 0 3 6 1 4 6

Scḧoner ẅare es freilich, wenn wir eine Formel hätten, die ohne Werteta-
belle auskommt. Um eine solche zu finden, ignorieren wir zunächst ein-
mal die historiscḧuberkommenen Monatslängen und tun so, als könnte
ein Mathematiker am grünen Tisch festlegen, wie er 365 Tage auf zwölf
Monate verteilt.

Für ihn wäre die am wenigsten irreguläre Verteilung der Monatslängen
wohl die, bei der Tagi eines Jahres mitN Tagen genau dann imk-ten
Monat liegt, wenn gilt

(k � 1)N

12

< i � kN

12
oder k � 1 < 12iN � k ,
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d.h.k ist die kleinste ganze Zahl größer oder gleich 12i=N . Für ein Jahr
mit N = 365 Tagen ẅurde dies auf die Monatslängen

30; 30; 31; 30; 31; 30; 30; 31; 30; 31; 30; 31

führen, in einem Schaltjahr mitN = 366 ḧatten alle ungeraden Monate
dreißig und alle geraden Monate 31 Tage. Ein Februar mit 28 oder
29 Tagen kann bei einer derartigen Strategie natürlich nie vorkommen.

Trotzdem l̈aßt sich auch unser chaotisches Monatssystem fast auf eine
solche Formel bringen: Nehmen wir an, wir hätten ein Jahr mit 367
Tagen und zẅolf Monaten. Dann liefert uns die obige Vorgehensweise
Monate der L̈angen

30; 31; 30; 31; 30; 31; 31; 30; 31; 30; 31; 31 ,

wir haben also wie im wirklichen Kalender an zwei Stellen aufeinan-
derfolgende Monate mit 31 Tagen. Im Kalender sind dies Juli/August
und Dezember/Januar, hier sind es die Monate 6 und 7 sowie 11 und 12.
Wenn wir zyklisch um eine Position verschieben, so daß die hintere 31
an der ersten Stelle steht, stimmen die beiden Positionenüberein, und
abgesehen vom Februar, der hier dreißig Tage hat, haben wir genau die
Folge der Monatslängen.

(Kurioserweise gab es 1712 in Schweden sogar ein Jahr mit 367Tagen
und einem 30. Februar: 1699 wurde beschlossen, langsam zum Gre-
gorianischen Kalender̈uberzugehen und dazu als erstes den Schalttag
1700 zu streichen. Danach wurde der Beschluß aufgegeben, und um
wieder synchron zum Julianischen Kalender zu werden, gab es1712
einen 30. Februar als zweiten Schalttag. 1753 wurde der Gregorianische
Kalender dann endgültig und abrupt eingeführt.)

Die Anzahl der Tage vor dem Ersten desM -ten Monats ẅare in unserem
hypothetischen Kalender einfach gleich [367M=12]; durch die zyklische
Verschiebung wird diese Formel freilich zerstört. Sie kann aber gerettet
werden durch eine Verschiebung im Zähler: Wie explizites Nachrechnen
zeigt, sind in einem Jahr mit 367 Tagen, in dem der Februar dreißig Tage
hat, vor dem Ersten desM -ten Monats gleich [(367M � 362)=12] Tage
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vergangen. Somit ist für unseren realen KalendertM =

��

367M�362
12

�

fürM � 2�

367M�362
12

�� 2 fürM � 3
und

sM =

��

367M�362
12

�

fürM � 2�

367M�362
12

�� 1 fürM � 3
.

Der Wochentag desT -ten Tags imM -ten Monat des JahrsJ ist somit

(J � 1) +

�J � 1
4

�� �J � 1
100

�

+

�J � 1
400

�

+

�

367M � 362
12

�

+ ÆM +T

modulo sieben mitÆM =

( 0 fallsM � 2�1 fallsM � 3 undJ Schaltjahr�2 fallsM � 3 undJ kein Schaltjahr
.

Diese Formel gilt selbstverständlich nur f̈ur Daten nach dem Grego-
rianischen Kalender; beiälteren Daten muß man zunächst wissen, auf
welchem Kalender und welchem Jahresanfang sie beruhen.

Als beispielsweise der amerikanische Naturwissenschaftler, Philosoph
und Politiker BENJAMIN FRANKLIN geboren wurde, zeigten die Kalender
in seiner Heimatstadt Boston den 6. Januar 1705. Massachusetts war zu
der Zeit noch britische Kolonie, und da Großbritannien den Gregoria-
nischen Kalender erst 1752 einführte, ist das ein Julianisches Datum.
Gregorianisch ist sein Geburtstag elf Tage später, d.h. am 17. Januar.
Allerdings handelt es sich dabei nicht um den 17. Januar 1705, sondern
um den des Jahres 1706: In Großbritannien begann das neue Jahr da-
mals n̈amlich nicht am ersten Januar, sondern am 25. März. Auf den 31.
Dezember 1705 folgte also der 1. Januar 1705 und auf den 24. März
1705 der 25. M̈arz 1706. Solche Besonderheiten bei der Interpretation
alter Datumsangaben gibt es viele; hier ist also Vorsicht geboten.

Mindestens genauso wichtig wie eine verbesserte Schaltjahrregel war
für Papst Gregor das Datum des Osterfests; auch darum sollte sich seine
Kommission k̈ummern. Damit kam nun plötzlich auch der Mond in den
Kalender, denn 325 beschloß das Konzil von Nicäa (bei Konstantinopel),
daß Ostern stets am ersten Sonntag nach dem ersten Vollmond am oder
nach der Fr̈uhlings-Tag-und-Nacht-Gleiche zu feiern sei. (Man beachte,
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daß das erstenach im Sinne eines >, das zweite im Sinne eines�
definiert ist. Der Grund f̈ur das > lag darin, daß so Ostern nur sehr selten
gleichzeitig mit dem j̈udischen Pascha-Fest begangen wird.)

Der erste Vollmond am oder nach der Frühlings-Tag-und-Nacht-Gleiche
nicht einfach nach einerähnlichen Regel wie der Monatsanfang im isla-
mischen Kalender bestimmt werden, also etwa dann, wenn ihn min-
destens zwei vertrauenswürdige Kardin̈ale gesehen haben, denn der
österliche Festkreis beginnt bereits siebzig Tage vor Ostern. Das Da-
tum mußte daher im Voraus berechnet werden. Der Mathematiker und
Informatiker DONALD E. KNUTH sagt in Abschnitt 1.3.2, Aufgabe 14
seinerArt of Computer Programming: There are many indications that
the sole important application of arithmetic in Europe during the Middle
Ages was the calculation of the Easter date, and so such algorithms are
historically significant.Schauen wir uns also an, wie Papst Gregor das
Osterdatum berechnen ließ.

Wir brauchen Informationen̈uber die Wochentage,über die Mondpha-
sen undüber die Tag-Nacht-Gleiche im Frühling. Letztere ist, da der
Gregorianische Kalender das tropische Jahr recht genau approximiert,
noch recht lange konstant am 21. März jedes Jahres; bei der bei der
Berechnung des Osterdatums geht man daher stets von diesem Tag aus.
Wie man Wochentage bestimmt, haben wir uns geradeüberlegt; bleibt
also noch das Problem mit den Mondphasen.

Die mittlere Zeitspanne zwischen zwei Neumonden, die synodische
Umlaufzeit des Mondes, beträgt etwa 29,5306 Tage; ein tropisches Jahr
mit seinen 365;2422 Tagen besteht also aus

365;2422 : 29;5306� 12;3679

solchen Zykeln. Die Kettenbruchentwicklung dieses Quotienten ist

[12; 2; 1; 2; 1; 1; 4; 1; 81]

mit Konvergenten

12; 12
1
3

; 12
3
8

; 12
4
11

; 12
7
19

; 12
32
87

; 12
39
106

; : : : .

Für einen Kalender, der sowohl mit der Sonne als auch mit dem Mond
synchronisiert ist, k̈onnte man also Jahre mit 12 und 13 Monaten kom-
binieren, wobei in erster N̈aherung jedes dritte Jahr 13 Monate hätte.
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Tats̈achlich war man im f̈unften vorchristlichen Jahrhundert bereits er-
heblich weiter: Der um 440 v.Chr. lebende Athener Mathematiker und
Astronomen METON verwendete die Konvergente mit Nenner 19. Ein
Metonischer Zyklus besteht besteht demnach aus 19 Jahren, darunter
zwölf Gemeinjahrenaus zẅolf Monaten und siebenSchaltjahrenaus
13 Monaten. Die Monate hatten teils 29, teils 30 Tage. Der darauf ba-
sierende Kalender wurde in Griechenland bis 46 v.Chr. verwendet. Die
Synchronisation zwischen Sonnen- und Mondzykeln ist fast perfekt:

19 � 365;2422 = 6939;6018 und 235� 29;5306 = 6939;691 ,

der Fehler pro Zyklus liegt also bei nur etwa zwei Stunden. Seit
Einführung des Gregorianischen Kalenders sind etwasüber 22 Metoni-
sche Zykeln vergangen; der akkumulierte Fehler liegt also noch unter
zwei Tagen.

Der Gregorianische Kalender geht deshalb bei der Bestimmung des
Osterdatums nicht von astronomischen Beobachtungen aus, sondern
von Metonischen Zykeln, allerdings mit einer Korrektur für den akku-
mulierten Fehler. Ebenfalls unberücksichtigt bleiben die Irregularitäten
der realen Mondbewegung; gerechnet wird mit einer Approximation der
mittlerenMondbewegung. Auf den ersten Blick seltsam erscheinen mag
auch die Tatsache, daß bei der Fehlerkorrektur mit derJulianischenJah-
resl̈ange von 36514 Tagen gerechnet wird; der Grund lag wohl vor allem
darin, daß Papst Gregor bisherige Praktiken nicht mehr als unbedingt
notwendigändern wollte.

Die wesentliche Gr̈oße, mit der die Mondphasen in unseren an der Son-
ne orientierten Kalender gebracht werden, ist der sogenannteEpakt.Mit
diesem Wort bezeichneten die Griechen die Anzahl der Tage, die an
Neujahr seit dem letzten Neumond des alten Jahres vergangenwaren.
Gem̈aß dem Metonischen Zyklus sollte diese Zahl sich alle 19 Jahre wie-
derholen; in der Kalenderrechnung wird daher die um eins vermehrte
Restklasse modulo 19 der Jahreszahl als die

”
Goldene Zahl“ bezeich-

net. (Die Addition der Eins kommt natürlich daher, daß zur Zeit ihrer
Einführung die Null in der europ̈aischen Mathematik noch nicht vor-
kam.)

Wenn jedes Jahr genau 365 Tage hätte, k̈onnten wir einfach mit den
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12� 29;5 = 354 Tagen eines Mondjahrs vergleichen und wüßten dann,
daß sich die Mondphase an einem festen Datum jedes Jahr um elfTage
verschiebt. AlsMondphasebezeichnen wir dabei die Anzahl von Tagen,
die seit dem letzten Neumond vergangen sind.

Eine der vielen Vereinfachungen in der Berechnung des Osterdatums
liegt darin, daß man innerhalb des aktuellen Metonischen Zyklus im
wesentlichen von dieser Formel ausgeht, die Schalttage also ignoriert.

Da die Schalttage Ende Februar eingeführt werden, wir uns aber für den
Vollmond am oder nach dem 21. M̈arz interessieren, sollten wir nicht
mit dem klassischen Epakt, der Mondphase des 1. Januar, rechnen: Sonst
gäbe es schließlich algorithmisch unangenehme Fallunterscheidungen
für die Schaltjahre. Aus Effizienzgründen bietet sich an, stattdessen mit
einemverschobenenEpakt zu rechnen, d.h. mit der Mondphase eines
geeigneten Datums, das näher bei Ostern liegt.

Die Länge eines lunaren Zyklus liegt bei ungefähr 29,5 Tagen; zum
einfacheren Rechnen sollten wir das zumindest für den einen Zyklus,
in den Ostern f̈allt, auf den ganzzahligen Wert 30 runden. Der erste
Vollmond nach dem 21. M̈arz ist dann der letzte Vollmond vor dem
19. April, und sein Abstand zum 19. April ist, wenn wir den Vollmond
als Tag mit Mondphase 14 betrachten, gleich dem Abstand des letzten
Neumonds vor dem 5. April zum 5. April, also die Mondphase des
5. Aprils. Somit bietet sich an, als verschobenen Epakt die Mondphase
des 5. Aprils zu nehmen. Gemäß unserer vereinfachenden Annahmen
sollte auch sie sich alle 19 Jahre wiederholen und sollte sich zumindest
innerhalb eines Metonischen Zyklus von Jahr zu Jahr modulo 30 um elf
verschieben.

Damit brauchen wir nur noch für ein Jahr des Metonischen Zyklus
den tats̈achlichen Wert der Mondphase des fünften Aprils kennen, um
den verschobenen Epakt allgemein berechnen zu können. Die vor der
Gregorianischen Reform gebräuchliche Formel berechnet ihn für das
JahrJ als E =

�

14 + 11� (J mod 19)

�

mod 30 .

Der erste Vollmond am oder nach dem 21. März lag somitE Tage vor
dem 19. April, und Ostern war der (echt) darauf folgende Sonntag. So
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wird Ostern noch heute in fast allen orthodoxen Kirchen berechnet; die
einzige Ausnahme ist die finnische.

Der Gregorianische Kalender modifiziert diese Formel durchdrei zus̈atz-
liche Terme: Zun̈achst ber̈ucksichtigt er, daß der Metonische Zyklus
nicht wirklich exakt ist, insbesondere dann nicht, wenn manmit dem
Julianischen Jahr arbeitet:

19 � 365;25 = 6939;750 und 235� 29;5306 = 6939;691 ;

hier betr̈agt die Differenz also 0;059 Tage pro Zyklus und

0;059� 100
19

� 0;31

Tage pro Jahrhundert. Die Gregorianische Osterformel approximiert
dies durch 8=25 = 0;32, addiert allerdings imh-ten Jahrhundert nicht
[8h=25], sondern

�

(5 + 8h)=25

�

. Diese Modifikation soll in erster Linie
dafür sorgen, daß Ostern möglichst selten mit dem jüdischen Paschafest
zusammenf̈allt. Für das Jahrhundert wird dabei die gleiche Konvention
benutzt wie f̈ur die Feier des Jahrtausendanfangs am 1. Januar 2000: Dash-te Jahrhundert beginnt mit dem Jahr 100(h�1), d.h.h = [J=100] + 1.

Da der Gregorianische Kalender bei der Korrektur der Metonischen Zy-
klen mit Julianischen Jahren arbeitet, am Ende aber ein Gregorianisches
Datum braucht, m̈ussen als n̈achstes die unterschiedlichen Anzahlen
von Schalttagen berücksichtigt werden, d.h. die

”
ausfallenden“ Schalt-

tage des Gregorianischen Kalenders müssen subtrahiert werden. Das
sind drei Sẗuck pro 400 Jahre, also wird [3h=4] subtrahiert. Dies erg̈abe
die neue FormelE =

�

14 + 11� (J mod 19)

�

+

�

5 + 8h

25

�� �

3h

4

��

mod 30 .

Tats̈achlich gibt es noch eine weitere Modifikation, die dafür sorgen
soll, daß die 19 Epakte eines Metonischen Zyklus alle verschieden sind
und E = 0 nicht auftritt: FallsE = 0 ist oder fallsE = 1 ist undJ mod 19> 10, wirdE um eins erḧoht. Der (berechnete) Vollmond ist
dannE Tage vor dem 19. April, und Ostern wird weiterhin am darauf
folgenden Sonntag gefeiert.
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Das JahrJ = 2009 liegt imh = 21. Jahrhundert und 2009� 14 mod 19.
Somit ist E =

�

14 + 11� 14 +

�

173
25

�� �

63
4

��
mod 30

= 159 mod 30 = 9 ,

denn die letzte Regel findet hier offensichtlich keine Anwendung. Der
rechnerische Vollmond ist also am 10. April. (Der tatsächliche ist schon
am 9. April). Der 10. April 2009 ist ein Freitag; also ist Ostern 2009 am
12. April.

§5: Eine kryptographische Anwendung

Beim RSA-Verfahren ẅahlt man denöffentlichen Exponentene oft
ziemlich klein, z.B.e = 3 odere = 216 + 1. Dies hat den Vorteil,
daß zumindest die Verschlüsselung ziemlich schnell geht und man nur
zur Entschl̈usselung mit einem Exponenten in der Größenordnung des
Moduls arbeiten muß.

Für jemanden, der RSA hauptsächlich f̈ur elektronische Unterschriften
verwendet, ẅurde sich anbieten, stattdessen den privaten Exponentend

relativ klein zu ẅahlen. Dann k̈onnte er schnell viele Dokumente un-
terschreiben, und falls jeder Empfänger nur eines davon bekommt, fällt
dessen ḧoherer Aufwand bei der̈Uberpr̈ufung nicht so sehr ins Gewicht.

Natürlich kann man nichtd = 3 oderd = 216 + 1 wählen: Der private
Exponent muß schließlich geheim sein und es darf nicht möglich sein,
ihn durch Probieren zu erraten.

Andererseits geht man heute bei symmetrischen Kryptoverfahren da-
von aus, daß ein Verfahren sicher ist, falls ein Gegner mindestens
2128 Möglichkeiten durchprobieren muß, so daß gängige Verfahren wie
AES mit einer Schl̈ussell̈ange von 128 Bit auskommen. Verglichen da-
mit erscheinen 2048 Bit für einen privaten Entschlüsselungsexponenten
recht hoch.

Trotzdem l̈aßt sich hier nicht wesentlich sparen, denn ein Gegner kann
kurze private Exponenten nicht nur durch Ausprobieren bestimmen,
sondern auch wesentlich schneller nach dem Kettenbruchalgorithmus.
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Wir gehen aus von einem̈offentlichen RSA-Schl̈ussel (N; e) sowie
dem zugeḧorigen privaten Exponentend. Dann gibt es bekanntlich ei-
ne naẗurliche Zahlk, so daßed � k'(N ) = 1 ist. Dies k̈onnen wir
umschreiben als e'(N )

� kd =
1d'(N )

.

Falls d sehr viel kleiner ist als'(N ) haben wir hier einen Bruch mit
dem großen Nenner'(N ) sehr gut angen̈ahert durch einen Bruch mit
dem sehr viel kleineren Nennerd. Für hinreichend kleinesd ist das nur
möglich, wennk=d eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung vone='(N ) ist.

Das mag zun̈achst harmlos erscheinen, denn die Sicherheit von RSA
beruht ja gerade darauf, daß niemand außer dem Inhaber des privaten
Schl̈usselsd die FaktorisierungN = pq und damit den Wert von'(N ) = (p� 1)(q � 1) =N � (p + q) + 1

kennt. Daf̈ur kennt aber jeder den Wert vonN , und wie die obige
Gleichung zeigt, liegt der recht nahe bei'(N ): Die Primzahlenp undq

sind schließlich nur von der Größenordnung

pN . Damit solltek=d auch
eine gute Approximation für e=N liefern, und in der Tat ist���� eN � kd ���� =

���� eN � e

(p� 1)(q � 1)
+

e

(p� 1)(q � 1)

� kd ����� ����e(p� 1)(q � 1)� epqN (p� 1)(q � 1)

���� +
1d(p� 1)(q � 1)

=

e(p + q � 1)N (p� 1)(q � 1)
+

1d(p� 1)(q � 1)
.

Falls dies kleiner ist als 1=2d2, mußk=d eine Konvergente der Ketten-
bruchentwicklung vone=N sein; umd zu berechnen, m̈ussen wir also
nur so lange Konvergentenpn=qn bestimmen, bis f̈ur einen der Nen-
ner qn die Exponentiation mitqn moduloN invers ist zu der mite.
Falsche Kandidaten sollten dabei praktisch immer bereits beim ersten
Versuch erkannt werden.

Eine einfache Abscḧatzung zeigt, daß dies für p undq von etwa gleicher
Größe funktioniert, sofernd höchstens die Größenordnung von etwa
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pN hat; neuere, etwas aufwendigere Untersuchungen zeigen, daß mand auch noch f̈ur d < N0;289 rekonstruieren kann. Fachleute erwarten,
daß m̈oglicherweise sogar alled < pN unsicher sind.

Private Exponenten m̈ussen also immer groß sein. Falls man von ei-
nem vorgegebenen̈offentlichen Exponenten ausgeht, ist das für reali-
stischeN mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit erfüllt; Vor-
sicht ist nur geboten, wenn man mit dem privaten Exponenten startet.
Daher verlangen auch die Vorschriften der Bundesnetzagentur, daß man
immer vomöffentlichen Exponentene ausgehen muß, und erst daraus
einen privaten Exponenten berechnet.


