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üß
te

n
w

ir
ei

nf
ac

h
so

la
ng

ed
ur

ch
zw

ei
kü
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fü
r

et
w

as
m

eh
rA

rb
ei

t.
Ic

h
m

öc
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üb
er

leg
en

,d
aß

� (0
)e

in
eg

an
ze

Z
ah

lis
t.

D
az

ur
ei

ch
te

sz
u

ze
ig

en
,d

aß
al

le
A

bl
ei

tu
ng

en
vo

n

	 (


 )a
n

de
rS

te
lle

N
ul

l
ga

nz
za

hl
ig

eW
er

te
an

ne
hm

en
.N

ac
h

de
r

bi
no

m
is

ch
en

Fo
rm

el
is

t

	 (


 )=


� (

� 
�

 )�

� !
=

1 � !

�'& (

=
0

� �*) �� �
( (


� )

( 
� +

( ;

di
e

+ -t
e

A
bl

ei
tu

ng
ve

rs
ch

w
in

de
ta

ls
o

fü
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üß

te
H

au
ch

6 Z
m

es
se

n;
es

so
ll

ab
er

au
ch

da
sG

an
ze

6 5

m
es

se
n,m

üß
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rö

ß
er

5 Z
di

e
Z

ah
le

nA
B

un
d

56

m
es

se
n;

5 Z
is

ta
ls

od
as

gr
öß
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üc
he

r.

W
en

nw
ir

ni
ch

tm
it

Z
irk

el
un

d
Li

ne
al

ar
be

ite
n,

so
nd

er
nr

ec
hn

en
,kö
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üb
rig

bl
ei

bt
ei

ne
S

tr
ec

ke
de

rL
än

ge

L .
E

U
K

LI
D

s
K

on
st

ru
kt

io
nw

ird
da

nn
zu

fo
lg

en
de

m
A

lg
or

ith
m

us
:

G
eg

eb
en

se
ie

nz
w

ei
na

ẗu
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É

Z
IR

IA
C

(1
58

1-
16

38
)v

er
br

ac
ht

ed
en

gr
öß
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É
Z

IR
IA

C
ha

tb
ew

ie
se

n,
da

ß
si

e
in

di
es

em
Fa

ll
au

ch
st

et
s

L
ös

un
ge

nh
at

;d
as

K
er

ns
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kö

n
n

e
nv

o
n

d
ie

se
m

Pa
a

r
in

n
e

rh
a

lb
e

in
e

sJ
a

h
re

sp
ro

d
u

zi
e

rtw
e

rd
e

n
,w

e
n

nm
a

na
n

n
im

m
t,d

a
ß

je
d

e
s

Pa
a

r
je

d
e

n
M

o
n

a
te

in
n

e
u

e
sP

a
a

r
lie

fe
rt

,d
a

s
vo

m
zw

e
ite

nM
o

n
a

tn
a

ch
se

in
e

rG
e

bu
rt

a
n

p
ro

d
u

kt
iv

is
t?

L
E

O
N

A
R

D
O

PI
S

A
N

O
(1

17
0–

12
50

)is
th

eu
te

vo
ra

lle
m

un
-

te
r

se
in

em
S

pi
tz

na
m

en
FI

B
O

N
A

C
C

I
be

ka
nn

t;g
el

eg
en

t-
lic

h
na

nn
te

er
si

ch
au

ch
B

IG
O

LL
O

,a
uf

D
eu

ts
ch

Tu
n

ic
h

t-
g

u
to

de
rR

e
is

e
n

d
e

r.
E

r
gi

ng
in

N
or

da
fr

ik
a

zu
r

S
ch

ul
e,

ka
m

ab
er

12
02

zu
rü
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fü

r
de

n
sc

hl
im

m
-

st
en

Fa
ll

ga
nz

gu
tl

eb
en

kö
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zä
hl

te
n

ch
in

es
is

ch
eG

en
er̈a

le
ih

re
T

ru
pp

en
,in

de
m

si
e

di
es

e
m

eh
rfa

ch
an

tr
et

en
lie

ß
en

in
R

ei
he

n
ve

rs
ch

ie
de

ne
rB

re
ite

n

Z 1

���
��
Z i un

d
je

de
sm

al
nu

rd
ie

A
nz

ah
l

� i de
rS

ol
da

te
ni

n
de

rl
et

zt
en

R
ei

he
zä
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r

al
le

) ;
da

di
e

Z ( pa
ar

w
ei

se
te

ile
rf

re
m

d
si

nd
,i

st


 

O so

m
it

du
rc

h
da

s
P

ro
du

kt
de

r

Z ( te
ilb

ar
,w

as
f ü
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fü

nf
S

ol
da

te
n.

B
ei

E
lfe

rr
ei

he
ns

in
d

es
ne

un
,b

ei
D

re
iz

eh
ne

rr
ei

-
he

n
se

ch
s.

D
a

10

� 11

� 13
=

14
30

gr
öß
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fü

rj
ed

e
Z

ah
lb

is
Ta

us
en

dd
ie

D
iv

is
io

ns
re

st
em

od
ul

o
9

� 10
un

d
13

be
re

ch
ne

nm
üs
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üs

se
na

ls
er

st
es

de
n

er
w

ei
te

rt
en

E
U

K
LI

D
is

ch
en

A
lg

or
ith

m
us

au
f

di
e

be
id

en
M

od
ul

n
17

un
d

19
an

w
en

de
n:

19
:

17
=

1
R

es
t2

=

b 2
=

19


 17
17

:2
=

8
R

es
t1

=

b 1
=

17


 8�

2
=

9

� 17


 8�

19

A
ls

o
is

t
9

� 17
=

15
3

r 0
m

od
17

un
d

r 1
m

od
19

;
au

ß
er

de
m

is
t


 8� 1
9

=


 152
du

rc
h

19
te

ilb
ar

un
d

r 1m
od

17
.D

ie
Z

ah
l


 =


 152

� 1+
15

3

� 5=
61

3

lö
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ẗu

rli
ch

au
ch

hi
er

w
ie

de
r9

55
.

D
am

it
ke

nn
en

w
ir

nu
n

au
ch

zw
ei

ko
ns

tr
uk

tiv
e

B
ew

ei
se

de
sc

hi
ne

si
sc

he
n

R
es

te
sa

tz
esu

nd
w

is
se

n,
w

ie
m

an
S

ys
te

m
ev

on
K

on
gr

ue
nz

en
m

it
H

ilf
e

de
se

rw
ei

te
rt

en
E

U
K

LI
D

is
ch

en
A

lg
or

ith
m

us
lö
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tä
nd

ig
;t

ro
tz

de
m

sc
hr

ie
be

rr
un

d
di

e
H

äl
fte

se
in

er
za

hl
re

ic
he

n
A

rb
ei

te
n

(S
ei

ne
ge

sa
m

m
el

te
nA

bh
an

dl
un

ge
nu

m
fa

ss
en

73
B

än
de

)d
an

ac
h.

S
ie

en
th

al
te

n
be

de
ut

en
de

B
ei

tr ä
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Fü
r

zw
ei

zu
ei

na
nd

er
te

ile
rf

re
m

de
Z

ah
le

n

� �
Z0
1 is

t

y (�
Z )=

y (� )

y (Z )
.

b
)F

ür

Z =

i�� (

=
1

ek l ( is
t

y (Z )
=

i � (

=
1

� ek l �

1 ( (

e (


1)

� .

B
ew

e
is

:a
)

E
in

e
Z

ah
l

� ist
ge

na
ud

an
n

te
ile

rf
re

m
d

zu
m

P
ro

du
kt

�Z ,
w

en
n

� mo
d

� tei
le

rf
re

m
dz

u

� un
d

� mo
d

Z tei
le

rf
re

m
dz

u

Z ist.
D

a
na

ch
de

m
ch

in
es

is
ch

en
R

es
te

sa
tz

X� �
Z| =

X� �h
X� Z

is
t,

is
td

ah
er

au
ch

(

X� �
Z )� |

=
(

X� � )

� h

(

X� Z

)

� .

b
)W

eg
en

a
)g

en̈
ug

te
s,

di
es

fü
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üs

se
nw

ir
nu

rn
oc

hb
ea

ch
te

n,d
aß

fü
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fä

lli
g

ei
n

E
le

m
en

ta
us

un
d

te
st

et
,o

b
es

di
e

O
rd

nu
ng

e 


1
ha

t.
D

ie
W

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hke
it

da
f ü
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ts
be

re
ic

hs

} se
iT

e
ile

r
vo

n


0
} ,i

n
Z

ei
ch

en

�� 
 ,
w

en
n

es
ei

n

K0
} gi

bt
,s

o
da

ß

 =
K ��

.
c)

�0
} he

iß
tg

rö
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ü
rz

u
n

g
sre

ge
le

rfü
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Fü

r
ei

n
E

le
m

en
ts

< =

L +

~�
© vo

n

� =
� u
��
©

he
iß

t

< =

L 

~�
© da

sz
u

< ko
nj

ug
ie

rt
eE

le
m

en
t.

b
)D

ie
N

or
m

vo
n

< ist
N

(

< )=

<< =
(

L +

~�
© )(

L 

~�
© )

=
L 2

~ 2
© 0
� .

c)
D

ie
S

pu
rv

on

< ist
S

p(

< )=

< +
< =2
L .

K
ap

.6
:Q

ua
dr

at
is

ch
e

Z
ah

lk
ör

pe
r

R; S
Le

m
m

a:
a

)F
ür

< �V
0� [

� © ]
is

t

<V =

< �
V .

b
)F

ür

< �V
0� [

� © ]
is

tN
(

<V )
=

N
(

< )� N
(

V ).
c)

<0
� [

� © ]
is

tW
ur

ze
ld

er
qu

ad
ra

tis
ch

en
G

le
ic

hu
ng

� 2


 Sp
(

< )�

+
N

(

< )=
0

.

d
)

<0
� [

� © ]
is

tg
en

au
da

nn
ga

nz
,w

en
n

N
(

< )un
d

S
p(

< )in

X lie
ge

n.
e

)

<0
® « is

tg
en

au
da

nn
ei

ne
E

in
he

it,
w

en
n

N
(

< )=

` 1
is

t.

B
ew

e
is

:a
)F

ol
gt

so
fo

rt
du

rc
h

di
re

kt
es

N
ac

hr
ec

hn
en

:Fü
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nä

m
lic

h
de

n
na

ch
de

m
E

U
K

LI
D

is
ch

en
A

lg
or

ith
m

us
be

re
ch

ne
te

nle
tz

te
n

vo
n

N
ul

lv
er

sc
hi

ed
en

en
D

iv
is

io
ns

re
st

L � � 1
.

A
uc

h
di

e
lin

ea
re

K
om

bi
ni

er
ba

rke
it

fo
lg

t
w

ie
im

kl
as

si
sc

he
nF

al
l:

B
ei

je
de

rD
iv

is
io

n
m

it
R

es
tis

td
er

D
iv

is
io

ns
re

st
al

s
Li

ne
ar

ko
m

bi
na

tio
nv

on
D

iv
id

en
d

un
d

D
iv

is
or

da
rs

te
llb

ar
;b

ei
m

E
U

K
LI

D
is

ch
en

A
lg

or
ith

m
us

be
-

gi
nn

en
w

ir
m

it
D

iv
id

en
d


 un
d

D
iv

is
or

O ,di
e

na
ẗu
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Fü
r

��

1
un

te
rs

ch
ei

de
nw

ir
zw

ei
F ä
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ög
lic

h
is

t,
be

tr
ac

ht
en

w
ir

di
e

S
itu

at
io

n
ge

om
et

ris
ch

.W
ir

be
-

sc
hr̈

an
ke

n
un

sd
ab

ei
zu

n̈a
ch

st
au

fd
en

im
ag

in̈
ar

qu
ad

ra
tis

ch
enF

al
l.

U
m

be
ss

erz
u

se
he

n,w
el

ch
eT

er
m

ei
n

de
nf

ol
ge

nd
en

R
ec

hn
un

ge
np

os
iti

v
un

d
w

el
ch

e
ne

ga
tiv

si
nd

,s
ch

re
ib

en
w

ir
de

n
K

ör
pe

ra
ls

� [

� 

© ]

m
it

© �
0;

se
in

eE
le

m
en

tel
as

se
ns

ic
hd

an
ni

n
de

rF
or

m


 +)
O�
© da

rs
te

lle
n,

w
ob

ei
) =

� 
 1
di

e
im

ag
in̈

ar
e

E
in

he
it

be
ze

ic
hn

et
.

W
ir

be
tr

ac
ht

en

� [

� 

© ]a

ls
Te

ilm
en

ge
de

rk
om

pl
ex

en
Z

ah
le

ne
be

ne

´ ;
da

nn
is

t

N
(

L +

) ~�
© )

=
(

L +

) ~�
© )(

L 

) ~�
© )

=

L 2 +

~ 2©

=

 µ ¡ L +

) ~�
© µ ¡ 2

ei
nf

ac
h

da
s

Q
ua

dr
at

de
s

üb
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nä
ch

st
en

oc
h

ei
n

B
ei

sp
ie

l
ei

ne
rn

ic
ht

ko
m

m
ut

at
ive

n
V

ar
ia

nt
ee

in
es

Z
ah

lk
ör

pe
rs

be
tr

ac
ht

en
.

§
7:

Q
ua

te
rn

io
ne

n

N
ac

hd
em

du
rc

hd
ie

ko
m

pl
ex

en
Z

ah
le

n

ª 2 m
it

de
rS

tr
uk

tu
re

in
es

K
ör

pe
rs

ve
rs

eh
en

w
ar

,v
er

su
ch

te
nv

ie
le

M
at

he
m

at
ike

rä
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ḧ a
fti

gt
e

si
ch

st
at

td
es

-
se

nm
it

m
at

he
m

at
is

ch
enu

nd
ph

ys
ik

al
is

ch
en

P
ro

bl
em

en
.

A
m

be
ka

nn
te

st
en

is
te

rf
ür

se
in

eE
nt

de
ck

un
gd

er
Q

ua
-

te
rn

io
ne

n,
vo

rh
er

pu
bl

iz
ie

rt
e

er
ab

er
au

ch
be

de
ut

en
de

A
rb

ei
te

n
üb
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